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RESUMO

Esta dissertagdo aborda o estudo de algoritmos iterativos para a descodificagdo de
Codigos Binarios Definidos por Matrizes de Teste de Paridade Esparsas, também
conhecidos por Low Density Parity-Check Codes (LDPC). S&o considerados como uma
das classes de cédigos que melhor desempenho apresentam e que num futuro préximo
poderdo integrar varias normas de comunicacdo digital. O desenvolvimento cientifico
deste tema, verificado ao longo da ultima década, é impressionante.

Apresentamos um estudo sobre técnicas de descodificacdo iterativas baseadas no
algoritmo Soma de Produtos (SPA). E feita uma anélise comparativa e critica dos varios
algoritmos do ponto de vista do desempenho e da complexidade computacional. S&o
abordadas varias técnicas de simplificacdo do algoritmo SPA, com particular destaque
para o algoritmo Soma Minima.

Finalmente, propomos para o algoritmo SPA uma nova técnica de normalizacéo,
cujos resultados obtidos evidenciam uma melhoria significativa do desempenho para

codigos LDPC longos.






ABSTRACT

The Iterative Decoding of Low Density Parity-Check Codes (LDPC) is the main
subject of this thesis. LDPC are seen as one of most powerful classes of error correcting
codes which in a near future will probably be included in new digital data transmission
standards. In the last decade, the scientific development of this theme was impressive.

The Sum Product Algorithm (SPA) and their simplifications are deeply study, with
special attention to Min-Sum algorithm. A critical and comparison analysis of different
SPA variants is made from the performance and decoding complexity point of view.

Finally, we propose a new normalization technique which significantly improves

the performance of SPA for long LDPC codes.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Em 1948, Shannon [Shan] lancou as bases da Teoria de Informacdo. Cedo se
compreendeu a importdncia de dispor de técnicas de codificacdo de canal que
permitissem uma transmisséo e um armazenamento robusto de dados.

Shannon néo s6 determinou os limites tedricos para a taxa maxima de transmissao
de dados através de um canal de comunicacdo, como também, colocou um enorme
desafio de investigacdo: determinar uma técnica de codificacdo de canal capaz de atingir
o limite por ele deduzido. A pesquisa ndo cessou desde entdo. Se durante quase 50 anos
0 progresso foi lento, em 1993 Berrou, Glavieux e Thitimajshimi [BGT] apresentaram
uma nova técnica de codificacdo designada por Turbo Coding (TC), que revolucionou
toda a investigacdo realizada até entdo. Baseado em técnicas de descodificacdo
iterativas, foi possivel pela primeira vez aproximar o limite de Shannon a menos de uma
fraccdo de dB. Os melhoramentos conseguidos foram tdo surpreendentes e a técnica
proposta tdo revolucionaria que foram precisos varios anos para compreender e absorver
0S NOVOS conceitos.

A medida que a comunidade cientifica concentrava a sua atengio no novo método,
tornou-se claro que os seus fundamentos tinham sido lancados muitos anos antes, em
1960 por Robert Gallager [Gall], [Gal2], que na sua tese de doutoramento tinha
proposto uma nova classe de cddigos baseados em Matrizes de Teste de Paridade
Esparsas, conhecidos por Low Density Parity-Check Codes (LDPC), e um algoritmo de
descodificacdo iterativo designado por Algoritmo Soma de Produtos (SPA). Foi Makay

e Neal [Mac2], [MNL1], [MN2], que redescobriram os codigos LDPC e que confirmaram
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as suas excelentes propriedades de correccdo de erros, tendo provado que a semelhanca
dos Turbo Codes, os LDPC’s conseguiam atingir uma probabilidade de erro muito
proxima do limite de Shannon [Shan], existindo mesmo alguns exemplos com um

desempenho superior relativamente aos melhores Turbo Codes conhecidos.

1.1 MOTIVACAO

A recente adopcdo pela nova norma de transmissdo digital de video via satélite
(DVB-S2) de uma solucdo de codificacdo de canal baseado num cédigo LDPC de

comprimento 64800 capaz de suportar taxas de informagéo de 1/2, 2/3, 3/4, 4/5, 5/6,
7/8, 8/9 e 9/10, associado a um codigo BCH, demonstra bem a importancia dos

cdédigos LDPC no panorama actual, como uma das classes de cddigos de correccao de
erros que melhor desempenho apresentam e que num futuro proximo podera a vir a
fazer parte de outras normas’. Os desafios que daqui advém na construcdo de sistemas
codificadores e descodificadores capazes de cumprir 0s requisitos temporais impostos
pelas elevadas taxas de transmissdo dos sistemas de hoje, aliado as ndo menos
importantes restricdes de custo, ttm motivado um estudo aprofundado dos codigos
LDPC ao nivel das melhores técnicas de codificacdo e descodificagdo a serem

implementadas quer em software quer em hardware.

1.2 OBJECTIVOS

Neste trabalho focaremos apenas a problemética da descodificagdo dos cddigos
LDPC. Os objectivos fundamentais deste estudo foram:

! Recentemente o Jet Propulsion Laboratory apresentou uma proposta baseada nos cédigos LDPC ao
Comité Consultivo para os Sistemas de Dados Espaciais (CCSDS) e a industria de armazenamento de
dados mostrou j& um sério interesse em integrar os cddigos LDPC nos sistemas de armazenamento do

futuro.
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- Simplificacdo do algoritmo de descodificacdo SPA proposto por Gallager
[Gall], [Gal2], com vista a uma implementacdo mais eficiente tanto em

software como em hardware.

- Anaélise de técnicas de melhoria do desempenho do algoritmo SPA e das

suas simplificagdes.

- Realizar uma analise comparativa e critica das varias solu¢fes propostas do

ponto de vista do desempenho e da complexidade computacional.

1.3 CONTRIBUICOES DA DISSERTACAO

Nesta dissertacdo propomos um novo método de normalizagdo para o algoritmo
LSPA que melhora significativamente o desempenho do algoritmo para cdédigos LDPC

longos, sem que tal impliqgue um aumento significativo da complexidade computacional.

1.4 ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

Este documento é composto por 6 capitulos que abordam o trabalho realizado no
ambito desta dissertacdo de mestrado.

Sendo os cdédigos LDPC, lineares e descritos por matrizes de paridade esparsas,
faremos no capitulo 2 uma introducdo aos codigos lineares. S&o abordadas as suas
caracteristicas, formas de representacdo, capacidades de deteccdo e a descodificacdo
pelo método do sindroma.

No capitulo 3, sera feita uma descricdo das caracteristicas principais dos cddigos
LDPC. Procurar-se-a4 evidenciar o seu excelente desempenho e a importancia da
representacdo de Tanner e do conceito de giro no projecto de bons cddigos LDPC.
Serdo apresentadas algumas estratégias para a construcdo de cédigos. Por fim, sera
abordada de forma muito sucinta como podera ser realizada a sua codificacéo.

A descodificagdo de codigos LDPC é abordada com detalhe no capitulo 4.
Comecaremos por abordar os algoritmos de troca de bits (BF) essenciais para uma

melhor compreensdo dos principios que regem a descodificagdo iterativa SPA. A
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generalidade do capitulo sera dedicada ao estudo do algoritmo SPA e suas
simplificaces.

No capitulo 5 serdo apresentados resultados experimentais relativos aos diversos
algoritmos apresentados no capitulo 4, procurando realizar uma comparacdo critica
segundo o ponto de vista do desempenho e da complexidade computacional. Sera
também proposto um novo método de normalizagédo para o algoritmo SPA.

No capitulo 6 apresentaremos as principais conclusbes extraidas do trabalho

realizado, terminando com algumas sugestdes de trabalho futuro.



CAPITULO 2

CODIGOS DE BLOCO LINEARES

Uma classe muito importante de codigos de deteccdo e correccdo de erros sdo 0s
codigos lineares. Sendo os cddigos LDPC lineares e descritos por matrizes de paridade
esparsas, apresentaremos neste capitulo uma pequena introducdo a teoria subjacente a

este tipo de codigos.

2.1 CARACTERISTICAS GERAIS E SUA REPRESENTACAO

Um codigo corrector é de bloco se a cada mensagem de simbolos do alfabeto X ,
de comprimento fixo k, o codificador de canal fizer corresponder uma palavra de
cédigo de comprimento fixo n, com n>k. A diferenca n—k representa o nimero de
simbolos de teste utilizados na detec¢édo e correccao de erros. No caso de o alfabeto ser
binario, X ={0,1}, o cédigo diz-se binario®.

Uma classe importante de cddigos correctores sdo 0s cddigos lineares, na medida
em que estes podem ser descritos matematicamente com base na teoria dos espacos
vectoriais. Existem varias formas de definir um codigo linear. Para o caso dos cddigos

binarios lineares utiliza-se aritmética médulo 2 e, como tal, dizemos que um cddigo

2 Nota: Neste trabalho consideramos apenas codigos binarios, embora existam exemplos de bons cédigos

nado-binarios lineares como seja o caso dos Reed-Solomon.



6 CAP. 2 - CODIGOS DE BLOCO LINEARES

binario é linear se a soma (modulo 2) de quaisquer palavras de codigo é ainda uma
palavra de codigo. Tendo em conta as propriedades da adicdo modulo 2, facilmente
concluimos que a soma de uma palavra de cddigo consigo prépria é o vector nulo, pelo
que uma das condi¢des necessarias (mas ndo suficiente) para que um cédigo seja linear
é que uma das palavras de cédigo seja o vector nulo.

A teoria de Galois [Macl], permite generalizar a definicdo dada para um cddigo
binario linear descrito em GF(2) para um cédigo linear ndo binario definido em GF(q).

Existem outras defini¢bes [Well], [Nay] que nos conduzem as vérias formas de

representacdo de um codigo binario linear, que passaremos a referir.

2.1.1 MATRIZ GERADORA

Dado um codigo binéario linear (n,k), ou seja, um c6digo em que as palavras sdo

vectores de dimenséo n do tipo,
C=[CyC; -+ Coy] (2.1)
e as mensagens a codificar sdo vectores de dimensdo k (com n>k) do tipo
m=[m,m ---m_,], (2.2)
a forma mais simples de representar esse codigo € com base numa matriz G de
dimens@es k xn. As palavras de codigo podem ser obtidas a partir da seguinte equacéo
c=mG. (2.3)
Devido ao facto de cada palavra de cddigo ser gerada a partir do produto da mensagem
m pela matriz G, esta é designada por Matriz Geradora.
Facilmente se conclui, a partir da equacéo (2.3), que cada bit da palavra de codigo é
uma combinacdo linear dos bits da mensagem. No entanto, esta observacdo nao é

suficiente para afirmar que o conjunto dos vectores {co,cl, ---,czk_l}, obtidos a partir da
equacao (2.3) para o conjunto de mensagens {mo, mg,---, mzk_l} , constitui um codigo dtil.
De facto, estamos perante um codigo se mensagens diferentes derem origem a palavras
de codigo diferentes. S6 desta forma é possivel a sua descodificacdo. Ora, tendo por
base (2.3), facilmente se conclui que cada elemento de {Co’cv“"czu} ¢ uma
combinacdo linear das linhas da matriz G, pelo que é necessario que estas sejam

linearmente independentes e, nesse caso, todos os vectores ¢,, com i=0,---,2" —1, sdo

distintos.
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Resumindo, podemos dizer que qualquer matriz G , de dimensbGes kxn (com
n>k), com caracteristica k , define um cddigo binario linear (n, k).
No caso de o cddigo ser sistematico as palavras de codigo sdo (por ex.) do tipo
c=[cy ¢ Coy]=[bo by by mym - m ], (2.4)
onde os bits b, com i=0,---,n—k-1, sdo designados por bits de teste de paridade.
Neste caso os bits de mensagem séo transmitidos de forma separada dos bits de teste de
paridade, sendo estes obtidos como combinagéo linear dos primeiros,
b=[b,b; b, ,,]=mP, (2.5)
com P a Matriz de Paridade de dimenséo kx(n—k). Neste caso, a matriz geradora
pode ser representada na forma sistematica
G=[P[I], (2.6)

em que 1, é a matriz identidade de dimensdo k xk .

2.1.2 MATRIZ TESTE DE PARIDADE

Designando por ¢, o bit i de uma palavra de cddigo, uma outra definigdo possivel
para um c6digo binério linear (n k) é a seguinte: um cédigo binério diz-se linear se

todas as 2“ palavras de codigo satisfazem um conjunto de n—k equagdes lineares
homogéneas em ¢, com i=0,---,n-1, isto &, um sistema de n—k equagdes homogéneas
a n incognitas. Qualquer sistema linear de equagcdes homogéneas define pois um cédigo
linear. Estas equacdes séo designadas por Equagdes de Teste de Paridade.

O sistema de equaces pode ser descrito na forma matricial

Hc™ =0, (2.7)

n—k)x1?
em que H é a Matriz de Teste Paridade, de dimensdes (n—k)xn, formada pelos

coeficientes do sistema de n—k equacdes homogéneas a n incognitas.
A semelhanca do que foi dito para a matriz G , é necessério que as linhas da matriz

H sejam linearmente independentes para que o cddigo seja (n, k). No caso de as linhas
de H ndo serem linearmente independentes a matriz define um cddigo de bloco (n, k')

com k'>k (por eliminacdo das linhas linearmente dependentes).
Pelas equacdes (2.3) e (2.7) resulta que:

Hc' =0, , ©cH =0, &mGH =0, = GH =0_,,. (28)
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Um caddigo linear definido por uma matriz H de maxima caracteristica & sempre
sistematizavel e, nesse caso, por aplicagdo de operagdes linear as linhas de H , esta

podera ser pode ser escrita na forma sistematica,
H:[|n_k‘PT], (2.9)

com I, amatriz identidade de dimens6es (n—k)x(n—k), de acordo com (2.6) e (2.8).

2.1.3 GRAFICOS DE TANNER

Os Graéficos de Tanner® (TG) [KFL], [Ryan], sd0 uma das formas mais simples de

representar um codigo binario linear.

Sabemos que um cddigo binério linear (n,k) pode ser definido por um sistema de
(n—k) equacdes lineares homogéneas a n incognitas (os bits das palavras de cddigo).
Podemos construir a partir deste sistema de equagdes, um grafico bipartido formado por
dois tipos de nodos:

— (n-k) nodos designados por nodos de teste (CN’s - check nodes), um por
cada uma das equacdes lineares homogéneas do sistema.

— n nodos designados por nodos das variaveis (BN’s - bit nodes*), um por cada
uma das variaveis do sistema de equagdes.

Cada CN é ligado a todos os BN’s que intervém na equacdo a qual o CN esta
associado. Por sua vez, cada BN associado a um dado bit ¢, da palavra de cddigo, é
ligado a todos os CN’s correspondentes as equagOes de paridade na qual o bit c,
intervém. Devido a este facto, apenas existem ligacdes entre BN’s e CN’s e nunca entre

nodos do mesmo tipo (grafico bipartido). A um grafico deste tipo da-se o nome de

Gréfico de Tanner.

Dada a matriz de teste de paridade H de um codigo binario linear (nk),

facilmente se pode obter o seu TG e vice-versa. Assim, basta atender a que existem

% Na literatura aparece muitas vezes a designacéo genérica de Factor Graph que engloba néo sé o caso
particular dos TG’s, utilizados para descrever os codigos binario lineares, mas também outros tipos de
graficos aos quais é possivel aplicar técnicas de factorizagdo [KFL].

* 0s BN’s sdo também designados na literatura por variable nodes ou symbol nodes.



CAP. 2 - CODIGOS DE BLOCO LINEARES 9

(n — k) CN’s associados a cada linha da matriz H, n BN’s associados a cada coluna de

H eque cada CN j é ligado ao BN i sempre que na matriz H o elemento h; =1.

Exemplo 2.1:

Considere-se o codigo binario linear (6,3) , definido pela matriz de teste de paridade:

O TG associado a este cddigo é:

Check Node

Bit Node

®@®

A importancia dos TG como forma de representacdo de cddigos binarios lineares
reside no facto de muitos dos algoritmos de descodificacdo destes cddigos terem por
base esta representacio grafica. E sobre alguns desses algoritmos, em particular, o
algoritmo SPA e suas simplificagdes que incidiu o trabalho de investigacdo realizado e
que se encontra documentado de forma mais pormenorizada ao longo dos capitulos 4 e

5 desta dissertagéo.

2.2 CAPACIDADES DE DETECCAO E CORRECCAO DE ERROS

2.2.1 DISTANCIA DE HAMMING, PESO DE HAMMING E PESO MINIMO

Dado um codigo binario de bloco, define-se distancia de Hamming, d,, , entre duas

palavras de cddigo como sendo o numero de posicdes para as quais as duas palavras
diferem.

Da mesma forma, define-se Peso de Hamming, «,, , de uma palavra de codigo néo

nula como sendo o nimero de 1’s dessa palavra.
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Exemplo 2.2:

Dadas as palavras a=[1 0110 O]eb=[0 1101 l] tem-se:
— distancia de Hamming: d,(ab)=5

—  peso de Hamming: @, (a) =3, o (b) =4

Define-se também Distancia Minima de um cédigo C, d;, (C), como sendo a

menor distancia de Hamming verificada para todos os pares distintos de palavras de
codigo.
Como usamos aritmética modulo 2, concluimos que para duas palavras quaisquer
de um cddigo binério de bloco, a e b, entdo:
d,(a,b)=w, (a+b). (2.10)
Atendendo a que para um codigo linear a soma de quaisquer palavras de codigo é
uma palavra de codigo, entdo podemos concluir que a distancia minima de um cédigo
binario linear é igual ao peso de Hamming minimo de todas as palavras de cddigo
diferentes do vector nulo. Como todas as palavras de cddigo verificam a equacdo (2.7)
entdo, a distdncia minima de um caddigo binario linear é igual a0 menor nimero de

colunas de H que somadas geram o vector nulo.

2.2.2 DESCODIFICACAO — REGRAS DE DECISAO

Normalmente durante a transmissédo de dados atraves de um canal ocorrem erros.
Suponhamos que transmitimos uma palavra de codigo a atraves de um canal ruidoso e
que a palavra recebida € b. O objectivo de qualquer boa regra de decisdo € minimizar a

probabilidade de erro, ou seja, considerando um cédigo binario linear (n,k) devemos

escolher a palavra de cédigo a'e{co,---,czkfl} para a qual a probabilidade de erro € menor,
isto é:

p(a’lb)=p(c|b) Vi=0,--,25-1. (2.11)

Fazendo uso do teorema de Bayes e admitindo que todas as palavras de codigo

ocorrem com igual probabilidade podemos optar por uma descodificagdo de méxima

verosimilhanca, ou seja, por escolher a'e{co,---,czkfl} para a qual:

p(bla’)= p(blc,) Vi=0,--,2"-1. (2.12)
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2.2.3 CAPACIDADE DE DETECCAO E CORRECCAO DE UM CODIGO BINARIO
LINEAR

Uma das regras de decisdo de maxima verosimilhanca para a descodificacdo de um
codigo binario linear (n,k) baseia-se precisamente na distancia de Hamming. Assim,
considerando que as palavras de cddigo ocorrem com igual probabilidade, que sdo
transmitidas através de um canal binario simétrico (BSC), com probabilidade q<0.5 de
um bit transmitido estar errado, e admitindo que ao ser transmitida a palavra de codigo

a, a palavra recebida é b, entéo, sendo D =, (a,b), temos que

p(bla)=g°(1-q)"". (2.13)
Uma regra de decisdo de maxima verosimilhanca consiste em escolher a palavra de
codigo a'e{c,, -,c,.,} paraaqual,

d,(a,b)<d,(c,b) Vi=0,---,2-1. (2.14)

Para 0 caso em que b ndo é uma palavra de cddigo mas existe uma unica palavra

de codigo a' que verifica (2.14), entdo, dir-se-4 que os erros de transmissdo foram

corrigidos. Caso exista mais do que uma palavra de codigo que verifique (2.14), entdo, a
palavra recebida ndo podera ser corrigida.

As capacidades de correcgdo e deteccdo de erros de um codigo sdo expressas pelas

seguintes propriedades [Well]:

Detecgdo de Erros
Um cddigo C detecta todos 0s t erros, se e SO se, a sua distancia minima for maior
que t, isto €,

Ay (C) >t (2.15)

Correccdo de Erros
Um cddigo C é capaz de corrigir todos os t erros, se e sd se, a sua distancia

minima for maior que 2t isto é,

dy (C)> 2t (2.16)
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2.3 DESCODIFICACAO — METODO DO SINDROMA

Um dos métodos mais eficientes na descodificacdo de cddigos de bloco lineares

(n,k), para baixos valores de n, consiste na utiliza¢do do conceito de Sindroma.

Considere-se entdo que ao transmitirmos uma dada palavra de codigo c, a palavra
recebida é
r=c+e, (2.17)
com e 0 padrdo de erro introduzido pelo canal de transmissdo. A primeira etapa da
descodificacdo consiste em averiguar se a palavra recebida é uma palavra de codigo.
Para tal, é verificada a equacéo (2.7), pelo que é efectuado o seguinte calculo
s=rxH". (2.18)
O vector s assim obtido, de dimensdes 1x(n—k) é designado por Sindroma.

No caso de o sindroma ser o0 vector nulo a palavra recebida é uma palavra de cédigo
e portanto, a descodificacdo é imediata. A palavra mensagem pode neste caso ser obtida
rapidamente a partir da palavra de codigo recebida. No caso de um cddigo sistematico, é

conhecida automaticamente a mensagem por eliminacdo dos (n—k) bits de teste de

paridade. Para codigos néo sistematicos a forma mais simples é dispor de uma tabela em
memoria que faz corresponder a cada palavra de codigo a respectiva palavra mensagem.
Facilmente se conclui que esta forma de afectacdo de palavras de cddigo as respectivas
mensagens levanta problemas de realizacdo para cddigos com valores de k muito
elevados.

O caso mais comum é a obtencdo de um sindroma s=0, 0 que significa que a
palavra recebida ndo € uma palavra de cédigo (contém erros). Torna-se pois necessario
corrigir os erros ocorridos em funcdo do sindroma, s. Assim, por (2.17) e (2.7) tem-se
substituindo em (2.18):

s=rxH" os=(c+e)xH' ©s=cxH +exH' < (2.19)
os=0+exH" ©@s=exH".

Da equacdo (2.19) podemos concluir que o sindroma, s, depende unicamente do
padrdo de erro, e. Este € dado pela soma das colunas de H correspondentes aos bits
errados, isto é, dado pelas posicdes dos bits a 1 do padrdo de erro. Conclui-se ainda a
partir de (2.19) que padrbes de erro que diferem entre si de uma palavra de cddigo

produzem o mesmo sindroma. Existem portanto 2" sindromas distintos tendo cada um
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deles associado a si um conjunto de 2* vectores de erro distintos designado por Classe
Complementar associada ao sindroma’.

Visto que associados a cada sindroma existem 2° vectores de erro distintos, o
problema que se coloca é saber qual deve ser seleccionado.

Considerando descodificagdo de maxima verosimilhanca para um canal BSC com

probabilidade de erro q, chegamos a conclusdo que o padrdo de erro a seleccionar

deverad ser o que contém o menor nimero de bits a 1 (Elemento Principal da classe
associado a esse sindroma). Se o elemento principal associado a um dado sindroma for
unico, entdo, diz-se que o erro pode ser corrigido. Caso contrario, apenas poderemos
detectar a ocorréncia de erros de transmissao, mas ndo os poderemos corrigir (ndo existe
certeza).

O algoritmo para a descodificacdo de uma palavra recebida é:

Al. Algoritmo de descodificacdo por calculo do sindroma:

(0) Célculo do sindroma: s=rxH";
(1) Determinacdo do elemento principal, e, da classe complementar associado a esse
sindroma;
Nota: A forma mais simples consiste em dispor de uma tabela em memdéria que faz
corresponder a cada sindroma o respectivo elemento principal. No entanto, tal

solucéo levanta problemas de implementacdo para cédigos em que (n—k) € um

valor elevado.
(2) Determinacao da palavra de coédigo transmitida por c=r +¢;
(3) Determinacdo da mensagem por tabela de consulta (cédigo ndo sisteméatico) ou por

remocdo dos bits de teste (cddigo sistematico).

% Podemos constatar que:

(Numero de Classes Complementares) x (NGimero de Elementos de Cada Complementar) = 2"






CAPITULO 3

LDPC — CODIGOS LINEARES DEFINIDOS POR

MATRIZES DE TESTE DE PARIDADE ESPARSAS

Neste capitulo iniciaremos o estudo dos cddigos definidos por matrizes de paridade
esparsas (LDPC). O conhecimento das suas caracteristicas e a interiorizacdo de alguns
conceitos sdo fundamentais para o estudo dos algoritmos iterativos utilizados na sua
descodificacdo, objectivo primeiro do nosso trabalho. S8o essas caracteristicas que
levam a que sejam hoje considerados uma das mais poderosas familias de cddigos

correctores de erros.

3.1 CARACTERISTICAS GERAIS E SUA REPRESENTACAO

Um cédigo LDPC ¢é caracterizado por uma matriz de teste de paridade H com uma
baixa densidade de 1’s. Dentro dos cddigos LDPC é comum fazer-se a distingdo entre

codigos regulares e irregulares.

3.1.1 CODIGOS LDPC REGULARES E IRREGULARES

Os cadigos LDPC regulares foram propostos pela primeira vez por Robert Gallager
em 1962, na sua dissertagdo de Doutoramento [Gall]. Gallager definiu um codigo

LDPC regular (n,k,w,), com w, « m=n-k, como sendo um codigo de bloco linear
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cuja matriz de teste de paridade H tem dimensGes (n—k)xn, contendo exactamente w,

b n 7 H H H H
1’s por coluna e w, =w, x— 1’s por linha®. Obviamente, existe um conjunto enorme de
m

codigos que cumprem este requisito.

Gallager provou ainda que fazendo w, >3, o conjunto de codigos LDPC (n,k,w,)

gue podem ser obtidos possuem, na sua grande maioria, uma distancia minima elevada,
bastando para tal seguir algumas regras simples de construgdo como, por exemplo,
garantir que quaisquer duas colunas da matriz H possuam quanto muito um sé 1 em
comum. Devido a baixa densidade de 1’s da matriz H garantimos que o numero
minimo de colunas de H que sdo necessarias somar de forma a obter o vector nulo é
elevado e, logo, que o codigo possua uma distancia minima elevada de acordo com o
que foi referido na secgéo 2.2.

Apesar das suas excelentes caracteristicas, os cédigos LDPC, salvo raras excepcoes,
ndo foram alvo de qualquer atencdo por parte da comunidade cientifica até meados dos
anos 90, altura em que foram redescobertos por Makay e Neal [Mac2], [MN1] e [MN2].
Makay e Neal provaram que estes conseguem atingir uma probabilidade de erro muito
proxima do limite de Shannon [Shan] (existindo mesmo alguns com desempenho
superior relativamente aos melhores Turbo Codes conhecidos).

A razdo do seu esquecimento durante tantos anos talvez se tenha devido a elevada
complexidade computacional necessaria a todos os niveis: na geracdo da matriz H que
garanta um boa distancia minima do cddigo, na codificacdo (cdédigo normalmente nédo
sistematico) e ainda na sua descodificacdo, tendo por base o algoritmo Soma de
Produtos (SPA) inicialmente proposto por Gallager. No entanto, 0s avangos
tecnoldgicos, o surgimento de simplificagdes do algoritmo SPA, bem como, de formas
alternativas de projecto fazendo uso de métodos algébricos e geométricos [PN], [KLF],
[Weld], [JW], tornaram-nos num dos principais alvos de investigacédo cientifico nos dias
de hoje.

Mais recentemente comecaram a ser estudados os cddigos LDPC irregulares cuja
matriz de teste de paridade H possui uma baixa densidade de 1’s mas em que 0 nimero

de 1’s por coluna e por linha ndo é constante. Em [RU] € feita a prova de que os codigos

® A nomenclatura utilizada W, significa column weight e W, significa row weight.
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LDPC irregulares sdo superiores aos regulares para blocos longos. No entanto, a
realizacdo em hardware dos codigos LDPC regulares é mais simples visto que a sua
estrutura pode ser explorada com vista a simplificar o descodificador. Além disso, para
comprimentos de bloco mais curtos, os cddigos irregulares possuem, na maioria dos
casos, uma distancia minima inferior aos regulares, dai a preferéncia por estes ultimos
nessa situacao.

Uma outra explicacdo para o melhor desempenho dos codigos LDPC irregulares
tem por base a sua representacdo em TG, assim como, a forma como estes sdo

descodificados.

3.1.2 REPRESENTACAO GRAFICA DE TANNER

Michael Tanner [Tanl1] foi um dos poucos investigadores que estudou os cédigos
LDPC antes do seu ressurgimento por via de Mackay e Neal [Mac2], [MN1], [MN2]. O
seu contributo veio-se a revelar de extrema importancia visto que muita da investigagédo
actual na pesquisa de bons cdédigos LDPC regulares e irregulares, bem como, o
desenvolvimento de muitos dos algoritmos de descodificagdo assenta nos TG’s por ele
introduzidos.

Como foi referido na seccdo 2.1.3, Tanner considerou que qualquer cédigo linear
de bloco e, em particular, qualquer cédigo LDPC, podia ser representado por intermédio
de um TG. Este grafico bipartido é formado por dois tipos de nodos, BN’s e CN’s, em
que cada BN s6 pode estar ligado a CN’s e cada CN a BN’s (ndo podem existir ligacdes
entre nodos do mesmo tipo, dai se dizer que o grafico € bipartido).

Feita que foi uma breve introducdo aos TG’s na seccdo 2.1.3, convém agora
introduzir novos conceitos. As ligacbes entre os nodos designam-se por caminhos
(edges). O numero de caminhos que chegam a cada nodo é designado por o grau desse

nodo. Dado um codigo LDPC (n.,k), onde w, € o grau do BN i e w; € o grau do CN

j, concluimos que

ou seja, a soma dos graus de todos os BN’s é igual a soma dos graus de todos 0os CN’s.
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No caso de se tratar de um codigo LDPC regular (n,k,w,), entdo, todos os BN’s

tém o mesmo grau, w,, e todos os CN’s tém o mesmo grau, w, , e atendendo as

dimensdes da matriz H temos

nxw, =(N—k)xw, < w, =w, x

n
, 3.2
P 3.2)
tal como havia sido referido aquando da definicdo dos codigos LDPC regulares. O TG
possui neste caso uma estrutura altamente regular (ver figura 3-1) que pode ser

explorada na descodificacdo do codigo.

Figura 3-1 - Cédigo LDPC regular (10,5,2).

3.1.3 CONCEITO DE GIRO

Um dos mais importantes conceitos relativos aos TG’s é a definigédo de giro (girph)
de comprimento | como sendo um percurso fechado formado por I caminhos [LS],
[MB1]. Por exemplo, tendo por base a figura 3-1 podemos observar um ciclo de
comprimento 6 que se encontra assinalado a negrito. O menor comprimento de todos 0s
ciclos existentes num TG ¢é designado por giro.

Na prética, ao projectar um codigo LDPC procura-se evitar a existéncia de ciclos de
pequeno comprimento no seu TG de forma a melhorar o desempenho do algoritmo SPA.
De facto, prova-se que o algoritmo SPA tem desempenho Optimo quando aplicado a
gréficos sem ciclos [KF], [Forn], [KFL], [Ksch]. Na presenca de graficos com ciclos, a
sua eficiéncia diminui, sendo inferior para codigos com um baixo giro. Por outro lado,
prova-se também que TG sem ciclos ndo suportam bons cddigos [ETV], pelo que é
necessario obedecer a algumas regras na construcdo dos codigos LDPC por forma a que

estes possuam boas propriedades (distancia minima e um giro elevados).
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Identificacdo de ciclos e determinacao do giro de um cédigo LDPC

Qualquer ciclo de um TG tem um comprimento par e o seu valor minimo é 4
correspondendo a uma matriz de teste de paridade em que existem duas colunas com
dois 1’s em comum (ver figura 3-2). Uma das regras de construcdo da matriz H, para
evitar a existéncia de ciclos de dimensdo 4, consiste em garantir que quaisquer duas
colunas da matriz H, possuam quanto muito um s6 1 em comum.

1 f2 B cee 7

© & 11
@ Check Node H=

@ Bit Node 11
& ©® |

Figura 3-2 — Exemplo de um ciclo de comprimento 4 num TG e a respectiva matriz de teste de

paridade.

J& os ciclos de comprimento 6 sdo mais dificeis de identificar na matriz H. Na

figura 3-3 apresentamos um exemplo.

fy f, fs

@ Check Node e e 0

@ Bit Node 1 i
® ® ©

Figura 3-3 — Exemplo de um ciclo de comprimento 6 num TG e a respectiva matriz de teste de

paridade.

Mao e Banihashemi apresentam [MB2] uma forma simples de determinar o giro
associado a cada BN, isto €, o ciclo mais curto que passa por cada BN. O método
consiste em construir para cada BN uma arvore a partir do TG ou da matriz H do
cddigo. Assim, considera-se como raiz da arvore o BN; cujo giro pretendemos
determinar. A arvore é entdo construida passo a passo. No nivel k de descendéncia da
arvore sdo incluidos todos os nodos a uma distancia k do BN;. O procedimento é
repetido até ao nivel de descendéncia n em que € incluido um nodo que se encontra
ligado no TG do cddigo a pelo menos dois nodos ja incluidos no nivel de descendéncia
n-1. Isto identifica a formacg&o do primeiro ciclo, sendo 2n o giro do BN;.

Em resumo, o método consiste em adicionar como descendentes, a cada né j da

arvore, todos os nos que a ele se encontram ligados no TG, com excepcao do no pai,
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terminando o algoritmo quando é encontrado um n6 que é descendente de mais do que
um no diferente.
Na figura 3-4 podemos observar a aplicacdo do método anteriormente descrito na

determinacéo do giro do BN ¢, do codigo descrito pelo TG da figura 3-1. Como pode

ser observado, s6 no 3° nivel de descendéncia da arvore encontramos um no
descendente simultaneamente de mais do que um nd, pelo que se conclui que o giro do

BN c, & 6. A negrito encontra-se identificado um dos ciclos de comprimento 6 que

contém o BN ¢, .

@CN

Raiz
1° Nivel de Descendéncia

2° Nivel de Descendéncia

3° Nivel de Descendéncia

Figura 3-4 — Determinagéo do giro do BN ¢, do cédigo LDPC descrito pelo TG da figura 3-1.

McGowan e Williamson apresentam em [MW] um método algébrico de
determinacéo do giro de cada BN, baseado no conceito de matriz adjacente. Dado um
codigo LDPC descrito por uma matriz de teste de paridade H, a sua matriz adjacente €

definida por,

0 H
A{HT 0] (33)

pelo que cada né do TG do cddigo (BN ou CN) é representado por uma linha e por uma
coluna da matriz A.

McGowan e Williamson provaram que o elemento (i, j) da matriz A" é o nimero
de percursos com comprimento n entre 0s nos i e j do cddigo. Neste sentido, cada

elemento diagonal da matriz A", a, representa 0 numero de ciclos de dimensdo n que

contém o no i. O método descrito permite determinar rapidamente o giro de cada BN,

bem como, o giro do codigo.
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3.2 CONSTRUCAO DE CODIGOS LDPC

A forma mais simples de projectar um codigo LDPC (n,k), consiste na construgéo

da matriz de teste de paridade H que cumpra um conjunto requisitos pretendidos, como

sejam, definir um codigo regular (caracterizado por um dado peso para cada coluna, w,)

ou irregular (podendo ser especificado o grau de cada BN e CN), ou ainda, garantir um
dado giro minimo.

Obviamente, para qualquer conjunto de restricdes existe um conjunto imenso de
codigos que cumprem as referidas especificagdes. A construcdo da matriz H é feita de
forma quase aleatdria, mas seguindo algumas regras que maximizam a probabilidade do
codigo obtido possuir um bom desempenho. No entanto, essas regras nao nos déo
qualquer garantia de que tal aconteca. Poderdo inclusive suceder situacdes em que a
matriz H obtida ndo é de caracteristica maxima e, portanto, define um codigo LDPC
(n,k") com k'>k.

Makay e Neal apresentam em [Mac2] um conjunto de estratégias para gerar cédigos
LDPC. Estas estratégias sdo apresentadas de forma numerada, sendo convicgdo dos
autores que as de ordem superior maximizam a probabilidade do cédigo obtido possuir
um melhor desempenho. No entanto, eles proprios reconhecem ndo possuir qualquer

prova deste facto.

Estratégias apresentadas por Mackay e Neal para construcao de cddigos LDPC:

(i) A matriz H é gerada partindo de uma matriz de zeros de dimensdes

(n—k)xn e aleatoriamente negando w, bits em cada coluna (0 codigo

assim gerado podera ser irregular);
(i) A matriz H é gerada criando aleatoriamente colunas de peso de Hamming
W, ;

(iii) A matriz H é gerada criando aleatoriamente colunas de peso de Hamming

w, e procurando uniformizar ao maximo o peso de Hamming w, de cada

linha;
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(iv) A matriz H € gerada com colunas de peso de Hamming w_, linhas de peso
de Hamming w, , e ndo possuindo quaisquer duas colunas com mais de um

1 em comum,;

(v) A matriz H € gerada de acordo com o procedimento do ponto anterior mas
tendo como objectivo a maximizagao do giro do codigo;

(vi) A matriz H € gerada de acordo com o procedimento referido em (iv)

procurando obter uma matriz H de caracteristica maxima, de preferéncia na

forma H=[H,|H, ] com H, ou H, invertivel.

Mackay e Neal apresentam ainda em [MN1] um conjunto de técnicas que fazem
uso de algumas das estratégias antes referidas. Essas técnicas sdo vulgarmente
conhecidas por 1A, 2A, 1B e 2B, sendo usadas por muitos investigadores na
classificacdo dos cédigos LDPC estudados.

A estratégia 1A diz respeito ao ponto (iii) com w, =3, e em que é introduzida a

restricdo de o codigo possuir um giro superior a 4.

A estratégia 2A baseia-se na constru¢do da matriz H com M /2 colunas (com M
sendo o numero de linhas da matriz H) de peso 2, sem que exista qualquer 1 em
comum entre elas, e em que as restantes colunas tém peso 3, Simultaneamente,

procura-se que 0 peso w, seja 0 mais uniforme possivel, impondo como restrigdo o

facto de quaisquer duas colunas de H ndo terem mais do que um 1 em comum.
Consiste pois numa implementacao da estratégia (iv) anteriormente mencionada.

As estratégias 1B e 2B resultam da eliminacdo de um pequeno nimero de colunas
da matriz H obtidas segundo as estratégias 1A e 2A, respectivamente, de forma a
eliminar todos os ciclos do cédigo de tamanho inferior a um dado valor | estipulado,
procurando, desta forma, maximizar o giro de acordo com a estratégia (v).

Um dos problemas que se colocado é precisamente a forma de eliminar os ciclos de
comprimento inferior a um dado valor. McGowan e Williamson baseados no conceito
de matriz adjacente, definida anteriormente, apresentam um método em [MW] para
remocao desses ciclos por alteracdo da matriz A, garantindo, simultaneamente, que nao
sdo gerados novos ciclos do mesmo tamanho ou inferior.

Como ja foi referido, seguindo qualquer uma destas estratégias, o conjunto de

coédigos admissiveis € muito grande, tornando-se necessario dispor de alguns critérios
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de seleccdo por forma a escolher os susceptiveis de apresentarem um melhor
desempenho.

Mao e Banihashemi sugerem em [MB2], como critério de selec¢do a escolha do
codigo que apresente o giro mais elevado. Este método implica a determinacgéo do giro
de cada um dos codigos o que coloca, desde logo, limitacBes a sua aplicacdo em
comprimentos de bloco elevados. Estes autores mostraram que para cédigos obtidos
segundo o método de construcdo 2A, o critério de seleccdo por eles proposto, conduzia
a escolha de um codigo com uma menor probabilidade de erro de descodificacéo.

Um outro critério de selec¢do consiste na escolha do cédigo que possui uma maior
distancia minima (sem duvida, um bom parametro de avaliacdo do desempenho de um
codigo linear). A determinacdo da distancia minima de um cddigo linear €, no entanto,
uma tarefa complexa para cédigos com comprimentos de bloco elevados. Berrou, Vaton,
Jézéquel e Douillard apresentam em [BVJD] um método iterativo para a determinacao
da distancia minima de um cédigo linear, que designam por Método do Erro Impulsivo.
O método baseia-se na resposta de um descodificador iterativo de maxima
verosimilhanca do tipo Soft-In / Soft-Out’ a um erro do tipo impulsivo® num canal
Gaussiano. Os autores provaram que a amplitude minima de ruido que provoca um erro

de descodificacao € igual a distdncia minima do codigo em causa.

Abordagens alternativas para a construcéo de cédigos LDPC

Existem outras formas de construcdo de cddigos LDPC. Por exemplo, Prabhakar e
Narayanan apresentam em [PN] um método algébrico de construcdo de cédigos LDPC
regulares. Este apresenta como grande vantagem o facto de a estrutura do TG poder ser
gerada algebricamente usando um procedimento recursivo.

O método algébrico apresentado por Prabhakar e Narayanan pretende construir um

codigo LDPC regular de dimensdes (n,k), sendo w, o peso de cada BN e w, o peso de

" O conceito de descodificacdo iterativa do tipo Soft-In / Soft-Out sera abordado detalhadamente no

capitulo 4.

® A palavra de cddigo ¢ = [C0 C,-*C,CCyy ---Cn] transmitida é apenas corrompida num bit com ruido
impulsivo de amplitude A , dando origem a uma palavra recebida do tipo

r:[co GGy (Ci +Ai)ci+1"'cn]-
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cada CN. Existem nxw, ligagcbes a BN’s (conexdo BN) e a CN’s (conexdo CN) em que
cada caminho do TG liga uma conexdo BN a uma conexdo CN. Designando por A a
conexdo CN a qual liga a conexdo BN;, com A pertencente ao CN | A /w, | e a conexao
BN; pertencente ao BN |i/w, |, entdo, Prabhakar e Narayanan propuseram que a
sequéncia A, A, A, -+, A, , fosse obtida da seguinte forma recursiva:

A,=(aA+b)modM ¢/ M=nxw, e 0<i<M, (3.4)
com a e b numeros inteiros satisfazendo um conjunto de condic¢des por eles deduzidas
e A, um ndmero inteiro entre 0 e M .

Ao todo séo nove as restricdes colocadas por Prabhakar e Narayanan que garantem
que o cddigo gerado por este método é LDPC e ndo possui ciclos de comprimento
inferior a seis. Estas condi¢Oes ndo sdo muito restritivas, permitindo que seja gerado um
vasto conjunto de cédigos LDPC com diferentes comprimentos e taxas de informagcéo.
O desempenho do cddigo gerado depende também dos valores escolhidos para a, b e
A .

Uma abordagem alternativa para a construcéo de bons codigos LDPC irregulares é
apresentada por Richardson, Shokrollahi e Urbanke em [RSU] e Chung, Forney,
Richardson e Urbanke em [CFRU] que se baseia num estudo sobre a distribuicdo dos

pesos de cada BN que optimiza o desempenho do cédigo.

3.3 CODIFICACAO

Antes de referir outros métodos de construcdo de codigos LDPC, torna-se
necessario ter uma ideia de como € realizada a codificacdo conhecida a matriz H ou o
TG de um cddigo.

Sendo os cddigos LDPC lineares e tendo em conta o que foi referido na seccao
2.1.1, a forma obvia de realizar a codificacao seria partindo do conhecimento da matriz
geradora G determinar as palavras de cddigo de acordo com a equacdo (2.3), ou seja,

fazendo c=mG. No entanto, os métodos utilizados na construcdo de codigos LDPC,

assentam na obtencdo da sua matriz de teste de paridade H ou no equivalente TG. Na
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grande maioria das vezes a matriz H obtida ndo é sistematica nem de caracteristica
méxima. A matriz H pode, no entanto, ser expressa na forma sistemética (2.9)° usando
0 método de Gauss. A obtencdo da matriz G é depois imediata. Podem, no entanto,
surgir situacGes em que para obter H na forma (2.9) se torne necessario efectuar troca
de colunas, obtendo-se desta forma um cddigo LDPC diferente mas com o mesmo
desempenho do original.

Embora de facil implementacdo, o metodo anterior € extremamente dispendioso em
termo do numero de operacgdes a realizar na codificacdo de cada palavra de cddigo. Tal
deve-se ao facto de a sistematizagdo da matriz H ndo conduzir, necessariamente, a
obtencdo de uma matriz G com baixa densidade de 1’s, pelo que a codificacdo por (2.3)
exige a realizagdo de um nimero extremamente elevado de operacdes.

Uma aproximacao alternativa para a solucdo deste problema consiste na obtencéo
de codigos LDPC por métodos algébricos e geométricos em que a codificacdo possa ser
realizado por circuitos simples baseados em registos de deslocamento. E o caso dos
coédigos apresentados por Johnson e Weller em [JW], que sugerem uma familia de
codigos LDPC quase ciclicos com giro ndo inferior a 6. E também o caso de Kou, Lin e
Fossorier que apresentam em [KLF] uma abordagem para a constru¢do de codigos
LDPC baseada em linhas e pontos de uma geometria finita, como a geometria
Euclidiana e a geometria projectiva em campos finitos. Os codigos construidos por este

método sdo também ciclicos ou quase ciclicos.

% No caso da matriz H n#o ser de caracteristica maxima ao aplicarmos o algoritmo de Gauss vamos obter
uma ou mais linhas de zeros que poderao ser eliminadas obtendo uma matriz de paridade H' equivalente

a H , expressa na forma da equagdo (2.9).






CAPITULO 4

DESCODIFICACAO ITERATIVA

Devido ao seu desempenho os codigos LDPC sdo hoje reconhecidos como a classe
de codigos que melhor se aproxima do limite de eficiéncia de Shannon [Shan]. De facto,
o sucesso dos codigos LDPC deve-se em grande medida a sua simplicidade e ao
algoritmo de descodificagdao iterativo introduzido por Gallager [Gall] e cuja
redescoberta por MacKay e Neal [MN1], [MN2], veio tornar clara a sua importancia.

O algoritmo apresentado por Gallager [Gall] tem por base a representacdo grafica
dos codigos LDPC e ¢é vulgarmente conhecido como algoritmo Soma de Produtos
(SPA). No entanto, o seu campo de aplicagdo vai muito para além da descodificacdo de
cddigos LDPC, abrangendo éareas do processamento de sinal, das comunicagdes digitais
e da inteligéncia artificial, onde é conhecido por Belief Propagation'® (BP) devido  sua

aplicacao em redes Bayesianas.

' A designagio do algoritmo SPA por Belief Propagation ¢ comum no contexto da descodificagio de

codigos LDPC. Ambos os termos serdo empregues ao longo do texto de forma indiferenciada.
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4.1 INTRODUCAO

Na descodificagdio de um codigo, existem duas abordagens possiveis: Hard
Decoding (HD) e Soft Decoding (SD)''. A primeira, considera que o conjunto de
simbolos diferentes a entrada do descodificador ¢ finito, ou seja, no caso de um codigo
binario a entrada do descodificador teremos apenas bits, ao passo que na descodificacao
SD ¢ tida em conta a distribui¢ao probabilistica dos simbolos recebidos.

Se por um lado, os algoritmos do tipo HD s3o na sua grande maioria menos
complexos e menos exigentes computacionalmente, também ¢ verdade que tomando em
conta a distribuicdo probabilistica dos dados recebidos pelo descodificador, os
algoritmos SD apresentem um melhor desempenho em termos de uma menor taxa de
erros quer BER quer MER.

No contexto dos codigos LDPC ambas as abordagens de descodificagdo tém vindo
a ser objecto de investiga¢do procurando um compromisso entre complexidade, laténcia
e desempenho. Os algoritmos iterativos HD propostos sdo normalmente designados por
algoritmos de troca de bits (bit flipping algorithms) [Rich], e os SD por algoritmos de
troca de mensagens (message passing algorithms).

Comegamos por descrever o algoritmo de troca de bits (BF - Bit Flipping Algorithm)
proposto por Gallager [Gall], [Gal2], bem como duas das suas variantes: o algoritmo de
troca de bits pesado (WBF — Weight Bit Flipping Algorithm) proposto por Kou, Lin e
Fossorier [KLF] e o algoritmo de troca de bits pesado com arranque programado
(BWBF — Bootstraped Weight Bit Flipping) proposto por Nouh e Banihashemi [NB]. O
algoritmo BF além de ser o mais simples de entre os diversos algoritmos propostos para
a descodificagdo dos codigos LDPC, permite lancar as bases para uma melhor
compreensdo do algoritmo SPA e suas variantes sobre o qual incidiu grande parte do

nosso estudo.

' Existem no entanto alguns algoritmos de descodificago cuja abordagem é um misto de HD com SD. E

o caso dos algoritmos WBF e BWBF a que serd feita referéncia.



CAP. 4 — DESCODIFICACAO ITERATIVA 29

4.2 ALGORITMOS BF E SUAS VARIANTES

4.2.1 ALGORITMOS BF

Os algoritmos BF [Gall], [Gal2], [KLF], [Rich] sdo algoritmos HD de baixa
complexidade. A ideia base [Ryan], [LMSS1], [KLF] consiste em negar o numero
minimo de bits da palavra de cédigo recebida por forma a que todas as equagdes de
paridade expressas pela matriz H sejam satisfeitas. Este processo torna-se mais simples
quando a matriz H possui uma baixa densidade de 1’s e quando o grau dos BN’s e dos
CN’s do TG que representa o codigo € baixo.

A forma mais simples de descrever a descodificacdo HD ¢ através de um exemplo:

Exemplo 4.1:

Consideremos o cédigo de Hamming (7,4) , definido pela matriz de teste de paridade

I
I
it o it
(an) — —
— — o

0 0

0 0 1 1
1 0

A palavra de codigo transmitida foi

c=[1 0 0 0 0 1 1],

e a palavra recebida

y=c+[0 0 1 0 0 0 0]=[1 0 1 0 0 1 1].

A palavra recebida Y deveréa ser descodificada de forma a corrigir o erro ocorrido.

Resolucéo:

Uma forma simples e instrutiva de compreender o processo de descodificagdo HD consiste na
representacdo esqguematica do conjunto de restricdes de teste de paridade. Cada restricdo €&
representada por um circulo contendo o conjunto de variaveis que intervém nessa restricdo em que
a soma de todas as variaveis contidas dentro do circulo devera ser nula. Para o caso do cédigo

dado, obtemos a representagdo esquematica da figura 4-1 em que y,, com i=1,---,7, representam
os bits da palavra recebida y . Substituindo os Yy, pelos respectivos valores, verificamos que as

restricdes f, e f, passam a ser violadas, conforme se pode verificar pela figura 4-2.

Da interseccdo dos circulos f, e f, verificamos que as varidveis comuns a ambas as restricdes

séo y, e y,, pelo que negando um destes bits ambas as restricbes passariam a ser satisfeitas. No
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entanto, Yy, faz também parte da restricdo f,, restricdo que passaria a ser violada caso o bit y,
fosse negado. Logo, o bit a negar devera ser Y, e a palavra descodificada sera,
y'=[t 0o 0o 0 01 1],

que de facto corresponde a palavra transmitida.

2 f2
1
0
f, f,
Figura 4-1 — Representagdo esquematica Figura 4-2 — Ao substituir os bits da
do conjunto de restrigdes de teste de palavra recebida y constata-se que as

paridade expressas pela matriz H . restricdes f, e f, sdo violadas.

O exercicio poderia também ser resolvido recorrendo ao TG do cadigo (figura 4-3).

Figura 4-3 - TG associado ao codigo de Hamming (7,4) . Para a palavra recebida Y as restricdes

f, e f, sdo violadas.

A Unica restricdo que néo é violada é f,, pelo que o CN f, envia a informagdo aos BN's y,, y,, Y,
e Yy, de que estes bits deverdo permanecer inalterados. Restam como possiveis candidatos a serem

alterados y,, y, e Yy,. No entanto, tendo em conta a regra de descodificacdo HD (negar o menor
nimero de bits da palavra recebida de forma a satisfazer todas as condigbes), facilmente
concluimos que somente a alteracdo de y, faz com que as trés equacBes de paridade sejam

simultaneamente verificadas, correspondendo, de facto, ao bit que estava errado na palavra
recebida.
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Como pudemos verificar no exemplo anterior, a restricdo f, ndo era violada. Os

bits nela envolvidos fornecem um tipo de informagdo extrinseca as restantes restricdes

f, e f,, ajudando a identificar os possiveis bits errados. E este conceito de informagao

extrinseca e de passagem de informagdo/mensagens entre nodos que esta na base do
algoritmo SPA e das suas variantes.
Na descodificacdo BF desenvolvida por Gallager [Gall], [Gal2], [KLF], a palavra

recebida ¢ previamente binarizada. Assim, consideremos um codigo LDPC (N,K) 12

cujas palavras de codigo, ¢, sdo transmitidas através de um canal Gaussiano aditivo.

Para tal, os bits da palavra de codigo c, e{O,l}, com n=1,---,N, sdo modulados em

BPSK, fazendo-lhes corresponder os simbolos X, =(—1)C" . Os simbolos da palavra

recebida y, podem entdo ser expressos por, y, =X, +n,, com n, ruido Gaussiano de

média nula e desvio padrdo o . A palavra bindria recebida r ¢ entdo obtida fazendo,
r=0sey,>0er =1sey,<0.

De acordo com (2.18) o descodificador calcula o sindroma, s. Todos os bits
contidos em mais do que um dado numero § de equagdes de teste de paridade ndo
satisfeitas (equagdes correspondes aos bits a 1 de s) sdo entdo negados e o sindroma
recalculado. O processo repete-se iterativamente até que todas as equacdes sejam
satisfeitas, ou até que um numero maximo de iteragcdes seja atingido, situacdo em que ¢é
declarado uma falha na descodificacao.

O parametro de projecto &, designado por limiar, devera ser escolhido de forma a
minimizar o BER ¢ o MER da descodificagdo e, simultaneamente, o nimero de
iteracdes do algoritmo. O valor de § depende dos parametros do codigo e da relagdo
sinal ruido (SNR) do canal.

O ntmero de iteragdes do algoritmo ¢ uma varidvel aleatoria fungdo da SNR do
canal e das caracteristicas do cddigo. Um facto de realce no contexto da descodificagao
iterativa de um codigo LDPC, ¢ que o conceito de distancia minima perde importancia
[KLF], na medida em que € possivel corrigir muitos padrdes de erro com peso superior
as capacidades de correccdo expressas pela equagdo (2.16). Devido a estrutura dos

codigos LDPC e ao facto de a descodificacdo ser iterativa, a rapida convergéncia de

"2 Por conveniéncia de notagio passamos a designar as dimensdes de um codigo por (N.K).
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alguns BN’s para o seu valor correcto, ajuda a convergéncia dos restantes BN’s
incorrectos.
O parametro 6 tem pois influéncia no desempenho do algoritmo BF. Um dos

algoritmos BF mais simples ¢ o seguinte:

A2. Algoritmo BF:

(0) Calcular o sindroma s=rxH' . Se s=0 parar a descodificacio => palavra
correctamente descodificada.

(1) Calcular para cada BNy, o nimero de equacdes de teste de paridade néo satisfeitas f_,
gue o contém, com n=1,---, N ;
(2) Identificar o conjunto Q de BN's para os quais f, é maior.

(3) Negar os bits do conjunto QQ, obtendo uma nova palavra r'.
(4) Repetir com a nova palavra r os passos (0) a (3) até que todas as equagfes de teste
de paridade sejam satisfeitas, ou, um ndmero maximo de iteracdes seja atingido,

situagcdo em que é declarada falha na descodificagao.

4.2.2 ALGORITMOS WBF E BWBF

Os algoritmos WBF [KLF], [NB] e BWBF [NB] sdo ja de alguma forma do tipo
SD. Embora as palavras descodificadas continuem a ser obtidas por troca de bits da
palavra recebida, r, essa troca é pesada por informagao recebida a saida do canal (soft
information). A sua descrigdo nesta sec¢do permite lancar os fundamentos para uma
melhor compreensado da descodificagdo SD, da qual faz parte o algoritmo SPA e as suas

variantes.

Algoritmo WBF

Consideremos um cdédigo LDPC (N,K) cujas palavras de coédigo, ¢, sdo

transmitidas através de um canal Gaussiano, com modulacio BPSK e seja

y=(Y,,Y,.~-»Yy), @ palavra recebida a saida do canal. Uma medida da fiabilidade da

decisdo binaria tomada para cada simbolo, y,, recebido é o seu modulo,

y,| . De facto,
ao considerar, r,=0 se y,>0 e r,=1 se y, <0, entdo, quanto maior for |y,| maior é

probabilidade de a decisdo tomada se encontrar correcta. O algoritmo WBF toma

precisamente em consideragdo este facto.
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Designemos por:

—~ N(m) o conjunto de BN’s ligados ao CNy, ou seja:

Nm)={n: h,=1}. 4.1)

N(m)\n o conjunto de BN’s ligados ao CNp, excluindo o BNy,
- M(n) o conjunto de CN’s ligados ao BN, ou seja:

Mm)={m: h, =1}. 4.2)

M(n)\m o conjunto de CN’s ligados ao BN,, excluindo o CNp,.

Por (2.18) calculamos o sindroma s associado a palavra recebida r, determinando
para cada CNp, a necessidade de negar, ou ndo, algum dos BN’s a ele ligados'’. Para
cada CNp, com m=1,---,M , podemos determinar o menor valor absoluto dos simbolos
recebidos correspondentes aos bits que intervém nesse CN, ou seja,

yon =min{|y,[:ne N(m)}. (4.3)
Este valor determina o peso do CNp, na decisdo de negar, ou ndo, os BN’s que a ele se
encontram ligados. Desta forma, para cada BN;,, com n=1,---,N, ¢ calculado um peso

com base na informacgao fornecida pelos CN’s a ele ligados, sendo este peso dado por,

E,= >, (2s,-1)ymn - (4.4)

meM (n)
O BN com maior peso ¢ entdo negado, e o processo de calculo do sindroma e dos pesos
¢ repetido até que s=0, ou um niimero maximo de iteragdes seja atingido.

O algoritmo pode pois ser expresso na seguinte forma:

1 Se o elemento S, de s foriguala O tal significa que a equagdo de teste de paridade associada ao CNp,
¢ verificada e, como tal, ndo existe necessidade de negar nenhum dos bits de I' que intervém no calculo
dessa equacdo de paridade. Caso S, # 0, pelo menos um dos bits que intervém na equacdo de paridade

M tera de ser negado.
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A3. Algoritmo WBF

(0) Calcular o sindroma s=rxH' . Se s=0 parar a descodificagdo = palavra
correctamente descodificada.

(1) Calcular para cada CN,,, com m=1,---,M ,

yo =min{|y,|:ne N(m)}.

(2) Calcular para cada BN,, com n=1,---,N,

E = Z (2s, —1)y .
meM (n)
(3) Negar o bit r, para o qual E, é maximo.
(4) Repetir com a nova palavra r os passos (0), (2) e (3), até obter s=0 ou até que o
namero maximo de iteracdes estipulado seja atingido. Nesta situagéo € declarada falha
na descodificacéo.

Algoritmo BWBF

O algoritmo BWBF difere apenas do algoritmo WBF no que toca aos simbolos da

palavra recebida y sobre os quais ¢ efectuada a decisdo binaria. Sendo |y,| uma medida
de fiabilidade da decisdo bindria tomada para o simbolo y,, ¢ logico pensar que para
valores de |yn| inferiores a um dado limiar, «, a informagao recebida nao ¢ fidedigna e,
como tal, a decisdo bindria sobre o bit r, ndo devera ser tomada tendo em conta y, , mas

sim, a informag¢do fidedigna proveniente dos CN’s nos quais esse bit intervém. Neste
sentido, um CNy, ¢ considerado fidedigno em relacdo a um BNj, se todos os BN’s a ele
ligados, com excep¢ao do BN, forem considerados BN fidedignos, isto €,
lVo|>a, ¥n'eN(m)\n. 4.5)
A descodificagdo comega por identificar os BN’s nao fidedignos e os CN’s
fidedignos. Para um BN;,, ndo fidedigno ligado a pelo menos um CN fidedigno, a
informagao recebida, y,, ¢ corrigida tendo por base a informagao proveniente dos CN’s
fidedignos, de acordo com a equagao
yi=y, + me%(n[[nygp(m)msgn( yn,)j X n'gll(i%\nwn,@ , (4.6)
com:

- M, (n) o conjunto de CN’s fidedignos ligados ao BN,.
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O factor de correc¢ao pode ser compreendido tendo em conta alguns factos ja

referidos anteriormente. Sabemos que o sinal de cada simbolo recebido, y,, esta na base
da decisdo bindria r, tomada para cada BN. Assim, para um dado CNy fidedigno,

ligado ao BN, sabemos que H sgn(y,) ¢ o produto dos sinais de todas as

n'eN(m)\n
mensagens recebidas correspondentes aos BN’s que intervém no CNy,, com excep¢ao do
BN, e, como tal, ndo ¢ mais do que o sinal que deveria possuir y, por forma a que a
restricdo correspondente ao CNy, fosse verificada.
No entanto, de entre os CN’s fidedignos ligados ao BN, podera haver alguns que

requeiram y, >0, ao passo que outros requeiram y, <0. Torna-se pois necessario pesar

a fiabilidade da decisao imposta por cada um desses CN’s. Tal ¢ tomada em conta pelo

termo min |yn,| que determina para cada CNp fidedigno a menor amplitude dos

n'eN(m)\n
simbolos fidedignos a ele ligados. De facto, tendo ja sido referido que |y,| ¢ uma

medida de fiabilidade da decisdo binaria tomada para o simbolo y,, se min |y, | ¢ um
n'eN(m)\n

valor elevado, entdo, com grande probabilidade se pode concluir que as mensagens vy,

(com n'e N(m)\n ) sdo fidedignas e, como tal, estard correcta a decisdo de sinal

[T sen(y,) imposta pelo CNy, fidedigno, para o BN, ndo fidedigno.

n'eN(m)\n
O somatorio presente em (4.6) ndo ¢ mais do que uma pesagem das contribuicdes
de cada CN fidedigno na decisdo a ser tomada para o BN, ndo fidedigno.

Corrigidos os valores y, recebidos, o método de descodificagdo segue os mesmos

passos do algoritmo WBF. De referir ainda que o pardmetro o ¢ fun¢do do codigo e do
seu TG [NB], bem como, do SNR do canal.

O algoritmo pode ser pois expresso na seguinte forma:
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A4. Algoritmo BWBF

(0) Identificacdo do conjunto | dos BN'’s néo fidedignos de acordo com a equacao
VARES

(1) Identificag&o do conjunto M, (n) dos CN’s fidedignos ligados a cada BN, < | .

(2) Calcular:

A K 11 sgn(ynv)j.ngﬁ(ir%\Jyn,@ ,5e nel,

Yo = meM ¢ (n)| \_n'eN(m)\n

Yn ,se negl
e determinar r em que:

- 0 ,sey >0
"1 sey <0’

(3) Calcular o sindroma s=rxH' . Se s=0 parar a descodificacdo => palavra
correctamente descodificada.

(4) Calcular para cada CN,,, com m=1,---,M ,
Yo =min{|y,|:ne N(m)}.
(5) Calcular para cada BN,, com n=1,---,N,

En = Z (2Sm _1)y|(11n:r? .
meM (n)
(6) Negar o bit r, para o qual E, é maximo.
(7) Repetir com a nova palavra r os passos (3), (5) e (6), até obter s=0 ou até que o
namero maximo de iteragdes estipulado seja atingido. Nesta situagdo € declarada falha

na descodificacéo.

4.3 O ALGORITMO SOMA DE PRODUTOS

As melhorias de desempenho [KLF], [NB], dos algoritmos WBF ¢ BWBF
relativamente ao algoritmo BF, tornam bem patentes a importancia do valor absoluto da

informagdo recebida, y, presente a entrada do descodificador. Tomando consciéncia

deste facto, Gallager [Gall], [Gal2] prop6s também um algoritmo de descodificagdo
iterativo do tipo SD que toma em conta a distribui¢do probabilistica dos simbolos
recebidos pelo descodificador. Este algoritmo ¢ vulgarmente conhecido por Algoritmo

Soma de Produtos (SPA), sendo também designado por Belief Propagation (BP).
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O algoritmo SPA opera sobre o TG de um codigo binario linear e funciona,
basicamente, como um algoritmo de passagem de mensagens entre nodos. De uma
forma simplista, cada nodo pode ser visto como um processador de mensagens
(“opinides”) recebidas dos seus vizinhos (nodos a ele se ligados), aos quais devolve
mensagens actualizadas. As mensagens recebidas por um BN, dos CN’s que a ele se

encontram ligados (M (n)), ou as enviadas desse BN para esses CN’s, ndo sdo mais do

que “opinides”, ou “convicgdes”, sobre o valor logico desse BN. Essas convicgdes sdo
expressas em termos de probabilidades que t€ém em conta, como ja se referiu, a
distribui¢do probabilistica dos simbolos recebidos pelo descodificador.

O algoritmo SPA apresenta na descodificagdo de cddigos LDPC o melhor
desempenho, tendo Chung, Forney, Richardson e Urbanke [CFRU] demonstrado ser
possivel aproximar (a menos de 0.0045dB) a capacidade de um canal Gaussiano aditivo
considerando no limite um cdédigo de comprimento infinito. Nesta medida, em toda a
literatura cientifica em que é abordada a descodificagdo SD de cédigos LDPC, o
algoritmo SPA ¢ descrito na forma original, € no dominio logaritmico [MN1], [MN2],
[Macl], [Mac2], [KFL], [Ksch], [Ryan], [CF1], [CF2], [PL], [LLWP], [HEAD], [EMD],
[FMI] e [HM], entre muitos outros. No entanto, apesar do seu desempenho, a sua
implementagdo ¢ limitada pela grande complexidade, pelo que na maioria dos artigos
anteriormente referidos sdo propostas simplificagoes.

De seguida, apresentaremos o algoritmo SPA na forma original, precedido de uma

breve referéncia ao canal de transmissao.

4.3.1 O CANAL DE TRANSMISSAO

Como foi ja referido, o algoritmo SPA toma em conta a distribui¢cdo probabilistica
dos simbolos recebidos. Para tal, ¢ necessario conhecer previamente as caracteristicas
do canal. Geralmente, os canais considerados no estudo do desempenho de um dado
algoritmo de descodificagdo sao os chamados canais “bem comportados”, como sejam,
o canal Bindrio Simétrico (BSC), o canal Binario Erroneo (BEC) e o canal aditivo
Gaussiano (AWGN) [Bos] [Carl]. Na realidade, as caracteristicas dos canais de

comunicagdo usados variam ao longo do tempo, pelo que a sua perfeita caracterizagdo

' 0 conceito de “convicgdo” ou “opinido” esta na base da designagdo de Belief Propagation (BP).
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estatistica torna-se complicada, sendo impossivel, o que origina um pior desempenho
dos algoritmos de descodificagao.

No que diz respeito a descodificagdo de codigos LDPC, tendo por base o algoritmo
SPA, a grande maioria dos investigadores considera que o canal ¢ Gaussiano (com
caracteristicas parecidas com as comunicagdes em espaco livre ¢ de mais facil
tratamento tedrico). Neste sentido, na descricdo que a seguir se apresenta do algoritmo
SPA, consideramos também que o canal ¢ aditivo Gaussiano, sem que isso, no entanto,

impeca a sua generaliza¢do para outro tipo de canais.

4.3.2 ALGORITMO SPA: A FORMA ORIGINAL

Consideremos um codigo binario LDPC (N,K) cujas palavras de codigo sdo
transmitidas através de um canal aditivo Gaussiano. Para tal, os bits da palavra de
codigo ¢, € {0,1} ,com n=1,---,N , sdo modelados em BPSK, fazendo-lhes corresponder
os simbolos, x, = (—I)C" . Os simbolos recebidos sao designados por y,, com, y, =X, +n,,
e n, ruido Gaussiano de média nula e desvio padrio o .

O TG pode pois ser modificado de forma a incluir a informagao recebida, como o

objectivo de facilitar a descri¢do do algoritmo (ver exemplo 4.2).

Exemplo 4.2:

Considere-se o cédigo de Hamming (7,4) do exemplo 4.1. O TG deste cédigo pode ser alterado de

forma a tomar em conta os simbolos recebidos, obtendo-se o seguinte grafico:

y] yz y3 y4 yS y6 y7

Figura 4-4 — TG modificado por forma a incluir a informagao recebida.

Como ja foi dito, o algoritmo SPA baseia-se na passagem de informagdo entre

nodos. Assim, cada BN, envia para cada um dos CN’s a ele ligados toda a informagao
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que ele recebeu com excepgdo da informag¢ao que o CN em causa ja possui. Ou seja,
sendo m um CN ligado ao BNy, a informacdo enviada por este BN para o CNy, inclui a
informagdo que recebeu do canal, y,, e a informagdo recebida de todos os outros CN’s
ligados ao BN, designada por Informagéo Extrinseca.

Da mesma forma, cada CN, envia para cada BN que a ele se encontra ligado toda a
informagdo extrinseca que ele recebeu dos restantes BN’s a ele ligados. No entanto,

neste caso a informagdo enviada tem que verificar a restricdo associada a esse CN.

Exemplo 4.3:

Considere-se 0s seguintes graficos parciais obtidos do TG da figura 4-4:
f
1

3 )
009

Y, Y, vs ¥7

f f

1

%

Fi 4-
Figura 4-5 Igura 4-6

Na figura 4-5, a mensagem que o BN X, envia para o CN f é formada pela informagéo Y,
recebido do canal e pela informagé&o extrinseca recebida do CN f, .
Da mesma forma, na figura 4-6, a informacédo que o CN f, envia para o BN x, é formada pela

informacé&o extrinseca recebida dos nodos X , X, e X, .

Tratando-se de um algoritmo do tipo SD que considera a distribui¢do probabilistica
dos simbolos recebidos, facilmente se conclui que as mensagens a serem transmitidas
entre os nodos, ndo sdo mais do que probabilidades. O objectivo do algoritmo SPA ¢

maximizar a probabilidade a posteriori de um bit c,, da palavra descodificada c, ser 1
ou 0 tendo em conta a palavra recebida y e o conjunto de restricdes S, que o bit ¢, tem
de satisfazer. O que pretendemos € pois calcular:

Pr(c, =0y,S,), (4.7)

e Pr(c, =1

Y.Sy). (4.8)
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Designemos por:
- p,= Pr(cn = 1|yn) com Yy, o i-ésimo simbolo da palavra recebida, y ;

— Ck

; — k-¢simo bit da j-€ésima equagéo de teste de paridade envolvendo c,;

— Y= (—1)ij +n,com n AWGN — Simbolo recebido correspondente a c,;;
- Py =Pr(cy =1]yy).
Assumindo que os simbolos da palavra recebida y sdo estatisticamente

independentes, Gallager [Gall], [Gal2] apresentou um teorema no qual provou que a

razao entre as probabilidades a posteriori (4.7) e (4.8) é dada por:

1+ 1-2p..
Y, Sn) _ 1-p, m!;[(n)[ n'ep(m)\n( Pn m)}

SR (1_ nl (1—2pn~m)]

meM (n) n'eN(m)\n

Pr(Cn =0
Pr(c, =1

(4.9)

Para provar (4.9) Gallager fez uso do lema L1 (ver anexo A) que diz que dada uma

sequéncia de m digitos binarios estatisticamente independentes, a=(a,,a,,"-,a,), em

que p, =Pr(a, =1), entdo, a probabilidade de a conter um niimero par de 1’s ¢

|
S+3110-2p) (@10
2 2

e a probabilidade de a conter um niimero impar de 1’s ¢

1 1%
——— 1-2 . 4.11
> 2k=1( pk) (4.11)

Por aplicacdo do teorema de Bayes chegamos a conclusao que:
Pr(Cn =0
Pr(cn =1

y,Sn) _ Pr(c,=0,y,S,)xPr(y,S,)

y.S,) Pr(c,=Ly.S )xPr(y.S,)
_ Pr(S, [c, =0.y)xPr(c, =0Jy)xPr(y) @.12)
- Pr(S,|c, =Ly)xPr(c, =1|y)xPr(y)

<

Partindo do pressuposto que o canal de comunicagdo ndo tem memoria, os simbolos

da palavra recebida y sdo estatisticamente independentes e, como tal,

Pr(c, =1ly)=Pr(c, =1]y,)=p,, (4.13)
pelo que obtemos

Pr(c, =0ly.S,) _(1-p,) Pr(S, |, =0.y) (4.14)
Pr(c, =1y,S,) B Pr(S,[c,=Ly) |
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Considerando ¢, =0, os restantes bits a 1 duma equacdo de teste de paridade
envolvendo c,, deverdo ser em numero par por forma a que a equagdo seja verificada.
Assim, seja m uma das equagdes de teste de paridade que depende de c,. Se ¢, =0,
entdo, pelo Lema L1, a probabilidade de existir um niimero par de 1’s entre os restantes

bits que fazem parte da equacdo de teste de paridade m ¢é:

EE (T INY (4.15)

2 2 n'eN(m)\n
Logo, a probabilidade de todas as equagdes de teste de paridade dependentes de c,,
M (n), serem satisfeitas para c, =0 ¢é
1 1
Pr(S,lc,=0.y)= [T |=+= T (1-2pm)]- (4.16)
meM (n) 2 2n'eN(m)\n
De forma idéntica, poderiamos concluir que para c, =1, temos
I 1
Pr(Sn|Cn :l,y): H [E—E H (1—2pn,m)j, (417)
meM (n) n'eN(m)\n

pelo que substituindo (4.16) e (4.17) em (4.14) obtemos a razao (4.9).

A semelhanga de Gallager, facilmente podemos concluir que o calculo da razio (4.9)
entre as probabilidades a posteriori ¢ demasiado complexo. Gallager propos um
algoritmo iterativo para determinar essas probabilidades a posteriori, isto é, o algoritmo
SPA.

Com vista a descrever o algoritmo ¢ necessario referir alguma notagdo adicional.
Assim, designemos:

0o (P) com be{0,1} > mensagem que ¢ enviada do BN, para o CNy
indicando a probabilidade de c, =b, baseado na
informag¢do recebida do canal, y,, e em todos os
CN’s dependentes de ¢, com excep¢ao do CNp;

- TIy(b) com be{0,1} > mensagem que ¢ enviada do CNp para o BNj

indicando a probabilidade de ¢, =b, baseado em

todos os BN’s ligados ao CN, com excepg¢ao do
BNp;
- Q,(b) com be{0,1} —» pseudo-probabilidade a posteriori de c, =b.
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Tendo em conta a defini¢do de r,, (b), o Lema L1 expresso pelas equagdes (4.10) e
(4.11) e o facto de que a informagao que o CNy, recebe de todos os BN’s, n'e N(m)\n,

¢ dada pelos valores g, , entdo, podemos concluir que

11 11
ra(0)==+= [ (1-2p,n)==+= ] (1-20,,(1)). (4.18)
2 2 n'eN(m)\n 2 n'eN(m)\n
11 11
e(D==—= J] (1-2pym)==—= ] (1-20,.(1)), (4.19)
2 2 n'eN(m)\n 2 2 n'eN(m)\n

e logo, a razao (4.9) pode ser expressa na forma,

y’sn) H T (O)

Pr(Cn =0 1- P, meMn
_1-p, , 420
Pl‘(Cn = 1|y,Sn) P, H Fin (1) ( )
meM (n)

De igual modo, tendo em conta a definigao de q,,(b) ¢ de acordo com as ideias

veiculadas no exemplo 4.3, podemos concluir que

G (0)=(1-P,) [] rwa(0), (4.21)

m'eM (n)\m

G (D=0, [T tan(D). (4.22)

m'eM (n)\m
A decisao sobre o valor binario do bit n da mensagem recebida é entdo tomada

tendo por base as pseudo-probabilidades a posteriori,

Q.(0)=(1=p,) IT rm(0), (4.23)
meM (n)
Q(1)=p, I fw (1), (424)
meM (n)

onde o bit n da palavra descodificada ¢ ¢ dado por

] _{1 < Q,(1)>05

0 <= Q(1)<05 (4.25)

As equacgdes (4.21) e (4.22), bem como, (4.23) e (4.24) deverdo ser normalizadas
por forma a que q,,(0)+q,,(1)=1 ¢ Q,(0)+Q,(1)=1.

O algoritmo pode ser descrito do seguinte modo:
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A5. Algoritmo SPA

Para todos os pares (BN,,CN, ), ou seja, todos os pares (n,m) para os quais na matriz

de teste de paridade H setem h  =1.
(0) Inicializacao:

qnm(o)zl_ pn:

qnm (1) = pn .
(1) Calcular a mensagem que o CN,, envia para o BN,:
1 1

(=345 T (1-20,4(1)).

n'eN(m)\n

Fion (1) =1-r, (0) :

(2) Calcular a mensagem que o BN, envia para o CN,:

qnm(O)anm(l—pn) H rm‘n(0)=

m'eM (n)\m

G () =Ky [T T (1),

m'eM (n)\m
onde as constantes k., sdo escolhidas por forma a que q,, (O) + O (l) =1.

(3) Calcular as pseudo-probabilidades a posteriori:

Qn(o)zkn(l_ pn) H rmn(O),

meM (n)

Q.(1)=k.py TT (1),

meM ()
onde as constantes k, sao escolhidas por forma a que Q, (0)+Q, (1)=1.
(4) ¥vn, fazer:
] :{1 < Q,(1)>05
"0 < Qn(1)<0.5'
Se a palavra descodificada € verificar as equacdes de teste de paridade (EH" =0) ou

0 nimero maximo de iteragdes tiver sido atingido, entdo, parar. Caso contrario, voltar
a(1).

Em caso de paragem devolver: - Palavra descodificada € se ¢H" =0;

- Erro se (# iteracBes = max_iteracoes).

Como podemos verificar a dedugdo do algoritmo foi feita apenas no pressuposto do
canal ndo ter memoria e, como tal, os simbolos recebidos, y,, sdo estatisticamente
independentes entre si. Neste sentido, o algoritmo ¢ perfeitamente genérico, qualquer

que seja o canal de transmissdo sem memoria considerado. Apenas na inicializagdo do
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mesmo, temos que considerar a distribuicdo estatistica dos simbolos vy, recebidos que ¢é
determinada pelas caracteristicas do canal.

No caso de um canal AWGN, com média nula e desvio padrao o, admitindo que
os simbolos c,, transmitidos com modulacao BPSK, sdo de igual probabilidade, temos,

1

p, =Pr(c, =1]y, ) =Pr(x, =—1|yn)=—%, (4.26)
l+ec
1-p, =Pr(c, =0]y,)=Pr(x, =+1]y,)= ! o (4.27)
l+e @

conforme ¢ demonstrado no lema L2 do anexo A.

No caso de um canal BSC com probabilidade de erro q e probabilidade de acerto
p=1-q, os simbolos y, recebidos sdo binarios e, como tal, obtemos de acordo com o
lema L3 do anexo A,

P,=q""p", (4.28)
1-p,=q"p™". (4.29)

A primeira iteragdo do algoritmo SPA pode, neste caso, ser simplificada na medida

em que por (4.28) verificamos que p, toma apenas um de dois valores, p ou g,

conforme y, =1 ou y, =0, respectivamente. Assim sendo, nas expressoes (4.18) e (4.19)
o termo 1-2q,.,(1) podera ser substituido por

1-2q,.,(1)=1-2p,

[1-29 < y,=0
l1-2p < vy, =1

=(p-a)(-1)" , (4.30)

e logo, os valores r, (b) da primeira iteragdo poderdo ser calculados a partir das

expressoes:
11 '
(035 T (p-a)-1)
n'eN(m)\n
1 1 [#N(m)]-1 Yo
=5 +5(p-a) [T (1", (431)
n'eN(m)\n
1 1 my]- ,
ra()==-=(p—q)"" ™" TT (-1)". (4.32)

2 2 n'eN(m)\n
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Como se pode constatar, as mensagens r,, (b) enviadas pelo CNy, tomam apenas

um de dois valores e dependem unicamente do facto de a restricdo associada a esse CN

ser ou nao satisfeita. Assim, se a restri¢ao for satisfeita:
1 1 m)]-
rmn(0)=rmn(1)=5+5(p—q)[#m T (4.33)

€ caso contrario
11
2 2

[#N(m)]-1

o (0) =1 (1) = (p-q) (4.34)

[#N(m)]-1

Quando o codigo LDPC ¢ regular, entdo, o termo (p—q) ¢ igual qualquer

que seja o CNy, considerado, o que reduz ainda mais a complexidade computacional.

As pseudo probabilidades a posteriori podem neste caso ser calculadas por,

Qn(o):kn(l_pn) H rmn(o)

meM (n)
[#M (n)]-S
I 1 [#N(m)]-1 S{l 1 [#N(m)]1i|
=k (1-p,)| =+=(p- ———(p-
it pn)[2+2(p a) } 5 5(P-0) . (439)
11 w111 o PV
Qn(1)=knp{5+5(p—q)[#”( ' } {E—E(P—Q)[#N( ' } : (4.36)

onde S ¢ o numero de CN’s ligados ao BN, cujas equagdes de teste de paridade sdo

satisfeitas.

4.3.3 CONSIDERACOES SOBRE O ALGORITMO SPA

SPA um algoritmo “6ptimo”

Prova-se que o algoritmo Soma de Produtos (SPA) [Gal] ¢ de maxima
verosimilhanc¢a quando aplicado a codigos descritos por graficos de Tanner sem ciclos,
ou seja, calcula com exactiddo as probabilidades a posteriori (APP) [Pearl], [KFL],
[Tanl], [ETV].

De facto, ¢ possivel obter ao fim de um numero finito de iteragcdes as

probabilidades a posteriori Pr(c,=0ly,S,) e Pr(c, =1

y.S,) , na medida em que as

pseudo-probabilidades a posteriori, Q,(0) e Q,(1), convergem para esses valores a

medida que o numero de iteracdes aumenta. No entanto, graficos de Tanner sem ciclos
ndo suportam bons codigos [ETV] em virtude de estes possuirem uma baixa distancia

minima.
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Quando aplicado a codigos cujos TG possuem ciclos, o algoritmo deixa de ser
optimo na medida em que os ciclos introduzem uma realimentagdo positiva nas

mensagens enviadas entre nodos. De facto, dado um codigo LDPC com giro g, apenas
as mensagens enviadas ao longo das primeiras g/2 iteragdes sdo independentes,

passando haver correlacao entre elas nas iteracdes seguintes. Este ¢ o motivo pelo qual
na constru¢do dos codigos LDPC se procura maximizar o giro [LS], [Lech]. No entanto,
a sua aplicagdo a certos codigos LDPC provou ser possivel aproximar a capacidade de
um canal Gaussiano a menos de 0.0045dB [CFRU] [Mac]. Apesar de ndo ser 6ptimo, 0s
resultados experimentais mostram que o algoritmo SPA apresenta um bom desempenho
na descodificagdo de cddigos LDPC, sobretudo nos de maior giro e nos cddigos com

comprimentos de bloco mais longos.

Erros de Descodificacéo

Outra consideragdo importante a tecer acerca do algoritmo SPA ¢ o facto de ele
permitir nao soO corrigir erros ocorridos, como também, detectar a existéncia de erros na
medida em que a matriz de teste de paridade H ¢ conhecida. Esta ¢ uma grande
vantagem relativamente ao algoritmo Viterbi utilizado na descodificagcdo dos cddigos
convolucionais e do algoritmo BCJR utilizado na descodificacao dos Turbo Codes, uma
vez que estes algoritmos nao nos informam da eventualidade da sequéncia
descodificada ainda possuir erros.

No que diz respeito aos erros de descodificagdo ¢ de referir o estudo realizado por
Lechner e Sayir [LS], [Lech], sobre os diversos tipos de erros que podem ocorrer na
descodificacdo. Lechner e Sayir identificaram trés tipos de erros:

1. Convergéncia para uma palavra de codigo errada;

2. Convergéncia das pseudo-probabilidades a posteriori Q,(x) para um

maximo local;

3. A ndo convergéncia das pseudo-probabilidades a posteriori Q,(x) para um

ponto de equilibrio.

Os dois ultimos tipos de erros podem ser detectados, com o algoritmo a declarar
falha na descodificacdo ao atingir o nimero maximo de iteragdes estipulado. Estes
devem-se sobretudo a existéncia de ciclos e a realimentacao positiva que estes originam.

J& o primeiro tipo de erros ¢ mais grave na medida em que estes ndo podem ser

detectados. Este tipo de erros esta directamente relacionado com a distancia minima do
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codigo e, como tal, ndo podera ser evitado por uma simples melhoria do algoritmo de
descodifica¢do. Lechner e Sayir chegaram, no entanto, a conclusdo que para codigos
LDPC com comprimentos de bloco superiores a 1000 esse tipo de erros era

praticamente desprezavel.

Cddigos LDPC Regulares vs Irregulares

Aquando da defini¢do dos codigos LDPC regulares e irregulares no capitulo 3,
ficou por explicar a razdo do melhor desempenho dos cddigos irregulares face aos
codigos regulares.

Luby, Mitzenmacher, Shokrollahi ¢ Spielman apresentam em [LMSS1] [LMSS2]
uma das razdes para esse melhor desempenho. Tendo em conta o algoritmo SPA,
concluimos que quanto maior for o grau de cada BN, maior serd a quantidade de
informagdo que ele recebe e, logo, mais facilmente ele podera inferir sobre qual o valor
correcto que deve possuir. Por outro lado, do ponto de vista de cada CN quanto menor
for o seu grau, menor ¢ o numero de BN’s dos quais depende e logo, menor ¢ a
probabilidade de transmitir mensagens incorrectas para cada BN a ele ligado.
Concluimos, portanto, que o grau de cada BN devera ser o maior possivel e o de cada
CN o menor possivel. Estes dois requisitos sdo contraditorios. No entanto, a op¢do por
codigos LDPC irregulares, em que os nodos tém graus diferentes, permite
contrabalancar estes dois requisitos levando a uma melhoria do desempenho do
algoritmo SPA [LS]. De facto, os BN’s de maior grau tendem mais rapidamente para o
valor correcto, fornecendo ao CN’s a ele ligados informagdo fiavel que ¢ transmitida

aos BN’s de menor grau, fazendo com que estes tendam para o valor correcto.

4.4 SIMPLIFICACOES DO ALGORITMO SPA

Face ao bom desempenho do algoritmo SPA, sdo poucos os investigadores que se
tém preocupado em melhorar o seu desempenho na descodificagdo dos codigos LDPC
[MB1] [Foss]. Pelo contrario, a implementagdo eficiente do algoritmo SPA quer em
hardware quer em software tem sido um topico de crescente interesse.

Sao vérios os desafios colocados ao nivel do desempenho, expressa em termos de
BER e MER, da laténcia e da complexidade computacional do algoritmo. Relativamente

a estes dois ultimos pontos hd que salientar o elevado numero de operagdes aritméticas,
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nomeadamente, multiplicacdes, que sdo necessarias executar. Ha também a referir os
elevados requisitos de memdoria para armazenar os valores das mensagens enviadas
entre nodos. A implementagdo do algoritmo SPA usando processadores de virgula fixa,
onde ¢ necessario realizar a quantificacdo dos valores das mensagens enviadas entre
nodos, mostrou também ser sensivel aos erros de quantifica¢ao [PL].

Das véarias modifica¢des propostas ao algoritmo hé a destacar a implementacao no
dominio logaritmico [CF1], [CF2], [HM], [HEAD]. De facto, sistemas de
descodificacdo usando mdaximas verosimilhangas logaritmicas (LLR’s) apresentam
grandes vantagens uma vez que as multiplicagdes sdo substituidas por adi¢des € o passo
de normalizagdo ¢ eliminado. Neste sentido, quase todas as alteragcdes propostas sao no

dominio logaritmico (LSPA).

4.4.1 AUMENTO DA EFICIENCIA COMPUTACIONAL DO ALGORITMO SPA E

MINIMIZACAO DA SUA SENSIBILIDADE AOS ERROS DE QUANTIFICACAO

Antes de abordarmos a implementacdo do algoritmo SPA no dominio logaritmico,
convém referir algumas técnicas que nos permitem melhorar a eficiéncia computacional
do algoritmo e minimizar a sua sensibilidade aos erros de quantificagdo.

Uma forma simples de melhorar a eficiéncia computacional do algoritmo SPA em
termos do nimero de operacdes realizadas, consiste na aplicagdo do método frente e
verso (FB) no calculo das mensagens enviadas entre CN’s ¢ BN’s [EMD] [PL]. No
calculo da mensagem que um dado CN envia para um dado o BN a ele ligado sao
efectuados um conjunto de célculos comuns a mensagem que esse mesmo CN envia
para qualquer outro BN a ele ligado. O método FB minimiza o nlimero de operagdes a
realizar, procurando tirar o maximo de partido dos calculos comuns as mensagens que
um dado CN envia para os BN’s a ele ligados e, vice-versa.

Dado um CNp, com grau k:#N(m) , ou seja, ligado a k BN’s, facilmente se

conclui que o nimero de multiplicagdes envolvidas no calculo de todas as mensagens

.. que esse CN envia para todos BN a ele ligados ¢ de kx(k-1), isto ¢, de
complexidade O(kz) . No entanto, por aplicacio do algoritmo FB, o nimero de

multiplicagdes pode ser reduzido para cerca de 3><[#N(m)]—5, ou seja, O(k). Para

cddigos LDPC longos, em que o grau de cada CN ¢ elevado, existe a uma redugdo

significativa do nimero de multiplicagdes a realizar.
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Como exemplo, veja-se uma das formas de aplicar o algoritmo FB no célculo das

mensagens que um dado CNp, envia para todos BN a ele ligados. Seja k=#N(m) e
{n.n,,---,n.} os k elementos de N(m). Do algoritmo SPA temos:

I 1

rn(0)==—+— 1-2q,,(1
( ) 2 2 niej!vjm)\n( I ( ))
1 1
=55 T (0 (0) =8y (1) (4.37)
neN(m)\n
Definindo:
. 1
(passagem para a frente) & =&, x(0y, (0)= 0y (1)) o/ i=1- k=1 ¢ & =7 (4.38)
(passagem para tras) V.=V, x(qnim (0)—dym (1)) o i=k, 2 e, =1, (4.39)
podemos, entdo, calcular com uma tnica passagem:
Mo, (0) =%+$i_1 xv,,, ¢/ i=1--k, (4.40)
Mo, (I)ZI—I’mni (0) (4.41)

O algoritmo FB pode ser aplicado também no calculo das mensagens que cada BN
envia para os diversos CN’s a ele ligados, q,,(x), com x={0,1} . No entanto, por
observa¢ao do algoritmo SPA podemos concluir que neste caso o numero de operagoes,
envolvidas (quase exclusivamente multiplicagdes) ¢ ainda mais elevado. E necessario

calcular q,,(0), q,,(1) e efectuar a normalizagdo destes valores por forma a que
o (0) + 0,y (1) =1. O mesmo ocorre no célculo de Q,(x) com xe{0,1}.

O nuimero de operagdes a realizar ¢ drasticamente reduzido se em vez do célculo

das probabilidades, p,, r,. (x), q,,(x) ¢ Q,(x), com xe{0,1}, optarmos por calcular as
maximas verosimilhangas,

S Y (U A M () Q,(0)

n pn > mn rmn (1) > Ynm qnm (1) n Qn (1) ’

usando a nota¢ao de Ping e Leung [PL].

u (4.42)

Estes autores mostraram que a implementa¢do directa do algoritmo SPA em
hardware ou em processadores de virgula fixa, levanta enormes problemas, motivados
pela degradagdo do desempenho do algoritmo em virtude de o célculo das mensagens

.. (X) ser baseado nas diferencas de probabilidades, d,(0)-q,,(1). Estes calculos sao

mn
muito sensiveis aos erros de quantificacdo, provocando uma acumulacido de erros ao

longo das varias iteragdes do algoritmo. Como alternativa, propuseram um método
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baseado na fungdo de paridade de maxima verosimilhanca, plr(x), perfeitamente

equivalente em termos aritméticos ao algoritmo SPA, mas muito menos sensivel aos

erros de quantificagao.

442 ALGORITMO PLRA-SPA

De forma a apresentar o algoritmo SPA baseado na funcdo de paridade de maxima
verosimilhanga proposto por Ping e Leung [LP1] e designado por PLRA-SPA, temos
que fazer uso do lema L4 (ver anexo A). Dado um conjunto de variaveis aleatorias

binarias, x,X,,--,X,, com n>2, e sendo y, a varidvel aleatoria resultante da soma

n o
moédulo 2 das varidveis aleatorias x,, com i=L---,n, ou seja, y, =X, ®X, ®---DX, ,
entdo, a maxima verosimilhanca de y, ¢ funcdo das maximas verosimilhangas das

varidveis x;, dada por

% , (4.43)

ou na forma recursiva por

= , 4.44
) = (o) - mv(%) (349
em que a maxima verosimilhanca de uma variavel aleatoria x ¢ definida por
Pr(X = O)
="/ 4.45
v (X) =5 G (349

O resultado apresentado pode ser transposto para o calculo das mensagens enviadas
de um CN para cada BN a ele ligado [PL] [HM] [EMD]. De facto, designemos por,
{c,.c,,--,Cy }, as variaveis aleatdrias binarias associadas a cada um dos BN do cédigo.
Relembrando a defini¢do de r,,(x), com xe{0,1}, sabemos que r,, (x) ¢ a mensagem
que ¢ enviada do CNy para o BN, indicando a probabilidade de c, = x, baseado em

todos os BN’s ligados ao CNp,, com excepg¢do do BN, ou seja,

rmn(x):PrL > @cn.:x} (4.46)

n'eN(m)\n



CAP. 4 — DESCODIFICACAO ITERATIVA 51

onde ZC—D ¢ um somatorio moédulo 2 e em que as probabilidades dos ¢, envolvidos no

calculo sdo os (., -

Logo, a maxima verosimilhanga w,, da mensagem r_ (x) pode ser calculada a
partir de (4.43) e (4.44) do lema L4, em que a maxima verosimilhanca de cada uma das
variaveis aleatorias C,,, com n'e N(m)\n, envolvidas no céalculo é v, tal como foi
definida em (4.42). Se duvidas houvessem quanto a veracidade do resultado (4.46),
isto é,

poderiamos simplesmente recorrer a defini¢do de w

mn ?

L] IT (1-20,,(1)) 1+ J] (1-29.,(1))

I'-mn(O) 5 En‘eN(m)\n n'eN(m)\n
W, = = = , (4.47)
O () l—nﬂm(l 20 (1))
n'eN(m)\n

o que atendendo a, q,.,,(0)+q,.,(1)=1 vem,

O (O) — Qo (I)J
1+
W _ n'epm)\n qn'm (0) + qn'm (1)
mn 1_ (/] (O)—qn,m (I)J
n'eN(m)\n qn'm (O) + qn'm (1)
)

o]
=
3
—
(e
|
—

O | =

[~

1+ 1

o]

=

3
A~

n'eN(m)\n qn'm +1
— qn'm(l)
qn'm(o)_l
qn'm(l)
1-—
n'e]ﬂjm)\n qn'm (O)+1

o]
=
3
—~
—
~

1+ J] Vorm ~ 1

n'eN(m)\n

1— H n'm :

n'eN(m)\n n'm

=mv| Y @cn} . (4.48)
n'eN(m)\n

Tendo em conta este facto, Ping ¢ Leung [PL] propuseram uma nova forma de

< | <
|
—_

<
+

implementagdo do algoritmo SPA, baseado na funcdo razdo de paridade de maxima

verosimilhancga, definida na seguinte forma:
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Funcdo Razao de Paridade de Maxima Verosimilhanca

Seja Z ={zl,22,---,zK} um conjunto de valores reais positivos. Representando o simbolo
U a unido de dois subconjuntos de Z sem elementos em comum, a funcao plr(x) é definida

por,
Z, < #2=1 ie Z={z}
plr(Z)=1f(plr(X),plr(Y)) & #Z>1 e Z=XUY , (4.49)
c/ #X>0 e #Y>0

em que a fungdo f(x) é dada por

ab+1
flab)=—". (4.50)

Facilmente se conclui por anélise da equagdo (4.50) e por comparagdo com (4.44)
que esta nos dd a maxima verosimilhanca da soma moédulo 2 de duas varidveis

aleatorias binarias cujas maximas verosimilhangas sdo a e b.

Designando por
V, ={V,, :neN(m)} (4.51)

m

chegamos a conclusdo que o algoritmo SPA pode agora ser escrito na forma:

A6. Algoritmo PLRA-SPA

Para todos os pares (BN, ,CN, ), ou seja, todos os pares (n,m) para os quais na matriz

de teste de paridade H setem h  =1.
(0) Inicializacao:
1-
Vim :—pn :
Py

(1) Calcular a mensagem que o CN,, envia para o BN,:
Wy, =plr(V, \{v,, }).
(2) Calcular a mensagem que o BN, envia para o CN,:

:(1_pn) H W

nm m'n *
pn m'eM (n)\m

(3) Calcular as pseudo-probabilidades a posteriori:

v =—(1_p”) I w

n mn °
pn meM (n)
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(4) vn, fazer:

. 1 < V, <1

"0 = Vv, >1

Se a palavra descodificada € verificar as equacées de teste de paridade ((°:HT =0) ou
0 nimero maximo de iteragdes tiver sido atingido, entao, parar. Caso contrario, voltar
a (1).

Em caso de paragem devolver: - Palavra descodificada ¢ se €H' =0;

- Erro se (# iteracBes = max_iteracdes).

Considerac0es sobre o algoritmo PLRA-SPA

Podemos constatar que no algoritmo PLRA-SPA o passo de normaliza¢ao
necessario no calculo dos valores q,,(x) ¢ Q,(x) foi eliminado. Além disso, podemos
observar que o algoritmo acima descrito pode usar também o algoritmo FB no célculo

dos w

mn *

v, € V.. Estes dois ultimos valores sdo calculados simultaneamente.

e Célculo dos w_ recorrendo ao método FB [PL]

Sejam {n,,n,,---,n,} os indices dos k=#N(m) BN’s ligados a0 CNp. Por (4.48)
sabemos que no célculo das mensagens W, , basta ter em conta que
=mv(c, ®--®c, ®c, ©--Dc, )

=mv(z,®z,)
= f(plr(Z,).plr(Z,)) : (4.52)

w

mn;

L @@C, L Z,={c,.C, .0 ) e Z,={e, .0y cy |

i+1 i

com z,=c, ®---®c, , z,=C

n;
para Vie{l,---k}. Assim, os valores dos w,, podem ser calculados da seguinte forma:
Seja A, ={anm,---,vnim}, comi=1--k-1,¢e B ={vnim,---,vnkm}, com i=2,---,k, entdo,

podemos €SCrever,

Vo o = A, ,UB, (4.53)

1 m >

i+1

em que se considera A e B, . como sendo conjuntos vazios. Entéo, a passagem para
a frente do algoritmo FB pode ser definida por,
pir(An) = T (PIr(A, n) Ve ) (4.54)

comi=2,---,k-1e
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pIr( Ay ) = Vo - (4.55)
De forma analoga a passagem para tras pode ser definida por
plr(B, )= (plr(Ban ),vnim) : (4.56)
comi=k-1,---,2 e
pIr(B, . )= V- (4.57)

Entdo de acordo com (4.52) podemos escrever,
Wy, = PIr(Vi Wy ) =  (pIr(A, 1 ).pIr(B, 1)) (4.58)
onde sdo realizadas desta forma 3x[#N(m)]-6 operagdes do tipo f(a,b) (compostas

por duas adi¢des e duas multiplicagdes) nos célculos de w_ . para cada CNp.

e Calculodos v, recorrendo ao método FB [PL]

No calculo das mensagens v,, consideremos j=#M(n) e {ml,mz,---,m } os indices

j
dos j CN’s ligados ao BN,,. A passagem para a frente do algoritmo FB ¢ definida por
O = Oy 0 Worn s (4.59)
comi=1,-,je
Uy = Uy - (4.60)
A passagem para tras consiste no calculo de

Bup = B o Worn > (4.61)
com i=j,---,2 e em que
P =1 (4.62)
Podemos, entdo, calcular os valores Vv, através de

v (4.63)

m, = ami—]n.ﬁmiﬂn ?
com i=1,---, ] e em que a razdo de maxima verosimilhanga das pseudo-probabilidades
a posteriori ¢ dada por

Vi =an,» (4.64)

onde sdo realizadas 3x [# N (m)] multiplicagdes por cada BN.

Se do ponto de vista da eficiéncia expressa em termos do numero de operagdes

realizadas, o algoritmo PLRA-SPA ¢ praticamente equivalente ao algoritmo SPA, o
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mesmo j& ndo se pode dizer no que diz respeito a minimizagdo dos erros de
quantifica¢do (implementacdo em virgula fixa).

Em primeiro lugar, ¢ necessario definir a forma como sio quantificados os valores
envolvidos nos célculos. Ping e Leung [PL] adoptaram no caso do algoritmo SPA, um
esquema de quantificagdo uniforme. Esta op¢do faz todo o sentido na medida em que o

calculo das mensagens r, (x) ¢ feito com base nas diferencas, q,,(0)-q,, (1), que

tomam valores entre 0 ¢ 1. Demonstraram que sdo necessarios 12 bits de quantificacao
para obter um desempenho idéntico a do algoritmo SPA sem quantificagdo (para valores
de BER <107). J4 para o algoritmo PLRA-SPA tendo em conta que os valores

envolvidos nos calculos sdo maximas verosimilhangas (valores entre 0 ¢ ), 0 esquema
de quantificagdo adoptado por Ping e Leung define um conjunto de niveis de

quantificagdo dados por s', com s> 1 (inteiro), i=0,£1,£2, -, i(zL’1 —1) e L o numero

de bits de quantificagdo, o que corresponde a um quantificador uniforme no dominio
logaritmico. Com este tipo de quantificagdo provaram ser necessarios apenas de 6 bits
para obterem um desempenho (para valores de BER <107) idéntico a do algoritmo
SPA sem quantificacdo. No entanto, em termos do algoritmo PLRA-SPA, para
obtermos o desempenho reportado é necessario truncar os valores de entrada da fungao
(4.50) de forma a evitar erros grosseiros de calculo [PL]. Assim, do ponto de vista da
eficiéncia computacional expressa em termos de memoria, verificamos que o algoritmo

PLRA-SPA ¢ mais vantajoso do que o SPA.

4.4.3 ALGORITMO SPA NO DOMINIO LOGARITMICO (LSPA)

Uma andlise do algoritmo SPA na forma original [Gall], [Gal2] [Mac2] [MN1] ou
na forma proposta por Ping e Leung (algoritmo PLRA-SPA) [PL], mesmo aplicando o
algoritmo FB no célculo das mensagens enviadas entre nodos, permite concluir que
estes requerem um nuamero elevado de multiplicagdes. Uma vez que as multiplicagdes
sdo mais dispendiosas computacionalmente do que as adigdes, vamos transferir os
calculos para o dominio logaritmico onde as multiplica¢des sdo convertidas em adigdes.
Este ¢ o principio que estd na origem da implementagdo do algoritmo SPA no dominio

logaritmo [CF1], [CF2], [HM], [HEAD], [Ryan].
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Comecemos por definir as maximas verosimilhancas logaritmicas das mensagens,

r.. € d,,,transmitidas entre os nodos, bem como, as probabilidades a posteriori p, ¢ as

n

pseudo-probabilidades a posteriori Q, . Seja:

Pr(c, =0 _
L(c,)=In (e =01%) _y 1-py (4.65)

Pr(c, =1ly,) P,

o (0)
L =In—— , 4.66
(F) =1n =0 (4.66)
G (0)
L(9yn)=In : (4.67)
( ) qnm (1)
Q. (0)
L(Q,)=In : (4.68)
(@)=, (1)
A condi¢ao de inicializagdo do algoritmo SPA passa a ser
L(G)=L(c,)= 1111_|D—'On . (4.69)

No caso do canal aditivo Gaussiano, e de acordo com as expressoes (4.26) e (4.27)

para p, e (1-p,), a condi¢do de inicializagdo ¢ uma expressio muito menos exigente

do ponto de vista computacional (apenas 2 multiplicacdes). De facto, por substitui¢ao

em (4.69) vem

el
2y e’ |e” +e
1+e” 2
—n 1 V. (4.70)
ST T
l+e“ ea[e"+e"]
No que toca a mensagem que cada BN, envia para cada CNy, por substituicdo de

(4.21) e (4.22) em (4.67) resulta,
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~—

Gon (O
G (1)

Knm(l_pn) H rm'n(o)

m'eM (n)\m

Knm pn H r-m'n (l)

m'eM (n)\m

(L=p), > T (0)

L(qnm)zln

=In

=In
pn m'eM (n)\m rm'n (1)
=L(c,)+ D L(ryn) : (4.71)
m'eM (n)\m

Da mesma forma, para as pseudo-probabilidades a posteriori, resulta por

substitui¢do de (4.23) e (4.24) em (4.68) a seguinte expressao,

Qn—(O)_ C )+ r
Q) )T 3 ) @)

As equagoes (4.71) e (4.72) envolvem apenas somas pelo que o seu calculo € muito

L(Q,)=In

menos exigente do que o célculo dos q,, € Q, do algoritmo SPA, e dos v,, e V, do

algoritmo PLRA-SPA. Além disso, podemos verificar que o calculo de (4.71) e de (4.72)

pode ser realizado numa unica passagem. De facto, podemos verificar facilmente que:

L (G ) = L(Q) = LK) (4.73)
ou seja, necessitamos de realizar apenas, e sO, 2x[#M(n)] adig¢des para calcular
simultaneamente todas as #M (n) mensagens que um dado BN, envia para todos os

CN’s a ele ligados e a maxima verosimilhanca logaritmica da pseudo probabilidade a
posteriori associada a esse BN. A eficiéncia computacional ¢ melhorada uma vez que o
numero de operacdes a realizar ¢ menor e s30 menos complexas (adi¢des).

Quanto ao calculo da mensagem que cada CNp envia para cada BN, ndo basta
substituir (4.18) e (4.19) em (4.66), pois o resultado obtido seria demasiado complexo
de calcular. De facto, a eficiéncia computacional do algoritmo SPA no dominio
logaritmico depende da forma como sdo calculadas as mensagens que cada CN envia
para todos os BN’s a ele ligados. Sdo dois os parametros determinantes da
complexidade computacional deste calculo. O primeiro ¢ a topologia do cddigo

directamente relacionada com o grau de cada CN e, logo, com a taxa de informagéols. O

'3 Codigos com taxas de informagdo elevadas possuem graficos de Tanner em que cada CN esta ligado a

muitos BN’s, ou seja, em que o grau de cada CN ¢ elevado.
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segundo parametro ¢ a forma como ¢ implementada a operacao base (fundamental) do
calculo das as mensagens que cada CN envia para todos os BN’s a ele ligados.

Uma solucdo possivel para o problema foi proposta por Gallager [Gall], [Gal2],
[Ryan] e [ZWP]. Comecemos por considerar o seguinte resultado:

tanh Bmg [&D —p,—p =1-2p,. (4.74)
p

1
onde p, e p, sdo probabilidades com, p, + p, =1.

Subtraindo (4.18) e (4.19) obtemos,

ra(0)-r (D= [T (1-20,,(1)). (4.75)

n'eN(m)
donde por (4.74) resulta que os termos [r,,(0)-r, (1)] e [1-2q,,(1)] podem ser

eXpressos por:

o (0)=r (1) = tanh[%log( rr (((l’m _ tanh 6 L(r., )j , (4.76)

1-2q,., (1) = tanh (%10;;(%}} = tanh(% L (G )J . 4.77)

Logo, a maxima verosimilhanga logaritmica da mensagem que o CNp, envia para o BN,
¢
1
L(rmn ) =2tanh™ H tanh (— L(qn,m )j . (4.78)
n'eN(m)\n 2
A expressdo obtida para L(r, ) ainda envolve multiplicagdes, ao contrario das

expressdes obtidas para L(q,,) e L(Q,). Além disso, podemos constatar que a

expressao (4.78) depende da funcao tangente hiperbolica, cuja implementacao ¢ dificil
[HMO], [LLHT], [HM].

Com vista a simplificar (4.78), vamos rescrever L(q,,) na forma [Gall], [Gal2]

[Ryan],
L (G ) = G B » (4.79)
com
@y =sgn(L(0,y)), (4.80)
B =|L (G| - (4.81)

Atendendo a que a fungdo tanh(x) ¢ impar resulta de (4.78), (4.79), (4.80) e (4.81)

que
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tanhGL(rmn )j= I tanh(%'—(anm))

n'eN(m)\n
1
= I] an [1 tanh(gﬁn.mj (4.82)
n'eN(m)\n n'eN(m)\n
e logo,
L(r,)= H Ao x2tanhl[ H tanh(lﬂn.mj]
n'eN(m)\n n'eN(m)\n 2
= H Ao x2tanhllogl{log( H tanh[lﬂn,mjﬂ
n'eN(m)\n n'eN(m)\n 2
= H Ui x2tanh"10g"[ Z logtanh(lﬂn,mn
n'eN(m)\n n'eN(m)\n 2
= H lo xCI)[ Z CD(ﬂn.m)J (4.83)
n'eN(m)\n n'eN(m)\n
onde
d)(x):—logtanh[lszlog ﬂ (4.84)
2 e’ -1
€
O (x)=D(x). (4.85)

Comparando agora as expressoes (4.83) e (4.78), podemos constatar que todas as
multiplicagdes foram convertidas em adicdes o que representa uma melhoria
significativa da eficiéncia computacional do algoritmo. E claro que estamos a excluir o

calculo do produto dos sinais dos varios termos que intervém no céalculo da mensagem
L(r,,) (simples operagio EXOR - soma modulo 2).
A fungdo base na qual assenta o calculo das mensagens L(r, ) é ®(x), cuja

implementagdo deve ser o mais eficiente possivel. Como pode ser observado na

figura 4-7 a fun¢do ®(x) ¢ continua para valores de X >0, apresentando, no entanto,

uma de descontinuidade para X=0.
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Figura 4-7 — Fungdo @(x) para x>0.

Como forma de ultrapassar este problema e, simultaneamente, diminuir a
complexidade do algoritmo, a fungdo ®(x) ¢ muitas vezes implementada com recurso a
uma tabela de consulta ou a uma aproximagdo linear por partes em que o declive de

cada segmento de recta é uma poténcia de 2. De referir que esta ultima solugdo ¢

bastante simples de realizar em hardware fazendo uso de registos de deslocamento.

Obviamente, ao aproximar a fungdo ®(x), estamos a cometer pequenos erros de célculo

com consequéncias a nivel do desempenho do algoritmo [HEAD].

O algoritmo SPA no dominio logaritmico pode ser descrito do seguinte modo:

A7. Algoritmo LSPA

Para todos os pares (BN, ,CN, ), ou seja, todos os pares (m,n) para os quais na matriz

de teste de paridade H setem h  =1.
(0) Inicializacao:

L(Gun) = L(c,) = 222

O
(1) Calcular a maxima verosimilhanca logaritmica da mensagem que o CN,, envia para o
BN,:
)= T o 3 ota)]
n'eN(m)\n n'eN(m)\n

com
O = Sgn(l—(qnm )) D

ﬂnm :|L(qnm)

b
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(I)(X) =—logtanh(%x)=log(e +1j .

|

(2) Calcular a maxima verosimilhanca logaritmica da mensagem que o BN, envia para o
CNp.:
L(dw)=L(c)+ > L(r.,).
m'eM (n)\m
(3) Calcular a maxima verosimilhanga logaritmica das pseudo-probabilidades a posteriori:
L(Q)=L(c,)+ D> L(fy)-
m'eM (n)

(4) Vvn, fazer:

1 < L(Q,)<0
{0 < L(Q,)>0

n

Se a palavra descodificada € verificar as equacdes de teste de paridade (EH™ =0) ou
0 numero maximo de iteragdes tiver sido atingido, entdo, parar. Caso contrario, voltar
a (1).

Em caso de paragem devolver: - Palavra descodificada € se ¢H" =0;

- Erro se (# iteracbes = max_iteracdes).

4.4.4 SIMPLIFICACOES DO ALGORITMO LSPA

Uma analise atenta do algoritmo LSPA permite concluir que a sua complexidade
reside no calculo das mensagens enviadas de cada CN, para cada BN, a semelhanga do
que acontece com as outras variantes ja apresentadas do algoritmo SPA. Em [LLWP],
[HEAD] e [HM] podemos encontrar um tratamento andlogo ao seguido por Gallager
[Gall], [Gal2] para o calculo das mensagens L(r,,), que ndo sé resolve o problema da

descontinuidade da fungdo ®(x), como também, serve de ponto de partida para

algumas simplifica¢des do algoritmo LSPA, nomeadamente, o min-sum (MS-LSPA).
O desenvolvimento presente em [LLWP], [HEAD] e [HM] faz uso da funcdo de

maxima verosimilhanca logaritmica e do lema L5 (ver anexo A). Seja y, a variavel
aleatodria resultante da soma modulo 2 de variaveis aleatérias x,, com i=1,---,n, ou seja,
Y, =X ®X, ®---®x,, entdo, a maxima verosimilhanca logaritmica de y, ¢ fun¢do das

maximas verosimilhangas logaritmicas das variaveis x; dadas por,
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rnvl(yn ) = (4.86)

ou na forma recursiva por,

mvl(y,; )+mvi(x,)
e +1
mVI( yn ) - ln[ emvl(yrH) + emvl(xn) J (487)
em que a maxima verosimilhanga de uma variavel aleatéria x ¢ definida por
Pr(x=0
mvl(x)=In M . (4.88)
Pr ( X = 1)

Por uma questdo de simplificacdo, vamos adoptar a notacdo seguida por Hu e

Mittelholzer [HM] que definem a operagao como sendo:

mvl(x )+mvl(x,)
mvl(x, ) [5] mvi(x, ) = mvi(x, @xz)zln(eml(x)—ml(’::} (4.89)
e +e 7
e de forma idéntica podemos escrever:
K
mvl(y,)=mvl(x ®@x, &+ ®x, ) =[+][ mvi(x)] (4.90)
i=l

Podemos constatar que (4.86) e (4.87) resultam simplesmente da aplicacdo da
funcdo logaritmo natural as expressoes (4.43) e (4.44) do lema L4, usadas na
formulacdo do algoritmo PLRA-SPA. O desenvolvimento presente em [LLWP],
[HEAD] e [HM] ¢ pois em tudo idéntico ao que foi seguido no algoritmo PLRA-SPA.

Tomemos o resultado obtido em (4.46) no qual provamos que sendo, {c,,C,,:-,Cy },

as variaveis aleatdrias bindrias associadas a cada um dos BN do codigo, a mensagem

I (X) que é enviada do CNy para o BN, indicando a probabilidade de c, =x com

€{0,1}, ¢ dada por

rmn(x):Pr( > @c, =xJ. (4.91)

Recorrendo a definicdo de maxima verosimilhanca logaritmica concluimos que a
maxima verosimilhanga logaritmica da mensagem que ¢ enviada do CNy, para o BN, ¢
dado por:

L(rmn):mvl( > @cn): [L(ayn)]- (4.92)

n'eN(m)\n n'eN(m)\n
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A expressdo assim obtida ¢ perfeitamente equivalente a expressao (4.48) obtida para o
algoritmo PLRA-SPA, em que a simples aplica¢do da funcdo logaritmo natural a (4.48)
conduz a obtenc¢do de (4.92).

Pode-se também provar que (4.92) ¢ equivalente a expressdo (4.78) obtida por

Gallager [Gall], [Gal2], de acordo com o lema L6 (ver anexo A) ou seja,

2tanh™ (tanh(/l/Z)tanh(,u/Z))=log[%J. (4.93)

Implementac&o série do algoritmo LSPA

A operacao torna possivel a aplicacdo do algoritmo FB no célculo das
mensagens L(r,,) a semelhan¢a do realizado para o algoritmo PLRA-SPA [HEAD],
[HM].

De facto, sejam {nl,nz,---,nk} os indices dos k:#N(m) BN’s ligados ao CNp. A

passagem para a frente do algoritmo pode entdo ser definida por

A=A L(d,.), (4.94)
comi=2,---k—1e
A=L(qyn). (4.95)
De forma analoga, a passagem para tras pode ser definida por
B, =B,[+]L(dyn)- (4.96)
comi=k-1,---,2 ¢
B, =L(0yn)- (4.97)

Entdo, de acordo com (4.52), podemos escrever:

B, <i=1
L(rmni): Ai—l Bi+1 <i=1- k-1, (4.98)
A <i=k

sendo realizadas desta forma apenas 3x[#N(m)]—6 operagdes do tipo |+|.
A aplicagdo do algoritmo FB no célculo das mensagens L(r,,) que cada CNy, envia
para os k=#N(m) BN’s a ele ligados corresponde a uma implementacdo série do

algoritmo LSPA que opera sobre uma arvore do tipo da figura 4-8 e, como tal, a laténcia

do algoritmo assim implementado, na actualizagdo das mensagens enviadas por cada
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BN, ¢ da ordem de O(#N(m)). A operagdo permite também uma implementagao

paralela com uma laténcia da ordem de O[log2 (#N (m))] )

Figura 4-8 — Configuragéo série para o calculo das mensagens que cada CNy, envia para os BN’s a

ele ligados.

Implementacéo eficiente da operacéo

A partir de (4.89) onde a operacdo |+| ¢ definida, verificamos que

0 < mvl(x)=0vmvl(x,)=0
mvl(xl)mvl(xz)z mvl(x,) < mvl(x )=0 , (4.99)

mvl(x) < mvl(x,)=c
pelo que 0 ¢ o elemento absorvente da operacdo e que « ¢ o elemento neutro. Se o

problema da descontinuidade da fungdo ®(x) aparentemente parece resolvido com a

nova operagao |+|, ¢ necessario, no entanto, uma implementagao eficiente desta pois ¢

fundamental no calculo dos L(r, ), nos quais reside a complexidade do algoritmo

LSPA.
Comecemos por aplicar o lema L7 (ver anexo A) a definicdo da operacao . O
referido lema diz que dados dois numeros reais quaisquer x € Yy, entao,
log, (a* +a’) =max(x, y)+log, (1 + a*‘**y‘) . (4.100)

pelo que a expressao (4.89) pode ser escrita na forma
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mVl I mVl [%j
=In (emﬂ(xl)mv‘(m + 1) —In (emVl(X') + emVI(XZ))
=max (0, mvl(x,)+mvl(x,))+In (lJref"M(xl prmi) )
—max(mvl(xl ), mvl(x, )) - ln(1+ef‘mﬂ(x' Jrmi(e) ) . (4.101)
Atendendo ao lema L8 (ver anexo A) que diz que dados dois nimeros quaisquer, X

e Yy, entdo,

). (4.102)

max (0, X+ y)—max (X, y)= Sgn(x)sgn(y)min(|
vem que
mvi(x,) el mvl(x, )= max (0, mvI () +mvi(x, )) + In {1+ ™00 ) )
—max (mvl(x ), mvl(x, ) ~In(1+e ™)

)

+ln(1+ ~|mvi(x )+mvi(x, \) In ( -\mvl mvl(xz)\) . (4.103)

—sgnl:rnvl :|sgn[rnvl(x2 ]mln(|mvl s

Definindo a fung¢ao
g(x)=In(1+e™), (4.104)
podemos constatar que a operagdo |+| pode ser implementada a custa de 4 adi¢gdes, uma

comparagdo ¢ duas correc¢des, correspondentes aos termos g[mvl )+mvl(x ] e

g[ mvl(x)-mvl(x,)].
Como pode ser observado na figura 4-9, a fungdo g(x) é continua, ndo

apresentando qualquer descontinuidade para x =0, ao contrario do que acontecia com a

fungdo ®(x), o que torna a sua implementagdo mais simples. A fun¢do g(x) pode, a
semelhanga da fungdo ®(x) ser implementada com recurso a uma tabela de consulta ou

utilizando uma aproximac¢do linear por partes. Em [HEAD] ¢ mostrado ser possivel
implementar a fungdo com uma tabela de quantificacdo de 3 bits, cometendo um erro de
quantificagdo maximo inferior a 0.05, com uma reduzida diminui¢do do desempenho do
algoritmo LSPA. Como ja foi referido anteriormente a implementacdo da fungdo
recorrendo a uma aproximacgdo linear por partes em que o declive dos segmentos de
recta € poténcia de 2 é bastante simples de realizar em hardware fazendo uso de registos

de deslocamento [HEAD].
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Figura 4-9 — Fungdo g(x) para x>0.

A questdo que pode ser colocada ¢ a razdo de implementar o algoritmo LSPA
recorrendo a operagdo |+| com a fun¢do g(x) e ndo antes optar pela funcdo ®@(x).
Aparentemente, a op¢do pela operacdo |+| requer que sejam realizadas mais 4 adigdes e
1 comparagdo por calculo.

Tanto para a operagdo , como para a fungdo ®(x), o resultado (méxima
verosimilhanga logaritmica) ¢ um valor pertencente ao intervalo |—oo;+o[ , 0 que
origina erros de quantificagdo elevados para valores de x proximos de 0, na

implementagdo da fungdo ®(x) com recurso a uma tabela de consulta. Ja no caso da

implementagao da operagao por (4.103) o resultado ¢ determinado pelo termo

sgn [mvl ]sgn [mvl ]mm(|mvl s (%, )|) com oS termos ¢ [mvl(xl ) + rnVl(X2 )]
e g[mvl(x —mvl(X ] a corresponderem apenas a pequenas correc¢des ao resultado
(ver contradominio da fungdo g(x ]O In(2 }) Logo, a diminui¢do de desempenho do

algoritmo LSPA, devido aos erros de quantificagdo da fun¢do g(x) ¢ muito menor do

que no caso da fungdo ®(X).

Algoritmo Soma Minima (Min-Sum)

Uma das principais versdes simplificadas do algoritmo LSPA, resulta da
aproximagao,

mvl (X e mvl(x, )= sgn| mvl(x, ) |sgn[ mvi(x, }rnin(|rnvl(x1 )|, |rnv1(x2 )|) (4.105)

em que os restantes termos da expressao (4.103) correspondem, como ja foi dito, a uma

correc¢ao do valor (4.105). Desta forma, a operacao passa a poder a ser
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implementada a custa de apenas 1 comparagéo. A multiplicagdo dos sinais de mvl(x,) e

mvl(x,) pode ser realizada de forma extremamente eficiente recorrendo a uma simples
operacdao EXOR [CF1], [CF2].
Desta forma, no algoritmo LSPA o calculo das mensagens L(r,,) pode ser

simplificado por

L(rmn): I:L(qn'm)]

n'eN(m)\n

=TT [sen(L(dun))]x min

n'eN(m)\n

L(Gun) (4.106)

Na medida em que o somatorio da equacao (4.83) ¢ aproximado pelo menor dos
seus termos, o algoritmo designa-se por Soma Minima (MS-LSPA'®) [CF1], [CF2],
[HEAD], [HM], [Ryan].

Uma andlise atenta da equagdo (4.106) permite concluir que na configuragdo série
do calculo das mensagens que o CNp, envia para os k =[#N(m)] CN’s a ele ligados,
estas podem ser calculadas numa unica passagem da arvore da figura 4-8, sendo
realizadas apenas k —1 operagdes compostas por 1 multiplicagdo de sinais e uma

comparag¢do. De facto, considere-se:
Gy =50 L(0y ) | (4.107)

(4.108)

B =|L (0
comneN(m)ei=1--,k.
Nessa passagem Unica na arvore ¢ efectuado o produto dos sinais de todas as

mensagens L(qnlm) recebidas pelo CNp, ou seja, ¢ calculado

A= T] amm- (4.109)

n'eN(m)

Simultaneamente, sdo determinados os dois menores valores g, recebidos pelo

CNp. Designemos por n,, € n os indices do menor e do segundo menor valor S

sec min % nm?
respectivamente. O envio das mensagens do CNp para os k BN’s a ele ligados ¢
realizado com uma segunda passagem na darvore mas, envolvendo apenas 1

multiplicac¢do de sinal por mensagem. Assim, as mensagens enviadas sdo,

' 0 algoritmo referido pela sigla MS-LSPA ¢é designado em [CF1] e [CF2] por BP-Based Algorithm.
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Aan»mﬂn m = ni'_"tnmin
(fmni)={ 7 . (4.110)

Aanimﬂ m <= n=n

nsec min min

Desta forma, relativamente ao LSPA, ndo s6 o nimero de operagdes aritméticas que
sd0 necessarias realizar para cada CN sofre uma reducdo acentuada, como também a

laténcia diminui.

Outro ponto importante na analise dos diversos algoritmos ja apresentados diz
respeito & memoria necessaria para guardar em cada iteracao as mensagens enviadas dos
CN’s para os BN’s e, vice-versa. Todos os algoritmos da familia SPA estudados até

agora, com excep¢ao do MS-LSPA, requerem para cada CNy, k =#N(m) unidades de
memoria, e requerem para cada BN, j=#M(n) unidades de memoria. Para o algoritmo

MS-LSPA s3o necessarias apenas duas unidades de memoria por CN, o que
corresponde a uma reducdo acentuada, sobretudo para codigos LDPC com taxa de
informagdo elevada (o grau médio de cada CN ¢ significativo'’).

Devido a simplificagdo efectuada, o algoritmo MS-LSPA apresenta, para 0 mesmo
numero de iteragdoes, um menor desempenho relativamente ao LSPA como ¢ mostrado
em [CF1], [CF2], [HEAD], [HM]. No entanto, a sua baixa complexidade computacional
(apenas adigdes, comparacdes e multiplicagdes de sinais), bem como, os baixos
requisitos de memoria tornam-no num dos mais adequados a implementagdo em

processadores digitais de sinal (DSP’s) ou mesmo em hardware [ZWP], [YNA] [BNK].
O algoritmo MS-LSPA pode pois ser descrito do seguinte modo:

"7 Seja #N(m) e #M(n) o peso médio de cada CN e cada BN, respectivamente. Para um cédigo LDPC

regular (N,K) , temos que Nx#M(n)=(N-K)x#N(m) . Como #M(n) ¢ normalmente 3 ou 4,

verificamos que para c6digos com taxa de informagao elevada #N(m) é consideravel.



CAP. 4 — DESCODIFICACAO ITERATIVA 69

A8. Algoritmo MS-LSPA

Para todos os pares (BN,,CN, ), ou seja, todos os pares (m,n) para os quais na matriz

de teste de paridade H setem h  =1.

(0)

1)

(2)

3)

(4)

Inicializacao:

L (G =L(6,) =2

o
Calcular a méaxima verosimilhanca logaritmica da mensagem que o CN,, envia para o
BNp:

I‘(rmn ) = H [Sgn( L(q”'m )):| % n'gqlér%\n

n'eN(m)\n

L ()|

Calcular a maxima verosimilhanca logaritmica da mensagem que o BN, envia para o
CNp:

L(dw)=L(c))+ > L(r.,).

m'eM (n)\m

Calcular méaxima verosimilhanca logaritmica das pseudo-probabilidades & posteriori:

L(@Q)=L(c)+ 3 L(f).

m'eM (n)

vn, fazer:

¢ 1 < L(Q,)<0

"0« L(Q)>0

Se a palavra descodificada € verificar as equacdes de teste de paridade (EH" =0) ou
0 nimero maximo de iterag8es tiver sido atingido, entao, parar. Caso contrario, voltar
a (1).
Em caso de paragem devolver: - Palavra descodificada ¢ se ¢H' =0;

- Erro se (# iteracBes = max_iteracoes).

Outra grande vantagem do algoritmo MS-LSPA reside na fase de inicializacao. Na

medida em que os passos (1) e (2) envolvem apenas adi¢des, comparacdes e

multiplicagdes de sinais, logo a multiplicagdo dos L(c,) por uma constante positiva nao

altera o desempenho do algoritmo. Neste sentido, o passo de inicializagdo poderd ser

substituido por

L(c,)= Y., (4.111)
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de onde se conclui que ndo € necessario conhecer a partida a SNR do canal (sem

qualquer redugio do desempenho do algoritmo [CF1]"®).

Os algoritmos APP-LSPA e UMP-LSPA

A simplificacdo do algoritmo LSPA pode também ser realizada ao nivel do
processamento realizado nos BN’s [CF2].

No algoritmo LSPA, para cada BN, sdo realizados dois tipos de célculos. O
primeiro realizado no passo (2), calcula para cada CNp, ligado a esse BN a mensagem

que este lhe envia, L(q,,). Esta depende da informagdo recebida de todos os CN’s
ligados ao BN, com excep¢do do CNp pelo que, de alguma forma, L(q,,) ndo se
correlaciona com a mensagem L(r,,) recebida previamente pelo BN, do CNp.

O segundo calculo ¢ efectuado no passo (3) e consiste em calcular a maxima
verosimilhanga logaritmica das pseudo-probabilidades & posteriori, L(Q,), com base na
qual ¢ efectuada uma decisao sobre o valor binario do bit n recebido.

No algoritmo lterative APP-LSPA'® proposto por Chen e Fossorier [CF2], o passo
(2) do algoritmo LSPA ¢ eliminado e cada BN, envia a todos os CN’s a ele ligados a
mesma mensagem, L(Q,). A sigla APP diz respeito ao facto de o processamento

realizado nos BN’s, se basear apenas no calculo das probabilidades a posteriori. Neste

sentido, o algoritmo pode ser descrito por:

'® Este algoritmo ¢ designado em [CF1] e [CF2] por Uniformly Most Powerful BP-Based Algorithm
(UMP BP-Based Algorithm).
' Passamos a designar o algoritmo Iterative APP-LSPA apenas por APP-LSPA.
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A9. Algoritmo APP-LSPA

Para todos os pares (BN,,CN, ), ou seja, todos os pares (m,n) para os quais na matriz
de teste de paridade H setem h  =1.
(0) Inicializacao:

L(Ghn) = L) =2

(o2
(1) Calcular a maxima verosimilhanga logaritmica da mensagem que o CN, envia para o
BNp:

L(rmn>=[ I an,jcp( 5 @(ﬂn}
n'eN(m)\n n'eN(m)\n

a, :sgn(L(Qn)),
Ao =[L(Q)

CD(X) :—logtanh(%xj = log[e +1j .

com

b

e’ -1
(2) Calcular maxima verosimilhanca logaritmica das pseudo-probabilidades a posteriori:

L(Q,)=L(c,)+ >, L(r.).

m'eM (n)
(3) ¥vn, fazer:
. |1 = L(Q)<0
"0 & L(Q,)>0
Se a palavra descodificada € verificar as equacées de teste de paridade ((°:HT =0) ou

0 nimero maximo de iterag8es tiver sido atingido, entao, parar. Caso contrario, voltar
a (1).
Em caso de paragem devolver: - Palavra descodificada ¢ se €H' =0;

- Erro se (# iteracBes = max_iteracdes).

A grande vantagem do algoritmo APP-LSPA advém do facto de ser apenas
necessario calcular e armazenar um valor por cada BN. Assim, comparando com a
implementagdo mais eficiente do algoritmo LSPA, em que ¢ feito uso do algoritmo FB
no calculo das mensagens enviadas por cada BNy para os j=#M(n) CN’s a ele ligados,

verificamos que sdo realizadas com o algoritmo APP-LSPA menos j adigdes e ¢

preciso apenas uma unidade de memoria em vez de j.
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No entanto, esta redu¢do de complexidade computacional e das necessidades de
armazenamento ndo ¢ suficiente para compensar a diminui¢do de desempenho
verificada para muitos codigos LDPC. Esta diminui¢ao deve-se ao facto de no algoritmo

APP-LSPA existir correlagao entre a mensagem L(Q, ), que cada BN, envia para todos
os CN’s a ele ligados e as mensagens L(r,,) que ele recebe desses mesmos CN’s. Esta

correlagdo ¢ tanto maior quanto menor ¢ o peso desse BN, o que provoca uma
diminuicdo acentuada do desempenho do algoritmo APP-LSPA face ao LSPA,
conforme pode ser verificado em [CF2]. Esta reducao de desempenho pode, no entanto,
ser compensada por normalizagdo [CF2].

Ja para codigos LDPC cujos BN’s possuem um maior peso, como seja o caso dos
codigos DSC?, a diminuigdo de desempenho do algoritmo APP-LSPA é muito menos

significativa, tornando-o numa boa alternativa face a complexidade do LSPA [CF2].

Simplificando o algoritmo LSPA simultanecamente ao nivel do processamento
realizado nos BN’s [CF2] e nos CN’s [CF1], [CF2], [HEAD], [HM], [Ryan], podemos
reduzir a0 minimo as necessidades computacionais e de armazenamento. O algoritmo
assim obtido, ndo ¢ mais do que uma combinagdo dos algoritmos MS-LSPA e
APP-LSPA. Designado por Chen e Fossorier [CF2] por Iterative APP-Based Algorithm,

pode ser descrito por:

2 0s DSC (Difference-Set Cyclic Codes) sdo uma das classes de codigos LDPC, referidos no capitulo 3,
obtidos por métodos algébricos cuja geometria quasi-ciclica permite a sua implementacdo com base em
registos de deslocamento. No entanto, a sua matriz H possui um peso por coluna bastante superior a 3 ou

4 como ¢ caracteristico dos codigos LDPC comuns.
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A10. Algoritmo Iterative APP-Based

Para todos os pares (BN,,CN, ), ou seja, todos os pares (m,n) para os quais na matriz

de teste de paridade H setem h  =1.
(0) Inicializacao:

L(Ghn) = L) =2

(o2
(1) Calcular a maxima verosimilhanga logaritmica da mensagem que o CN, envia para o
BNp:

L(r.)= T1 [sgn(L(Qn,))]x min

n'eN (m)\n n'eN (m)in

L(Qw)
(2) Calcular maxima verosimilhanca logaritmica das pseudo-probabilidades a posteriori:

L(Q)=L(c,)+ D L(fy)-

m'eM (n)

(3) ¥vn, fazer:

. 1 = L(Q,)<0
"0 < L(Q,)>0
Se a palavra descodificada € verificar as equacées de teste de paridade ((°:HT =0) ou

0 nimero maximo de iteracdes tiver sido atingido, entdo, parar. Caso contrario, voltar
a (1).
Em caso de paragem devolver: - Palavra descodificada ¢ se €H' =0;

- Erro se (# iteracBes = max_iteracdes).

A diminuicdo de desempenho que se verifica relativamente ao algoritmo LSPA
para codigos LDPC convencionais®', ¢ praticamente a mesma que ocorria para o
algoritmo APP-LSPA, o que mostra que a combinacdo de ambas as simplificagdes nao
acarreta uma degradacdo adicional do desempenho, como atestam os resultados
experimentais apresentados em [CF2]. O mesmo ja ndo se passa com os codigos LDPC

geométricos para os quais se verifica uma degradacdo acentuada de desempenho.

! Designamos por codigos LDPC convencionais, aqueles que sdo construidos segundo as estratégias

propostas por Mackay e Neal (ver capitulo 3).
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Métodos de melhoria de desempenho dos algoritmos MS-LPSA, APP-LSPA e
Iterative APP-Based

Os algoritmos resultantes da simplificagdo do algoritmo LSPA colocam menores
restricdes ao nivel das necessidades computacionais e de armazenamento a custa duma
diminui¢do de desempenho expresso em termos de BER ¢ MER (para o mesmo niimero
de iteracdes). No entanto, ¢ necessario referir que alguns destes algoritmos conseguem
descodificar a mesma mensagem correctamente a custa de um maior nimero de
iteracdes. Tal ndo pode ser considerado uma vantagem na medida em que o ganho de
eficiéncia (diminui¢ao da complexidade computacional) é perdido com o maior numero
de iteragdes necessarias para conseguir o mesmo desempenho.

Portanto, em cada aplicacdo pratica ha que pesar devidamente os diversos factores,
como sejam: a capacidade de processamento e armazenamento disponivel, o
desempenho pretendido expresso em termo da taxa maxima de erros de bit (BER) ou de
bloco (MER) para um dado SNR do canal, os requisitos de transmissdao (por ex:
transmissdo em tempo real), entre outros.

Seria desejavel melhorar o desempenho dos algoritmos MS-LSPA, APP-LSPA e
Iterative APP-Based sem que isso implique um aumento significativo da sua
complexidade computacional (grande vantagem).

A diminuicdo do desempenho resulta, no caso da simplificacdo do processamento

nos CN’s, da estimagdo por excesso das mensagens L(r, ) que ¢ realizada ao aproximar

(4.92) por (4.106) devido a simplificagdo (4.105). Hu, Eleftheriou, Arnold e Dholakia

sugerem em [HEAD] a semelhanga do que ¢ proposto em [EMD], a aproximac¢do da
operacao |+| por

mvl (X .mvl = sgnl:rnvl Jsgn[mvl(x2 )]min(|mvl(xl)

(X2)|)
+g(mvl(x )+mvl(x,)) - g(mvl(x )—mvl(x,))
—sgn[mvl ]sgn[mvl Xz):lmin(|rnvl | |1‘IlV1(X2)|)
c <« |mvi(x)[<2A[mvi(x,)>2[mvI(x,)|
+-C < [mvl(x,)|<2A[mvi(x)|>2[mvi(x,) > (4.112)
0 <« Outros Casos
com ¢ uma constante pré-determinada de acordo com o SNR do canal e as

caracteristicas do cddigo. Desta forma, a operacdo base |+| ¢ implementada a custa de

duas comparagdes, uma multiplicagdo de sinal e uma adi¢do, pelo que o aumento da
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complexidade computacional ¢ muito baixo, quando comparado com o aumento do
desempenho do algoritmo, conforme mostram os resultados presentes em [HEAD] e
[EMD].

Chen e Fossorier propdoem em [CF1], [CF2] uma abordagem diferente que procura
resolver, simultaneamente, o problema da simplificacdo do processamento ao nivel dos
BN’s em que passa a existir correlagdo entre a mensagem L(Q,), que cada BN, envia
para todos os CN’s a ele ligados e as mensagens L(r,,) que ele recebe desses mesmos
CN’s. Esta correlagdo contribui de forma significativa para uma mé estimacdo dos
valores das mensagens L(r,,) na iteragdo seguinte que, por sua vez, vai contribuir para

uma ma estimagao das pseudo-probabilidades a posteriori L(Q,), ou seja, um ciclo com

acumulac¢do de erros que provoca uma diminuicao efectiva do desempenho expresso em
termos de BER e MER. Neste sentido, Chen e Fossorier [CF1], [CF2], propdem uma

normalizagdo das mensagens L(r,,) obtidas por (4.106). Assim sendo, seja L, o valor

obtido por (4.78), para a maxima verosimilhang¢a logaritmica da mensagem enviada de

um CNp para um BN, segundo o algoritmo LSPA, e por L, o valor obtido para a

mesma mensagem por (4.106), ou seja,

L1:2tanh‘1( I tanh[lL(qn,m)n, (4.113)
n'eN(m)\n 2

L= TT [sen(L(dn))]x Lmin L (G )| (4.114)
n'eN(m)\n
Facilmente se prova que [CF1]
sinal(L, ) =sinal(L, ), (4.115)
L] >4l (4.116)

pelo que Chen e Fossorier sugerem uma normalizagdo do valor L,, ou seja, a divisdo de
L, por um factor « >1 por forma a que o valor calculado para a maxima verosimilhanga
logaritmica da mensagem L(r, ) enviada de um CNy para um BN, seja o mais
proximo possivel do valor L, .

Com vista a determinar « , Chen e Fossorier sugerem que a média do méddulo dos

valores normalizados |L,|/a seja igual 8 média do modulo dos valores |L,|, ou seja,

= E(|L.D (4.117)

E(L)
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Com este pressuposto, o valor & pode ser calculado com base em simulagdes de
Monte Carlo (sugestdio de Chen e Fossorier). Em [CF1] ¢ apresentado o
desenvolvimento teérico do valor de « a utilizar na primeira iteragdo no caso do
algoritmo MS-LSPA. Chen e Fossorier além de afirmarem que a dedugdo tedrica dos
valores de « para as iteragdes seguintes ndo ¢ simples, observaram também,
experimentalmente, que apenas uma pequena melhoria ¢ produzida com a utiliza¢do de
valores de « diferentes, de iteracdo para iteracdo. Observaram ainda que apesar do
valor optimo de « ser fungdo da SNR do canal, este podera ser considerado fixo, desde

que o valor escolhido para « seja o correspondente a SNR para o qual o
BER € [10'4,10‘3]. Para cada cddigo LDPC passa a estar associado um valor especifico
de a pré-conhecido que depende do algoritmo de descodificagdo. Como ¢ obvio, este ¢
menor para o algoritmo MS-LSPA do que para o Iterative APP-Based.

A complexidade computacional é neste caso um pouco maior do que a da proposta
apresentada por Hu, Eleftheriou, Arnold e Dholakia em [HEAD], na medida em que por

cada mensagem L(r,,) ¢ efectuada mais uma divisdo. No entanto, refira-se que se o

valor de a for uma poténcia de 2, esta pode ser implementada eficazmente com base
em registos de deslocamento. A proposta de Chen e Fossorier permite também
compensar a diminuicdo de desempenho provocada pela simplificagdo ao nivel dos
BN’s. O mesmo j& ndo se verifica com a proposta apresentada por Hu, Eleftheriou,

Arnold e Dholakia.

Implementacao paralela do algoritmo LSPA e suas simplificacfes

A operagdo |+| permite uma implementacao paralela do algoritmo LSPA com uma
laténcia da ordem de O[log2 (#N(m))]. De facto, em aplica¢des com elevadas taxas de
transmissao, o algoritmo FB (apesar de minimizar o nimero de operagdes a realizar
no calculo das mensagens L(r,,)), obriga a que a arvore da figura 4-8 seja percorrida 2
vezes e, como tal, a laténcia seja da ordem de O[#N(m)].

Hu, Eleftheriou, Arnold e Dholakia propdem em [HEAD] uma implementacao

paralela do algoritmo LSPA. Considere-se,

L(Sm)zmvl( > @cn): [L(Gm)]. (4.118)

n'eN(m) n'eN(m)
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como sendo a “soma” |+| de todas as mensagens recebidas pelo CNy, dos k=#N(m) a
ele ligados. O valor anterior pode ser calculado rapidamente recorrendo a estrutura

paralela da figura 4-10, isto ¢, com uma laténcia da ordem de O[#N(m)].

Figura 4-10 — Arvore equilibrada correspondente & configuragio paralela para calculo das mensagens que

cada CN, envia para os BN’s a ele ligados.

Conhecido L(S,) podemos calcular simultaneamente todas as mensagens que o

CNp, envia para cada um dos k BN’s a ele ligados. De facto, de acordo com (4.118)

vem,

L(Sm)=mvl[cn@ > @Cn.]=L(qnm) L(r.), (4.119)

n'eN(m)\n

pelo que efectuando alguma manipulacao algébrica, com base na definicao da operagao

temos que,
[+] q
el—(qnm)H-(Sm) -1
L(I‘mn)zln W —L(Sm)
= Infg 3"t 5) | — gt 1~ (8. (4.120)

Definindo a operagao E como sendo,

L(r) =L () () = 1n

podemos obter uma implementagdo paralela do calculo das mensagens enviadas por

~Infet® S 1l (s,),  @121)

eL(qnm)+L(Sm) _ 1‘

cada CN, representada na figura seguinte,
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L (dhn)

L(q""“) \ n > - —> L(rmnl)
o) ‘ o)
+
L(thn) " / s~ —— L(n,)
L (o ) - +
+
+ >
T+
L(0y ) “ \ n
/ +
L) L
Lana) (%)
+
L(as) " L)

Figura 4-11 Configuragdo paralela para o calculo das mensagens que cada CN, envia para os BN’s

a ele ligados.

Definindo a funcao,

h(x)=Inle* -1

, (4.122)
entdo, a expressao (4.120) pode ser escrita na forma

L(n)=h[ LGy )+ L(Sn) ]~ [ LG ) = L(S0) |~ L(Sn) - (4.123)
o que implica o calculo da fun¢do h(x) nos pontos L(q,,)+L(S,) e L(a,,)-L(S,). No
entanto, a fun¢do h(x) apresenta uma descontinuidade em 0 (ver figura 4-12) similar a
fungdo ®(x). A forma mais simples de implementar esta fun¢do ¢ recorrendo a uma

aproximacao linear por partes em que os factores multiplicadores sao poténcias de 2
conforme ¢ sugerido em [HEAD]. Neste caso, resultados experimentais [HEAD]
demonstram que a diminui¢do de desempenho ¢ praticamente desprezavel face ao LSPA

implementado sem qualquer aproximagao.
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Figura 4-12 - Fungdo h(x).

A estrutura paralela da figura 4-10 serve de ponto de partida para uma
simplificagdo do algoritmo LSPA proposta por Hu e Mittelholzer [HM], que se baseia

no ordenamento estatistico das mensagens L(q,,) recebidas pelo CNp, em tudo

semelhante a que € proposta por Guilloud, Boutillon e Danger [GBD].
O algoritmo MS-LSPA pode ser aplicado, tal como foi definido, as estruturas

paralelas das figuras 4-10 ou 4-11. Designando por n_, e n os indices do menor e

secmin

do segundo menor valor ‘L(qnim) recebido pelo CNp, facilmente concluimos que a

laténcia para determinar sgn(S,,),

L(qnmmm) € ‘L(qnsccminm)

versdo série. Conhecidos estes valores podemos determinar, simultaneamente, as

¢ log, k , claramente inferior a

mensagens L(rmni) que o CNp, envia para cada um dos BN’s a ele ligados. De acordo
com (4.110) temos,

L(tm )=

&= nFEN

sen[L(S,)Jsen[ L(0yn) L (a..)
sgn[L(Sm)]sgn[L(qnim)]"—(qnmm)
e [L(a.n)
recebidos, com i=1,---,k . Apos a sua determinagdo, todas as restantes mensagens
L (Gyn)

Como s6 ¢ importante o seu sinal na determina¢do das mensagens L(r ),

mn;

(4.124)

— r.]i = nmin

A determinagdo de "—(qnmmm)

obriga a um ordenamento dos ‘L(qnlm)

recebidas sdo consideradas como fidedignas, ou seja,

=0 se n#N, €
n #n

i sec min *

entdo, a estrutura da figura 4-11 produz precisamente a sua saida as mensagens do
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algoritmo MS-LSPA?. Esta aproximacdo considerando apenas os dois menores valores,
conduz, no entanto, a uma diminui¢ao de desempenho face ao algoritmo LSPA.

A ideia proposta por Hu e Mittelholzer [HM], [GBD], ¢ considerar ndo apenas os 2

menores valores, mas sim, os A menores ‘L(qn_m) , com A=2,---,k, classificando as

restantes k — 1 mensagens recebidas como perfeitamente fidedignas. Neste sentido, a

arvore da figura 4-10 pode ser decomposta em duas sub-arvores. A primeira cujas

folhas sdo os A menores ‘L(qnlm)

e a segunda cujas folhas s3o as restantes mensagens

consideradas fidedignas, tal como se representa na figura 4-13.

Tendo em conta que as folhas da sub-arvore direita sdo as k — 4 mensagens mais

fidedignas cujo médulo é +wo, logo para calcular L(S) é apenas necessario efectuar

m

multiplicagdes de sinal (o ¢ o elemento neutro da operagao , entao,

L(Sp)|=). A
sub-arvore esquerda formada pelas 4 mensagens menos fidedignas, podera ser aplicada

o algoritmo LSPA ou qualquer uma das suas simplificagdes com vista a obtengdo de

L(S,,). Operando sobre a arvore equilibrada® da figura 4-13 esta operagdo poderé ser
executada com uma laténcia de log, A em vez de log, k (tempo que é gasto a percorrer

a arvore equilibrada da figura 4-11 ao aplicar o algoritmo LSPA).

2 Note que = & o elemento neutro da operagio [+| e, como tal, também o seré para a operagdo [—| .

* No sentido de que os ramos da arvore sdo quase equilibrados. Evitar a interpretagio a letra do conceito

da teoria da computagao.
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A menores valores ‘ L(qn‘m) comi=1,---,ki restantesk — A valores com L(qmm) =400

Figura 4-13 — Arvore equilibrada em que as 1 mensagens menos fidedignas sio separadas
das restantes k — 4 mensagens mais fidedignas.
Desta forma ¢ conseguido um compromisso entre laténcia, eficiéncia
computacional e desempenho. Basta considerar A =3 ou 1=4, para conseguir um
desempenho muito proximo do algoritmo LSPA. De facto, a diminui¢do acentuada do

desempenho do algoritmo MS-LSPA face ao algoritmo LSPA, sobretudo para codigos

LDPC de maior comprimento, deve-se a pobre estimacdo das mensagens L(rmni)

enviadas pelos CN’s (usamos apenas os 2 menores valores no seu célculo). Ao

considerarmos A >2 estamos a melhorar consideravelmente a estimagao das mensagens

mn;

L(r ) enviadas pelos CN’s, face ao algoritmo MS-LSPA e, dai o aumento de
desempenho verificado [HM], [GBD].
De referir também que a laténcia vai depender de forma significativa do algoritmo

de ordenamento estatistico dos ‘L(qnim) . O algoritmo aqui descrito baseado na estrutura

em arvore equilibrada da figura 4-10, pode ser também aplicado a uma estrutura em
série como a da figura 4-8 mas, com o consequente aumento da laténcia.

Por ultimo, para 2=2 o algoritmo corresponde, essencialmente, ao MS-LSPA,
com uma pequena diferenga. Esta consiste no facto do modulo das mensagens enviadas

pelo CNy, para todos os BN’s n, para os quais n,#n_, € n,#n

‘ L(qnmmm )L(qnsecmmm )

O algoritmo A —Min LSPA, segundo a designacao de [GBD] pode ser expresso por:

ser, neste caso,

sec min

, a0 passo que no algoritmo MS-LSPA ¢ ‘L(qnmmm) .
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A11. Algoritmo A-Min LSPA

Para todos os pares (BN,,CN, ), ou seja, todos os pares (m,n) para os quais na matriz

de teste de paridade H setem h  =1.

(0) Inicializacao:

2y,
L =L(c, )=—1
(qnm ) ( n ) 0_2
(1) Calcular a maxima verosimilhanga logaritmica da mensagem que o CN, envia para o
BNp:
A
Lir.)=| TI @m CD( (D(,Bi)J
n'eN(m)\n i=1
com

Pom = Sgn(l‘(qnm )) >

B =|L(qnm)| e S oi-ésimo menor valor £, com n'e N(m)\n

O(x) :—logtanh(%xj zlog(ix tij .

(2) Calcular maxima verosimilhanca logaritmica das pseudo-probabilidades a posteriori:

L(Q,)=L(c,)+ >, L(r.).

m'eM (n)

(3) Vvn, fazer:
6 1 < L(Q,)<0

"0 & L(Q,)>0
Se a palavra descodificada ¢ verificar as equacdes de teste de paridade (EH' =0) ou
0 nimero maximo de iteragdes tiver sido atingido, entdo, parar. Caso contrario, voltar
a (1).

Em caso de paragem devolver: - Palavra descodificada ¢ se ¢H' =0;

- Erro se (# iteracBes = max_iteracdes).

4.5 GESTAO PROBABILISTICA DO CALCULO DAS MENSAGENS

O algoritmo SPA e as suas simplifica¢des, sdo algoritmos iterativos onde em cada
passo do processamento, quer dos BN's quer dos CN’s, cada nodo envia uma mensagem

para cada um dos nodos a ele ligados. Este método de passagem de mensagens ¢
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designado por flooding schedule [MB1], [KF]. Apesar do algoritmo SPA ser dptimo
quando aplicado a cédigos cujos TG ndo possuem ciclos, 0 mesmo ndo se passa quando
aplicado a codigos cujos TG possuem ciclos®*. Os ciclos introduzem realimentagdes
positivas nas mensagens enviadas entre nodos. De facto, consideremos um codigo
LDPC caracterizado por um dado TG e designemos por:

- g, — giro do nodo i, ou seja, o comprimento do ciclo mais pequeno do

TG que contém o nodo i;

- Opw € 9., — giro maximo e minimo de todos os nodos que constituem o

TG (g, € o giro do codigo).

min

Dado um BN, com giro g, , entdo, sdo necessarias g, /2 iteracdes do algoritmo

SPA para que a mensagem enviada inicialmente pelo BN, se propague de volta para
esse BN. Assumindo que os bits das mensagens sdo estatisticamente independentes

(canal de transmissdo sem memoria), entdo, até a iteragdo g, /2 as mensagens

passadas entre cada par de nodos sdo Optimas, ou seja, ndo correlacionadas entre si. Os
simbolos recebidos com base nos quais o algoritmo ¢ inicializado e as mensagens
recebidas até essa iteracdo por cada nodo sdo independentes. No entanto, a partir da

iteragdo g, /2, as mensagens recebidas pelo BNy, ou por qualquer outro BN com giro

min
d.., » passam a ser dependentes das mensagens enviadas inicialmente por esses nodos,
colocando em causa a convergéncia do algoritmo para as verdadeiras probabilidades a

posteriori. No entanto, para qualquer outro BN com giro g >g as mensagens

min
enviadas continuavam a ser Optimas até a iteragdo g/2.

Para solucionar este problema Mao ¢ Banihashemi [MB1] sugerem uma gestio
temporal do calculo das mensagens, como forma de melhorar o desempenho do
algoritmo SPA sem qualquer aumento da sua complexidade. Assim, é proposto
sincronizar os instantes de tempo em que os diferentes BN’s enviam para os CN’s a eles
ligados mensagens ndo “optimas”. Por exemplo, o BN, anteriormente referido, com giro

d... » 1o devera actualizar as mensagens que envia a partir da iteragdo g, /2, enviando
sempre as mesmas mensagens a cada um dos BN’s a ele ligados até a iteragdo g, /2,

altura em que devera ser retomado o processo de actualizagdo das mensagens a enviar

** Graficos de Tanner sem ciclos nio representam bons cédigos [ETV] em virtude de estes possuirem,

nesse caso, uma baixa distancia minima.
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em cada iteragdo. O mesmo se passa para qualquer BN, com giro g,,, <9, <0, , em

que entre a iteracdo g,/2 e g,,/2 as mensagens enviadas pelo BN, ndo sdo

max

actualizadas.
Esta estratégia apresenta duas vantagens [MB1]. Por um lado ¢ maximizado o
numero de iteracdes do algoritmo SPA em que apenas as mensagens “Optimas”

circulam ao longo do TG e, por outro lado, na iteragdo g, /2 quando ¢ retomado para

max

cada BN, o processo de actualizagdo da mensagem a enviar em cada iteracdo, a
mensagem recebida pelo BN, contém muito mais informag@o 6ptima do que conteria na
itera¢do g,/2.

Existem varias formas de implementar uma estratégia semelhante a descrita. Por
exemplo, uma gestdo probabilistica do calculo das mensagens, conforme ¢ sugerido por
Mao e Banihashemi em [MB1]. Neste caso, a cada BN, ¢ associada uma probabilidade,

P, =0,/9.m. » d& em cada iteragdo do algoritmo SPA a mensagem enviada pelo BN, ser

actualizada, com excepg¢do da primeira iteracdo em que ¢ seguido o algoritmo SPA na
sua forma original. Resultados experimentais [MB1] evidenciam uma melhoria
significativa com este método relativamente ao algoritmo SPA. O numero de iteracdes
realizadas na descodificacao de uma palavra de codigo para um dado SNR do canal ¢
praticamente igual ao nimero de iteragdes que seriam realizadas pelo algoritmo SPA.
No entanto, o numero de calculos realizados ¢ em muitos dos casos inferior ao do
algoritmo SPA na medida que nem todas as mensagens enviadas por cada BN sdo
calculadas em cada iteragdo. De facto, sendo E o niumero de ramos do TG do cddigo,
entdo, no algoritmo SPA sao calculadas em cada iteragdo 2E mensagens, ao passo que

max

com o método probabilistico anterior apenas sdo calculadas E+ngn/g com

j=#M(n).



CAPITULO5

DESCODIFICACAO ITERATIVA— RESULTADOS

EXPERIMENTAIS

Neste capitulo apresentamos resultados experimentais obtidos para alguns dos
algoritmos apresentados no capitulo 4, procurando realizar uma comparacdo critica
segundo o ponto de vista do desempenho e da complexidade computacional.

Serd também proposto para o algoritmo LSPA um novo método de normalizacao
das mensagens enviadas dos CN’s para os BN’s. Os resultados obtidos revelam-se
promissores comparativamente ao algoritmo SPA segundo Gallager [Gall], [Gal2].

Comegaremos, no entanto, por fazer referéncia as diversas medidas usadas para
exprimir o desempenho de um cé6digo, bem como, a alguns aspectos importantes a ter

em conta na comparagao de cddigos com diferentes taxas de informacao.

5.1 ANALISE DE DESEMPENHO E COMPARACAO DE CODIGOS

5.1.1 SISTEMAS DE COMUNICACAO E DE ARMAZENAMENTO DIGITAIS

A codificagdo de canal assume um papel fundamental nos sistemas de comunicagdo
actuais. De forma abstracta, um sistema deste tipo pode ser representado por um

diagrama de bloco similar ao representado na figura 5-1:
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Entidade Emissora

Fonte d? Codificador de m Codificadorde | ¢ | Modulador X
Informagao Fonte Canal

A

Canal Ruidoso

Entidade Receptora

=

ifi ! ifi =X+n
Receptor Descodificador |, M Descodificador | I | Desmodulador ¢ y
de Fonte de Canal

Figura 5-1 — Componentes basicos de um sistema de comunicacao digital.

A forma como se relacionam os diversos blocos torna claro o método como ¢é
avaliado o desempenho de um codigo de correcgdo de erros e como podem ser
comparados cddigos com diferentes taxas de informacao.

A fonte de informagao discreta emite simbolos que sdo codificados pelo codificador
de fonte, de acordo com um dado alfabeto codigo. O codificador de fonte procura
remover toda a redundancia estatistica presente nos simbolos emitidos pela fonte

reduzindo, desta forma, o débito simbolico r, imposto ao sistema transmissor.

O codificador de canal, por sua vez, introduz redundancia (de forma controlada) nas
mensagens a transmitir por forma a aumentar a sua imunidade ao ruido do canal. Assim,

considerando o caso de um cédigo de bloco binario (n,k), as mensagens, m, de

comprimento k, este faz corresponder palavras de cédigo, ¢, de comprimento n, pelo
que o débito simbolico a saida passa a ser, r, =r,/R, com R=Kk/n, a taxa de informacao
do codigo.

Os simbolos produzidos pelo codificador de canal sao convertidos pelo modulador
em sinais que possam ser transmitidos de forma eficiente através do canal de
comunicagdo. A escolha do esquema de modulagcdo ¢, normalmente, baseada num
conjunto de restri¢des, como sejam, a poténcia maxima possivel de transmitir, a largura
de banda disponivel, entre outros. Estes sinais sdo transmitidos através do canal
sofrendo, regra geral, diversos efeitos, como sejam, distor¢ao e atenuacao.

O desmodulador opera sobre o sinal recebido, y, realizando a operagdo inversa ao

do modulador, fornecendo uma palavra, r, ao descodificador de canal. No caso de um
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sistema tipo FEC este tenta detectar e corrigir os erros da palavra recebida, fornecendo a

sua saida uma estimativa, m', da mensagem transmitida®.

5.1.2 MEDIDAS DE DESEMPENHO

Sdo varias as medidas usadas para exprimir o desempenho de um sistema de
transmissao digital, entre as quais se destacam a taxa de mensagens erradas (MER) ¢ a
taxa de erros (BER) a saida do descodificador de canal. Se a definicio de MER ¢
perfeitamente clara, considerando-se a existéncia de erro sempre que a mensagem
descodificada m'=m (ver figura 5-1), ja a definicdo de BER ndo ¢ muito clara [Wick],
[Bos].

A duavida surge quando procuramos saber se a taxa de erros em causa diz respeito
aos bits da palavra de cddigo descodificada c' ou, simplesmente, aos bits de mensagem
m' que correspondem a essa palavra de codigo. Se muitos autores, aquando da
apresentacao de resultados relativos ao estudo de desempenho de um dado codigo, ndo
clarificam devidamente a que BER se referem, ¢ pratica comum considerar a taxa de
erros entre os bits de informacao (ou mensagem).

Por exemplo, a analise do desempenho de um cddigo binario (n, k), ndo sistematico

com um comprimento longo, descodificado com o recurso a uma tabela
(correspondéncia entre palavras de codigo, ¢, e mensagens, m ), ¢ um estudo
extremamente moroso. Em alternativa ¢ usual considerar-se que se a palavra recebida
contém x erros, entdo, o nimero médio de bits de mensagem errados ¢ xxR e, nesse
caso,

BER =BER

bits informagédo bits codigo ? (5 . 1 )
o que simplifica o célculo do BER.

Se o BER e o MER representam duas medidas muito utilizadas, outras medidas
existem, nomeadamente, a andlise sobre o tipo de erros ocorridos no processo de

descodificacao.

¥ Um sistema que corrige e detecta os erros no receptor é designado por FEC (forward error control).
Um sistema que detecta os erros no receptor e pede a retransmissdo da informagdo errada ao emissor é
designado por ARQ (Automatic-Repeat-Request). Este sistema requer a utilizagdo de um canal de

comunicagdo nos dois sentidos.
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Nem todos os erros ocorridos durante a transmissao sao detectados. Referimos no
capitulo 2 que no caso de um codigo linear, usando descodificagdo por sindroma, s
havia detec¢do de erros se o sindroma s=rxH" fosse diferente do vector nulo. Assim,

num dado esquema de descodificacdo poderdo ocorrer quatro tipos de situagdes:

- A palavra recebida, r, é a palavra de codigo que foi transmitida ou que o

descodificador de canal corrige correctamente e, logo, nao ha erros;

~ A palavra recebida r ¢ uma palavra de codigo diferente da que foi transmitida,

pelo que este erro nao ¢ detectado na descodificacdo;

- A palavra recebida r ndo ¢ uma palavra de cddigo mas o descodificador de

canal corrige-a erradamente.

- A palavra recebida r ndo ¢ uma palavra de c6digo e o descodificador de canal

ndo a consegue corrigir. Nesta situagao existe detec¢ao dos erros ocorridos.

Assim, outras medidas importantes de desempenho sdo a taxa de mensagens erradas

ndo detectadas e a taxa de erros nao detectados.

5.1.3 COMPARACAO ENTRE CODIGOS

Definidas que foram as medidas de desempenho, o problema que se coloca ¢ de
como comparar de forma justa o desempenho de codigos com diferentes dimensoes e
taxas de informacao.

O uso de um codigo de canal com taxa de informagdo, R=k/n , tem duas
consequéncias [Wick], [Bos]. Em primeiro lugar, o débito simbdlico de transmissao
aumenta passando a ser, r, =r,/R, com r, e r, o débito a entrada e saida do codificador
de canal, respectivamente. Em segundo lugar, a energia de transmissdo aumenta para
nE, em vez de kE,, com E_ a energia transmitida por simbolo. De forma a comparar o
desempenho de diferentes esquemas de codificagdo, a energia do sinal passa a ser

expressa em termos da energia enviada por bit de informagao, E,, com

E,=—. (5.2)
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Assim, considerando o caso de um canal Gaussiano, os graficos de desempenho

passam a ser expressos em termos da figura de mérito, E, /N , directamente relacionada

com o SNR do canal em que:

E, E

S

N, 2Rc>’

(5.3)

com o’ a variancia do ruido AWGN que ¢ adicionado a cada simbolo da palavra de

codigo transmitida, N,/2 a densidade espectral de poténcia do ruido, e E,/N, ¢

expresso normalmente em dB.

5.1.4 GANHO DE CODIFICACAO

r

Outro termo comum aquando da andlise do desempenho de um esquema de

codificagdo ¢ o ganho de codificacdo [Wick], [Bos]. Este ndo ¢ mais do que uma

medida da poténcia adicional que seria necessario transmitir no caso de nao usarmos

qualquer método de codificacdo, para obter o mesmo desempenho.

Fixando a energia transmitida por bit E,, a utilizagdo de um codigo de taxa R

provoca um aumento da taxa de transmissdo, r,, ¢ uma diminui¢do da energia enviada

por simbolo, E_, ou seja, uma diminui¢do da SNR a saida do canal. Como consequéncia

verifica-se 0 aumento da taxa de erros da sequéncia recebida, em comparacdo com a que

seria obtida se ndo fosse usado qualquer esquema de codificacdo. No entanto, a

redundancia introduzida com o codigo de canal, permite que apds a descodificagdo

muitos dos erros sejam corrigidos, garantindo um desempenho superior ao sistema sem

codificacdo, como pode ser visualizado na figura 5-2.

A
BER

Transmisséo s/
A& Codificaggo de Canal

Transmissao c/ Codificagéo de
Canal antes da Despodificacdo

de Canal apés Descodificagéo,

Ganho de Codificagéo",

E
N LBl

0

Figura 5-2 — Conceito de Ganho de Codificagao.

9
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5.2 RESULTADOS EXPERIMENTAIS

5.2.1 CODIGOS ANALISADOS E CONDICOES DE SIMULACAO

No estudo realizado foram utilizados trés codigos LDPC de diferentes dimensdes e
taxas de informacdo. Escolhemos os seguintes codigos cujos resultados sdo reportados

na literatura:

» LDPC 96.2A3.565 (designado no texto por codigo a)). Codigo irregular obtido pelo
método construgdo 2A, com comprimento de bloco, n=96, taxa de informagdo, R=1/3,
e caracterizado por um giro maximo igual a 8. A distribui¢do dos graus de cada BN e
CN, e do giro dos BN’s encontra-se representada na figura 5-3. A matriz de teste de

paridade, bem como, uma analise do seu desempenho esta disponivel em [Mac3].

LDPC 96.2A3.565 LDPC 96.2A3.565 LDPC 96.2A3.565
60

I o o
S 3 3

=
Numero de BN's

Numero de BN's
w
8
Numero de CN's

)
S

=

1 2 3 ° 3 4 5 4 6
Grau Grau Giro

Figura 5-3 — Distribui¢do dos graus dos BN’s ¢ CN’s e dos giros dos BN’s para o codigo a.

» LDPC 252.252.3.252 (designado no texto por codigo P). Coédigo regular com

comprimento de bloco, n=504, e taxa de informagdo, R =1/2, possuindo cada BN grau

3 (ver figura 5-4). Este cédigo encontra-se também disponivel em [Mac3] e o seu

desempenho foi reportado em [CF1] e [CF2].

LDPC 252.252.3.252 LDPC 252.252.3.252 LDPC 252.252.3.252
300 350

500 250
250

Nuamero de BN's
w
S
Numero de CN
N N
o 3
3 3
Numero de CN's

=)
S

=]

8
o
3

2 3 4 5 6 7 b 4 6 8 10
Grau Grau Giro

Figura 5-4 — Distribui¢do dos graus dos BN’s ¢ CN’s e dos giros dos BN’s para o codigo f.

» LDPC 1268.456.2A.1 (designado no texto por codigo y). Codigo irregular de

dimensdes (1268,456), obtido segundo o método de construgao 2A. Foi projectado para
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o transporte de células ATM num projecto industrial. O seu desempenho encontra-se

reportado em [MB1] e [MB2] e foi fornecido pelos autores.

LDPC 1268.456.2A.1 LDPC 1268.456.2A.1 LDPC 1268.456.2A.1

00

800 600 600
700

2]
3 500

o
S 400
£

Numero de CN's
Numero de BN's

Z 300

200

100
[

1 2 3 g 3 4 5 g 6 8 10 12
Grau Grau Giro

Figura 5-5 — Distribui¢do dos graus dos BN’s ¢ CN’s e dos giros dos BN’s para o codigo v.

A opgao pelo codigo y deveu-se ao facto de ser um codigo mais longo, com uma
distribuicdo de giros menos uniforme e indicado para testar o método de gestdo
probabilistica, proposto por Mao e Banihashemi [MB1] para calcular as mensagens
enviadas dos BN’s para os CN’s no algoritmo SPA. Pretendiamos, desta forma,
confirmar os bons resultados apresentados pelos autores.

Escolhemos o cddigo B devido ao facto de este se encontrar reportado em varios
artigos de referéncia na area [CF1], [CF2]. Pretendiamos desta forma validar o nosso
trabalho ao reproduzir os resultados apresentados em [CF1], [CF2].

Por ultimo, pretendiamos averiguar o desempenho dos varios algoritmos estudados

para codigos mais curtos. Esta foi a razdo pela qual escolhemos o cdodigo a.

Condigdes de Simulacao

Todo o codigo desenvolvido foi escrito em C. A semelhanga de Mao e Banihashemi
[MBI1] utilizdmos os geradores de erros do Numerical Recipes in C [PTVF] para
produzir ruido AWGN. Neste caso, e sem perda de generalidade, optamos por testar
apenas palavras de cddigo nulas, em virtude de os cddigos LDPC serem lineares e os
algoritmos de descodifica¢do estudados tomarem em conta a simetria do canal AWGN
no calculo das suas probabilidades de inicializagdo. Desta forma, evitamos a geracao
aleatoria de mensagens, a sua codificacdo e posterior extraccdo das palavras
descodificadas, o que tornaria qualquer simulacao realizada extremamente morosa.

Todos os algoritmos estudados obedeceram exactamente as mesmas condi¢des de
simulagdo (para cada cdédigo em particular), ou seja, 0 mesmo numero de palavras
testadas, corrompidas pela mesma sequéncia de erros e, ainda, 0 mesmo numero

maximo de iteragdes admissiveis.
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Assim, o numero de palavras testadas para cada um dos codigos referidos foi
escolhido de forma a garantir, apds descodificagdo, um ntimero de palavras erradas
superior a 100, para toda a gama de valores de SNR (por forma a obter valores de BER
entre 10" e 10°). Ja a escolha do nimero maximo de iteragdes resultou de um
compromisso entre o valor a partir do qual ndo havia melhoria aparente do desempenho
do algoritmo SPA (para o menor valor de SNR estudado) e um ntimero que nao tornasse
o processo de descodificacdo demasiado moroso.

As condigdes de simulagdo encontram-se apresentadas na tabela 5-1.

Numero de Palavras | Numero Maximo de | Gama de Valores de

de Cadigo Testadas Iteragbes E,/N, Analisada
Cédigo a 10° 100 1dB-5 dB
Cédigo p 10° 200 0.5 dB-3.5dB
Cadigo y 10’ 100 1dB-3 dB

Tabela 5-1 — Condigdes de simulagio para os codigos a, B e v.

5.2.2 ALGORITMOS SPA, MS-LSPA E MS-LSPA NORMALIZADO

Entre as varias simplificagdes ao algoritmo SPA, abordadas na secgdo 4.4.4,
optamos por estudar apenas os algoritmos MS-LSPA e MS-LSPA normalizado segundo
o método proposto por Chen e Fossorier [CF1], [CF2]. Tal decisdo, ficou a dever-se ao
facto de os resultados reportados em [CF1], [CF2], mostrarem que os algoritmos
APP-LSPA e UMP-LSPA apresentam uma diminui¢do muito acentuada do desempenho
(uma taxa de erros quase duas ordens de grandeza superior para valores de SNR mais
elevados) relativamente ao SPA, o que os torna relativamente pouco atractivos como

algoritmos eficientes para a descodificacdo de codigos LDPC.

SPA versus LSPA

Os resultados de simulacdo que apresentamos para o algoritmo SPA, bem como, as
comparagdes feitas com os restantes algoritmos do ponto de vista da laténcia, dizem
respeito a implementagdo do mesmo na forma original proposta por Gallager e ndo no
dominio logaritmico (algoritmo LSPA). Tal escolha ficou a dever-se, em primeiro lugar,
ao facto de a laténcia do algoritmo SPA ser muito inferior (cerca de 10 vezes) a do

algoritmo LSPA (mesmo usando o algoritmo frente e verso no calculo das mensagens
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L(r,,)), ao contrario do que seria de esperar. Uma analise do algoritmo LSPA revelou

que a grande maioria do tempo de processamento era gasto a efectuar a operacao
(ver equacdo (4.4)), devido as fungdes logaritmo e exponencial presentes no célculo de

g(x) (ver equagao (4.5)), ao contrario do que sucedia para o SPA, em que célculo das
mensagens I, (X), baseado em soma de produtos, era realizado de forma bastante

eficiente.
O segundo motivo para optarmos pelo algoritmo SPA em detrimento do LSPA
deveu-se ao desempenho deste ultimo se revelar inferior ao do SPA, como pode ser

observado na figura 5-6.

LDPC 252.252.3.252

Probabilidade de Erro

TTTTIT T T T T T T T T T T T

DL I+ H I o+ H I

IS}
v

3.5
Eb/No [dB]

Figura 5-6 — Desempenho expresso em termos de BER (=) e MER (--), dos algoritmos SPA e LSPA
para o codigo f3.

Apesar de matematicamente equivalentes, pudemos verificar no caso do cédigo J3,
que para valores de E /N, superiores a 2 dB, o algoritmo LSPA apresentava uma
diminui¢do progressiva do desempenho face ao algoritmo SPA. Tal ¢ motivado por
erros de precisdo aritmética. De facto, ambos os algoritmos foram implementados em C
usando reais, com precisdo simples, para guardar as mensagens trocadas entre nodos do
TG. Tal decisdo revelou-se acertada para o algoritmo SPA, na medida em que as

mensagens sdo valores de probabilidades (logo na gama [0;1]). Ja para o algoritmo
LSPA, devido ao facto de as mensagens serem maximas verosimilhangas logaritmicas
(valores entre |-o0;+o0[ ) e de para SNR elevados a incerteza relativa aos simbolos

recebidos ser muito menor (o que dd origem a valores absolutos das mensagens

enviadas entre nodos bastante elevados), podem ocorrer erros de ultrapassagem de gama
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dindmica no calculo das mensagens L(r,) e L(q,,) (ver (4.6) e (4.7)), com a

consequente diminui¢do do desempenho.

Factores de normalizacdo do algoritmo MS-LSPA

O factor de normalizagdo, € , para o algoritmo MS-LSPA, foi determinado
experimentalmente com base no método proposto por Chen e Fossorier [CF1], [CF2].

Assim, de acordo com o procedimento descrito na seccdo 4.4.4 foram obtidos os

graficos da figura 5-7.
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Figura 5-7 — Factores de normalizagéo para o algoritmo MS-LSPA, obtidos experimentalmente para os
codigos a, B e .
Para cada um dos codigos, o valor de @ escolhido correspondeu & SNR do canal

para o qual o desempenho do algoritmo SPA expresso em termos de BER, pertencia ao

intervalo [10’4,10’3]. Os valores escolhidos foram pois:
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Factor de Normalizagéo (9)
Cddigo a 1.22
Cadigo B 1.4
Codigo y 1.3

95

Tabela 5-2 — Factores de normalizagdo escolhidos para o algoritmo MS-LSPA.

Desempenho

Na figura 5-8 apresenta-se o desempenho dos algoritmos SPA, MS-LSPA e MS-

LSPA Normalizado (com os factores de normalizagdo da tabela 5-2), expresso em

termos de BER (linha continua) e de MER (tracejado). Apresenta-se, ainda, para o caso

do codigo a a percentagem de bit errados (linha continua) e de mensagens erradas

(tracejado) ndo detectadas.

Probabilidade de Erro

Probabilidade de Erro

Figura 5-8 — Desempenho expresso em termos de BER (-) e MER (--), dos algoritmos SPA,

LDPC 96.2A3.565

'S
o

—8- MS-LSPA
—— MS-LSPA Normalizado

T

—&— SPA

—8- MS-LSPA

—— MS-LSPA Normalizado
T

IS
S

1) ) ) w
S G 3 S

Erros Nao Detectados [%]
&

Probabilidade de Erro

*
|
1.6

=
|
2

—— MS-LSPA Normalizado |}
] -

1.8

"Eb/N

o [dB]

22

MS-LSPA

e MS-LSPA normalizado para os codigos o, B e v, e em termos de percentagem de bits

errados (—) e de mensagens erradas (--+) ndo detectadas para o codigo a.
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Os resultados obtidos para o codigo P coincidiram com os apresentados por Chen e
Fossorier em [CF1] e [CF2] o que nos permitiu dissipar qualquer duvida sobre a

correc¢ao da implementacao dos algoritmos.

MS-LSPA

A laténcia do algoritmo MS-LSPA revelou-se inferior a do SPA, tal como era de
esperar. No entanto, observamos também, uma diminui¢do significativa do desempenho,
para todos os codigos testados. Tomando por referéncia um BER de 107 essa
diminui¢do ¢ de cerca de 0.125 dB para o codigo a, ¢ de 0.3 dB ¢ 0.35 dB para os
codigos B e y, respectivamente. No caso dos dois tultimos, essa diminuicdo de
desempenho corresponde para o mesmo SNR a um BER cerca de 10 vezes superior.

A diminuicao do desempenho tem como origem a sobrestimagdo das mensagens,

L(r,,) (calculadas segundo (4.106)), enviadas dos CN’s para os BN’s. Néo ¢ pois de

estranhar que esta diminui¢ao seja funcao da distribuicdo dos graus dos CN’s. Dado um
CN,, de grau k, o erro de estimacdo cometido no céalculo das mensagens por ele
enviadas, ¢ tanto maior quanto maior for k , na medida em que sdo desprezadas um
maior nimero de contribui¢cdes provenientes dos BN’s a ele ligados. Esta ¢ uma das
razdes pelas quais podemos observar uma diminuicdo de desempenho para o codigo
idéntica a que ¢ observada para y.

A analise dos resultados obtidos, complementados pelos reportados na literatura
[CF1], [CF2], [HM], [HEAD], permitiram-nos concluir que a diminui¢do de
desempenho ¢, também, fun¢do do numero de CN’s do cddigo. Codigos com maior
numero de CN’s apresentam uma maior degradagdo do desempenho, na medida em que,
a acumulagdo dos erros torna-se mais significativa. Esta ¢ a razdo pela qual a

diminui¢do do desempenho foi maior para o codigo y.

MS-LSPA Normalizado

Com o algoritmo MS-LSPA normalizado observa-se uma melhoria significativa do
desempenho relativamente ao MS-LSPA, com ganhos de codificagdo aproximados de
0.15dB, 0.275 dB e 0.25 dB para os codigos a, B e y respectivamente. A realizagdo de
apenas mais duas multiplicagdes por CN em cada iteracdo ndo representou um aumento
significativo da laténcia do algoritmo, tendo-se revelado bastante compensatéria do
ponto de vista de melhoria do desempenho. Em qualquer dos casos, o algoritmo

MS-LSPA normalizado apresenta, ainda assim, um desempenho inferior (menos de
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0.1 dB) ao algoritmo SPA, sendo que essa diminui¢ao ¢, a semelhangca do MS-LSPA,

mais significativa para c6digos com maior nimero de CN’s.

Taxa de erros nao detectados

A taxa de erros ndo detectados, ¢ desprezavel, mesmo nula, para os codigos 3 e v,
confirmando os resultados reportados em [LS], [Lech]. Os erros nao detectaveis sao
praticamente desprezaveis para codigos com comprimento de bloco mais longos
(superior a 1000), uma vez que estes tendem a possuir uma distdncia minima mais
elevada. No entanto, para o codigo o podemos verificar na figura 5-8, que os erros ndo
detectados constituem uma grande percentagem dos erros ocorridos, para valores de
SNR mais elevados. Como ¢ baixa a distancia minima do codigo, facilmente o
algoritmo converge para uma palavra de cddigo diferente da que foi transmitida. Esta
situacdo ¢ bastante grave do ponto de vista da descodificagdo conforme foi referido em
4.3.3. Os algoritmos MS-LSPA e MS-LSPA normalizado apresentam um pior
desempenho em relagdo ao algoritmo SPA, com um aumento de cerca de 10% dos erros

ndo detectados.

Numero de Iteracdes

O ntmero médio de iteracdes dos algoritmos SPA, MS-LSPA e MS-LSPA
normalizado, bem como, o seu desvio padrdo encontra-se representada na figura 5-9.

Uma andlise do nimero médio de iteracdes realizado pelo algoritmo SPA, permite
concluir que sdo adequados os valores estipulados para o nimero maximo de iteragdes

(ver tabela 5-1) para cada um dos codigos. Apenas o codigo 3 e para valores de E, /N,

inferiores a 1.5 dB, apresenta um valor muito préximo do maximo. Eventualmente,
considerando um limite mais elevado, poderiamos ter uma melhoria de desempenho do
algoritmo para esses valores de SNR.

Para todos os algoritmos podemos observar que o niimero médio de iteracdes e o
seu desvio padrio sdo da mesma ordem de grandeza e que ambos decrescem

consideravelmente com o aumento do SNR do canal.
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Figura5-9 — Meédia e desvio padrdao do numero de iteragdes dos algoritmos SPA, MS-LSPA ¢ MS-

LSPA normalizado para os codigos a, ¢ y.

A comparacdo dos resultados entre os algoritmos permite concluir que em todas as
situacdes, o algoritmo MS-LSPA apresenta um numero médio de iteragdes para
descodificar uma palavra superior ao do algoritmo SPA. O motivo ¢ o mesmo pelo qual
o algoritmo MS-LSPA apresenta pior desempenho que o SPA, ou seja, ma estimagao

das mensagens L(r,,) enviadas dos CN’s para os BN’s, o que leva a que seja necessario

mn
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realizar um maior niumero de iteragdes para o algoritmo convergir. Este aumento &,
como seria de esperar, mais notorio para codigos com maior nimero de CN’s. Podemos
também constatar que para o cddigo y, esse aumento € sensivelmente o dobro para SNR
mais baixos. Podemos entdo concluir que outro factor importante ¢ a regularidade do
codigo. De facto, sendo este codigo irregular, no algoritmo SPA os BN’s de maior grau
convergem mais rapidamente [LS] (devido ao maior numero de contribuicdes
recebidas). No algoritmo MS-LSPA, os erros de estimagdo cometidos no célculo das

mensagens L(r, ) recebidas por cada BN, fazem com que a convergéncia dos BN’s de

mn
maior grau seja muito mais lenta com o consequente aumento do nimero médio de
iteracoes.

O aumento do nimero médio de iteragcdes ¢ compensado, em parte, pela redugao do
tempo de cada iteracdo devido ao muito menor numero de operagdes aritméticas
realizadas, o que faz com que este apresente, normalmente, uma laténcia inferior ao
SPA (fun¢do do proprio cddigo).

A normalizacdo do MS-LSPA reduz consideravelmente o niimero médio de
iteracdes, ainda assim superior ao algoritmo SPA (ver figura 5-9). A laténcia deste
algoritmo ¢ ligeiramente superior ao do MS-LSPA, na medida em que ¢ necessario
realizar mais duas multiplicagdes por cada CN (em parte compensado pelo menor
numero de iteracdes necessarias para descodificar uma palavra). Isto faz do algoritmo
MS-LSPA normalizado uma boa alternativa ao SPA do ponto de vista do desempenho

versus complexidade.

5.2.3 GESTAO PROBABILISTICA

No estudo realizado procuramos analisar o0 método de melhoria de desempenho do
algoritmo SPA, proposto por Mao e Banihashemi em [MB1] baseado na gestdo das
mensagens enviadas dos BN’s para os CN’s conforme apresentado na seccao 4.5.
Procurdvamos, para tal, reproduzir os bons resultados apresentados em [MB1] e [YHB]
para o codigo y.

Independentemente do algoritmo de descodificagdo utilizado, o objectivo do
método ¢ minimizar as realimentacdes positivas existentes devido aos BN’s possuirem
diferentes giros. Era nossa convic¢ao que o método deveria apresentar melhorias de
desempenho, semelhantes as que eram reportadas para o algoritmo SPA, quando

aplicado a outros algoritmos, nomeadamente, 0 MS-LSPA.
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SPA

O desempenho do algoritmo SPA na sua forma original, com gestdo probabilistica
(SPA-GP) e com gestdo ndo probabilistica (SPA-GNP) encontra-se representada na

figura 5-10 para os codigos estudados.
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Figura 5-10 — Desempenho expresso em termos de BER (-) e MER (--), dos algoritmos SPA, SPA com
gestdo probabilistica e gestdo ndo probabilistica para os codigos o, B e v, € em termos de

percentagem de bits errados () e de mensagens erradas (---) ndo detectadas para o codigo
Q.

Uma observacao dos graficos permite concluir que o algoritmo SPA-GP apresenta,
regra geral, melhor desempenho do que o SPA-GNP. No entanto, os resultados obtidos
sdo no minimo intrigantes, quando comparamos o desempenho destes dois algoritmos
com o SPA. Para o c6digo a, tendo por referéncia um BER de 10, observa-se, para a
melhor das abordagens (algoritmo SPA-GP), um ganho de codificagao de 0.09 dB. Ja
para o codigo B, tendo por referéncia um BER ainda mais baixo de 107, esse ganho ¢

de apenas 0.06 dB. Para o coédigo y hd mesmo uma diminui¢do do desempenho do
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algoritmo SPA-GP relativamente ao SPA, ao contrario dos 2 dB de ganho reportados
por Mao e Banihashemi em [MB1] para um BER de 10°°.

No sentido de esclarecer tal diferenga contactimos um dos autores, por forma a
averiguar se o problema se devia a uma ma interpretagdo do método [MB1], ou ao
gerador de ruido AWGN. Dos contactos estabelecidos chegamos a conclusdo que a
interpretagdo do algoritmo estd correcta. A realizacdo de novos testes, utilizando o
gerador de ruido que nos foi indicado, confirmou os resultados ja antes obtidos. Estes
factos permitem-nos afirmar que os resultados reportados em [MB1] e [YHB] ndo sdo
fiaveis.

Uma explicagdo possivel ¢ o facto de cada BN do TG do cédigo, estar incluido em

ciclos de diferentes comprimentos. Num BN, de giro g, , o congelamento das
mensagens por ele enviadas, desde a iteragdo g,/2 até iteracdo g, /2, impede que as

contribui¢des recebidas dos BN’s mais distantes (incluidos em ciclos mais longos que
passam pelo BN;,) ndo sejam por ele propagadas aos CN’s a ele ligados, o que poderia,
de certa forma, contribuir para a convergéncia do algoritmo. Esta ¢ também uma das
razdes apontadas para o facto de o método de gestdo probabilistica apresentar um
melhor desempenho do que a gestdo nao probabilistica.

Quando comparados do ponto de vista do nimero de iteracdes realizadas os
algoritmos SPA-GP e SPA-GNP sdo praticamente equivalentes ao SPA (ver figura
5-11), com a vantagem de serem realizados um menor nimero de operagdes por
iteragdo. A laténcia do algoritmo SPA-GP ¢, no entanto, muito superior ao SPA e
SPA-GNP, na medida em que ¢ necessario gerar por iteracdo e por cada BN um valor

aleatorio com o objectivo de decidir se esse BN retém ou ndo as mensagens a enviar.
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Figura 5-11 — Média e desvio padrio do nimero de iteragdes dos algoritmos SPA, SPA com gestdo

probabilistica e ndo probabilistica para os codigos a, B e v.
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MS-LSPA

A aplicagdo ao algoritmo MS-LSPA, do método de gestdo das mensagens enviadas
dos BN's para os CN’s, produziu resultados idénticos aos obtidos para o algoritmo SPA,
conforme se pode observar nas figuras 5-12 e 5-13. Tais resultados, vém reforcar a ideia

de que o método proposto ndo ¢ eficiente.
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Figura 5-13 — Média e desvio padrdo do nimero de iteragdes dos algoritmos MS-LSPA, MS-LSPA com

gestdo probabilistica e ndo probabilistica para os codigos a, 3 e 7.
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5.3 ALGORITMO LSPA NORMALIZADO

Mencionamos ja por varias vezes o facto de que os ciclos do TG de um cédigo
introduzem uma realimentacao positiva nas mensagens enviadas entre nodos, pelo que o
desempenho do algoritmo SPA nao ¢ 6ptimo.

Algumas modificagdes do algoritmo SPA e LSPA té€m sido propostas no sentido de
melhorar o seu desempenho. Exploramos, por exemplo, na sec¢ao anterior um método
baseado na gestdo do envio das mensagens dos BN’s para os CN’s [MBI1], sem
resultados positivos. Fossorier propos também um método que combina o algoritmo
SPA com uma descodificagdo estatistica ordenada [Foss]. Os resultados reportados
revelam uma melhoria significativa relativamente ao desempenho do SPA conseguida,
no entanto, a custa de um aumento consideravel da complexidade computacional do

algoritmo de descodificacao.

5.3.1 NORMALIZACAO

O trabalho desenvolvido por He, Sun ¢ Wang [HSW] despertou o nosso interesse.
Os autores propuseram a implementagdo do algoritmo LSPA usando quantificagdo
segundo a lei-p para representar as mensagens enviadas entre nodos. Os resultados
reportados revelam que com apenas 8 bits de quantificagdo existe uma melhoria do
desempenho do algoritmo. A perda de informagdo resultante do processo de
quantificagdo nao uniforme (considerando um dado nimero minimo de bits), ao invés
de provocar uma degradagdo do desempenho do algoritmo, contribui para uma melhoria
do mesmo. Desta forma, os erros de ma estimagdo das mensagens (devido a
realimentacdo) enviadas entre nodos sao atenuados.

Estes resultados alertaram-nos para o facto de os erros de estimagdo, serem, regra
geral, por excesso em virtude de a realimentacdo ser positiva, € que provoca um
aumento incorrecto da maxima verosimilhanca logaritmica (logo diminuicdo da

incerteza — ver figura 5-14) das mensagens enviadas.
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Figura 5-14 — Méaxima verosimilhanga logaritmica como fungdo mondtona decrescente da entropia.

Tal conhecimento levou-nos a propor para o algoritmo LSPA, a aplicacdo de um

factor de normalizagdo as mensagens, L(r,, ), enviadas dos CN’s para os BN’s, por

forma a compensar a sobrestimagdo das mesmas. Assim, as mensagens, L(r )

(calculadas segundo um dos métodos indicados nas sec¢des 4.4.3 e 4.4.4) sdo
multiplicadas por uma constante positiva € <1, ou seja,
L'(r,)=0xL(r,). (5.8)
O método proposto € similar ao descrito por Chen e Fossorier [CF1], [CF2] para a
normalizacdo do algoritmo MS-LSPA, que produz uma melhoria significativa do
desempenho do algoritmo.
Esta proposta vai no encontro do recente trabalho apresentado por Yazdani, Hemati
e Banihashemi [YHB] que também propdem a normalizagdo do algoritmo LSPA, mas

das mensagens, L(q,, ), enviadas dos BN’s para os CN’s.

A escolha recaiu nas mensagens enviadas dos CN’s para os BN’s, na medida em
que o grau dos CN’s ¢ superior ao dos BN’s e, como tal, o erro de sobrestimagdo ai
cometido ¢ (na nossa opinido) mais gravoso. Outra razdo reside no facto do factor de

normaliza¢do quando aplicado as mensagens L(q,,) (conforme propdem Yazdani,
Hemati e Banihashemi) afectar o valor da probabilidade a posteriori L(c,) de

inicializacdo do algoritmo que intervém no seu célculo (ver equacdo 4.71).
O método proposto pode também ser aplicado ao algoritmo SPA onde o factor de
correcgdo, @, corresponde a um poténcia. As mensagens normalizadas enviadas dos

CN’s para os BN’s sdo dadas por,
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b (%) =1 ()], (5.9)
com xe{0,1}. Esta forma de implementacdo do método proposto resulta, no entanto,

num aumento significativo da complexidade computacional do algoritmo SPA, ao
contrario do que acontece para o LSPA. As duas abordagens sdo matematicamente

equivalentes.

5.3.2 DESEMPENHO DO ALGORITMO SPA NORMALIZADO

Referimos na sec¢do 5.2.2 que a implementacdo do algoritmo LSPA apresentava
um desempenho inferior ao SPA devido a erros de precisdo aritmética. Por forma a
evitarmos esses erros e avaliarmos com alguma justica o método proposto, optdmos pela
sua implementacdo segundo (5.9), apesar do consequente aumento da complexidade
computacional.

O factor de normalizagao para cada cdodigo foi determinado experimentalmente,
fazendo uma pesquisa exaustiva. Verificamos que o factor a considerar ¢ fun¢do do
codigo. Foi escolhido o valor que para a gama de valores de SNR estudados produz uma
melhoria mais significativa do desempenho. Na figura 5-15 apresentamos a sua varia¢ao

para os codigos B e v.

LDPC 252.252.3.252 B LDPC 1268.456.2A.1

T
—&- Eb/No =1dB =| =&~ Eb/No = 1.75 dB
—8- Eb/No=2dB —8- Eb/No=2dB

—— Eb/No =3 dB -t - —— Eb/No =2.25dB
T T et e e |===== == —=

1 1 1 1 1
0.86 0.88 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1 0.88 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1
Factor de Normalizagao Factor de Normalizagao

Figura 5-15 — Desempenho algoritmo SPA normalizado para os cddigos B e vy, considerando varios

factores de normalizagdo e de E,/N, .
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O desempenho dos algoritmos SPA e SPA normalizado encontra-se representado
na figura 5-16, para os codigos a, B e y, em que os factores de normalizacao utilizados

sdo os documentados na tabela 5-3.

Factor de Normalizagao (€)
Cddigo a 0.93
Cadigo B 0.9
Cadigo y 0.92

Tabela 5-3 — Factores de normaliza¢ao escolhidos para o algoritmo SPA.

LDPC 96.2A3.565 LDPC 96.2A3.565
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£ ¢ 215
+ 55
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10" 10
= [ 5
0
1 15 2 2.5 3 35 4 4.5 5
Eb/No [dB]
LDPC 1268.456.2A.1
= == = E3
e E :
5] C 5]
Q Q
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o E o
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< = <
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< E <
=] = =}
s f ]
=9 L =9
10
5 1 15 2 25 3 3.5 1.25 15 1.75 2 225 25 275 3
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Figura 5-16 — Desempenho expresso em termos de BER (-) e MER (--), dos algoritmos SPA, SPA

normalizado para os codigos a, B e y, e em termos de percentagem de bits errados (—) e de

mensagens erradas (---) ndo detectadas para o codigo a.
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Figura 5-17 — Média e desvio padrao do nimero de iteragdes dos algoritmos SPA, SPA normalizado para

os codigos a, B e y.

Uma andlise dos resultados obtidos permite constatar que o método proposto
representa um ganho efectivo, na medida em que o algoritmo SPA normalizado

apresentou sempre um melhor desempenho do que o SPA convencional.
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Esse ganho ¢, no entanto, marginal para cédigos com comprimentos de bloco mais
pequenos. De facto, para o codigo a o ganho ¢é praticamente nulo. Com o cddigo f3,
tendo por referéncia um BER de 107, o ganho de codifica¢do ¢é ja aproximadamente
0.08 dB.

Para cédigos mais longos o aumento ¢ notoério. De facto, no caso do codigo v,
tomando por referéncia um BER de 107, verificamos que o ganho de codificagio ¢ de

0.2 dB. Paraum E,/N, de 3 dB, o algoritmo SPA normalizado corrige mesmo todos os

erros ocorridos.

No que diz respeito a complexidade computacional do novo método, em termos da
média e desvio padrdo do niimero médio de iteragdes, verificamos pela andlise dos
graficos da figura 5-17 que ¢ praticamente igual.

Em resumo, o método proposto consegue ganhos de desempenho significativos
relativamente aos resultados reportados na literatura (para codigos mais longos), com o
mesmo numero médio de iteragdes. Para o algoritmo LSPA (matematicamente
equivalente ao SPA) o peso adicional ¢ de apenas uma multiplicacdo por cada

mensagem enviada pelos CN’s.



CAPITULO 6

CONCLUSOES E TRABALHO FUTURO

Neste capitulo apresentamos um resumo das conclus@es tiradas no decurso deste
trabalho, fazendo uma anélise critica dos resultados experimentais obtidos, tendo por
base todo o conhecimento tedrico reportado no capitulo 4.

Indicaremos ainda algumas sugestdes de trabalho futuro, que pretendemos vir a

explorar.

6.1 CONCLUSOES
Simplificagdes do algoritmo SPA

e O Algoritmo MS-LSPA apresenta uma diminuicdo ndo desprezavel de
desempenho comparativamente ao algoritmo SPA. Esta fica a dever-se a ma
estimacdo das mensagens enviadas dos CN’s para os BN’s, e como tal, € mais

gravosa para c6digos com maior namero de CN’s.

e A diminuigédo de desempenho do algoritmo MS-LSPA pode ser aceite quando a
principal restricdo do sistema € a sua laténcia. Mesmo necessitando, em média,
de um maior nimero de iteracGes para descodificar uma palavra de codigo,
devido & mais lenta convergéncia do algoritmo (m& estimacdo das mensagens

enviadas dos CN’s para os BN’s), o reduzido nimero de operagdes envolvidas
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nos célculos tornam-no num algoritmo rapido comparativamente aos outros

estudados.

O algoritmo MS-LSPA normalizado € uma boa opg¢do para o dilema
desempenho (SPA) versus laténcia (MS-LSPA). Com apenas mais 2
multiplicacdes realizadas por CN, o aumento da laténcia do algoritmo face ao
MS-LSPA é pouco significativo, com consideraveis ganhos de desempenho,

préximos do algoritmo SPA.

Melhorias ao algoritmo SPA

A existéncia de ciclos no TG contribui para uma ma estimacdo das mensagens
enviadas entre nodos devido as realimentacGes positivas presentes no calculo
das mesmas. Considerando a implementacdo do algoritmo SPA no dominio
logaritmico, é possivel compensar a méa estimacdo das mensagens enviadas dos
CN’ para os BN’s a custa de um factor de normalizag&o positivo, 6 <1, funcéo
do codigo. Essa melhoria € mais notdria para codigos com maior numero de
CN’s em que a acumulacdo dos erros de estimacdo sera maior. Nos cddigos
mais longos tendem a existir um maior niumero de BN’s com giros longos, pelo
que o factor de normalizagédo introduzido permite compensar de forma mais

eficaz a realimentacéo positiva que ocorre mais tardiamente para cada BN.

O método de normalizacdo proposto para o algoritmo LSPA ndo afecta de forma
significativa a sua laténcia, sendo o nimero médio de iteragdes sensivelmente o

mesmo do algoritmo LSPA.

O método proposto por Mao e Banihashemi em [MB1], baseado numa gestdo
das mensagens enviadas dos BN’s para os CN’s, quando aplicado ao algoritmo

SPA ndo apresenta bons resultados ao contrério do reportado.
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6.2 TRABALHO FUTURO

A menor laténcia do algoritmo SPA comparativamente ao algoritmo LSPA
observada nas simulacdes efectuadas permite-nos pensar que é possivel explorar a
implementacdo eficiente do algoritmo SPA na forma convencional em DSP’s,
possuidores de instrucdes optimizadas para a realizacdo de somas de produtos.

A melhoria de desempenho observada com o método de normalizacdo das
mensagens enviadas dos CN’s para os BN’s, proposto para o algoritmo LSPA, bem
como, as recentes propostas de normalizacdo das mensagens enviadas dos BN’s para 0s
CN’s propostas por Yazdani, Hemati e Banihashemi [YHB], permite-nos sugerir a
combinacdo dos dois métodos com factores criteriosamente escolhidos para cada codigo.
Certamente, este caminho ird produzir resultados ainda melhores.

Sera também de explorar e generalizar o método de quantificacdo proposto por He,
Sun e Wang [HSW], ndo s6 por ir ao encontro das restricdes que, normalmente, sdo
colocadas em termos do numero de bits disponiveis para a representacdo dos valores
numéricos, bem como, o facto do esquema de quantificacdo proposto produzir uma

melhoria do desempenho do algoritmo SPA.






ANEXO A

LEMAS

Lema L1

Considere uma sequéncia de m digitos binarios estatisticamente independentes
a=(a,a, ,a,) em que p =Pr(a =1). A probabilidade de a conter um nimero par

del’se
1 1"
Z+2]](1-2p) (L1.1)
2 234

e a probabilidade de conter um nimero impar de 1’s é

1 1.
——— 1-2 . L1.2
5 5 k:l( pk) ( )

Demonstracgéo:

A prova é feita por indugdo. Seja z, =a ®a, ®---®a, a soma mddulo 2 dos primeiros |
gue constituem a palavra a.
e Para m=2 temos:

Pr(par)=Pr(z,=0)=Pr(a, ®a, =0)=

1 1 (L1.3)
= PP, +(1_ pl)(l— P2)=§+§(l—2pl)(l—2p2)

e Assumindo que a equacgédo (L1.1) é verdadeira para m =L —1 vamos verificar se ainda é

valida para m =L . Assim, usando (L1.3) temos,

Pr(z, =0)=Pr(z,_, ®a, =0) :%Jr%(l—ZPr(le =1))(1-2p,). (L1.4)

Como assumimos que a equacéo (L1.1) é verdadeira para m=L -1 vem:



116 ANEXO A — LEMAS

Pr(z, =O):%Jr%[l—ZX(%—%ﬁ(l—Zpk)jJ(l—2pL):

k=1

(L1.5)

e logo
. 1 14+ 1 14
Pr(lmpar)zl—Pr(par)=1—(E+EH(1—2pk)JzE—EH(l—Zpk). (L1.6)

k=1
(c.qg.d))

Lema L2

Considere a transmissado através de um canal AWGN de palavras binarias c, cujos
bits sdo modelados BPSK, com x =(-1)". Os simbolos recebidos, y, =x +n, com n,
AWGN s&o de média nula e variancia o*. Admitindo que Pr(c, =0)=Pr(c, =1)=1/2
entao,

1
Pr(x =x|y)=—"5;" (L2.1)
1+e o

Demonstracao:
Por aplicagdo do teorema de Bayes, sabemos que:

p(y[x =x)Pr(x =x)
p(y)
_ Py =x)Pr(x =) . (L2.2)
p(y|x =—1)Pr(x =-1)+ p(y|% =1)Pr(x =1)
Para um canal Gaussiano a funcdo densidade de probabilidade é

(y-x)?

e 2 (L2.3)

Pr(xi :x|y):

p(y|x = X)=—1—
o~N2rx
Por outro lado, atendendo a que os bits transmitidos sdo modelados BPSK, com

x, =(-1)" e que Pr(c,=0)=Pr(c, =1)=1/2 vem

Pr(x,

__1)=Pr(x =1)=%. (L2.4)
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Logo, por substituicdo de (L2.3) e (L2.4) em (L2.2) obtemos:

Pr(x =x|y)= 2_o2n

1 01 w0

(y+1)? (v’

e 202 + e7 202

y2 o o2xy X
e7?e+ﬁe77cz
_ . (L2.5)
y' 2y 1 y' L2y 1

2

e 20’2e 20‘2e 2072 +e7?l'ze 20‘26 20?2

Como x? =1 vem, finalmente,

l+e . (L2.6)
(c.qg.d))

Lema L3

Seja x um bit transmitido através de um canal BSC, caracterizado por uma

probabilidade de acerto p edeerro q=1-p,

0 e i . 0
q
BSC
1 1
p

e y o bit recebido. Admitindo que Pr(x=0)=Pr(x=1)=1/2 entdo:
Pr(x=0]y)=p""q", (L3.1)

Pr(x=1]y)=p’q"”. (L3.2)
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Demonstracao:
Por aplicagdo do teorema de Bayes, sabemos que:

Pr(y|x=a)Pr(x=a)
Pr(y)

_ Pr(y|x=a)Pr(x=a) | (L33)
Pr(y[x=0)Pr(x=0)+Pr(y|x=1)Pr(x=1)

Pr(x=aly)=

Consideremos entdo o caso em que a=0 (para o caso em que a =1 a prova far-se-a de

forma analoga). Assim, admitindo que Pr(x=0)=Pr(x=1)=1/2, (L3.3) vem

1
5% Pr(y|x=0)

Pr(x=0Jy)=
;xPr(y|x=0)+;xPr(y|x:1)
B Pr(y|x=0)
_Pr(y|x=0)+Pr(y|x:1)
P < y=0
_|p+g
9 < y=1
g+p
- pg’ , (L3.4)

(. q.d)

Lema L4

Seja x,x,,+--,X,, COM n>2, um conjunto de variaveis aleatorias binarias e seja vy,
a variavel aleatoria resultante da soma modulo 2 de todos as variaveis x,, com
i=1---,n. A maxima verosimilhanca de y, é funcdo das méximas verosimilhancas das

variaveis aleatorias x, com

x)-1

X‘)HJ (L4.2)
%)

x)

Esta verifica também a seguinte relacéo recursiva,

mv(y,,)mv(x,)+1

mv(y,,)+mv(x,) (L42)

mv(y,)=

em que a maxima verosimilhanca de uma variével aleatéria x é definida por
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mv(x)=——+. (L4.3)

Demonstracgéo:
Comecemos por provar em primeiro lugar a expressdo (L4.2). Assim, vamos considerar
apenas a soma de duas variaveis aleatérias X, e X, com y=X ®X, . A maxima

verosimilhanca da variavel aleatéria y é

(L4.4)

portanto, fun¢éo das maximas verosimilhancgas de X, e X,.
Da mesma forma, se conclui que o resultado anterior pode ser aplicado de forma recursiva.

De facto, seja y, =X ®Xx,®---@x, com n>2 . Podemos simplesmente escrever que

Yo = Yo ®© X, €, como tal, temos que:

B mv (Y, )mv(x,)+1
mv(¥,) = mv(y,,)+mv(x,) (L4.5)

tal como queriamos demonstrar.

Tendo em conta o resultado anterior provemos por indugcdo a expressdo (L4.1).

=il
)-

2

Comecemos por considerar n =2 . Por (L4.1) vem:
e e
mn) st
z[mv(x1)+1:|[mv )+1]+[ mv(x)-1][ my(
[mv(x,)+1][mv(x,)+1]-[ mv(x)—-1][ mv( 1]

_mv(x)mv(x,)+1 . (L4.6)

mv(x,)+mv(x,)

X
X
X
X

(
(
(
(

Este valor é exactamente 0 mesmo da equacao (L4.4), provando a validade da expresséo

para n=2.
Assumindo que a equacéo (L4.1) é verdadeira para Yy, vamos verificar se ainda é valida

para y,,, . Assim:



120 ANEXO A — LEMAS

mv(yn+l) = mv(yn @ Xn+l

mv(En)+m (xnﬂ]
1| e
,lmzﬁigi;iw““)”

el

I

i)+ 1 et 2 s 2T et
T R (o ey e
[ 2o T e )3 vt -1

[ 2] )3 vt

T mv(x)-1 ><[mv(xml)—l]
:1 1:1[ mv(x)+1) [mv(x,,)+1]
e mv(x)-1 X[mv(xml)—l]
! 1,:1[ mv(x)+1) [mv(x,,)+1]
L ol my(x )-1
o mv(x)+1 . (L4
! mv(x)—-1
1_1;1[ mv(x )+1

(c.qg.d.)

Lema L5

Seja x,x,,+--,x,, COM n>2, um conjunto de variaveis aleatorias binarias e seja vy,
a variavel aleatoria resultante da soma moédulo 2 de todos as variaveis x,, com
i=1--,n. A méxima verosimilhanca logaritmica de y € funcdo das maximas

verosimilhangas das variaveis aleatorias x, com,
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emvl(><i) -1

) [ | [ —
H(emvl(xi) +1J

mvl(y,)=1In o (L5.1)
1— - =
H(emvl(x,) +1J
Esta verifica também a seguinte relacéo recursiva
mvl(y,_ )+mvi(x, )
e +1
mvl(y, )= In(emw(yﬂ) +emvl(xn)] (L5.2)

em que a maxima verosimilhanca logaritmica de uma variavel aleatoria x é definida

por
mvl(x) = In(MJ : (L5.3)

Demonstracgao:
A demonstracao do lema resulta apenas, e so, da aplicacdo da fun¢éo logaritmo natural as
equacBes (L4.1) e (L4.2) do lema L4. De facto, a partir da definicdo da funcdo maxima

verosimilhanca logaritmica temos
mvl(x)=In[ mv(x)]. (L5.4)
Como tal, aplicando a fungédo logaritmo natural a equagéo (L4.1) vamos obter,

mvi(y,)=In[mv(y,)]
n eln[mv(xi)] 1
N i | [ —
]i;[ eln[mv(xi)] 1
o (]
1_H eln[mv(xi)] 41

>

mvl(x;)
e -1
N [ | ——
]i:1[ emvl(xi) +1J
n emvl(xi) -1
1- —
H emvl(xi) 41

i=1

(L5.5)

De forma idéntica, por aplicacéo da fungdo logaritmo natural a equacéo (L4.2) vamos obter,
mvi(y,)=In[mv(y,)]

_mv(ynl)mv(xn)+1}
i mv(y,,)+mv(x,)

B eln[mv(yn,l)]em[mV(xn )] + 1:|

eln[mv(yn,l)] + eln[mv(xn)]

(L5.6)

mvl(x,)

a0 | g

_emvl(yn,l)emvl(xn) +1:|

(c.q.d)
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Lema L6

Dados dois nimeros reais A e u entdo

A+u
i) . (L6.1)

2tanh™ (tanh (4/2)tanh (/,1/2)) = |09[ o 1o

Demonstracgao:
Sabendo que:

tanh[sze -1 (L6.2)
2) e'+1

e que

tanh ™ (x) =%In Gf—zj (L6.3)

podemos desenvolver a expressao (L6.1):

1+tanh(4/2)tanh(u/2))
1-tanh(4/2)tanh(x/2) )
et —le“ -1
1+—
~log e +le” +1 |_
_ef-let-1
ef +le” +1
et et +ef +lret i —et —ef +1)
et et et 41—t 4ot 4ot =1

2tanh™(tanh (4/2)tanh(u/2)) = Iog[

=log

=log

1+ e“"} . (L6.4)
et +e”

(. q.d)

Lema L7
Dados dois nimeros reais x e y entdo

log, (a* +a’) = max(x, y)+|oga(1+ a"x’y‘). (L7.1)

Demonstracao:
Consideremos dois nimeros reais X e Yy quaisquer. Entdo, duas situacdes poderdo

acontecer: X >y ou X< Y. Para cada um dos casos vem
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{x+ log, (1+a”
(
)

y+log, (1+a*) < x<y
=max(x, y)+log, (1+ a"x’y‘) : (L7.2)
(c.q.d)
Lema L8
Dados dois nimeros reais x e y entdo
ax (0, x+y)—max(x, y)=sgn(x)sgn(y)min(|x.]y|). (L8.1)

Demonstracao:
A demonstragdo do lema em causa assenta na enumeracgdo de todos 0s casos possiveis.
Assim se:

e x>0ey>0

{x+y—x &= x>y
max (0, X+ y)—max(X, y)=

X+y-y <& X<y
_{y &= x>y

X < X<y ’ (L8.2)

Ix1x|y| < x>y
sgn(x)sgn(y)min(|x.|y]) {1><1><||x|| < X<y

= X>
y Y (L8.3)
X < X<y

logo a igualdade é valida para x>0 e y>0.
e x<0ey<O

0-Xx < x>y
ax 0,x+y max X, y

( 0-y < x<y
x| < x>y (L54)
|y| = x<y '’ '

sgn(x)sgn(y)min(|x|,|y|)= {E 1;X( ||§|| z :z
:{|x| = x>y

M e x<y , (L8.5)
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logo a igualdade é valida para x<0 e y<0.
e x>0ey<0

X+y-x < [x|>]y|

max(o,x+v>—max<X'V>={ 0-x < i<l

el iy .
-IX < X<yl
. Ix(-1)x|y| < [X|>|y
Sgn(x)sg”(y)m'”(|>‘|’|V|):{1x2—1;x|IX|| = IXHYI
:{—lyl = x>y -
X = [x<]y]
logo a igualdade é valida para x>0 e y<O0.
e x<0ey>0
_L 0y = Xy
max(@xeV)=ma( )=y Ty o <y
el iy .
-Ix < [X<]y|
. Ix(-1)x|y| < |X>|y
om0 )
(L8.9)

::{—IVI = x>y
M= [<lyl
logo a igualdade é valida para x<0 e y>0.

Conclui-se portanto que a igualdade (L8.1) é valida para V X, Y.

(c.qg.d))
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