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REALIZACOES MATRICIAIS DE PARES DE TABLEAUX DE
YOUNG E PALAVRAS FRANCAS

OLGA AZENHAS AND RICARDO MAMEDE

RESuMO: Neste artigo determinamos uma condigao necessaria para a existéncia de
uma realizagdo matricial, sobre um dominio local de ideais principais, de um par
(T, K(0)) de tableaux de Young, onde T' é um tableau enviesado, no alfabeto [t],
e K (o) é a chave associada a uma permutacao o € S, t > 1, com o peso de T.
Mostramos que o par (T, K(c)) tem uma realizagdo matricial sé se a palavra de
T pertence a classe de Knuth da chave K (o). Mostra-se ainda que a palavra de
T pertence a classe de Knuth da chave K (o) se e s6 se a palavra formada pelos
conjuntos indexantes de T  é franca.

1. Introducao

Sejam o € S, t > 1, e K(0) uma chave associada. Isto é, K(o) é um
tableau com colunas comparaveis para a inclusao, que se obtém tomando
uma sequéncia de factores a esquerda de o, considerada como palavra no
alfabeto [t], ordenados por ordem decrescente [19]. Dado um par (T, K (o))
de tableaux de Young, onde T é um tableau enviesado, no alfabeto [t], e
K(o) ¢é a chave associada a ¢ com o peso de T, consideramos o problema
da existéncia de uma realizagao matricial, sobre um dominio local de ideais
principais, para o par (T, K(0)).

Quando o é a permutacao identidade, este problema corresponde a inter-
pretacao matricial do chamado problema de Green-Klein. Mais precisamente,
J. A. Green [12] e T. Klein [14] determinaram um conjunto de condigdes
necessarias e suficientes para a existéncia de médulos de torsao finitamente
gerados A, B e C, sobre um dominio de ideais principais, com factores in-
variantes prescritos e tais que A C C e B =C/A. A andlise deste problema
reduz-se ao caso local, i.e., ao caso em que apenas um dominio local é con-
siderado.

Em [2, 6], é introduzido o conceito de realizagao matricial para o par de
tableauz (T, K(id)), e é apresentada uma prova matricial para o problema
de Green-Klein. Mais precisamente, (T, K (id)) tem uma realizagdo matricial
se e 86 se T é um tableau de Littlewood-Richardson. (Em [1] é apresentada
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uma outra realizagao matricial usando uma definicao diferente de tableau
de Littlewood-Richardson.) Isto equivale a dizer que (7T, K(id)) tem uma
realizacao matricial se e s6 se a palavra de T pertence a classe de Knuth
da chave K(id) com o peso de T. O conceito de realizacao matricial de
pares de tableaux é entdo generalizado [2, 3, 4] para qualquer permutagao
o€ S, t>1 Em[2 4], é resolvido o problema da existéncia de uma
realizacao matricial para o par (T, K (o)), quando o é a permutacao reversao
em S;, t > 1, e em [8], o problema é completamente resolvido para qualquer
permutacao o € S3. Em [3, 20] é tratado o problema de uma transposigao.
Em todos estes casos, o par (T, K(0)) possui uma realizacdo matricial se e
s se a palavra do tableau enviesado T' pertence a classe de Knuth da chave
K(o).

Um tableau enviesado T' pode ser descrito quer pela sua palavra w(7T), quer
pelos seus conjuntos indexantes, i.e., os conjuntos formados pelas posicoes
que as letras de w(7T') ocupam na representacao planar de T'. A nogao de con-
juntos indexantes de um tableau enviesado foi introduzida em [2, 6]. Estes
conjuntos foram caracterizados para algumas permutagoes o tais que w(T')
estd na classe de Knuth duma chave K (o) [3, 4, 5, 8, 20]. Utilizando o con-
ceito de palavra franca, introduzido por A. Lascoux e M. P. Schiitzenberger
em [19], provamos que a palavra w(T') pertence a classe de Knuth da chave
K (o) com o peso de T se e s6 se a palavra formada pelos conjuntos indexantes
de T' é franca. Esta dualidade entre a palavra e os conjuntos indexantes do
tableau enviesado, bem como algumas propriedades das palavras francas, sao
utilizadas para generalizar a condicao necessaria, dos resultados mencionados
acima, a qualquer permutacao o € S, t > 1. Em [9] é caracterizada uma
familia de elementos numa classe de Knuth de uma chave para a qual esta
condicao também ¢é suficiente.

2. Variacoes do jeu de taquin e palavras francas

Seja N o conjunto dos inteiros positivos com a ordem usual ”<”. Dado t €
N, denotamos por [t]* o mondide livre gerado pelo alfabeto [t] :== {1,...,t},
i.e., o conjunto de todas as palavras finitas sobre o alfabeto [t], munido da
operacao concatenacao. O elemento neutro é a palavra vazia.

Uma palavra v = a1 - - -z € [t]* é dita uma coluna se x; > --- > xj. Neste
caso, v é representada planarmente numa coluna com as letras por ordem
5)

decrescente do topo para baixo. Por exemplo, 2 ¢é a representacao planar
1
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da coluna 521. Seja V; o conjunto de todas as colunas de [t]*. (Quando
o alfabeto for irrelevante, omitimos o indice ¢ na notacao V; e escrevemos
apenas V). Qualquer palavra w € [t]* admite uma factorizagao tinica como o
produto de um nimero minimal de colunas: w = vivs - - - v, v; € V;, chamada
factorizac¢do por colunas de w, sendo vy a coluna esquerda L(w) de w, e v, a
coluna direita R(w) de w. Esta factorizagdo serd representada algumas vezes
por vq-vy-. . .-v.. O formato de w é a sequéncia ||w|| = (|vy|, ..., |v]), formada
pelos comprimentos |v;| das colunas de w, sendo o peso de w definido pela
sequéncia (Jwl|y, ..., |w|;), onde |w|; designa o nimero de letras i existentes

em w. Por exemplo, se w = 5214421 € [5]*, a sua factoriza¢ao por colunas
5
2

¢ dada por w =1 4

/

4. E claro que ||w|| = (3,1,3), e 0 peso de w é dado
2
1

pela sequéncia (2,2,0,2,1). Note que podemos escrever w como um produto
)

2 1 4 4

2

1

das colunas (2,1, 1,3) ndo é o formato de w, pois nao estamos perante uma

de 4 colunas w = . Mas, neste caso, a sequéncia dos comprimentos

factorizagao por colunas. E claro que se w = wy - - - w, (w; € V), entao r < g,
tendo-se igualdade apenas se esta for a factorizacao por colunas.

Os conjuntos subjacentes das colunas de V; definem uma bijeccao v — {v}
entre o conjunto V; das colunas de [t]* e o conjunto poténcia 2! de [¢]. Tendo
em conta esta bijeccdo, um elemento de 2l ordenado por ordem decrescente,
pode ser visto como uma coluna de V;. Esta bijeccao permite-nos estender
a V; a relacao de ordem <, definida em ol pondo B < A se e 86 se existe
uma injeccao crescente i de B em A tal que b < i(b) para todo b € B. Uma
tal injeccao pode ser visualizada dispondo os elementos de A numa coluna,
por ordem decrescente do topo para baixo, e seguidamente colocando os
elementos de B a esquerda das suas imagens.

Exemplo 2.1. Consideremos as colunas v = 431 < u = 65421 € [6]*.
Em baixo representamos graficamente treés diferentes injeccoes crescentes de
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{v} ={4,3,1} em {u} = {6,5,4,2,1}:

46 46 6

35 5 45

1 4 34 3 4. (1)
2 2 2
1 11 11

Definimos outra relacdo de ordem > em 20 e estendemo-la a V;, pondo
B> A se e s6 se existe uma injeccao crescente i de A em B tal que i(a) < a
para todo a € A. Tal como anteriormente, tal injeccao pode ser visualizada
dispondo os elementos de B numa coluna, ordenada por ordem decrescente
do topo para baixo, e seguidamente colocando os elementos de A a direita
das suas imagens.

Exemplo 2.2. Sejam agora v = 54321 > u = 542. Os diagramas seguintes
representam trés injecgoes crescentes distintas de {u} = {6,4,2} em {v} =
{5,4,3,2,1}.

5 6 5 5

44 46 4

3 3 4 3 6. (2)
2 2 2 2 2 4

1 1 12

Se A, B C [t] tém o mesmo cardinal, é claro que B < A se e s6 se B> A.

As ordens acabadas de caracterizar permitem-nos apresentar as definicoes
de tableau e contretableau. Assim, uma palavra w = vy-vy-... v, € [t]* é dita
um tableau se vi>vo>- - ->v,. Se as suas colunas satisfazem vy < vy < -+ < v,

w diz-se um contretableau. Por exemplo, as palavras 6431624 =

—= Wk O

1 3
54321642 = sao tableaur, enquanto que as palavras 132654 = 2

S
4
3
2
1
4
3
1

43165421 = sao contretableaur. Um tableau é dito standard se nao tiver

=N R T N O

letras repetidas.
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Uma particao é uma sequéncia de inteiros nao negativos a = (ay, as, . ..),
todos nulos a excepcao de um nudmero finito e tais que a; > as > --- O
nimero |a| = Y . a; é dito o peso de a e o valor maximo de i para o qual
a; > 0 é chamado o comprimento de a. Se o comprimento e o peso de
a sdo zero, temos a partigdo nula a = (0,0,...). Se a; = 0 para i > k,
escreveremos também a = (aq,...,a;). Por vezes, é conveniente utilizar
a notacdo a = (a{",...,a;*), onde a1 > --- > a; e a;", com m; > 0,
significa que a; aparece m; vezes como parte de a. Notemos que toda a
particao se pode escrever na forma a = (tlt, o, 2k 111) para algum inteiro
positivo t. A particao conjugada de a é entao definida como sendo a partigao
(Zﬁzl liy...,li-1 + 1, 1;). Por outro lado, sendo o € S; e escrevendo my,(;) =
Sl i=1,...t tem-se (1, ..., 22, 10) = S (1700),

Claramente, o formato de um tableau é sempre uma particao. No exemplo
acima, o formato do tableau 6431624 é a particao (4,2,1) = (41,3, 21 1) =
(114 (12) + (13) + (11), sendo a sua particao conjugada dada por (3,2,1,1) =
(31,21, 12).

Um tableau enviesado, no alfabeto [t], [18] é um tableau sobre o alfabeto
[t] U {0}, onde a letra extra ) satisfaz

D<hD<l<?2---<t.

Por exemplo, T' = 32002003122 é um tableau enviesado no alfabeto [3], com
formato (3,2,2,1,1), e a sua representacao planar é dada por

=N W

2 3 : (3)
D122

A palavra w(T') de um tableau enviesado T', no alfabeto [t], é a palavra em
[t]* obtida eliminando de T a letra (). O peso de T' é definido como sendo o
peso da palavra w(7T). Em (3), temos w(T') = 3223122 e o peso de T é dado
por (1,4,2). Note-se que toda a palavra pode ser vista como a palavra de
um tableau enviesado. Por exemplo, o contretableau 132654 é a palavra do
tableau enviesado

=2 S -
=N W
~ Ot O
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Dado um tableau enviesado T, seja

(o) o

a bi-palavra onde a linha inferior é w(7T) = w;---ug, e a linha superior
mme - € tal que mp < mp < -+ <, com 7; o indice da coluna, contado

da esquerda para a direita, da letra u; em T', 1 < j < k. A bi-letra Zj )
j

significa que a letra u; estd situada na coluna 7; de 7. Para i € {1,...,t},
seja J; = {y} > --- > y,.} o conjunto formado pelos indices das colunas
das letras ¢ em 7T'. Identificamos J; com a coluna yi---y., . Os conjuntos
J1, ..., J; sao ditos os conjuntos indexantes de T', e como acabamos de ver,
cada J;, ¢ = 1,...,t, indica as posicoes, segundo o indice das colunas, das
letras ¢ de w(7T") na representagao planar de 7. Reordenando as bi-letras
em (4), por ordem nao crescente das letras na segunda linha, obtemos a

bi-palavra
Jp oo Jy Jy
( tmt s 2m2 1m1 ) Y (5)

onde ( z”i representa a bi-palavra com linha inferior a palavra " e linha

superior a coluna J;.

Um tableau enviesado determina entao um 1inico conjunto de bi-letras, mas
nao uma unica bi-palavra. Por exemplo, se ordenarmos as bi-letras do tableau
enviesado (3), por ordem nao decrescente das letras na primeira linha, ou por
ordem nao crescente das letras da segunda linha, obtemos, respectivamente,

as bi-palavras
1123345 3154213 (6)
3223122 ) © 3322221 )

A segunda linha da bi-palavra a esquerda em (6) indica a palavra do tableau

enviesado (3), enquanto que a primeira linha da bi-palavra a direita em (6)
indica os conjuntos indexantes desse tableau enviesado.

Dado J C [t], definimos a fungao caracteristica de J pondo (x”/); = 1, se
i € J,e (x)); =0, caso contrario. Dado um tableau enviesado T com bi-
palavra (5), podemos associar-lhe uma sequéncia de particoes (a°,al, ..., a)

pondo a’ := (a},...,a’) a particdo definida pelo formato da palavra obtlda
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eliminando de T as letras de [t], e @’ == a;_1 + X7, i =1,...,t. E claro que
cada a' = (a,...,a!) é também uma partigao e satisfaz

ai, < @it <ap + 1, (7)
parat=0,1,...,t—1,e k= 1,...,n. Reciprocamente, qualquer sequéncia
de particoes (a’,a', ..., a") satisfazendo (7) origina um tableau enviesado T' de
formato a’, com bi-palavra definida pelos conjuntos J; = {k : a} = az_l + 1},
i=1,...,t. Por exemplo, o tableau enviesado (3) é definido pela sequéncia

de particoes T = (a°,...,a*), onde a® = (1,1,0,0,0),a' = (1,1,1,0,0),a*> =
(2,2,1,1,1) e a® = (3,2,2,1,1).

A congruéncia de Knuth = [15] sobre palavras no alfabeto [t] é a con-
gruencia gerada pelas transformacoes elementares seguintes, onde x, y e z
sao letras em [t]:

xzy = zoy, v <y <z, (8)
yzr = yxz, v<y<z. (9)

Estas relagoes (8),(9), também designadas por relagoes pldzicas, sao a
versao algébrica da congruéncia pldzica [11, 15, 17, 16] obtida utilizando
o algoritmo de inser¢ao de Schensted [23].

Teorema 2.1. (a) Cada classe pldzica contém um e um so tableau T
(b) As palavras congruentes com T estdao em bijeccdo com os tableaux stan-
dard com o mesmo formato de T'.

Dada w € [t]*, designamos por P(w) o tinico tableau congruente com w. Tal
tableau pode ser obtido a partir de w utilizando quer o algoritmo de insercao
de Schensted [23], quer o algoritmo de deslizamento de Schiitzenberger [11,
17, 18, 22], também designado por jeu de taquin.

Teorema 2.2. Sejam T e Q) dois tableauzr enviesados. Entdo, w(T) = w(Q)
se e so se T’ se obtém de QQ aplicando o jeu de taquin.

Uma palavra wy diz-se uma sub-palavra de w = x1-- - ), € [t]" se existem

inteiros 1 < 4; < ... <1, < k tais que w; = x;, - - - x;,. Dizemos que duas
sub-palavras wy = x;, - -~ @, € wy = ¥y, -+ - x;, de w = x1--- 7}, sao disjuntas
se os conjuntos {iy,...,4.} e {Jji1,...,Js} sdo disjuntos.

Dado w € [t]*, seja [(w, k) 0 méximo da soma dos comprimentos de k sub-
palavras decrescentes e disjuntas de w. De forma semelhante, designemos
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por I'(w, k) o méximo da soma dos comprimentos de k sub-palavras nao
decrescentes e disjuntas de w. Por exemplo, as sub-palavras nao decrescentes
de comprimento maximo de w = 5214421 sao 244 e 144, donde I'(w, 1) = 3.
Claramente, ['(w,2) = 5, pois a soma dos comprimentos das sub-palavras
244 e 12 representa o maximo da soma dos comprimentos de 2 sub-palavras
nao decrescentes de w. Temos I'(w,3) = 6 e I'(w,4) = 7. A sub-palavra
decrescente de comprimento méximo de w é 5421, pelo que l(w, 1) = 4. E
facil verificar que l[(w,2) =6 ¢ [(w,3) = 7.

Estes niimeros nao sao modificados pelas transformagoes de Knuth, sendo
designados por invariantes de Greene [13]. Seja a = (ay, ..., as) o formato de
P(w) e d = (a},...,a;) a particdo conjugada. O teorema seguinte, provado
por C. Greene em [13], dd-nos uma interpretagdo combinatéria para os com-
primentos das colunas e das linhas de um tableau. (Veja-se também [11, 16].)

Teorema 2.3. Para k = 1,...,s, ar = l(w,
L....La,=U(wk)—=U(w,k—1), com l(w,0

Sejam u,v € V; tais que v - v é um tableau ou contretableau, e fixemos
uma injeccao ¢ como anteriormente, mas tal que a sua imagem contenha
{u} N{v}. Consideremos a representagao planar de v - u de acordo com a
injeccao 7, colocando o simbolo M nas posicoes nao numeradas, da coluna das
pré-imagens, isto ¢, nas posicoes horizontalmente adjacentes aos elementos
que nao estao na imagem de . Por exemplo, consideremos o contretableau
431-65421 apresentado no exemplo 2.1, e notemos que a imagem da primeira
injecgdo definida em (1) nao contém todos os elementos comuns as duas
colunas. Consideremos, entao, a segunda injec¢ao ¢, com imagem i(v) =

{1,4,6}:

(10)

=N N N
— N O~ OO

Designemos por © a operacao de deslizamento horizontal em v - u, que
consiste em deslizar horizontalmente as letras que nao estao na imagem de
1, para as posicoes com o simbolo M, adjacentes, aparecendo, deste modo, o
simbolo M nas posicoes deixadas vagas. Por exemplo, considerando a injeccao
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definida em (10), temos

(11)

=N N N
— N s Ot Oy
— DN W Ol W~
= Y K=

Algebricamente, considerando v < u e O(v - u) = v -/, temos {v'} =
{fv} U ({u} \ i(v)) e {u'} = i(v). E claro que v/ >/, pois a aplicacdo 7,
definida por j(b) = a se e s6 se i(a) = b, é uma injeccao crescente de u' em
v' com i(b) < b para b € {u'}, e, além disso, a sua imagem j(u’') = v contém
os elementos comuns a v’ e u/. As colunas v, u podem agora ser recuperadas
efectuando a operacao de deslizamento horizontal no sentido oposto, definida
pela injecgao 7, O(v'-u') = v-u. Voltando a injeccao definida em (10), temos

46 46 5 W m5
5 O 5 H 46 © 46
34 — 34 = 34 — 314 (12)
) 2 | 2 W )
11 11 11 11

Se a injeccao ¢ considerada para definir a operacao © for tal que a sua
imagem satisfaz i(v) < «¢(v), no caso do contretableau v - u, ou t(u) < i(u),
no caso do tableau v - u, para qualquer outra injeccao crescente ¢, denota-
mos esta operacao por ©*. Graficamente, isto significa, no caso do con-
tretableau [respectivamente, tableau], que as letras de v [respectivamente, u]
estao situadas, o mais baixo [respectivamente, acima] possivel, & esquerda da
coluna u [respectivamente, a direita da coluna v], de tal modo que a condicao
“ < “na horizontal seja preservada. Considerando novamente o contretableau
431 < 65421, facilmente se conclui que a terceira injeccao apresentada em
(1) esta nas condigbes requeridas.

E facil verificar que a operacao O* aplicada ao tableau ou contretableau v-u
coincide com a aplicagao do jeu de taquin a v-u. Por exemplo, aplicando ©*
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ao contretableau 431 - 65421, temos

WG 6 |
45 © 45
34 > 3 4, (13)
H 2 2 N
11 11

enquanto que os passos sucessivos da aplicacao do jeu de taquin ao con-
tretableau 431 - 65421, sao:

4 6 4 6 W 6 6 W 6 W 6 N 6 i
3 5 3 5 4 5 4 5 4 5 4 5 4 N
1 4 - M4 - 3 4 -3 4 — 3 4 — 3 4 — 3 5.
m 2 1 2 1 2 1 2 m 2 2 i 2 4
[ m m [ Il 1 1 1 1 1 1

Embora as palavras O(v - u) e ©*(v - u) tenham o mesmo formato, nao sao
congruentes. Contudo, ambas sao tableauxr ou contretableauz, e satisfazem
L(©*(vu)) > L(O(vu)) e R(O*(vu)) < R(O(vu)).

Mais geralmente, seja vy-v;_1-. .. 01 a factorizagao por colunas de w € [t]*.
Para i = 1,...,t — 1, definimos O;(w) como sendo a palavra obtida de w
substituindo as colunas v;11v; por ©*(v;11v;), sempre que v;11v; é um tableau
ou um contretableau. Assim, e tendo em conta o teorema 2.2, concluimos
que w = Of(w). No entanto, ©f(w) pode ji nao ser uma palavra com t
colunas. Por exemplo, ©3(7-762-4) = 762-74. Veremos seguidamente que se
o formato de w = vy - v;_1 - ... - v1 for uma permutagao do formato de P(w),
O (w) ainda é uma palavra com ¢ colunas.

No conjunto das sequéncias finitas de inteiros positivos, podemos definir
uma relacao de pré-ordem, pondo a < b se e s6 se para cada k > 0, a soma
das k£ maiores entradas de a é menor ou igual do que a soma das k maiores
entradas de b. Claro que se a < b e b < a, entao a é uma permutacao de b.

Dada uma sequéncia de inteiros positivos a = (ay,...,a,), definimos a
palavraaM — (al...l).(a1_|_a2...a1_|_1>...((a1+..._|_ar)...(a1_|_...+
a,—1+1)) com formato a. Por exemplo, (2,1,4)M = 21-3-7654 tem formato
(2,1,4).

Lema 2.4. Sejaw =wvy-... v, (v; € V) uma palavra. Entdo:
(a) lw]| < [|[P(w)]|;
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(D) ||w|| € uma permutagao de ||P(w)]| sse ||w||M € uma palavra de inser¢ao
de w.

Demonstragao: Veja-se [19]. O
4 )
Por exemplo, (4,2,1)M = ;’ ¢ ¢ o tableau de insercao de ; , e
15 7 113
2 6 3 5
quanto que (2,4,1)M = 1 Z é uma palavra de insercio de ! ;L e
3 7 1 3
2 3
137 125
(2,1, 4)M = 6 ¢ uma palavra de insercao de 4.
9 3
4 1

Como consequéncia das alineas (b) do lema anterior e do teorema 2.1,
obtemos

Teorema 2.5 (A. Lascoux, M.P. Schiitzenberger, [19]). Seja T um tableau
com formato i = (i1,...,4,). Para cada permutacdo j de i, existe uma e uma
s6 palavra w = T com formato j. FEstas palavras designam-se por palavras
francas.

Portanto, uma palavra w € [t]* é franca se e s6 se o seu formato é uma
permutacao do formato do tableau P(w). Em particular, todo o tableau e
contretableau sao palavras francas. As palavras francas duma classe plaxica
estao em bijeccao com o conjunto das permutacoes do formato do tableau
nessa classe. Ou seja, as palavras francas sao completamente determinadas
pelo seu formato.

Pelo lema 2.4 (b), cada factor v;,1-v; de uma palavra franca w = v;-. . .-v9 11
é ainda uma palavra franca. Além disso, visto as operacoes ©F preservarem
a congruéncia plaxica, por 2.4 (a) concluimos que |[|©fw|| é uma permutagao
de |jwl|. Portanto, as operagoes ©* podem ser utilizadas para obter todas as
palavras francas congruentes com um determinado tableau. Por exemplo, a
classe plaxica do tableau 532141 3 contém as seis palavras francas seguintes,
as quais correspondem as seis permutagoes do formato (4,2, 1):
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5
1 o0 3
2
o ° 3 114\ e
3 5
135
24 3 (14)
1 ] 113
O\ 125 3o /6
CT
s 13

Note-se que o hexagono fecha porque estas sao todas as palavras francas
congruentes com 532141 3.

O préximo teorema permite-nos averiguar se a concatenacao de duas pala-
vras francas é ainda uma palavra franca.

Teorema 2.6 (A. Lascoux, M. P. Schiitzenberger, [19]). A concatenagdo
de duas palavras francas w,w' € franca se e sé se R(u).L(v') € franca para

qualquer par de palavras francas u,u' tal que u =w e u' = w'.

Note-se que se w,w’ € V, ww' é franca se e s6 se ww’ é tableau ou con-
tretableau. Como consequéncia do resultado anterior, obtemos o seguinte
critério para o caso em que adicionamos uma coluna a esquerda de uma
palavra franca.

Corolario 2.7. [7] Sejam w = vy - - - v uma palavra franca e v € V. Entao,
vw € franca se e so se as palavras vvy € V1V - - -V SA0 francas, onde VU, =

O*(vvy).

Demonstracao: A condicao é claramente necessaria. Provemos entao a su-
ficiéencia. Comecemos por notar que vw é a concatenacao das palavras fran-
cas vvy e v ---v,. Além disso, as tnicas palavras francas congruentes com
vvy sdo a prépria e TU; = O*(vvy). Como Tyvy -+ - v € vivy -+ - vy sdo fran-
cas, 0 mesmo se passa com U1 L(u) e v1L(u), para qualquer palavra franca
U = vy - - - v Pelo teorema anterior, podemos concluir que vw é franca. [

O critério dado pelo corolario anterior pode ser generalizado para operacgoes

O.
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Corolario 2.8. [7] Sejam w = vy - - - v, uma palavra franca e v € V. Entao,
vw € franca se e s6 se as palavras vvy e V1vVy - - - Vg SGo francas, onde VU =
O(vvy) para alguma operagao ©.

Demonstracao: A condicao necesséaria é consequéncia do teorema anterior.
Suponhamos entao a existéncia de uma operacao © nas condi¢oes do enun-
ciado, e seja 7T, = O*(vvy). E claro que 77 < v7. Equivalentemente, 77 > vy,
uma vez que |v1| = |v1].

Por hipétese, para qualquer palavra franca u = vy - - - v, 0 produto v L(u)
¢ uma palavra franca. Isto significa que v; < L(u) ou v1 > L(u). Por tran-
sitividade, concluimos que também ©; < L(u) ou vy > L(u), i.e., v1L(u) é
franca. Assim, pelo teorema anterior, Tivs--- v, € franca e, pelo corolario
anterior, a palavra vw é franca. (]

3. Palavras francas, chaves e palavras de o-Yamanouchi

Uma chave é um tableau cujas colunas sao comparaveis para a inclusao. O
tableau representado em baixo é um exemplo de uma chave:

5
3
T=15 .. . (15)

1 115

Enquanto as palavras francas sao completamente determinadas pelo seu
formato, as chaves sao completamente determinadas pelo seu peso.

Dado (my,...,m:), m; > 0, a chave com este peso é o tableau (0, (1™),
(1) 4 (1m2), ..., 320 (1™)). Este é o tinico tableau com formato S_r_ (1)
e peso (my, ..., my). Ou ainda, a chave de peso (mq,...,m;) é o tableau com
esse peso e formato o conjugado da particao (m,(1), -+ , M), para algum

o € §. No exemplo acima, T é a tnica chave com peso (3,1,1,0,4). Ou
seja, é o tableau (0, (13), (13) + (1), (13) + (1) + (1), (13) + (1) + (1) + (1%)).

A cada par constituido por uma permutacao o € S; e por uma sequéncia
de inteiros nao negativos (l,l;—1,...,l1), Ehresmann [10] associou a chave,
aqui denotada por K (o, (It,...,11)), pondo

K(o, (I, ... 11)) = vt ol

onde v; € a coluna formada pelas primeiras 7 letras de o, considerando ¢ como
uma palavra no alfabeto [t], 1 < i < t. Esta chave é o tableau com formato
(t,...,22,1) e peso (mq,...,my) tais que m, ;) = Sty 1<i <t
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Por outro lado, a chave com peso (my,...,m;) pode ser escrita na forma
K(o,(ls,...,1l1)) para alguma permutacao o € S; e sequéncia de inteiros
nao negativos (I, ..., 1), tais que (¢,...,2% 1) é o conjugado da particao
(m(,(l), ,m(,(t)), z’.e., ma(i) = lei::z lk, 1 < 1 <.

Portanto, a chave com peso (my,...,m;) pode ser parametrizada por uma
sequéncia de inteiros nao negativos (I, ..., ls,[1) e por uma permutagdo o €
S; tais que (t*,..., 2%, 11) é o conjugado da particao (Mo(1ys = > M)

Por exemplo, a chave (15) é a chave associada a permutacdo o = 51324 € Sj
e a sequéncia (0,1,0,2, 1),

K(0,(0,1,0,2,1)) = (54321)°(5321)'(531)"(51)5"' = 5321 51 51 5.

Note-se que o formato da chave é (4,2,2,1) = (41, 3% 2% 11) a particao conju-
gada de (4,3,1,1), a partigdo que se obtém do peso (3,1, 1,0,4) permutando
as entradas segundo o.

Quando nao houver ambiguidade quanto a multiplicidade das colunas de
uma chave, escreveremos apenas K (o) para designar uma chave associada a
permutacao o.

Definicao 3.1. Uma palavra w € [t]* é dita de o-Yamanouchi se w = K (o),
para alguma permutacao o € 5.

(Note-se que a multiplicidade das colunas de K (o) é determinada pelo peso
de w, que é um invariante da sua classe de Knuth.)

Quando ¢ ¢é a identidade, w ¢é dita apenas palavra de Yamanouchi. Equiv-
alentemente, w é de Yamanouchi se e s6 se todo o factor a direita v de w
satisfaz |v|; > |v|e > -+ > |v]s.

Existe uma relacao estreita entre palavras francas e as palavras da classe
de Knuth de uma chave. De facto, a toda a palavra franca de formato
(my, ..., m1) corresponde uma palavra na classe de Knuth da chave com
peso (my,...,my). Seja entdao w = Jy--- JoJy € [r]*, (J; € V), uma palavra
franca com formato [|w| = (my,...,m1) e 0 € S; tal que (m,n), ..., M)
é o formato do tableau P(w). Seja (I, ...,l;) uma sequéncia de inteiros nao
negativos tal que mgy;) = ZZ:Z lp, 1 <1 < t. O conjugado do formato
de P(w) é, como sabemos, (t*,...,2%2 1), Suponhamos ainda que w se
obtém do seu contretableau congruente aplicando 67 --- ©; . Como ©7 actua
sobre as colunas ¢ + 1,7, a contar da direita para a esquerda, concluimos que
o =5 -8, €5, onde s; designa a transposicao (i7+ 1).
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Consideremos a bi-palavra
Jo oo Ty
< tmt . ng 1m1 ) ) (16)

J Y
onde cada factor ( knfk ) tem a coluna J; como primeira linha e a palavra

k™ constituida por my repeticoes da letra k£, como segunda linha. Reorden-
emos as bi-letras de (16), de modo a que na primeira linha as letras cresgam,
com repeticao permitida, da esquerda para a direita, e tal que em cada factor

( ‘ u .' ’ , a palavra u; na linha inferior seja uma coluna:
Jpoo Jy 1-vv1 2422 v poeup
( e ... 2M2 ) — ( Uy U9 ... U, ) : (17)

Proposigao 3.1. Seja w = J;--- JoJy € [r]*, (J; € V}), uma palavra franca
com formato (my,...,my) e o € S; tal que (Mg, ..., M) € uma particao.
A palavra u = wyug - - u, € [t]*, (u; € Vi), obtida na seqgunda linha da bi-
palavra a direita em (17), é congruente com a chave K(o,(l;,...,l1)), onde
Me(i) = ZZZZ I, 1 <i<t.

Demonstracao: Tendo em conta a definicao de u, é claro que o seu peso é

dado por (my,...,m;). Provemos que o formato do tableau P(u) é a parti¢ao
conjugada do formato de P(w), isto é, (%, ..., 2% 11) com Mg () = Z}Z:Z I,
1< <t

Para tal, comecemos por observar que se w’ é uma sub-palavra nao de-
crescente de w, esta é necessariamente constituida por uma so6 letra de cada
coluna de w. Por sua vez, a correspondente sub-palavra u' formada na se-
gunda linha da bi-palavra a direita em (17) é decrescente, e é ainda uma
sub-palavra de u. Reciprocamente, a toda a sub-palavra decrescente de u
corresponde na primeira linha da bi-palavra a esquerda em (17) uma sub-
palavra nao decrescente de w. E claro que a transformacio em (17) estabelece
uma correspondéncia bijectiva entre as sub-palavras nao decrescentes de w e
as sub-palavras decrescentes de u. Concluimos assim que [(u, k) = I'(w, k),
para k =1,...,s, e pelo teorema 2.3, ||P(u)|| = (¢, ..., 2= 11).

Existe um e um sé tableau com formato (¢, ..., 22 11) e peso (my, ..., my),
onde mg(;) = S il 1 < <t para algum o € S;. Esse tableau é precisa-
mente a chave K (o, (It,...,l1)). Logo, u = P(u) = K(o, (lt,...,l1)). O
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Portanto, uma palavra franca de formato (my,...,m;) tal que (m,q),. ..,
My()) € uma particao, dé origem pela transformacao (17) a uma palavra
de o-Yamanouchi com peso (myq,...,m;). Reciprocamente, toda a palavra
congruente com a chave com peso (my, . . ., m;) da origem, pela transformagao
(17), a uma palavra franca com formato (my,...,my).

Proposicao 3.2. Seja u = uy - - - u,, (u; € Vi), uma palavra na classe de con-
gruéncia da chave com peso (my,...,my). Entao, a palavra w = Jy--- JaoJq,
obtida na primeira linha da bi-palavra a esquerda em (17), € franca com
formato (my, ..., my).

Demonstracao: E claro que o formato de w é (my,...,mq). Além disso,
seguindo a demonstracao do lema anterior, concluimos que o formato de
P(w) é (my(1), ..., My()), 0 conjugado do formato (", ..., 2" 1) da chave
K(o, (It ..., 1h)). O

No entanto, a factorizagdo u = ujus - - - uy considerada em (17) nao é, nec-
essariamente, a factorizacao por colunas de u. Assim, uma palavra u = K (o)
pode originar varias palavras francas, todas com o mesmo formato, depen-
dendo da decomposicao por colunas efectuada. Por exemplo, o tableau 21.31.1
origina a correspondéncia

21311 o 1112 3

33221 32132 )
Claro que u := ujususz, com u; = 321, us = 3 e uzg = 2, nao é a factorizacao
por colunas de u. Ja a factorizacao por colunas u = 321.32 da origem a
palavra franca 21.21.1.

Notemos ainda que a transformagao (17) foi a transformacao utilizada para
obter as bi-palavras (4) e (5) de um tableau enviesado T'. Assim, temos

Teorema 3.3. Seja T’ um tableau enviesado com conjuntos indexantes Jq, . . .,
Ji, e seja o € S tal que |Jyq)| = -+ > |Jpw)| € uma particao. Entdo, w(T)
¢ de o-Yamanouchi se e so se a palavra J;--- J; € franca.

Tomemos como exemplo o tableau enviesado (3), com palavra w(T) =
3223122 e conjuntos indexantes J3 = {3,1}, o = {5,4,2,1} e J; = {3}.
Sendo (|Js|, |J3], |J1]) = (4,2,1) uma particao, considere-se o = 231 = 5159,
Is=1y=1¢el; =2. Como vimos em (14), J3J5J; é uma palavra franca com
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formato (2,4,1) e ©507(J3J2J1) é um contretableau. Efectuando a trans-

formagao (17),

3154213 1123345

3322221 3223122 )’
concluimos que w(7T') = 3223122 é de s159-Yamanouchi com peso (1,4, 2). De
facto, temos

3
Pw(T)) = K(s152,(1,1,2)) = 23
1222

com formato (3,2, 12), o conjugado de (4,2, 1).

4. Realizacoes matriciais de pares de tableaux

Seja R, um dominio local de ideais principais com ideal maximal (p). As
matrizes que vamos considerar sao todas nao singulares n X n com entradas
sobre R,; por U, designamos o grupo das matrizes unimodulares sobre R,.

Dadas matrizes A e B, dizemos que B é equivalente a esquerda a A, (B ~pg
A), se B = UA para alguma matriz U € U,; B é equivalente a direita a A,
(B ~p A), se B = AV para alguma matriz V € U,; e B ¢é equivalente a
A, (B ~ A), se B =UAV para algumas matrizes U,V € U,,. As relagoes
~pg,~p € ~ sao relacoes de equivaléncia no conjunto das matrizes de ordem
n sobre R,,.

Seja A uma matriz n X n nao singular. Pela forma normal de Smith [21],
existem inteiros nao negativos a; > ... > a, tais que A é equivalente a

diag(p™,...,p"").

A sequéncia a = (ay, ..., a,) dos expoentes, por ordem decrescente, da forma
normal de Smith de A é uma particao, univocamente determinada pela matriz
A, a que chamaremos particao invariante de A.

Dada uma sequéncia de inteiros nao negativos fi, ..., f,, usamos a seguinte
notacao para matrizes diagonais de poteéncias de p:

diagp(fla crt fn) - dzag(pfla cee 7pfn)

Dado m € [n], designamos por Dy, a matrix diag,(1™,0"~"™), e dada uma
sequéncia (my, ..., m;) de inteiros ndo negativos, pomos

Dimyoms) = (Dpnas - - - s Dpmy))-
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A sequéncia (0, (1™),..., 32 (1™)) das particoes invariantes das ma-
trizes I, D)y Dy Dimy)s - - - H§:1 Dy, define o tinico tableau com formato
zle(lmi) e peso (my,...,my). Ou seja, a chave de peso (myq, ..., my).
Definicao 4.1. Sejam T = (a°,a', ..., a") um tableau enviesado, com com-

primento de a' < n e peso (my,...,my), e 0 € Sy tal que (My(1), ..., My)) é
uma particao. Dado U € U,,, a sequéncia de matrizes nao singulares

(diagp(aO)U, D(ml,--.,mt))
é dita uma realizacao matricial do par (T, K (o)) se para cada k= 1,...t,
diag,(a)UDjy,) - . . Dy, ~ diag,(a").
Neste caso, (T, K(0)) é dito um par admissivel.

O préximo resultado relaciona os conjuntos indexantes dos tableauz enviesa-
dos realizados pelas sequéncias (diagy(a)U, Dy, m,)) € (diagy(a)U, D, my))
no alfabeto [2].

Proposicao 4.1. [3, 8] Sejam my > mg dois inteiros ndo negativos, a uma
parti¢ao de comprimento <n eU € U,. Sejam (T, K(id)) e (1", K(s1)), com
s1 = (12), os pares de tableaux realizados pelas sequéncias

(diagp(a) U, D(ml,mz)) € (diagp(a) U, D(mQ,ml))7

respectivamente. Entao, Jy-J1 € a palavra dos conjuntos indexantes de T se
e s6 se O(Jy - J1) € a palavra dos conjuntos indexantes de T', para alguma
operacao ©.

Como foi referido na introducao, quando o é a identidade ou a permutacao
reversao em Sy, ou qualquer permutagao em Sz, o par (T, K (o)) é admissivel
se e s6 se a palavra de T pertence a classe plaxica da chave K (o). O proximo
teorema generaliza a condicao necessaria destes resultados para qualquer
permutacao o € Sy, t > 1.

Teorema 4.2. Seja 0 € S;, t > 1. O par (T, K(0)) é admissivel so se

w(T) = K(o).

Demonstracao: Sejam Jq, . .., J; os conjuntos indexantes de 1. Vamos provar,
por inducao sobre t > 1, que a palavra J;---J; é franca. Quando t =
1 o resultado é trivial e o caso t = 2 ja foi provado [3, 8]. Considere-

mos entdo t > 2 e seja (diagy(a)U, Dy, .. m,)) uma realizacdo matricial de
(T, K(0)). Por indugado, a palavra J;_q---J; é franca, pois a sequéncia
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(diagy(a)U, Dip,....m, ,)) realiza um par (1, K'), onde 7" tem conjuntos in-
dexantes Ji,...,Ji_1, e K' é a chave com peso (my,...,ms_1).

Pela forma normal de Smith, existe uma particdo ¢’ e uma matrix uni-
modular U’ tais que diag,(a)UDjy,, - Dy, ,] ~1 diag,(a’)U’. A sequéncia
(diagy(a')U', D, , m,)) realiza um par (T, K), onde T tem conjuntos index-
antes J;_1, J;, e K é a chave com peso (my_1,m;). Pelo caso t = 2, a palavra
JiJi_1 é franca. Além disso, pela proposicao anterior, podemos concluir que
se (T,,?,) é o par realizado pela sequéncia (diag,(a’)U, Dy, m, ,)), 08 con-
juntos indexantes J,_1,J; de T satisfazem JiJi—1 = O(J:J;_,) para alguma
operacao O.

Finalmente, notemos que a sequéncia (diagy,(a)U, D, . m, ,m,)) realiza

um par (Tv, I?), onde T tem conjuntos indexantes J, . . ., Ji-2, Tiq, e K6
a chave com peso (myq, ..., m;_2,m;). Por inducdo, a palavra J;_1J; o+ Jp
é franca. Assim, pelo corolario 2.8, concluimos que J;--- J; é franca e, por-
tanto, w(7T) = K (o). O
Referéncias

[1] G. Appleby, A simple approach to matriz realizations for Littlewood-Richardson sequences,
Linear and Multilinear Algebra 291 (1999), 1-14.

[2] O. Azenhas, Realizagées matriciais de quadros de Young e suas formas candnicas, Tese de
Doutoramento, Universidade de Coimbra, Coimbra, 1991.

, A regra de Litlewood-Richardson: Generalizacoes e realizagoes matriciais, Actas do

3° Encontro dos Algebristas Portugueses, Universidade de Coimbra, Coimbra (1993), 9-32.

, Opposite Litlewood-Richardson sequences and their matrix realizations, Linear Alge-

bra and its Applications 225 (1995), 91-116.

, The admissible interval for the invariant factors of a product of matrices, Linear and
Multilinear Algebra 46 (1999), 51-99.

[6] O. Azenhas and E. Marques de Sa, Matrixz realizations of Littlewood-Richardson sequences,
Linear and Multilinear Algebra 27 (1990), 229-242.

[7] O. Azenhas and R. Mamede, Matriz realizations of pairs of Young tableauzx, keys and shuffles,
DMUC preprint 04-40 (2004), 1-30.

8] , Actions of the symmetric group on sets of skew-tableauxr with prescribed matriz real-
ization, Linear Algebra and its Applications 401 (2005), 221-275.
[9] , Matriz realizations of pairs of tableaux with shuffling condition, (em preparacao)

(2005).

[10] C. Ehresmann, Sur la topologie de certains espaces homogénes, Annals of Mathematics, (2)
35 (1934), 396-443.

[11] W. Fulton, Young Tableaux, London Mathematical Society Student Texts, vol. 35, Cambridge
University Press, Cambridge, 1997.

[12] J. A. Green, Symmetric function and p-modules, Lecture notes, University of Warwick, War-
wick.

[13] C. Greene, An extension of Schensted’s theorem, Advances in Mathematics 14 (1974), 254-265.



20
[14]
[15]

[16]

[23]

0. AZENHAS AND R. MAMEDE

T. Klein, The multiplication of Schur functions and extensions of p-modules, Journal of London
Mathematical Society 43 (1968), 280-282.

D. E. Knuth, Permutations, matrices, and generalized Young tableaux, Pacific Journal of
Mathematics 34 (1970), 709-727.

A. Lascoux, B. Leclerc, and J-Y Thibon, The plactic monoid, in M. Lothaire (ed.), Algebraic
Combinatorics on Words, Vol. 90 of Enciclopedia of Mathematics and its Applications, pp.
164-196, Cambridge University Press, Cambridge, 2002.

A. Lascoux and M. P. Schiitzenberger, Le monoide plazique, in A. D. Luca (ed.), Noncommu-
tative structures in algebra and geometric combinatorics, Vol. 109 of Quaderni de ”La Ricerca
Scientifica”, pp. 129-156, Sci., Rome, 1981.

_, The plactic ring, Lecture Notes (1981).

, Keys and standard bases, Invariant theory and tableaux (Minneapolis, MN,1988)
IMA, Math. Appl., vol. 19, Springer, New York-Berlin, 1990.

R. Mamede, Permutacdes de sequéncias de Littlewood-Richardson e suas realizacoes matrici-
ais, Tese de Mestrado, Universidade de Coimbra, Coimbra, 2000.

M. Newman, Integral Matrices, Academic Press, New York, 1972.

B. Sagan, The symmetric group: representation, combinatorial algorithms, and symmetric
functions, Springer Verlag, New York, 2001.

C. Schensted, Longest increasing and decreasing subsequences, Canadian Journal of Mathe-
matics 13 (1961), 179-191.

OLGA AZENHAS
DEPARTMENT OF MATHEMATICS, UNIVERSITY OF COIMBRA

E-mail address: oazenhas@mat.uc.pt

RICARDO MAMEDE
DEPARTMENT OF MATHEMATICS, UNIVERSITY OF COIMBRA

E-mail address: mamede@mat .uc.pt



