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RESUMO

Um problema de propagacao de ondas de pressdo pode ser resolvido com a ajuda de
expressoes denominadas fungdes de Green. Estas fungdes definem a relagdo entre varidveis
(pressodes e velocidades) em determinado ponto no espaco resultante de variagdes harmonicas
de pressdo (forgas) posicionadas algures no meio de propagacdo. Estas fungdes sao
frequentemente definidas para variagdes de pressdo tridimensionais (for¢as pontuais) em
espacos infinitos e variagdes lineares harmoénicas de pressdo actuando em espagos
bidimensionais. Estas escolhas devem-se a possibilidade da definicdo analitica deste tipo de
funcdes. Considerando que a propagacdo do som se processa na presenca de barreiras
perfeitamente reflectoras podera considerar-se a existéncia de fontes virtuais posicionadas de
modo a verificarem as condi¢cdes fronteiras necessarias. Este artigo resume um conjunto
destas solucdes para espacos tridimensionais e bidimensionais. Além destas expressdes este
artigo apresenta solugdes para fontes harmoénicas lineares cuja amplitude varia de forma
sinusoidal na terceira dimensdo. Este tipo de solugdo ¢ frequentemente referido como

problema 2 %D, util no célculo de solugdes tridimensionais através do Método dos

Elementos Fronteira.

1. INTRODUCAO

As frequéncias envolvidas no estudo acustico de espagos abertos ou confinados
limitam o uso da maior parte das técnicas do estudo da propaga¢do de ondas, tais como os
métodos de elementos finitos ¢ as diferencas finitas, dado o esfor¢o de calculo necessario. O
estudo da propagacdo do som em espagos fechados recorre com frequéncia a técnicas
denominadas de “ray tracing” e “image model” (Allen 1979, Hammad 1988, Kulowski 1985).

No caso do “ray tracing” apenas um numero finito de raios sonoros sdo tracados entre
a fonte emissora e o receptor. Deste modo, o resultado da simulacdo pode ser obtido com
razoavel tempo de céalculo, mesmo na presenga de geometrias mais elaboradas. Contudo,
revela-se dificil determinar qual o nimero de raios a estudar, pelo que diferentes resultados
podem ser obtidos para o0 mesmo modelo geométrico. Acrescente-se que alguns dos raios com
interesse para a resposta final podem, a partida, ndo ser incluidos na analise (Kulowski 1982).
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Na técnica de “image model”, o campo sonoro pode ser calculado para todas as
combinagdes de paredes reflectoras, pelo que a incerteza envolvida na técnica de “ray tracing”
nao se encontra presente. Contudo, o estudo para modelos de geometrias complexas revela-se
complicado e com célculo demorado caso reflexdes de ordem superior sejam consideradas.

No presente trabalho, a técnica de “image model” ¢ utilizada para determinar solu¢des
analiticas para a propagacdo do som em espacos tridimensionais e bidimensionais na presenca
de fontes sonoras pontuais e lineares. O caso em que as fontes harmonicas lineares variam de
forma sinusoidal na terceira dimensdo ¢ também considerado. Esta tltimas solu¢des permitem
resolver problemas tridimensionais na presen¢a de espacgos bidimensionais através do céalculo
de um somatdrio de solugdes bidimensionais. Estas equacdes sdo de extrema utilidade no
calculo de solu¢des numéricas através do Método dos Elementos Fronteira (Tadeu et al.).

As solugdes sdo apresentadas no dominio da frequéncia, sendo os sinais sonoros no
tempo calculados através da aplicacdo da Transformada Inversa de Fourier. Frequéncias

complexas (w, =w—-in)sdo utilizadas na determina¢do dos sinais actsticos permitindo

minimizar a influéncia de fontes sonoras virtuais necessarias a determinagdo das respostas
através da técnica de “image model”. O efeito da presenga da parte complexa da frequéncia ¢é
tida em consideragdo no dominio do tempo através da mudanga de escalas com o auxilio da
aplicacdo de uma funcao exponencial " .

Este artigo apresenta solu¢des analiticas de fontes tridimensionais na presenca de
barreiras que permitem modelar desde um espaco semi - infinito até a situacdo da existéncia
de um compartimento paralelepipédico. Apresenta-se para estes mesmos modelos, a resposta
acustica na presenga de uma pressdao linear com variacdo sinusoidal em z. Descreve-se de
forma breve o tipo de pulso actistico modelado no dominio do tempo e em frequéncia. O
artigo termina apresentando um conjunto de exemplos ilustrativos do tipo de solugdes
desenvolvidas.

2. CAMPO INCIDENTE GERADO POR UMA FONTE PONTUAL

Considere-se um espago infinito homogéneo, sujeito no ponto (x,,y,z,) a uma
variagdo de pressdo p(w,x,y,z,t)=6(x—x))5(y - v,)5(z -z, )e'” . Nesta expressdo, & (x), & (y) and

0 (z) sao fungodes Delta de Dirac. A pressdo sonora irradiada por esta fonte pode ser descrita
pela equacao

ol Pl ¥

\/(x_xo)z + =y f +(z-2)
em que A ¢ a amplitude da onda,o é a velocidade de propagacio, e i=+-1.
Considerando que esta fonte aclstica ¢ colocada na presenca de barreiras
perfeitamente reflectoras, poderdo utilizar-se fontes virtuais colocadas em posi¢des que
permitam verificar as condi¢des fronteira (fluxos de pressao nulos), e calcular a resposta
através do somatdrio dos campos actsticos gerados por cada uma das fontes. As expressdes
seguintes traduzem a solugdo resultante num conjunto de cenarios, cujo nimero de barreiras
vai aumentando até permitir a simulacdo da propaga¢do do campo de pressdes gerado no
interior de um compartimento paralelepipédico de dimensdes d,,d, e d;. Nestas equacdes €

(1)

p(wax:yazat)z

2
usada a relagéo 7, = \/Ql)z + (Zj) +(z,f , fungdo de i, j, k, 1, m e n, definida no Apéndice.
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2.1. Barreira horizontal na posi¢do y =0 (Figura la).

1
plo,x,y,2)= 4> < (i=0,k=0,n=0) )

2.2. Canto criado por uma barreira vertical posicionada em x =d, e outra horizontal em y =0
(Figura 1b).

(k=0,n=0,m=-1) 3)

2.3. Camada limitada por barreiras horizontais a distancia y=0 e y =d, (Figura 1c).

e—ig”non NSV 4 _igrijk
plo,x,y,z)=4 +>1 (i=0k=0) (4)
To00 n=0| j=1 Tijk

O nuamero de fontes usado (NSV) ¢ determinado de modo a permitir que todos os
sinais necessarios para definir a resposta no intervalo de tempo fixado pelo incremento de
frequéncia (7 = 1/4f)sdo tidos em consideragdo.

2.4. Camada limitada por barreiras horizontais a distdncia y=0 e y =d, e outra vertical na
posi¢dao x=d, (Figura 1d).

2] N

i Nsy| 4 o a
=4 = =-1
a) X, ¥, z Z -~ ,,Z:') ]Z; P ( k=0m ) (5)

2.5. Thnel criado por barreiras horizontais a distdncia y=0 e y=d, e verticais nas posi¢des
x=0 ¢ x=d, (Figura le).

[0} R w (U
T Nsy| 4 TR Tk | NsH T Nsy| 4 o

o e® YDICECE I 3 PR EES Do (k=0) ®
7000 n=0| j=1 0,k m=1 i=0 Ti00 n=0| j=1 Tk

Do mesmo modo que anteriormente, NSH, representa o nimero de fontes utilizadas na
direc¢do horizontal, permitindo que todos os sinais necessarios para definir a resposta no
intervalo de tempo fixado pelo incremento de frequéncia sdo considerados.

2.6. Thnel criado por barreiras horizontais a distdncia y =0 e y =d, e verticais nas posigdes
x=0 e x=d,, e limitado em z por barreira posicionada em z = d; (Figura 1f).

e o
Y0k NSyl 4 ’a’Ofk NSH ( 4 4, ( )

plosz)= a3, 14 Sy D) =) ()
Took n=0| j=1  Tojk m=1{i=0 Tioo n=0| j=1 Tijk
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2.7. Compartimento limitado por barreiras horizontais posicionados em y=0 e y=d, €
verticais nas posicdes x=0, x=d,, z=0 € z=d; (Figura 1g).

lmrono -2 To jk —iﬁrion ——l
( ) NSyl 4, NsH | Nsv| 4,
plo.xyz)= A 5——+ 3| > +2 22 *
7000 n=0| j=1 '0jk m=1| Tooo n=0| j=1 Tk
(o} (o} .
NSZ ( 4 ok syl 4 la’W NSH ’0,’0‘ Nsy| a4 TH T
DR DIR DI DI DR DY Z (8)
1=0 (k=1 Took n=0| j=1 T0jk m=1| Yook n=0| j=1 Tk

NSZ representa o nimero de fontes utilizadas na direccdo z necessarias a correcta
defini¢do do sinal acustico.

y y y
E j _Z t \j _Z t ? 4
X X X
a) Geometria 1 b) Geometria 2 ¢) Geometria 3
y y y
z 4 z
X X X
d) Geometria 4 e) Geometria 5 f) Geometria 6
y y y
z z z
X X X
g) Geometria 7 h) Geometria 8 1) Geometria 9

Figura 1 - Modelos Estudados.

3. CAMPO INCIDENTE GERADO POR UMA FONTE LINEAR COM VARIACAO
ESPACIAL EM Z.

Considere-se um espago infinito homogéneo sujeito a uma pressao linear com variagao
espacial em z, p(a.x,y.z.¢)=8(x—x,)0(y -y, )™ *=) em que k, ¢ o comprimento de onda
em z. Esta carga actua no ponto (x,,y,) e varia de forma sinusoidal na direc¢io z (Figura 2). A

resposta a esta carga pode ser obtida através da aplicacdo da transformada de Fourier na
direcgdo z.
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Figura 2 - Fonte linear com variagdo espacial em z.

Definindo o comprimento de onda efectivo

a)2
k, = a—z—kf, Imk, <0 9)

através do comprimento de onda axial k,, e aplicando a transformada de Fourier a equacao 1
na direc¢do z, obtém-se

ﬁ(w’x’y’kZ)zBHO(ka\/(x_x0)2+(y_y0)2) (10)

em que H, (...) sdo segundas fun¢des de Hankel de ordem n, e B =—i4/2.
ApoOs obtengdo da pressdo plw,x,y,k,), plw,x,y,z) pode ser obtido através da
transformada inversa de Fourier,

+00

p(a),x,y,z) = J.f?(a),x,y,kz) e i)k dk, (11)

—00

Caso se considere a existéncia de um conjunto de fontes periddicas posicionadas ao
longo da direccao z, igualmente espagadas de L, a equagdo anterior transforma-se em

+00

plo,x,y,z) jp ,x,y,k, (=20 Z:: kmL g (12)

—00

Usando os resultados da teoria da distribuicao (e. g. Schwartz (1966)), esta equacao
pode ser escrita na forma

ploxy.z ZP @,%,7.ky, Jeon 5750 (13)

r -~ . , . .
em que k,, = - Esta equacdo converge e pode ser aproximada por um somatorio finito,

2 m:M" i z—z
p(w,x,y,z):Tﬂ Zp(a),xyyykzm)ek:m( 0) (14)
m=—M
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Deste modo, em espagos em que ndo existem variacdes de propriedades ao longo da
direc¢do z, a solugdo tridimensional pode ser obtida através da sobreposi¢ao de solugdes
bidimensionais caracterizadas por valores especificos de comprimento de onda axial &,

(k, =yo’/a® —k?). Verifique-se que k. = 0 corresponde ao caso bidimensional (fonte linear).

Conforme atras descrito as transformadas de Fourier sdo obtidas através de somas
discretas de solucdes com diferentes comprimentos de onda e frequéncias, matematicamente
equivalente ao resultado da adigcdo de fontes periddicas no espago L =2z/4k, (ao longo do
€ixo z), e no tempo T =2z/Aw , com Ak, € Aw sendo os intervalos de comprimento de onda e
frequéncia, respectivamente (Bouchon and Aki, 1977). A separagao espacial L deve ser
suficientemente grande para evitar a contamina¢dao da resposta pelas fontes periddicas.
Noutras palavras, a contribuigdo para a resposta das fontes ficticias deve ser garantida nula
para tempos inferiores a T. Este objectivo pode beneficiar da utilizagdo de frequéncias
complexas, na formaw,=w-in (com n=0.74w). Esta técnica permite uma atenuagao
substancial ou mesmo eliminag¢do virtual das fontes periddicas. No dominio do tempo, a
existéncia deste amortecimento € tida em consideracdo através da aplicacdo de uma fungdo
exponencial no tempo ¢”7" (Kausel, 1992).

Como no caso anterior, na situacdo em que existam barreiras perfeitamente reflectoras
podem obter-se respostas para espagos limitados por barreiras acusticas posicionadas ao longo
de z.

3.1. Num espago limitado por uma barreira vertical colocada a distancia z = d; (Figura 1h).
ploxyz)=" Y ioxyk,)E  (1=-1) (15)

cm que E = eik:m (E()) +eik:m ZI)

3.2. Numa camada limitada por duas barreiras posicionadas em z=0 e z=d; (Figura li).

<

_7 S
L

m

(0.x,y.k,,,) E (16)

pl@.x.y.2)

RS

&

Z| 4.
em que E = e*an20) 4 {Ze’kmzk} sendo z, calculado conforme definicdo presente no
k=1

~
Il
>

Apéndice.

4. SOLUCOES PARA GEOMETRIAS 2/, D NA PRESENCA DE FONTES LINEARES
COM VARIACAO ESPACIAL EM Z

- ui uco iti u u i
Apresentam-se de seguida as solucOes analiticas para um conjunto de geometrias
2 %D , quando sobre estas actua uma pressao linear com variacao sinusoidal na direc¢ao z

(ver Figura 2). As solugdes resultam da combinagdo de fontes virtuais dispostas no plano x y,
conforme método descrito anteriormente.
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4.1. Barreira horizontal na posi¢do y =0

I
ﬁ(a),x,y,kz):BZHo(kara/) (n=0) (17)
=0

4.2. Canto criado por uma barreira vertical posicionado em x = d, e outra horizontal em y =0.

plox k) :BZZH(M) (n=0,m=-1) (18)

i=0 j=0

4.3. Camada limitada por barreiras horizontais a distancia y=0 ¢ y=d,.

n=0| j=1

Nsv| 4
plo.x,y.k.)=B [Ho(karoo)]+B{Z[ZHo(ka”o(/)]} (19)

4.4. Camada limitada por barreiras horizontais a distancia y =0 e y =d, e outra vertical na
posicao x=d,

NSV
plo.x.y.k.)= BZ{ Hy(kyrip)]+ {Z[ZHo(kar,, )H (m=-1) (20)

i=0 n=0| j=1

4.5. Tanel criado por barreiras horizontais a distdncia y =0 e y =d, e verticais nas posi¢des
x=0 ¢ x=d,.

n=0| j=1 m=1|i=1 n=0| j=1

f)(a),x,y,kz)z Ho(k ’”00)] {NSV[iHo(ka’bj)]}+NZﬂf i{[HO(kari())]'i—{]gleo(ka ti) ]}} (21

Nestas equagdes B = —id/2, e r, =,|(x,f + ( ) encontra-se definida no Apéndice.

5. SINAIS NO DOMINIO DO TEMPO

As pressdes no dominio do espaco e do tempo podem ser obtidas através das
transformadas numéricas de Fourier em k, ¢ em frequéncia, considerando que a varia¢ao

temporal ¢ dada pela funcdo de Ricker definida pela equacdo 22. Este tipo de pulso ¢ o

escolhido, pois decai rapidamente no tempo e no espago, permitindo reduzir o esforco de

calculo utilizado, e simultaneamente tornar facil a interpretacdo dos sinais numéricos gerados.
A fungdo de Ricker ¢ definida pela expressao:

u(r)= A(] -27? )e_rz (22)

em que A ¢ a amplitude, 7 =(r-¢)/z, et referem-se a tempo, ¢, € o tempo onde 0 maximo do
pulso ocorre, enquanto que rt¢, ¢ a periodo caracteristico do pulso. A sua transformada de
Fourier ¢

Uw) = a2Vt |2 (23)

emque Q2=awt,/2.
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Figura 3 - Sinais obtidos no dominio do tempo.
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6. EXEMPLOS DE APLICACAO

Considere-se uma fonte sonora no interior de um ambiente acustico homogéneo que
permite velocidades de propaga¢do de ondas de pressdo de 340.0m/s. No instante =0, na
posi¢do O (x, =7.5m, y, = 10.0m, z, = 2.5m) é emitido um pulso sonoro pontual, que se propaga
em todas as direc¢des, na presenca de diferentes combinagdes de barreiras perfeitamente
reflectoras, modelando os cenarios ilustrados nas Figuras 1a-i. Os calculos sdao efectuados no
dominio da frequéncia [1.5, 12288Hz] com um incremento de frequéncia de 1.5Hz
(T =666.6ms). A variagdo gerada consiste num pulso de Ricker com uma frequéncia

caracteristica de 4500Hz. Os sinais resultantes sdo calculados no Receptor 1
(x; =17.5m, y; = 10.0m, z; = 7.5m) € no Receptor 2, estando este afastado do primeiro 22.5m na
direcgdo z, (x, =17.5m, y, = 10.0m, z, = 30.0m). A variaveis NSV, NSH e NSZ nas equagdes 4 -
8 adquirem, no presente exemplo, os valores de 40, 40 e 20 respectivamente. A Figura 3
ilustra os resultados obtidos. Cada sinal no tempo consiste num conjunto de pulsos que se
posicionam no tempo de acordo com as reflexdes nas barreiras existentes. Verifique-se que o
sinal se complica com o aumento do nimero de barreiras. A resposta acustica na presenga de
um compartimento fechado (Geometria 7) revela-se a mais complexa, como seria de esperar,
devido ao aumento do niimero de reflexdes que o impulso sonoro vai sofrendo ao longo do
seu movimento. Na geracdo dos sinais obtidos ndao foi considerada a presenca de
amortecimento nem de transmissdo ou absor¢do sonora através das barreiras. O tratamento
matematico e a obtencao destes resultados serdo objecto de um futuro artigo.

7. CONCLUSOES

Este artigo apresenta um conjunto de equacdes analiticas, solu¢ao de problemas de
propagacgdo de ondas sonoras, na presenca de meios semi-infinitos e confinados, geradas por
variagoes de pressao tridimensionais e lineares cuja amplitude varia de forma sinusoidal numa
das direccdes. Estas equacdes foram formuladas no dominio da frequéncia, sendo os
resultados obtidos no dominio do tempo através da transformada inversa de Fourier. Os
exemplos apresentados ilustram a aplicabilidade das equagdes desenvolvidas.
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9. APENDICE

Neste Apéndice encontram-se definidas a expressoes x,,y e z, que permitem calcular
Xpy,ez

as expressoes r;, = \/ (x,¥ +( Z_,-)Z +(z,) e =1/(§i)2 +( ijz usadas ao longo do texto

xo =(x—xp). v, =v=3), zo=(z-z)

X, =(x+xy +2d,m) Y, = +yo+2d;yn) z, :(z+zo +2d51)

X, =(x=2d, —xq —2dm) Y, =(y=2dy —yy —2dyn) 2y =(2-2d3 -2y —2d;)

Xy =(x+2d) —xy +2d,m) Y, =(y+2dy —yo +2d;yn) zy =(z+2d5—zy +2d;l])

X, =(x-2d| +xo —2d,m) y, =(y-2d,+y,-2d,n) z4 =(z2-2d5 +2z,—-2d,l) (1A)
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