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Resumo

Neste trabalho vamos estudar sistemas de polinémios ortogonais relativamente a
sistemas de funcionais lineares, apresentando o que se entende por ortogonalidade
vectorial & esquerda e ortogonalidade vectorial a direita. A ortogonalidade vectorial
apresentada, permite reinterpretar, generalizando, o que se entende na literatura por
ortonormalidade matricial. Os sistemas de polinémios estudados satisfazem relagoes
de recorréncia a trés termos com coeficientes matriciais, que nao apresentam nenhum
tipo de simetria. Além disso, prova-se que os sistemas de polinémios matriciais que
as satisfazem sao de facto ortonormais relativamente a uma medida matricial com-
plexa de ortogonalidade. Estabelecem-se ainda, problemas de aproximacao tipo
Hermite-Padé que nos dao uma reinterpretacao do modelo de ortogonalidade estu-
dado. Assim, a reinterpretacao vectorial permite estudar um caso nao simétrico da
ortogonalidade matricial. Neste contexto, apresentam-se resultados assimptoticos
para sucessoes de polindmios ortogonais matriciais, como ¢ exemplo disso um teo-
rema tipo Markov. Define-se um novo conceito de classe Nevai e para sucessoes de
polinébmios pertencentes a esta classe estuda-se o comportamento assimptotico do
quociente entre dois polinémios consecutivos da mesma sucessao. Por outro lado,
estuda-se ainda, uma modificacao da funcional vectorial por meio de uma funcional
Delta. Dao-se condigoes para a existéncia de sucessoes de polinémios associados a
estas novas funcionais vectoriais e, & custa deste novo modelo, reinterpretam-se os
produtos internos de Sobolev discretos. A modificagdo da funcional vectorial estu-
dada permite, ainda, reencontrar resultados estudados por outros autores, como é
exemplo disso, os resultados relativos a medidas matriciais onde se adiciona uma
delta matricial. Este estudo leva-nos a encontrar o comportamento assimptético
relativo entre uma sucessao de polindémios matriciais ortogonais pertencente a classe
matricial Nevai apresentada neste trabalho e uma sucessao que é ortogonal a uma

modificacao por uma funcional Delta.

Palavras chave: Polinémios ortogonais matriciais e vectoriais, funcionais li-
neares, relacoes de recorréncia, matriz tridiagonal por blocos, teorema de Favard,
formulas de Christoffel-Darboux, produtos internos de Sobolev discretos, modifica-

¢oes por funcionais Delta, classe Nevai, assimptoticas de polindmios ortogonais.
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Abstract

In this thesis we present the results of our research on systems of orthogonal
polynomials with respect to the systems of linear functionals focusing on the so-called
left and right vector orthogonality. The vector orthogonality presented provides a
re-interpretation of what is known in the literature as matrix orthogonality. The
systems of orthogonal polynomials researched satisfy three terms recurrence relations
with matrix coefficients that do not obey to any type of symmetry. We also prove
that symmetric systems are indeed orthonormal in relation to a complex measure
of orthogonality. Hermite-Padé approximation problems are also discussed giving
a reinterpretation of the orthogonality. The vectorial re-interpretation allow us
to study a non-symmetric case of the matrix orthogonality. In this sense, new
asymptotic results for matrix orthogonal polynomials are presented. A new concept
of the Nevai class is presented and is given the behavior of the ratio between two
consecutive polynomials belonging to this class. On the other hand, we also present a
modification of the vectorial functional using a vector functional of Dirac deltas and
their derivatives. Finally, we demonstrate necessary and sufficient conditions for the
existence of a sequence of polynomials with respect to this new vectorial functional
which provides a new model for the re-interpretation of a discrete Sobolev’s inner
product. The study of the modification of the vectorial functional also allow us to
recover some known results studied by several authors when a Dirac delta is added
to a matrix measure. This study take us to find the relative asymptotic behavior
between a sequence of orthogonal polynomials that belongs to the generalized Nevai
matrix class and a sequence that is orthogonal to a modification of it by a Delta

funcional.

Key words: Matrix and vector orthogonal polynomials, Hermite-Padé appro-
ximation problems, linear functionals, recurrence relations, tridiagonal operator,
Favard type theorems, Christoffel-Darboux formulas, discrete Sobolev inner pro-
ducts, modifications by Deltas functionals, Nevai class, asymptotics of orthogonal

polynomials.
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Introducao

Motivagao

Uma questao em aberto no final dos anos oitenta do século XX consistia em saber

quando é que uma relagao de recorréncia com um nimero finito de termos da forma

N
h<x)pn( ) = Cp Opn + Z Cn,kPn— k + Cn—&—k:,kpn—&-k(x)] (1)
k=1

onde h é um polinémio de grau N, p, uma constante diferente de zero e ¢, 5, n > 0
sao sucessoes nimeros reais para k = 0,1,2,..., N e ¢, v # 0, estaria relacionada com
algum tipo de ortogonalidade. Desde entao, varios autores, dos quais destacamos
A.J. Duran, F. Marcellan, P. Nevai e W. Van Assche, entre outros, interessaram-se
por este tema, mantendo-o actual, até aos dias de hoje. Os trabalhos de investigagao
nesta area revelam uma enorme interdisciplinariedade entre as diferentes familias de
polinémios ortogonais. De entre os inimeros trabalhos existentes destacamos os
trabalhos [13, 14, 17, 20, 32, 37, 42, 46, 47, 48, 49, 50|.

No trabalho [13], A.J. Duran apresenta, pela primeira vez, um teorema de Fa-
vard para sucessoes de polinémios {p, }nen satisfazendo relagoes de recorréncia da
forma (1).

O resultado acaba por ser mais tarde reformulado pelo o mesmo autor e W. Van
Assche em [17], onde se estabelece a conexao entre sucessoes de polindmios ortonor-
mais matriciais e sucessoes de polindmios que satisfazem relagoes de recorréncia de
ordem superior. Como exemplo dessa conexao os autores apresentam uma interpre-
tacao dos produtos internos de Sobolev discretos na forma matricial, que mais tarde

revela ser pouco eficiente no que respeita a sua manipulagao.

No que respeita a ortogonalidade matricial esta foi estudada de forma pouco con-
tinuada no século passado. Na década de quarenta aparecem resultados sobre o
problema de momentos matricial por parte de M. Krein, [24] e [25], usando teoria
de operadores e s6 na década de oitenta voltam aparecer resultados sobre ortogo-
nalidade matricial na recta real relacionada com a teoria de dispersao “scattering
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x INTRODUCAO

theory’ dos quais destacamos os trabalhos de J. S. Geronimo, [22], e de A.I. Apte-
karev e E.M. Nikishin, [4]. A grande visibilidade da teoria sobre a ortogonalidade
matricial é dada no inicio da década de noventa quando A.J. Durdn comegou um
estudo sisteméatico da ortogonalidade matricial resultante da surpreendente relagao
entre a ortogonalidade matricial e a ortogonalidade escalar. No trabalho [14], A.J.
Duran mostra como interpretar matricialmente a ortogonalidade escalar e como a
teoria dos polinémios ortogonais matriciais pode ser uma ferramenta poderosa para
resolver problemas da teoria escalar classica. E com base nestas ideias de A.J. Du-
ran e na teoria desenvolvida por ele e pelos seus colaboradores, que o problema que
nos propusemos resolver, parece ter encontrado uma reinterpretacao. Nao pode-
riamos ainda deixar de referir os trabalhos |13, 14, 15, 17, 19] como referéncias

importantes para o desenvolvimento deste trabalho.

Tendo em consideracao a actualidade deste tema, o nosso trabalho tratara de
considerar relacoes de recorréncia de ordem superior, no caso de ordem 2N + 1, da

forma:
IN—1

h(@)pa(r) = N Pasn (@) + D GINTL ipnrn—1-k(2) (2)
k=0

onde h é um polinémio qualquer de grau fixo N e onde C?JFN ~1 n >0 sdo sucessoes

de nimeros complexos para j =n—N,....n+ N —1e CZ“_L%_I # 0. Consideramos

ainda, que sao dados como condigoes iniciais py, ..., PN_1.

Comecemos por observar que na estrutura da relacado de recorréncia (2), que h
é um polinémio genérico de grau fixo N, e que nao existe nenhuma restricao de

simetria nos coeficientes da relagao de recorréncia, como acontecia na relagao (1).

Como ja referimos, recordamos que casos particulares desta relagao de recorrén-
cia, na presenca de simetria dos coeficientes da relagao de recorréncia, tinham ja sido
anteriormente estudados quer do ponto de vista dos polinémios de Sobolev discretos

quer sob o ponto de vista da ortogonalidade matricial.

Motivados pelo estudo das equacbes em diferencas nao simétricas de ordem
2N +1, o proposito deste trabalho é por um lado estudar as suas solugoes polinomiais
e respectiva ortogonalidade e, por outro lado, reencontrar resultados conhecidos

sobre a ortogonalidade matricial bem como obter suas generalizagoes.

Com este objectivo, come¢amos por observar que este tipo de relagoes tinham
uma interpretagao sob um ponto de vista vectorial. Este facto, levou-nos a constru-
c¢ao de uma estrutura vectorial adequada que permite estudar quaisquer sucessoes
vectoriais de polindémios ortogonais que satisfagam uma relacao de recorréncia a

trés termos cujos coeficientes matriciais nao satisfagam nenhum tipo de simetria da
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forma
h(z)Bn(z) = AnBma1(x) + BpBon(z) + CruBr—1(x)

onde {B,, }men € uma sucessao de polinomios vectoriais e A,,, B, e C,, sdo matrizes

numeéricas de dimensao N x N, com uma determinada estrutura.

As sucessoes vectoriais de polindmios {B,,}meny que estudamos, surgem natu-
ralmente associadas, sucessoes de polindmios matriciais {V,}men que satisfazem

relacoes de recorréncia da trés termos da forma
V() = Ap Vi1 (2) + BV () + Co Vi1 () (3)

onde A,,, B,, e C,, sao matrizes numéricas de dimensao N x N, com uma estrutura

especifica.

Neste contexto, observamos, que podiamos estudar sucessoes de polinémios ma-
triciais nao necessariamente ortonormais nem necessariamente ortonormais relativa-
mente a um produto interno induzido por uma matriz de medidas definida positiva.
No entanto, rapidamente observamos que o caso ortonormal reaparece como um caso

particular.

Uma das preocupagoes que tivemos em mente foi saber quando é que existia
uma matriz de medidas nao necessariamente definida positiva relativamente a qual

a sucessao de polinémios matriciais {V,, }men que satisfaz (3) ¢ ortogonal.

Conheciamos ji, uma resposta parcial a esta questao, dada nos trabalhos de A.J.
Duran (cf. [13], [17]) para o caso ortonormal e, também, uma outra tentativa parcial
para a resolugao deste problema pode ser encontrada no trabalho [12], onde H. Dette
e outros autores, deram condigoes necessarias e suficientes para que este problema
tivesse solucao. Neste trabalho, os autores partiram do pressuposto que existia uma
sucessao de matrizes numéricas que permitia simetrizar a relagao de recorréncia, isto

é, ficando assim reduzidos ao caso tratado por A.J. Duran.

Outro facto importante, que devemos salientar, é que a ortogonalidade vectorial
estudada admite uma interpretacao integral e, nesta perspectiva, foi-nos possivel
estender resultados assimptoticos para familias de polinémios que satisfazem relagoes

de recorréncia a trés termos matriciais nao simétricas.

Por outro lado, observamos que a custa da ortogonalidade relativamente a uma
funcional vectorial qualquer produto interno de Sobolev discreto pode ser reinter-
pretado de uma forma muito natural que apenas consiste em adicionar & funcional
vectorial original um vector cujas componentes sao combinagoes lineares de deltas

de Dirac e suas derivadas.
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Estas observagoes, que inicialmente despertaram a nossa curiosidade, tém como

resultado o trabalho que aqui apresentamos.

Estrutura e objectivos

Este trabalho esté estruturado em quatro capitulos que descreveremos breve-

mente.

O objectivo do primeiro capitulo consiste na recolha e apresentacao de resultados

conhecidos sobre sucessoes de polinémios ortonormais matriciais.

Nesse sentido definiremos a noc¢ao de produto interno sobre o espaco de polino-
mios matriciais induzido por uma matriz de medidas definida positiva, bem como a
nocao de sucessao de polinémios ortonormais relativamente a esse produto interno.
Para além disso, estabelecemos as propriedades usuais, como ¢ o caso da relagao
de recorréncia a trés termos, férmulas algébricas, nucleo, identidade de Christoffel-
Darboux, entre outras. Apresenta-se, ainda, como a ortogonalidade matricial estéa
relacionada com a ortogonalidade escalar mostrando um analogo do conhecido para
sucessoes de polinémios vectoriais e matriciais e, simultaneamente, a titulo de consi-
deragao, apresentamos a relacao existente entre sucessoes de polindémios matriciais e
as sucessoes de polinomios vectoriais. Ainda, relacionado com este facto, apresenta-
se como exemplo uma interpretacao dos produtos internos de Sobolev discretos a
custa dos produtos internos induzidos por uma matriz de medidas definida positiva,

indicando explicitamente como tem de ser construida essa matriz de medidas.

Apresentamos, também neste capitulo, um conjunto de resultados assimptéticos
sobre sucessoes de polindmios matriciais ortonormais. Nesse sentido, apresentamos

um teorema de Markov e resultados relativos a assimptoticas do quociente.

Finalmente, por forma a motivar o que apresentamos no segundo capitulo, damos
uma reinterpretagao algébrica na forma vectorial de uma relacao de recorréncia
a (2N + 1)—termos cujos coeficientes nao satisfazem qualquer tipo de simetria. Ou
seja, prova-se que se uma sucessao de polindmios satisfaz uma relacao de recorréncia
a (2N+1)—termos existe sempre uma sucessao de polindémios vectoriais, que sabemos

como construir, que satisfaz uma relagao de recorréncia a trés termos e vice-versa.

No seqgundo capitulo motivados pela reinterpretacao vectorial dada no primeiro
capitulo comececamos por apresentar a teoria algébrica de sucessoes de polindémios
ortogonais vectoriais. Assim, define-se o que se entende por funcional vectorial e
sucessdao de polinomios vectoriais. A custa destas duas noces descrevemos o que

entendemos por ortogonalidade vectorial a esquerda e ortogonalidade vectorial a
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direita. Prova-se a existéncia e unicidade a menos de uma constante matricial mul-

tiplicativa de sucessoes de polinémios associadas a estes conceitos de ortogonalidade.

Neste capitulo, prova-se ainda que, a relacao de recorréncia a trés termos carac-
teriza a ortogonalidade em qualquer caso, isto ¢, demonstram-se dois teoremas tipo
Favard, correspondentes a cada uma das noc¢oes de ortogonalidade.

Apresenta-se o conceito de funcdo de Markov generalizada, provando que esta

funcao nao é mais do que a funcao resolvente associada a um operador linear de

dimensao infinita.

Introduz-se ainda o conceito de espaco dual e base dual, bem como o que se
entende por bi-ortogonalidade. A custa da nocao de bi-ortogonalidade e de uma
escolha adequada para decompor a base dual, prova-se a equivaléncia entre as duas

nogoes de ortogonalidade vectorial, anteriormente apresentadas.

No terceiro capitulo, e porque as sucessoes de polindémios ortogonais a esquerda
e a direita estao relacionadas com sucessoes de polindmios ortogonais matriciais,
prova-se que a ortogonalidade vectorial a esquerda e a direita sao equivalentes a
ortogonal matricial & esquerda e a direita, respectivamente. Estabelecendo assim a

conexao entre a ortogonalidade vectorial e a ortogonalidade matricial.

Nesta perspectiva, generaliza-se o teorema de Favard matricial, em que se prova
que se uma sucessao de polinémios matriciais satisfaz uma relacao de recorréncia a
trés termos cujos coeficientes sao nao simétricos entao existe uma matriz de medidas

nao necessariamente definida positiva & qual a sucessao de polinémios é ortogonal.

A custa da funcéo de Markov generalizada, apresentada no segundo capitulo, dois
problemas tipo Hermite-Padé sao estabelecidos. Mostramos que estes problemas

caracterizam a ortogonalidade vectorial, quer & esquerda quer & direita.

Apresentamos ainda um resultado de caracterizacao das sucessoes vectoriais de
polinémios ortogonais a esquerda e a direita & custa da bi-ortogonalidade relati-
vamente a funcao de Markov generalizada, apresentando assim um interpretagao

integral da ortogonalidade vectorial.

Finalmente, apresentamos alguns resultados algébricos como a identidade de
Christoffel-Darboux e, suas consequéncias, como é o caso da propriedade repro-

dutora do ntucleo, que generalizam o caso matricial.

No quarto capitulo apresentamos um teorema tipo Markov para sucessoes de
polinémios matriciais que sao ortogonais no sentido descrito no terceiro capitulo.
Para tal, serda também apresentada uma férmula tipo quadratura. Apresentaremos

também uma generalizagao da definicao de classe Nevai matricial. Nesta classe,
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iremos estudar o comportamento assimptotico do quociente entre dois polinémios

matriciais consecutivos da mesma sucessao.

Além disso, introduziremos o conceito de modificacao de uma funcional vectorial
por meio uma funcional Delta. Entenda-se como funcional Delta uma funcional vec-
torial cujos elementos sao combinacoes lineares de deltas de Dirac e suas derivadas.
Estudaremos quando é que estas modificacoes por Deltas funcionais tém associada
uma sucessao de polinémios vectoriais, isto €, daremos condigoes para a existéncia
de uma sucessao de polinémios vectoriais associada & funcional vectorial obtida por

uma modificagao por uma funcional Delta.

Nestas condicoes, estudaremos também, as sucessoes de polindmios vectoriais
associadas a funcional obtida por uma modificacao por uma funcional Delta, bem

como as propriedades por esta satisfeitas.

Como um exemplo de aplicagao, mostraremos que a custa das funcionais vec-
toriais obtidas por uma modificagao por uma funcional Delta, podemos descrever
qualquer produto de Sobolev discreto |2, 20, 27, 28, 30| e como podemos descrever

um produto interno matricial modificado por uma Delta matriz [44, 45].

Para finalizar, apresentamos o comportamento assimptotico relativo entre duas
sucessoes de polindémios ortogonais matriciais quando uma destas sucessoes pertence
a classe Nevai matricial generalizada e a outra sucessao ¢ ortogonal a uma modifi-

cagao por uma funcional Delta.

Trabalho futuro

Com este trabalho prevém-se como possiveis projectos de investigagao futuros
a interpretacao dos problemas de Riemann-Hilbert com respeito a ortogonalidade
neste trabalho estabelecida, o estudo de modificagoes racionais da medida de orto-

gonalidade e a caracterizacao dos classicos Sobolev.
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CAP{TULO 1

Teoria geral sobre a ortogonalidade matricial

Este capitulo tem como objectivo introduzir nogoes e resultados existentes sobre a
teoria de polindmios ortogonais matriciais na recta real. Os resultados apresentados
neste capitulo podem ainda ser consultados nos trabalhos |6, 12, 13, 14, 15, 16,
17, 18, 19, 21, 34, 40, 44, 45|.

1. Relagao de recorréncia simétrica e interpretacao matricial

O resultado “classico” conhecido como teorema de Favard, (cf. [10, 41, 43|), esta-
belece que qualquer sucessao de polinomios {p, }nen, com p,, de grau n, satisfazendo

uma relagao de recorréncia da forma

tpn(x) = ang1Pns1(2) + bppn () + appn_1(z), n >0,

onde a, > 0e b, € R, ¢ ortonormal relativamente a uma medida de Borel positiva u.

No final dos anos oitenta do século XX perguntou-se quando é que uma relagao de

recorréncia da forma

N
$an( ) = Cp Opn + Z Cn JkPn— k( ) + Cn+k, kpn+k( )) (Il)
k=1

estava relacionada com algum tipo de ortogonalidade, onde p, = 0,k < 0, ¢, 9,7 > 0,
sao sucessoes de nimeros reais, c,x, n € N sao sucessoes de nimeros complexos
para k =1,..., N com ¢, y # 0, onde os coeficientes da relagao de recorréncia (I.1)

satisfazem, claramente, um tipo de simetria.

No trabalho [13], A.J. Duran apresenta, pela primeira vez, um teorema de Fa-
vard para sucessoes de polinémios {p, }nen satisfazendo relagoes de recorréncia da
forma (I.1).

Nesse sentido, o autor considera, para um numero inteiro positivo N, os operado-

res Rym, m = 0,1,..., N — 1, definidos no espago linear dos polinémios, P, da
forma
o nN+m (O)
Ry m( z",
N Z (nN +m)

n=0

1



2 I. TEORIA GERAL SOBRE A ORTOGONALIDADE MATRICIAL

ou seja, o operador Ry ,, toma do polinémio p as poténcias de x congruentes com m
moédulo N, depois remove o factor comum 2™ e altera 2 para z, provando o seguinte

resultado:

TEOREMA L.1. Se os polindmios {p,}nen com p, de grau n satisfazem uma relagao
de recorréncia a (2N + 1)—termos como (I.1), entao existe uma matriz de medidas
definida positiva pr = (fm ) para 0 < m,m’ < N —1, tal que os polindmios {py, }nen
sao ortonormais relativamente ao produto interno B definido por

-1 N-1

Z 2. / Ry m () (@) Ry (q) () d i g (). (L.2)

m=0m/=0

Com este teorema, a relacao entre os polindmios escalares satisfazendo relagoes de
recorréncia de ordem superior e polinémios ortogonais matriciais é estabelecida num

trabalho posterior do mesmo autor com W. Van Assche, [17], da seguinte forma:

TEOREMA 1.2. Seja {p,}nen uma sucessao de polinémios satisfazendo a relagao
de recorréncia a (2N + 1)—termos da forma (1.1) e seja {P,}nen a sucessao de

polinomios matriciais definida por

Ry o(pnn()) Ry 1(pan(x)) e Ry N-1(pan(T))
Ry o(prn+1(x)) Ryi(pant1(x)) -+ Ry N—1(Pan+1(2))
Rno(Pn+yn-1()) BN1(Prryynv-1(®)) -+ BNN-1P(ny1)n-1(2))

Entao, a sucessao de polinomios matriciais é ortonormal relativamente a uma matriz
de medidas com suporte na recta real e definida positiva.

- _ m,j\IN—1
Reciprocamente, se { P, }nen, com P, = (P)), 52,

) € uma sucessao de polindmios

ortonormais matriciais, ou equivalentemente, satisfaz uma relacao de recorréncia a
trés termos matricial. Entdao, os polindmios escalares definidos por
N-1

PaN+m(T) = Z P (2N), neN, 0<m< N -1, (L.3)

J=0

satisfazem uma relagio de recorréncia de (2N + 1)—termos da forma (1.1).

A conexao entre a ortogonalidade escalar e a ortogonalidade matricial fornece uma
interpretacao nao trivial da ortogonalidade escalar em termos da ortogonalidade
matricial. Esta interpretacao nao trivial é a chave, da aplicacao de resultados da
ortogonalidade matricial, para a resolugao de problemas na teoria de polinémios

ortogonais escalares, relativamente a uma medida definida positiva.
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Observe que se reescrever a relagao de recorréncia (1.1) substituindo n por n+ N —1,

Ian+N—1($) = Cn+N—1,0pn+N—1(l‘)
N

+ Z(5n+N—1,kPn+N—1—kz($) + e N—14k kPt N—1+k(2))  (L4)
k=0

e considerarmos as N equagoes que decorrem de (I.1) a (I.4), através de calculos
elementares podemos observar que estas N equagoes podem ser reescritas na seguinte

forma matricial

Pn() CntN,N 0 0 Prin ()
N | Do) CntN,N-1 CniN+41L,N --- 0 PriNt1(T)
xr g
Pn+N-1 (x) Cn+N,1 Cn+N+1,2 Cn4+2N—-1,N Pn+oN-1 (x)
Cn,0 Cn+1,1 Cn+N—-1,N—1 pn(x)
N Cni1,1 Cnt1,0 Cnt N—1,N—2 Prt1(T)
CntN-1,N—1 CntN—1,N—2 CniN-1,0 PrtnN—1(T)
En,N En,N—l cee En,l pn—N(x)
N 0 EnJr‘l,N : EnJ'rl,l pan.H(x) 1)
0 0 CptN—1,N Pn—1(2)

Ao efectuarmos a mudancga de variavel n = nN na relacao (1.5) tem-se:

VB, (2) = Ap1Brii(z) + By Bu(z) + AL B, 1 (z),

com
T
Bu(x) = [pnN(l’)pnNH(I) p(n+1)N—1($ﬂ ) (1.6)
C(n—i—l)N,N 0 e 0
Cnt)N,N—1  Cnt)N+1L,N - - - 0
An+1 = . . . . )
C(n+1)N,1 Cn+1)N+1,2 C(n+2)N—-1,N
e
CnN,0 CnN+1,1 C(n+1)N—1,N—-1
CnN+1,1 CnN+1,0 Cln+1)N—1,N—2
B, =

C(n+1)N—1,N—1

C(n+1)N—1,N—2

Cn+1)N-1,0
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No entanto, se considerarmos o vector Py dado por Py = [z ... V7T e a base
canénica {1,x,22 ...} para P, o vector de polinémios B,, definido por (I.6) pode
escrever-se na forma

Bu(z) = Vi (a™) Py (),

onde V,,(zV) = 377 A7 (2™)7, com A} matrizes numéricas. Por outro lado, de (I.3)

observamos que o vector B,,, se escreve na forma
Bon(z) = Py (z™)Po(x).
Assim, concluimos que V,,(z) = P,(z), com P, definido como no teorema 1.2.

Estabelecemos, desta forma, que as relagoes de recorréncia a (2N + 1)—termos ad-
mitem uma representagao vectorial e que, para além disso, esta representacao estéa
intimamente relacionada com a representagao destas relacaoes na forma matricial.

Mais detalhes, desta conexao serao discutidos ao longo deste trabalho.

As sucessoes de polindmios satisfazendo relagoes de recorréncia a (2N + 1)—termos
como (I.1) aparecem no contexto dos chamados produtos internos de Sobolev, isto

é, de um produto interno da forma

ngo Ny

w.as = [ p@a@da() + 33 S M, a;) o™ (),

j=1 k=1 m=1

onde p € uma medida positiva, My, > 0 e (z;)}—; sdo nimeros reais.

Nesse sentido, apresentamos o seguinte exemplo:

ExEMPLO I.1. Uma aplicacao que relaciona a ortogonalidade escalar de Sobolev
com a ortogonalidade matricial pode ser encontrada em [17|. Neste trabalho, os

autores consideraram o produto escalar de Sobolev discreto (caso diagonal)

d)s = [ peaCedua) + S A (g9 (e (L7)

i=1 j=0
M
onde p, ¢ sao polinémios, A;; > 0, e N = M + ZMZ Aqui, as derivadas sao

i=1
tomadas em M pontos ¢; € R, e no ponto ¢; a derivada de maior ordem é de

ordem M;. Assim, é introduzido o polinomio

M

h(z) = H(l" — )M

i=1
de ordem N (com zeros nos pontos ¢; onde as derivadas do produto escalar sao
calculadas). Com este polindmio, considera-se em vez da base canonica para o

espaco vectorial P, a base {1,z,..., 2V "1 h,zh,...,.aN"th h% ... }.
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Nestas condigoes, qualquer polinémio p de grau Nk + 1 com 0 <[ < N, pode ser

expandido nesta base como

=

-1

k
E Ap xR (z

m=0

I
o

n

onde a, ; = 0 sempre que n > [.

Tomando os termos em 2™ e fazendo

k
Rh,N,n(p)(x) = Z an,mxma
m=0

entdo, para 0 < n < N, cada polinémio Rj, y,(p) tem no méximo grau k (no caso

em que n > [, o grau é menor que k) e
N-1
= &Ry na(p)(h(z)).
n=0

Com estes entes, o produto escalar (I.7) é reescrito em [17], na forma

0, )s ::t/uawp@xh@»-~RmMNxmuwmndwum

Rp.no0(q)(h(z)) Ry no(q)(0)
X : + [Rn,n0(P)(0) - Ry nn—1(p)(0)] L :
RpnN-1(q)(h()) Ry n,n-1(q)(0)

onde M é uma matriz N x N de medidas dada explicitamente por

dp(x) wdu(z) ... 2N du(x)
M (z) = : : y :

N rdu(z) 2Ndu(x) ... 2N 2du(x)
e onde L é a matriz

M M

>N ML, ),

i=1 j=0
com L(i,7) a matriz de dimensao N x N

0

L(i,j) = : [0 o 0 gt g L el v ]

k! k—j
=) Ci

(N=1)! N—1—j
L (N—1—)1% J
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Assim, os polinébmios matriciais

Ry no(pan () e Ry n.N-1(pan())
Ry noPuN+1(2)) -+ RunN—1(Dan+1(2))
R no(Pmsyn-1(2)) -+ RunN-1P(n1N-1(T))

sdo entao ortonormais relativamente a matriz de medidas M (h™') onde foi adi-

cionado um ponto massa em zero, com peso dado pela matriz L. A matriz de
medidas M (h™1) ¢é tal que

[ F@amn@) = [ Fb@am ),
onde F' é uma fungao vectorial (ver [31]).

Desta forma, polinémios ortogonais relativamente a um produto interno de Sobolev
discreto podem ser sempre expressos como polindémios ortogonais matriciais, onde
a medida espectral que lhe esté associada tem sempre um ponto massa na origem.
Veremos, neste trabalho, como também é possivel fazer uma reinterpretacao dos

produtos internos de Sobolev discretos através de um modelo vectorial.

2. Ortogonalidade matricial

Designemos por My y (K) o espago vectorial das matrizes escalares de dimensao N X

N sobre um corpo K, com K =R ou K = C e para um N inteiro positivo, fixo.

A matriz polinomial P, de dimensao N x N e de grau n, é uma matriz quadrada
cujas entradas sao polindmios escalares de grau quanto muito n, o que é equivalente

a considerar o polinémio
P(t) - Po’ntn + PLn,ltnil —|— e + Pnfl,nt —|— Pn,n;

onde Py, Pin—1, -+, Pun € Myxn(C) e Py, é ndo-singular. A matriz polinomial P

assim definida é designada por polindmio matricial.

Sejam ainda, designados por Myxn(P) o espago dos polinémios matriciais com
coeficientes em My n(C) e por M%, () o subespago de My« n(P) formado por
todos os polindbmios matriciais de grau menor ou igual a n, sendo n um nimero

natural.

Seja também, W uma matriz de medidas de dimensao N x N definida positiva, isto
é, para qualquer conjunto de Borel A C R, tem-se que a matriz numeérica W (A) é

uma matriz numérica semi-definida positiva, tal que todo o ntimero natural k,

Sp = /tde(t),
R
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existe. Designamos Sy por momento de ordem k associado a W.

Assumindo que W tem momentos de todas as ordens e é nao degenerada, ou

seja, / P(t)dW (t)P*(t) é uma matriz ndo-singular para qualquer polinémio ma-
R

tricial P com coeficiente principal nao-singular, estamos em condi¢oes de definir o

produto interno hermitiano sobre o espa¢o de polindmios matriciais My« n(P) da

seguinte forma:
(P.Q) = [ POV ) (1.8)

Observemos ainda, que o produto interno induzido por W, definida positiva, satisfaz

as propriedades:

(P,Q) = (Q.P),
(C1PL+ CoP, DQ) = Ci(P,Q)D* 4+ Co( P2, Q) D",

para P, Pl,PQ,Q € MNXN(P) e Cl,CQ,D c MNxN<C).

DEFINIGAO I.1. Diz-se que uma sucessao {P,},en de polindmios matriciais, de

grau n, é ortogonal relativamente a um produto interno da forma (1.8) se
/ P,(t)dW (t)P;(t) = pm, n,m >0, e I,¢édefinida positiva.
R
Diz-se que { P, }nen € ortonormal relativamente ao produto interno (I1.8) se

/Pn(t)dW(t)P;(t) = INuNOnm, n,m > 0.
R

Devemos fazer notar que outros autores, como por exemplo B. Simon em [11],

consideram também o produto interno matricial definido por

<R@—4P@WWW@. (19)

Relacionado com este produto interno tem-se outra defini¢cao de ortogonalidade ma-
tricial. Na literatura, para as distinguir, designa-se a ortogonalidade matricial asso-
ciada ao produto interno (1.8) por ortogonalidade matricial & esquerda e designa-se
ortogonalidade matricial associada ao produto interno (1.9) por ortogonalidade ma-

tricial & direita.

De notar ainda que, (P, P) é nao-singular se P tem coeficiente principal ndao-singular.
Aplicando o processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt a sucessao {I,tI,¢*1,-- -},
obtém-se uma sucessao { P, },en de polindmios matriciais ortonormais relativamente

a (1.8), de grau n, e com coeficiente principal nao-singular. Assim sendo, concluimos
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que se W é definida positiva, com momentos de todas as ordens, entao existe uma

sucessao de polinémios ortonormais relativamente a W.

Das relagoes de ortonormalidade para { P, },cn, tendo em consideragao que P, é de
grau n, observe-se que uma relacao de recorréncia a trés termos é satisfeita pela

sucessao de polinomios matriciais { P, } nen:
tP,(t) = Api1Puyii(t) + By Po(t) + AZP,_1(t), n > 0, (I.10)
com as condigdes iniciais P_1(t) = Oyxn € Fo(t) = Inxn, sendo
A, =(tP,1,P,) e B,=(tP,, P,),

de onde deduzimos que as matrizes A, sao nao-singulares e as matrizes B, s@o

hermitianas.

Observe que a sucessao {P,},en € definida a menos de um factor multiplicativo a
esquerda por uma sucessao de matrizes unitéarias, isto ¢, se {U, }nen € uma sucessao
arbitraria de matrizes unitarias, U,U;; = I, para n > 0, entao a sucessao de poliné-
mios matriciais { R, }neny dada por R,(t) = U, P,(t) é também ortonormal relativa-
mente ao produto interno (I.8). Para além disso, a sucessao de polinomios { R, },en

satisfaz a seguinte relacao de recorréncia a trés termos:

Ry (1) = UpApir Uy Ryt () + Un BuUp Ry (£) + Uy AU Ry 1 (1).

n~n—1

A relagao de recorréncia (1.10) caracteriza a ortonormalidade das sucessoes de poli-
némios matriciais que a satisfazem relativamente a uma matriz de medidas definida
positiva, isto é, existe um Teorema de Favard para sucessoes de polindbmios matriciais

que satisfacam (I1.10).

No trabalho [40]| encontramos este resultado e uma possivel prova do mesmo, de
compreensao muito acessivel. Outras referéncias para o mesmo resultado sao ainda
os trabalhos [4] e [19]:

TEOREMA 1.3. Seja {A,}nen uma sucessao de matrizes nao-singulares, { By }nen
uma sucessao de matrizes hermitianas e { P, }nen uma sucessao de polinémios ma-

triciais com P,(t) = P, t" + -+ - + P, definidos pela formula de recorréncia
tP,(t) = Api1Puii(t) + B, Po(t) + AZ P, _1(t), n > 0,
com as condigoes iniciais P_1(t) = Onxn € Po(t) = Poo onde det Py # 0.

Entao, existe uma sucessio de momentos {Si}ren onde cada Sy é uma matriz her-

mitiana e definida positiva tal que

Inun = (Po, o) = PopSolhg € (Pn, Pm) = Onxn, m#n, m,n € Np.
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Consideremos novamente a relagdo de recorréncia (1.10). Se as matrizes nao-sin-
gulares A, que aparecem na relagao de recorréncia nao sao matrizes triangulares
inferiores, podemos sempre encontrar uma sucessao de matrizes unitarias {U, }nen
tal que D,, = U,_1A,U; seja triangular inferior. Sem perda de generalidade, a partir
de agora consideramos as matrizes A, da relacdo de recorréncia (I1.10) triangulares

inferiores.

DEFINIGAO 1.2. Dada uma sucessao de polinomios ortogonais { P, },cn relativamente
a uma matriz de medidas definida positiva W, designamos por polindmio de sequndo
tipo ou associado de primeira espécie, que iremos denotar por Pﬁl), com grau Pﬁl)

igual a n, o polinébmio definido por

r—t

PO (z) = / Poyi(z) — P"+1(t)dW(t), n>1.

A sucessao de polindmios associados {Pél)}neN satisfaz a relagao de recorréncia (1.10),
mas com as condigOes iniciais Pﬁll)(a:) = Oyxn € Po(l)(t) = A, Esta sucessdo de

polinémios tera um papel fundamental nesta secgao e nas secgoes posteriores.

Em [7], A. Branquinho prova o seguinte resultado no qual demonstra como a iden-
tidade de Christoffel-Darboux e a sua férmula confluente caracterizam as sucessoes

de polinémios ortonormais matriciais.

TEOREMA 1.4. Seja {P,}nen uma sucessio de polinomios matriciais tal que, para

cada n, o grau de P, € igual a n. As sequintes condi¢des sao equivalentes:

(a) {P,}nen € uma sucessao de polindmios ortonormais matriciais.
(b) {Py}nen verifica, para todo o n € N, a identidade de Christoffel-Darbouz

n—1
Py ((2)AnPa(w) = Pr(2) AL Paci(w) = (w — 2) > Pi(2)Pu(w), w, z € C.
k=0
(¢) {P,}nen verifica, para todo o n € N, a formula confluente

Fr 1 (2)AnP(2) = Pr(2) AL, 1 (2) = ) Pi(2)Pi(2), 2 € C,

n- n—1
e a rela¢ao

P (2)A,P(2) — Pi(2)A; Py_1(2) = Onxnw, 2 € C.

Observe que da relagao de recorréncia a trés termos, satisfeita pelas sucessoes de

polinémios ortogonais matriciais se obtém de forma quase directa que estas sucessoes
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satisfazem identidade de Christoffel-Darboux, bem como um seu caso particular de-
signado por formula confluente. A mais valia do anterior resultado é que este garante

que a identidade de Christoffel-Darboux permite caracterizar a ortogonalidade.

Pode-se ainda obter-se de uma forma directa, partindo da relacao de recorréncia, a

seguinte relacao:

Pt (2)A, PV, (2) = P*(2) AL PY,(2) = Inxn, 2 €C,

n* n—2
bem como a formula de Liouville-Ostrogradski:

PO ()P (2) — Pu(2)(PY,)"(2) = A1, z € C.

n—

Define-se ainda

por n-ésimo nucleo reprodutor visto satisfazer a seguinte propriedade:

Para qualquer polinomio matricial II,,,(w) de grau m < n — 1, tem-se

(I, Kp(.,2)) = /RHm(w)dW(z)KfL(w,z) =1L, (2).

3. Anailise assimptotica

Nesta sec¢ao apresentamos resultados sobre o comportamento assimptotico dos po-
linbmios ortogonais matriciais. Apresentamos um teorema de Markov que ilustra
o comportamento assimptotico do quociente entre o n-ésimo polinémio ortonormal
relativamente a uma medida definida positiva e o n-ésimo polinémio associado de
primeira espécie. Apresenta-se também, nesta sec¢ao, o comportamento assimpto-
tico do quociente entre dois polindémios ortogonais consecutivos da mesma sucessao
relativamente a uma medida definida positiva quando esta pertence & denominada

classe Nevar matricial.

3.1. Espectro de J. Comecemos por apresentar a seguinte definicao:

DEFINICAO 1.3. O nimero a é um zero do polinémio matricial P,, de grau n e
dimensao N x N, definido por

Po(t) = Pap + Pacint + Pacapt® + ... Pout™,

se a é um zero do polinomio escalar det P, (t).
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Tendo em consideracao a defini¢ao e propriedades dos determinantes resulta que
det P,(t) = (det Py ,,)t"" + termos de grau inferior.

Logo, pelo Teorema Fundamental da Algebra, conclui-se que o polinémio matricial
P, tem exactamente n/N zeros, em geral complexos, considerando as suas multipli-

cidades.

Consideremos a matriz de dimensao infinita J construida a partir das sucessoes

{A, }nen € {Bn}nen que aparecem na relagao de recorréncia (1.10)

BO A1
A} B A
J= | v 0t _ (1.12)

A5 B, Ay

E de salientar que a matriz J é uma matriz hermitiana tridiagonal por blocos de
dimensao N x N. Esta matriz é designada por matriz N-Jacobi associada aos po-
linémios {P, }nen. A matriz N-Jacobi tem um papel muito importante no estudo
dos zeros dos polinémios matriciais, bem como na demonstracao de resultados as-

simpoticos.

O seguinte lema mostra como o espectro do operador J esta relacionado com os

zeros da sucessao de polinémios ortogonais.

LEMA L[.1. Para n € N, os zeros dos polinomio matricial P, sao os mesmos do
polinomio escalar det(tl,nwnn — Jpn) (com a mesma multiplicidade) onde I,nxnn €
a matriz identidade de dimensao nN XxnN e J, € a matriz Jacobi por blocos truncada

de dimensao nN x nN.

Em conclus@o, os zeros do polinémio matricial P, sao reais, quando {P,},en €
uma sucessao de polinémios ortonormais com respeito a matriz de medidas definida

positiva W.

Define-se por matriz adjunta da matriz A de dimensao N x N, adj (A), como sendo

a matriz que satisfaz a seguinte propriedade:

No que diz respeito aos zeros de um polinémio matricial tém-se ainda os seguintes

resultados:
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LEMA 1.2. Seja P(t) um polinémio matricial de dimensao N x N e seja a um zero

de P(t) de multiplicidade p. Sejam
L(a,P) ={v € Mixn(C) : vP(a) = 01xn}

R(a,P) ={v € Mixn(C) : P(a)v" = Onx1}-
Se dim L(a, P) = dim R(a, P) = p entao,

(adj (P(£)" (@) = Onwn, para 1=0,...,p=2 e (adj (P(£)))?"" (@) # Osn-
Além disso,

Car(adj (P(1)))"™" (@) =p e (adj(P(1))""" (a),
define uma aplicagcao linear de Mixn(C) em L(a, P) que é um isomorfismo de
R(a, P) em L(a, P).
No trabalho [6], podemos encontrar o seguinte resultado:

LEMA L3. Sejam t, 5, k = 1,...,5 com s < nN os zeros distintos do polindmio

matricial P,. Para qualquer polinomio P(t), de grau menor ou igual a n — 1, temos

a decomposi¢ao em fracgoes proprias parat € C\ {tn1,...,ths}t,
— > Cn,k
POP0) " =3 7
n,k
k=1 )
onde
Cu = . P(t)(ac (B (1) (1)
T (det (Pu(1) W (k) T ’

e onde ly, € a multiplicidade de t,, . (I < N).

TEOREMA (Teorema de Stieltjes-Vitali). Seja { f,, }nen uma sucessao de fungoes ana-
liticas numa regiao aberta G do plano complexo. Se {f,}nen € uniformemente li-
mitada em conjuntos compactos de G e converge num subconjunto £ de G onde
E tem um ponto de acumulagao em G entao {f,},en converge uniformemente em

qualquer subconjunto compacto de G.

Uma matriz de medidas definida positiva W diz-se determinada se nenhuma outra
matriz de medidas definida positiva tem os mesmos momentos que os momentos da
matriz W, isto é, a matriz de medidas definida positiva W é unicamente determinada

pelos seus momentos Sy, k € N.

O proximo resultado foi estabelecido por A.J. Duran em [15] e exibe o comporta-

mento assimptotico do quociente entre o n-ésimo polinémio ortogonal relativamente
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a uma matriz de medidas definida positiva e o seu correspondente polinémio asso-

ciado.

TEOREMA (Teorema de Markov Matricial). Seja {P,},eny uma sucessdo de poli-
némios matriciais ortonormais relativamente a uma matriz de medidas W que é

. . . 1 ~ -, . . ~
determinada. Seja ainda, {Pﬁ )}neN a sucessao de polindémios associados. Entao,

i P )P G) = [ W)

n—o00 z—1"

para z € C\ T e a convergéncia é uniforme sobre compactos em C \ T, onde

I'= mNZOMNu MN = UnzN{ZGI‘OS de Pn}

dWw (t
A F definido por F(z) = / wag chama-se fun¢ao de Stieltjes (Markov) associada

& matriz de medidas W.

3.2. Classe Nevai. Dadas duas matrizes A e B (com A nao-singular e B her-
mitiana) dizemos que uma sucessao de polinémios matriciais ortonormais {F, },en
satisfazendo a relagao de recorréncia (1.10) pertence a classe Nevai, M(A, B), se
nh—%lo A, =Ae 1112’210 B,, = B. Diz-se que uma matriz de medidas definida positiva W

esté na classe Nevai M (A, B) se alguma das suas sucessoes polinémios ortonormais
estd em M (A, B).

Seja A uma matriz nao-singular. A sucessdao de polinémios matriciais {U45},cn

definida pela relagao de recorréncia
tUP (1) = AURSY (8) + BUMP (1) + AU (E), n > 0

com condicoes iniciais U64 B NxN € U’_qu = Onxn, de acordo com o teorema
de Favard, é uma sucessao de polinémios ortonormais relativamente a uma matriz
de medidas definida positiva W4 . A sucessio {UZB},cn nao é mais do que o
anélogo matricial dos polinomios de Chebyshev de sequndo tipo designando-se, entao,
da mesma forma. Observe ainda que, a matriz de Jacobi associada a sucessao
de polinémios ortonormais na classe Nevai nao é mais do que uma perturbagao

compacta da matriz de Jacobi, ou seja, é da forma:

B A

A B A
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Se designarmos por F4 p a funcao de Stieltjes associada & matriz de medidas W4 p e,

sempre que, A seja uma matriz ndo-singular, tem-se, de acordo com o trabalho [16]:

TEOREMA L5. Seja {P,}nen uma sucessao de polindmios ortonormais matriciais
satisfazendo a relagao de recorréncia a trés termos (1.10). Assuma-se ainda que,

lim A, =A e lim B, = B com A nao-singular. Entao,

n—oo n—oo

lim P, 1(2)P,*(2)A,' = Fap(z), z€ C\T,

n—oo
onde Wy p € a matriz de pesos para os polinomios matriciais de Chebyshev de se-
gundo tipo. A convergéncia é uniforme para z em subconjuntos compactos de C\ T,

onde

I'= ﬂNZOMNa MN = UnzN{ZGTOS dePn}

De acordo com os trabalhos [16, 34| sabe-se que F4 g ¢ solucao da equagao matricial
quadratica
A*XAX + (B — ZINXN)X + Inxn = Onxn.

Em particular, se A é uma matriz definida positiva pode encontrar-se uma expressao

explicita para F4 p. Para tal, seja S(z) = %Ail/Q(z]NxN — B)A7'/2, entdo tem-se
Fap(z) = A2 [S(z) — (8%(2) — INxN)l/ﬂ A2

Além disso, a matriz S é diagonalizavel a menos um conjunto finito de niimeros
complexos z e, também o é, a matriz Al/QFA,BAl/Q. Tem-se que, se a é um valor
proprio de S, entdo tem-se que a — (a? — 1)1/2 ¢ um valor préprio de AY2F, pAY/?,
assumindo que |a — (a> — 1)"/2| < 1, para @ € C\ [~1,1]. Facto este, garante
a existéncia da raiz quadrada apropriada. Como, para r € R, Iy — S?*(z) &

hermitiana, entao tem-se a decomposicao:
Inxn — S%(x) = U(x)N(z)U*(z)
onde N(z) é uma matriz diagonal cujas entradas sao {d;;}Y, e U(z) é uma matriz
unitéaria.
Neste caso, a matriz de pesos W4 p(z), = € R, é dada por

1
AWy p(z) = =AV2U (2)[NT(2))2U* (2) A~/ du,

m
onde N*(z) é a matriz diagonal cujas entradas sao dadas por d;;(z) = max{d;;(z),0}.
O suporte de W4 g € entao o conjunto de nimeros reais

{y € R: S(y) tem um valor proprio em [—1,1]}.
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De facto, Wy p € absolutamente continua relativamente a medida de Lebesgue mul-
tiplicada por uma matriz identidade, e o suporte é a uniao finita de no maximo N

intervalos limitados e disjuntos.

No trabalho [16] ¢ ainda dada uma expressao dos polinémios matriciais de Chebyshev

como fungoes matriciais dos polinomios escalares de Chebyshev da seguinte forma:
UP = A7V, (S(2)) A2
onde {u, }ren € a sucessdo de polindémios escalares de Chebyshev de segundo tipo.

ExEMPLO 1.2. Tomemos

1
A= X e B= 01 )
0 }l 10
Tem-se que,
22 =10z
S2%(z) — 41 = )
(2) = 4w [—107; 1622 ]

Esta matriz tem o seguinte sistema de valores proprios e vectores proprios:

1722 — 51622 1+ 972 [ 32 . V1622 1 92 1—
2 1 P

1722 + 51622 1 922 | 32 V16221921 1'
2 4 4z ’

De acordo com a escolha da raiz quadrada, tem-se que F4 5 vem dado por:
1 z —4
Faplz) = =
sz = 3 [ —4 16z]
1
24/1722 — 511622 + 92 + 2¢/1722 + 5/1622 + 92°

V222 4+ /3224 — 20022 —20v/22
—20/2z 64+/222 + 44/3224 — 20022 |’

onde as raizes foram escolhidas por forma a que F4 p fosse analitica em C\ [-2, 2].

Como 4Iyxn — S?(2) é diagonalizével na forma:
U(z)N(z)U"(x),

tem-se que

\/5v/1622 9271722 0
0 0]

(N )2 = [ 7
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de onde se obtém:

1 V/5v162% + 921 — 1722
dWap(z) = gy o002 X[-5/2,5/2]

x|+ 2 .
% 2v/2sign(z)

2
2\/§Slgn<l’> f6|x\+?[\/216+9x

X

com
1, sex>0;
sign(z) =< —1, sex <0;

0, sex=0.

No caso de A ser apenas hermitiana, é apresentado um exemplo em [16] onde W4
¢ absolutamente continua relativamente & medida de Lebesgue multiplicada pela
matriz identidade mas com derivada de Radon-Nikodym ilimitada. No caso geral,
onde A é nao-singular, nada ¢ sabido acerca do suporte de Wy . Além disso, nada
se conhece acerca da continuidade absoluta das entradas da matriz relativamente a

medida de Lebesgue, ou seja, podem aparecer Deltas de Dirac envolvidas.

4. Interpretacao vectorial da relacao de recorréncia nao simétrica

Dado N um inteiro positivo e dada uma sucessao de polinémios escalares {p, }nen,

consideremos a relagao de recorréncia de ordem superior,

2N-1
N-1 N-1
h(z)pa(z) = ciin Pasn(z) + Z N1 kPntN—1-k(T), n >0 (1.14)
k=0
onde h é um polinémio de grau fixo N, c}”N ~! 580 sucessoes de nameros complexos

paraj:n_N’n_N+1""’n+N—1ec"j%—l%o'

n

Consideremos ainda, que sao dadas p; condigoes iniciais com 7 =0,..., N — 1.

Em primeiro lugar, queremos provar que se uma sucessdao de polinémios {p, }nen
satisfaz uma relagao de recorréncia como (I.14) entao existe uma sucessao de polino-
mios vectoriais, que designaremos por {B,, } men € com uma estrutura bem definida,
que satisfaz uma relagao de recorréncia a trés termos com coeficientes matriciais e

que o reciproco também é valido.

TEOREMA L.6. Seja {p,}nen uma sucessao de polinomios escalares € { B, }men uma

sucessao de polinomios vectoriais com o vector de polinomios B, definido por

Bm(m) = [pmN<x> pmNJrl(x) s p(m+1)N71(l’)}T-

Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
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(a) A sucessao de polinomios escalares {p, }nen satisfaz (1.14);

(b) A sucessio de polindmios vectoriais { B, }men satisfaz
h(z)B.(2) = AnBmii () + BB (z) + CpBr1(z), m > 1
com condi¢oes inicials

Bi(x) =O0nxa € Bo(z) = [po(z) pi(2) ... pxa(2)]”

As matrizes A,,, B, e C,, sao determinadas por

[ (m+1)N-1 7 (m+1)N-1 (m+1)N-1
Clm+1)N o 0 ConN c Clmp)N-1
Am g : ‘. 3 : , Bm —= : 3 :

(m+2)N—2 (m+2)N—2 (m+2)N—2 (m+2)N—2
i C(m+1)N o Clm+2)N-1 | CmN o Clmt1) N1

(m+1)N—1 (m+1)N-1

(m—1)N mN—1
0 o c(m]\J,r2)1N_2

DEMONSTRAGAO. A prova da implicacdo (b) = (a) é imediata, bastando ter
em consideragao a estrutura da relacao de recorréncia a trés termos e a forma dos
vectores B,,. Para provar que (a) implica (b), comecemos por reescrever (I1.14)
substituindo n por n + N — 1,

2N—-1
n N n
h(m)anrN*l(x) - Cnigg\/ 11)pn+2N 1 Z Cnig kpn+2( ),k(IL’) (115)

e consideremos as N equagoes que decorrem de (1.14) a (I.15).

Através de calculos elementares podemos observar que estas N equagoes podem ser

reescritas na seguinte forma matricial

pn(x) CZI]NV_l s 0 pn-i—N(x)
h(z) : = : - : :
PriN-1(7) Cﬁ?\/Ni2 e ng%j Prtan—1(T)
s = | e
+ : :
gz e | ()
gttt ) [ ()
0 L. N2 Pr1(x)
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Ao efectuarmos a mudanga de variavel n = mN na relagao (1.16) obtemos o preten-

Acabamos entdo de observar que podemos reinterpretar as relagoes entre (I1.14)
e (I.15) como uma relagdo de recorréncia a trés termos satisfeita por um vector
de polinémios onde os coeficientes da relagao de recorréncia sao matrizes de N x N

com entradas complexas, isto é, A,,, B, Cy € Myxn(C).

Pretendemos em seguida dar significado a relacao de recorréncia obtida. Veremos,
no proximo capitulo, que esta relagao nos da uma caracterizagao da ortogonalidade

vectorial que passaremos a definir.

Genericamente, podemos dizer, que um polindmio vectorial P é um vector cujas

componentes sao polinomios escalares na variavel x.

Seja PV o espaco vectorial dos polinémios vectoriais com N componentes munido

das operacoes usuais de soma e multiplicacao de um escalar em C.

Neste espaco vectorial definimos grau de P onde P = [p; ... py]?, da seguinte forma:
gr(P) = {(Amax {gr pj}> /N} ,
7j=1,..,N
onde | . | representa a parte inteira do niimero.

Considerando h um polinémio de grau fixo N, o espago vectorial dos polinémios

escalares P tem também como uma possivel base
{1, .., 2N U hxh, 2N R 2N TR
={a*W: k=01,.,N-1,j=0,1,2,..}. (117)

Para além disso, no caso particular em que tomamos h(z) = 2V estamos perante a

base canoénica.
Qualquer polinémio escalar p de grau mN + i, com ¢ = 0,1,..., N — 1 pode entao
ser expandido nesta base como

plx) = Z ar 2" (h(z))?, com ay; € C.

Tendo em consideragao a base (1.17) para P podemos ent@o, observar que o conjunto
{Po, P1y .., Py, L ) (1.18)

onde
Pi(x) = (h(z))Po(x) com Po(x)=[lz... a¥']"

¢ uma base para espaco vectorial PV,
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DEFINIGAO 1.4. A sucessdo de polinémios vectoriais {Q,, }men C PV onde Q,, &,
para cada m € N, um polinéomio vectorial de grau m, é dita uma familia livre de

polinomios vectoriais.

No espaco PV, consideremos entao, a familia de polinémios da forma
T
Bm(m) = [pmN(x) pmN+1(fU) s p(m+1)N71(fﬁ)} .

Qualquer elemento desta familia pode ser escrito a custa dos elementos da base (1.18),
isto ¢, para cada m € N existe uma tinica sucessao de matrizes {3]" } jen C Mnxn(C)

tal que
x) = 07Ps(x), (1.19)
§=0

com (3" uma matriz triangular inferior nao-singular.

DEFINIGAO L.5. Uma familia livre de polinémios vectoriais {B,,}men diz-se uma
familia de polinémios moénicos se o seu coeficiente principal, isto é, 3] na decompo-
si¢ao (I.19) for uma matriz numeérica triangular inferior com os elementos da diagonal

principal todos de valor igual a um.

A primeira conexao natural entre polinémios vectoriais e polinémios matriciais surge
quando observamos que qualquer polinémio vectorial se escreve como o produto de

um polinémio matricial por um polindémio vectorial especifico na seguinte forma
B = Vin(h(z))Po(z),

onde

Vou(h(z)) = B (h(x)), com  BI" € Myxn(C).

Jj=0

Observe que o polindémio escalar p,,nir de grau mN + k com 0 < k < N — 1 pode

ser escrito na base (I.17) na forma

=

pmn+k Z Q; j 'CE] h‘l )

=0

<.
Il
o

Se considerarmos o operador Ry, n ; que toma de py, i 0s termos da forma ai,jxj hz(x)
e, entdo, remove o factor comum 2z’ e altera h(z) por z, tem-se que

N-1

Prmn+k(T) = Z 2! Ry v (Pmv:) (A(2)).

J=0
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Entao, é facil observar que, podemos escrever B,, na forma

B () = Vin(h(x))Po(2), (.20)
onde V,, é um polinébmio matricial de grau m e dimensao N x N dado por
Ry no(pnn)(W(x)) -+ Rann-1(pnn)(h(z))
Vin(h(z)) = : - :
Ry No(@Pmsnyn-1)(h(z)) - BanN-1(Pns1)nv—1)(h(T))
e onde Py(x) = [1 e *1}T. Equivalentemente, se podem escrever os elementos

da sucessao de polinémios matriciais {V}, }men na forma
Vin(h(x)) = Y By (h(x))’, (L.21)
=0

onde {B}'}jen ¢ uma sucessdao de matrizes numéricas com B} uma matriz nao-

singular.



CAP{TULO II

Teoria geral sobre a ortogonalidade vectorial

Neste capitulo, partindo da reinterpretacao vectorial, apresentada no anterior capi-
tulo, para uma relagao de recorréncia de ordem superior, impoe-se que seja definida
uma estrutura vectorial adequada para dar sentido & mesma. Assim, apresentam-se
neste capitulo, os conceitos de funcional vectorial e o de sucessao de polinémios

ortogonais relativamente a uma funcional vectorial.

Nesse sentido, descrevem-se entao, dois tipos de ortogonalidade, que designaremos
por ortogonalidade vectorial a esquerda e ortogonalidade vectorial & direita. Apre-
sentam-se teoremas que garantem a existéncia de uma sucessao de polinémios or-
togonais relativamente a uma funcional vectorial, bem como caracterizagoes da or-
togonalidade & custa de uma relacao de recorréncia a trés termos com coeficientes
matriciais. Em resumo, estabelecemos os conceitos necessarios para a compreensao

da ortogonalidade vectorial.

A maioria dos resultados neste capitulo encontram-se no trabalho [9].

1. Funcionais vectoriais

Seja entdo, (PN)*, o espago linear das funcionais lineares definidas sobre o espago
linear dos polinémios vectoriais com coeficientes em C, PV, que designaremos por
espaco dual algébrico. Neste espaco, podemos entao definir o que se entende por

funcional vectorial.

DEFINIGAO II.1. Sejam w/ : P — C com j = 1,..., N, funcionais lineares. Designa-
mos o vector U = [u' ... uN}T actuando em PV e tomando valores em My (C),

definido por
<u17p1> <uN7pl>
U(P) == (UPTT = : ; : (IL.1)
(ul,pn) oo (U, pw)
por funcional vectorial, onde “(.)” assim definido é o produto simbdlico entre os

vectores U e PT, com PT = [p; ... pn].

21
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Naturalmente, a funcional vectorial U, definida anteriormente, é uma funcional li-

near, isto é,
U(AP + BQ) = AU(P) + BU(Q), (I1.2)
para A, B € My n(C) arbitrarias e quaisquer polinémios P, Q € PV,

No espago dual, (PY)*, consideremos as seguintes defini¢oes e propriedades que nos

permitirao operar neste espaco.

DEFINIGAO II.1. Seja U uma funcional vectorial. Definimos a funcional vecto-
rial z*U definida em PV sobre Myxn(C) como sendo a funcional vectorial linear

definida por
("U)(P) == ((2"U).PT)T = U(2*P). (IL.3)

Considerando a base {P;};eny para PV, definida em (I.18) onde cada P; vem dado

por
Pj(x) = (h(2)) Po(2),

N=1T passamos a denotar (z*U)(P;) por UY. Designamos U¥

com Po(z) =1z - x

por j-ésimo momento associado & funcional z*U.

DEFINICAO I1.2. Sejaf[ = Z A" um polinémio matricial de grau [ onde cada A;, €
k=0
Myxn(C) e seja U € (PV)*. Definimos funcional produto & esquerda de U por um

polinomio matricial ./zl\, e denotamo-la por jl\u como sendo a funcional definida por

(AU)(P) := ((AU).PT)T Zl:

k=0

Observe-se que a funcional AU é linear. Para além disso, no caso particular de [ = 0,

tem-se a definicao de funcional produto a esquerda por uma matriz numérica.

DEFINIGAO II.2. Seja U uma funcional vectorial. Designamos por funcional vectorial

normalizada associada a funcional vectorial U, a funcional vectorial definida por
U= (UW(P)™H)"U,
onde Py(z) = [1, T, ..., xN*I}T. Para além disso, tem-se que

U(Po) = ((W(P))~H)TU)(Po)
= U(Po)(U(Py))~"

= Inxn-
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De agora em diante, sempre que for necesséario e considerarmos conveniente, traba-

lharemos com funcionais vectoriais normalizadas.

2. Ortogonalidade vectorial

2.1. Ortogonalidade vectorial a esquerda. Definamos em seguida o que se
entende por sucessao de polinémios vectoriais ortogonal a esquerda relativamente a

uma funcional vectorial.

DEFINIGAO I1.3. Seja {py }nen uma sucessao de polindmios escalares com grau de p,
igual a n, para n € N. Seja h um polinémio de grau fixo N, {B,,}neny uma suces-
. L. . T
sao de polindémios vectoriais com B,,(z) = [pmN(x) PmN1(T) ... p(m+1)N_1(x)] e
N:|T

seja U = |[ul ... u uma funcional vectorial linear. {B,,}.eny € dita sucessao de
(S

polinomios vectoriais ortogonal a esquerda relativamente a funcional vectorial U se

(a> (hku) (Bm) = 0N><N7 k= 0, 1, S, — 1;
(b) (h™U) (B,) = A, m € N onde A, é uma matriz triangular superior

nao-singular.

LEMA IL.1. Se {B,,}men € uma sucessio de polinomios vectoriais ortogonal a es-
querda relativamente a funcional vectorial W, entao para cada m € N, B,,, € unica-

mente determinado. Assim, verificam-se as sequintes afirmacoes:

(a) Se {B}men uma sucessao de polindmios vectoriais ortogonal & esquerda re-
lativamente a funcional vectorial U e B, (v) = CpiAm(x), m > 0, com Cy,
uma matriz triangular superior nao-singular entao {A., }men € uma suces-
sao de polindmios vectoriais ortogonal & esquerda relativamente a funcional
vectorial U.

(b) Se {A.}men € {Bum tmen sG0 sucessoes vectoriais de polinomios ortogonais a
esquerda relativamente a U, entdo existem matrizes numéricas triangulares

superiores nao-singulares C,, tais que
Bn(z) = CriAm(z), m >0.
DEMONSTRAGAO. Se {B,, }men ¢ uma sucessao de polindémios vectoriais ortogo-

nal a esquerda relativamente a funcional vectorial U e existe uma matriz triangular

superior nao-singular C,, tal que
Bu(z) = CrAn(x), m>0,
entao

(K*U) (B,) = (B*U) (InxnBim) = (B*U) (C,' CruBy) = C L (RFU) (Ar) -

m
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Logo,
—1/pk
Co(h"U) (Am) = Abgm, k=0,1,...,m, meN,

onde 0y, ¢ o simbolo de Kronecker. Entao,
(h"U) (A) = AL Sy k=0,1,...,m, m €N,

com Al = C,,A,, uma matriz triangular superior nao-singular. Isto ¢, a sucessdo

de polinémios vectoriais {A,, }men € ortogonal relativamente a U.

Sejam {B,, bmen € {Am Fmen sucessoes vectoriais de polinémios ortogonais a esquerda

relativamente a U.

Como {A,; }men € uma familia livre de polindmios, isto é, para cada m € N o grau
de A,, ¢ m entdo {A,, }men constitui uma base para PV. Logo, existem matrizes
Cr € Myxn(C) tais que

Bon(r) = Cri().

Pela ortogonalidade de {A,, }men € {Bim fmen relativamente a U tem-se que

m

(R*U) (Br) = Y Cr(B*U)(Ar) = Apbim, k=0,1,...,m, m €N,

k=0

ou seja, Cy, = Onyxny para k=0,1,...,m — 1 e entao,
Bon(z) = CriAnm(z),

com Cy, = (K™W) (B,) (W™U)(A,n))~" uma matriz triangular superior néo-singular,

isto é, existe uma matriz C,, tal que
Bou(z) = CriApm(x), m >0,

como pretendiamos demonstrar. O

Antes de obter novos resultados devemos preocupar-nos com questoes de existén-
cia, isto é, quando é que existe uma sucessao de polinémios vectoriais ortogonal
a esquerda relativamente a funcional vectorial U. O seguinte teorema da-nos uma
condicao necessaria e suficiente para que exista uma sucessao de polinémios vectori-
ais ortogonal & esquerda relativamente & funcional vectorial U. Para tal, definimos

matriz de Hankel por blocos associada & funcional vectorial U.
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DEFINIGAO I1.3. Definimos como matriz de Hankel por blocos associada & funcional

vectorial U a matriz dada por

U ... Uy,
Dp=1| : . |, meN, (I1.4)
Uy ... Usm

onde U; sao os momentos de ordem j associados & funcional vectorial linear U.

DEFINIGAO I1.4. Uma funcional vectorial é dita quasi-definida se todas as sub-
matrizes principais de D,,, com D,, dado por (II.4), sao nao-singulares, para todo
om € N.

TEOREMA I1.4. Seja U uma funcional vectorial linear. Entao, U é quasi-definida se,
e somente se, existe uma unica sucessao de polindmios vectoriais { By, tmen tal que
B = D 0P, onde ot € Myyn(C) com apy uma matriz triangular inferior
nao-singular e uma unica sucessao, {Ay, tmen, de matrizes triangulares superiores

nao-singulares, tais que

(R*U) (By) = AOkms k=0,1,...,m, m € N. (I1.5)
Além disso,
-1
Bmn=10 0 - A, : : . (IL.6)
WP -+ U(Pam) Prn

DEMONSTRAGAO. Para provar que U é quasi-definida. Seja {B,,}men uma su-
cessao de polinomios vectoriais com B,, = > 7" af'P;, onde o € Myxn(C) e {P;}
¢ uma base em PV, tal que P;(z) = (h(z))!Po(z), com Po(z) = [1z - xN_l}T.

Das condigoes de ortogonalidade, {B,, }men € ortogonal a esquerda relativamente a

funcional vectorial U se, para k =0,...,m — 1, se tem
(R*U) (Bw) = (R*U) OO aPy) =Y o (h*U) (P)) = Oy,
5=0 §=0

e, para todo o m € N, se tem

m

(h™U) (Ba) = (R™U) (Y af'Py) = Y o (B"U) (P)) = Ap.

Jj=0 J=0



26 II. TEORIA GERAL SOBRE A ORTOGONALIDADE VECTORIAL

Tendo em consideragao que (R*U)(P;) = U(P;ix), as condicdes acima podem ser

lidas na forma

WPo) -+ W)
[agn o S =0 - 0 Am]. (IL.7)
WPp) - U(Pam)

Para m = 0, em (IL.7) temos que adUy = Ay. Usando a nao-singularidade das
matrizes o e Ay, tem-se Uy uma matriz nao-singular. De forma andloga, tomando

m =1 em (IL.7), tem-se

{ aéUQﬁ‘O&ul :ONXN

e, o(Uy — U USUL) = Ay
oy Uy +af Uy = Ay, 1 o (s 1o th) '

Como A; e al sdo matrizes nao-singulares entao det(Uy — U, Uy 1u1) % 0 e, como
consequéncia, a segunda submatriz principal é nao singular. Este argumento pode
ser indutivamente repetido obtendo assim que U é quasi-definida.

Reciprocamente, para encontrar a sucessao de polindémios tal que {B,,}nen com

B =31y f'P;, onde o' € Myxn(C) e onde o é uma matriz triangular inferior
nao-singular tal que (h*U) (B,,) = Adrm, K =0,1,...,m, é equivalente a resolver

o sistema (I1.7), para m € N.

Para m = 0, tem-se adUy = Ay. Usando a nao-singularidade de U, e a decomposigao
LU, podemos encontrar unicamente uma matriz triangular inferior nao-singular a

e uma matriz triangular superior nao singular A tal que adUy = A,.

Para m = 1, tem-se

{ O“i) o + Oﬁ L =0y al(Uy — U UG "Uy) = A
oy Uy + a3 Uy = Ay,

Novamente, usando o facto de a segunda submatriz principal Us — U Uy U, ser
nao-singular e a decomposicao LU podemos encontrar unicamente o} uma matriz
triangular inferior nao-singular e A; uma matriz triangular superior nao-singular
tal que af = (Uy — ulu(;lul) = A;. Obtemos também de o Uy + af Uy = Oy,
de forma tnica a matriz o). Este argumento pode ser indutivamente repetido e o

resultado é estabelecido. O

Uma das caracteristicas mais importantes das sucessoes de polinémios ortogonais
escalares é que estes satisfazem uma relagao de recorréncia a trés termos. A mesma
propriedade ¢ identificada quando consideramos uma sucessao polindémios vectoriais

ortogonal & esquerda relativamente a uma funcional vectorial U.
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TEOREMA I1.5. Seja W uma funcional vectorial e seja {B,,}men a correspondente
sucessao de polinomios vectoriais ortogonal a esquerda relativamente a funcional vec-
torial W. Entao, existem sucessoes de matrizes numéricas de dimensao N, { Ay, }men,

{Bm}men € {Cn}men, com Cp, uma matriz triangular superior nao-singular, tal que
hz)B(z) = AnBmi1(z) + BB (z) + CrpBroi(x), m>1 (IL.8)

com B_1(x) = Oyx1 € Bo(x) = Po(x), onde Po(z) = 1z ... :):Nfl]T,

DEMONSTRAGAO. Comecemos por considerar hB,,. Observe-se que hB,, é um
polinémio de grau m + 1, o que permite escrevé-lo na forma

m+1

h(2)Bu(x) = > APBi(z), AF € Myxn(C). (I1.9)

Comecemos, entao, por provar que A" = Oyxy, para k = 0,1,...,m — 2. De facto,

se aplicarmos a funcional vectorial U a ambos os membros de (I1.9), obtemos Aj* =
Onxn-
Entao, podemos reescrever (I1.9) na forma

m+1

h(z)Bam(z) =)  ApBi(x). (I1.10)

k=1
Novamente, multiplicando ambos os membros de (I1.10) por h e aplicando U, obte-

mos A" = Oyxn-

Continuando o processo, isto é, multiplicando em seguida por h?, depois por h? e,

assim sucessivamente, aplicando U, obtemos que
A" =0nxn, para k=0,1,...m—2.
Assim sendo, podemos reescrever (I1.9) na forma
hx)B,(z) = Ay Brq(x) + A B (z) + A1 By (). (I1.11)
Ao multiplicarmos (I1.11) por h™~! e, ao fazer actuar U posteriormente, obtemos
que:

m = (BU) (B) (™) (Brr)) ™ = ApAL, m> 1

m—1 - m—1
Utilizando a mesma técnica, obtém-se que

An = [(0HU) (Br) — Ay (R™UW) (Bt [(R7U) (Ba)] ™
= [(h™U) (Br) — DAL (BMU) (Br)] A
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Al = [(™PU) (B) — AR (™) (Bry) — AR(R™ ) (Br) ] AL

A comparacao com os coeficientes em (I1.8) leva-nos a seguinte expressao explicita

para os coeficientes na relacao de recorréncia
A = [(W™2U) (B) — AT (") (Brey) — A(R™U) (B,)] AL,
B = [(0"U) (Bo) — A7, (0"U) (Braot)] AL
Cp = AN

m—1>

como prentendiamos demonstrar. U

Em notacao matricial a relagao de recorréncia a trés termos obtida escreve-se como

Bo Bo

onde J é uma matriz tridiagonal por blocos

BO AO
CVl Bl Al
J= o B A (IL.12)

que designamos & semelhanca do caso matricial simétrico por matriz de N-Jacobi.

Em seguida indicaremos um importante reciproco do teorema anterior. Este teorema
estabelece que qualquer sucessao de polindmios vectoriais satisfazendo uma relacao
de recorréncia do tipo (I1.8) é uma sucessao de polindémios vectoriais ortogonal a

esquerda relativamente a uma funcional vectorial U.

TEOREMA I1.6 (Tipo Favard). Sejam { A }men, {Bm}tmen € {Cm}men Sucessoes de
matrizes numéricas de dimensao N X N com C,, uma matriz triangular superior
nao-singular. Seja {B,,}men uma sucessao de polindmios vectoriais definida pela

formula de recorréncia

hz)Bn(z) = AnBmii(x) + BpBn(x) + CpBpoi(z), m>1
onde B_1(x) = Onx1 € Bo(z) = Po(x), com Po(z) = [1x ... xN‘l}T.
Entao, existe uma funcional vectorial U tal que

(R*W) (B) = Ak, k=0,1,....m, meN (I11.13)
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onde A,, € uma matriz triangular superior nao-singular de dimensao N x N, dada
por
Am:Cm Cle, mZ 1,

onde Ao € uma matriz triangular superior nao-singular de dimensdo N x N.

DEMONSTRAGCAO. O primeiro passo consiste em construir uma funcional vecto-
rial linear U que verifique (I1.13) definida de forma tnica & custa dos seus momentos

{W,, }men a partir das condigoes:
U(Bo) = Ao, U(B,) =0nxn, m>1, (I1.14)
onde Ay é uma matriz nao singular triangular superior. Como {P;} ey com
Pi(x) = (h(z))Po(x) com Po(z)=[ta ... ¥,
¢ uma base para PV, entdo existe uma tnica sucessio {vgn}jeN C Myxn(C) tal que

o polinémio vectorial B,,, pode ser escrito na forma B,, Z 7" P;(x). Logo,

e Param =0, U(By) = 811(?0), ie., Up = ()T Ay;
e Param =1, U(B Z”y cien Uy = — () "¢ Uo;

1

e Param =2, U(B,) = Z’yfu e, Uy = Z(’y%)‘lfyfuj.

7=0
1 _1
Para m > 3, temos U, = — Y720 () ™" U;-
Mostremos, em primeiro lugar que, com U assim definido, se tem

(hku> (Bm) :0N><N7 mZk—l—l

Para tal, apliquemos U a relagao de recorréncia:
U(hB,,) = ApU (Bis1) + BuU(By) + Coll (Br1) = Onsn, m > 2,

ou Sejaa (hU) (Bm) = 0N><N) m > 2.

De novo, multiplicando ambos os membros da relacao de recorréncia a trés termos

por h, tem-se que
P*(2)Bm(z) = h(2)AnBmii(x) + h(2)ByBm(z) + h(2)Cpn B (1),
e ao aplicarmos U a ambos os membros desta tultima equacao, tem-se que

(h2u) (Bm) = Am (hU) (Bm—&—l) + B, (hU) (Bm) +Cm (hU) (Bm—l) = Onxn, m > 3.
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Procedendo de forma semelhante, concluimos que

(R*W) (B,) = Oy, m>k+1, ie, (h*U)(Bn) =0nxn, k=0,1,...m — 1.

Para k = m vem que
(hmu) (Bm) = Am(hm_lu) (Bm-H) + Bm(hm_lu) (Bm> + Om(hm_lu) (Bm—l) )
de onde se obtém

(th) (Bm) == Cm(hm_1U) (Bm_1> == OmCm—l ClA(), m Z 1.

Assim, os momentos associados com a funcional vectorial U sdo unicamente determi-
nados por (I1.14) e obtemos as condigoes de ortogonalidade (II.13). Assim, obtemos

o resultado pretendido. O

O lema II.1 diz-nos que uma sucessao de polinomios vectoriais {B,, }men ortogonal
a esquerda é unicamente determinada a menos da multiplicacao a esquerda por uma
matriz numérica nao-singular, isto é, se { Dy, }men € sucessao de matrizes numéri-
cas nao-singulares entdo a sucessao de polinémios vectoriais {Q,, }men onde os seus
elementos sao determinados por B,, = D,,9,, é também ortogonal a esquerda re-
lativamente & funcional vectorial U. A sucessdo de polindmios vectoriais {Q,, }men
satisfaz entao a relagao de recorréncia
—1 —1 —1

hMz)Q(z) = D, A Dis1Qmi1(z) + D, B Dy Qi () + D, Crn Dy —1 Q-1 (),
com m > 1 e condigbes iniciais Q_1(x) = Onx1 € Qo(x) = DoPy(z), onde Py(z) =

T
[1 ...z 1] .
No exemplo que se segue analisaremos o que acontece se considerarmos outras con-

digoes iniciais na relagao de recorréncia a trés termos vectorial.

ExXEMPLO II.1. Consideremos a relacao de recorréncia
hx) Wy (2) = ApWii1(2) + BpWi(2) + CooWyo1(z), m>1,  (IL.15)
e tomemos a sucessao {W,, }.men, solugao desta relagao, que resulta de considerarmos
as condigoes iniciais:
W_1(z) = 0nx1 € Wo(z) = b)Po(z),
com b € Myxn(C) nao-singular e Po(z) = [1z ... QZN_l}T.

Esta solugao esta obviamente relacionada com a sucessao de polinémios vectoriais

{ Wy} men definida por

Win(@) = (65) " Wan ().
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Dizer que {W,, } men verifica (I1.15) é equivalente a dizer que se cumprem as relagoes

T(@)bo (06) ™ Win () = Ambo(0) ™ Win 1 ()
+ Bub§(00) " Wi () + Cr§(00) Wi (2), m > 1

h(x)bgwm(a:) = Amb8Wm+1(x) + megwm(x) + C’mbgwm_l(x), m > 1.

Entao, a sucessao de polinémios vectoriais {W,, } men satisfaz a rela¢ao de recorréncia

B(2)Win (2) = Ay Wins1(2) + B Win (3) + CrWin_1 (), m > 1
com condigoes iniciais
W_i1(z) =0nw1 € Wolz) = Po(x),
onde Po(z) = [1z ... 2~ _1]T. Os coeficientes da relagao de recorréncia obtida vém

dados por
A= ()7 A, B = ()" Bl e Co = (00) 7 Cul).

Observe ainda que, os coeficientes matriciais, da relacao de recorréncia satisfeita
pela sucessao de polinémios vectoriais {Wm}meN, sao matrizes com a caracteristica
de serem matrizes completas, independentemente da estrutura das matrizes A,,,
B,, e C,,. Por outro lado, o teorema de Favard garante-nos ainda que esta se
trata de uma sucessao de polinémios vectoriais ortogonal & esquerda relativamente

& funcional vectorial U.

2.2. Ortogonalidade vectorial a direita. A semelhanca do que apresenté-
mos anteriormente comegamos por indicar o que se entende por ortogonalidade vec-

torial & direita.

- : T : . .
DEFINICAO IL.7. Seja U = [ul uN] uma funcional vectorial linear e conside-
remos a sucessao de polindomios matriciais {G, }men. A sucessao {Gy,}men € dita
uma sucessao de polinomios matriciais ortogonais a direita relativamente a funcional

vectorial U se

(a) G, € um polindmio de grau m;
(b) (GE (h(z)U) (P;) = Onxn, J =0,1,...,m — 1;
(c) (GE (h(x))U) (P,) = O, m € N onde O,, ¢ uma matriz triangular inferior

nao-singular.
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LEMA I1.2. Seja h um polindmio de grau fito N. Se {Gp,}men uma sucessio de
polindmios matriciais em h ortogonais a direita relativamente a funcional vectorial
U, entao para cada m € N, G,,, € unicamente determinado. Assim, verificam-se as

sequintes afirmagoes:

(a) Se {Gm}men € uma sucessao de polindmios matriciais em h ortogonal a
direita relativamente a funcional vectorial W e Gy, (h(x))) = Ty (h(2))Chy,
param > 0, com {Cy, } men uma sucessao de matrizes triangulares inferiores
nao-singulares, entao {T,, }men € uma sucessao de polindmios matriciais em
h ortogonal a direita relativamente a funcional vectorial U.

(b) Sejam {G}tmen € {Tm}men sucessoes de polindmios matriciais em h or-
togonais a direita relativamente a funcional vectorial U, entdao existe uma
sucessao {Cp}men de matrizes triangulares inferiores nao-singulares tais
que

Go(h(2))) = T ((2))Cry > 0.

DEMONSTRAGAO. Seja {Gp,}men uma sucessao de polindmios matriciais orto-
gonais a direita relativamente & funcional vectorial U e seja {C,, }meny uma sucessao

de matrizes triangulares inferiores nao-singulares tal que
G (h(x)) = Tin(h(2))Crm,
ou equivalentemente, que
Goa(h(2)) = C}, T, (h(2)).

Multiplicando a tltima relagao a direita por U e, posteriormente, aplicando a relagao

obtida a um qualquer elemento P; da base de PV, tem-se que:
(Gr(h(@)U)(P;) = (Cp T (h(2))W)(P;)
(T (W(2) ) W)(P5) Crn-

Entao, das condig¢oes de ortogonalidade para a sucessao de polinémios {Gy, bmen,

obtém-se que
(TE(R(2)W)(P;) = OmemC.t, k=0,....,m, m &N,

onde Oy, ¢ o simbolo de Kronecker. Logo, tem-se que a sucessao de polinémios
{T} men € uma sucessao de polinémios matriciais ortogonais a direita relativamente

a U, com as seguintes condigoes de ortogonalidade:
(TE(R()UW)(P;) = O} Skm, k=0,....,m, meN,
onde ©) = 06,,C, 1.
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Sejam { G, tmen € {Ton fmen sucessoes de polindmios matriciais ortogonais a direita
relativamente a U. Como {7}, }men é uma familia livre de polinémios matriciais em
h, isto é, para cada m € N o grau de T}, ¢ m entao {7}, } men forma uma base para o
espago vectorial dos polinémios matriciais em h. Assim, existe uma tnica sucessao

de matrizes {Cf }ren, tal que

Gr(h(2)) = 3 To(h(2) .

k=0

Pela ortogonalidade de {G,, }men € {Ton }men relativamente a U tem-se que

(Gﬁ(h(x))U)(Tj) = Z(Tg;(h(x))U)(T])Ck =0,0km, k=0,...,m meN,
k=0
ou seja, C, = Oyxy para k=0...,m — 1 e, entao, tem-se que

G (h(2)) = Tin(h(2))Crn,

com C,,, = (GT (h(x))W)(P,) (TE(h(z))U)(P,n)) " uma matriz numérica triangular

inferior nao-singular. O

TEOREMA I1.8. Seja U uma funcional vectorial linear. Entdao, U € quasi-definida
se, e somente se, existe uma unica sucessao de polindmios matriciais {Gpm }men,

m y P .
com Gp(h(z)) = 375, 87" (h(z))’, para B € Myxn(C) onde By € uma matriz
triangular superior nao-singular e existe uma unica sucessao de matrizes triangulares

inferiores, {Om tmen, tais que
(GT (W)W (P) = Ombim, 5 =0,1,...,m —1, m € N.

Além disso,

Gm(h(x)):[l hI - Wl S : | . (1L16)
UP) o UPaw) | | O

DEMONSTRAGAO. Para provar que U é quasi-definida. Seja {G,, }men uma su-

cessao de polinémios matriciais onde G,,, é para cada m € N, um polinémio matricial

da forma G,,(h(x)) = Zﬁ;"(h(x))j, com (7" € Myxn(C). Assim,
=0

G (h(x)) =) (B (h(x)).

J=0
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Fazendo actuar U(Py), onde k = 0,...,m, em ambos os membros, vem
(GR(R(@)U) (Pr) = > ((h(@) W) (P) B} = Zumﬁm
=0

Matricialmente temos,

Uy ... Uy g (GE(h(x))U) (Po)

U o Usw | | B (G (h(2))U) (Prm)
Pelas condigoes de ortogonalidade, a sucessao de polinémios {G,, }men € ortogonal

& direita relativamente & funcional vectorial U se

U ... U, g 0
: . Cl=1 ], (IL.17)
Uy ... Uapm Jois Om

onde O,, é uma matriz triangular inferior nao-singular de dimensao N x .

Para m = 0, em (I.17) temos que Uy = Oy. Usando a nao-singularidade das
matrizes 3) e Oy, tem-se Uy uma matriz nao-singular. De forma analoga, tomando
m =1 em (I.17), tem-se

Uo By + Uy B = Onxn
u1 ﬁé + UQ ﬁll = @1 1.e. <UQ — ul(uo)’lul)ﬁ% = @1

Como ©; e 3] sao matrizes nao-singulares entdao det(Us — Uy (Up)*Uy) # O e,
como consequéncia, a segunda submatriz principal é nao singular. Este argumento
pode ser indutivamente repetido obtendo assim que U é quasi-definida. Reciproca-
mente, para encontrar a sucessao de polinémios matriciais tal que {G,, }men com
Gn(h(x)) = 3770, B (h(x))’, para 37" € Myxn(C) onde G ¢ uma matriz triangu-
lar superior nao-singular tal que (GL (h(x))U) (Pr) = Ombjm, j =0,1,...,m — 1,

é equivalente a resolver o sistema (I1.17), para todo m € N.

Para m = 0, tem-se Uy3) = ©y. Usando a nao-singularidade de Uy e a decomposigao
LU, podemos encontrar unicamente uma matriz triangular superior nao-singular 30

e uma matriz triangular inferior nao singular Oy tal que Uy3) = Oy.

Para m = 1, tem-se

Uo By + Uy 8] = Onxn
Uy B+ Us 8] = ©1 fe. (Up — Uy (Up) Uy B = Oy

Novamente, usando o facto de a segunda submatriz principal Uy — U, (Ug) ~*U; ser

nao-singular e a decomposi¢cao LU podemos encontrar unicamente (3; uma matriz
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triangular superior nao-singular e ©; uma matriz triangular inferior nao-singular
tal que (Uy — Uy (Up)~*Uy)B] = ©;. Obtemos também de Uy B¢ + Uy B = Onxn,
de forma tnica a matriz 3}. Este argumento pode ser indutivamente repetido e o

resultado é estabelecido. O

O proximo resultado garante que qualquer sucessao de polinémios matriciais { G, }men
ortogonais a direita relativamente a uma funcional vectorial U satisfaz uma relagao

de recorréncia a trés termos com coeficientes matriciais.

TEOREMA I1.9. Seja W uma funcional vectorial e seja {Gp}men a correspondente
sucessao de polinomios matriciais ortogonal a direita relativamente a U. Entao,
existem sucessoes de matrizes numéricas, de dimensio N X N, { Dy, }men, {Em }men

e {Fin}men com F,, uma matriz triangular inferior nao-singular tal que
hz)Gp(h(2)) = Gry1 (B(2)) D + G (h(2)) Ey + Gr—1 (R(2)) Ery m > 1 (11.18)

com condigoes iniciais G_1(x) = Onxn € Go(z) = Inxn.

DEMONSTRAGAO. Comecemos por escrever hG. . Observe-se que, se trata de

um polinémio de grau m + 1 em h:

m—+1
h@)GE (h(2)) = 3 APGT(h(z)), AT € Myn(C).
§=0
Fazendo actuar U(Py), para k = 0,...,m, em ambos os membros da tltima equagao,
tem-se que
m+1
(G (@)W)(Pryr) = Y (G (@) W) (Pi) (AT
§=0

Das condigoes de ortogonalidade, observamos que para k = 0 tem-se A" = Oyxn.
Para k = 1 tem-se que A" = Onxy, €, assim sucessivamente, até considerarmos

k = m—2 onde também se tem A™ , = Oy . Entao, podemos escrever hGL, como

h(2) G, (h(@)) = A7 1 Gy oy (R(x)) + ARG (h(2)) + ATy Gy (h(2)).

Determinemos em seguida os coeficientes matriciais Ay, _;, A" e A, . Para tal,

multipliquemos a tltima equagao a direita pela funcional vectorial U:
h(@) G, (W)U = [AT_1 Gy (h(2) + ARG (h(@)) + AT Gy (B(2)) U
Ao fazer actuar esta equagao em P,,_; tem-se que
(G (M@)U)(Prn) = A1 (Gry (@)UY (1) + AT(Gp, (M) U (P )
+A%+1(Gﬁﬂ(h(x))U)(‘Pm_l),
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ou seja,

An 1= (G (M@))W)(Pr) (G 1 (M) U) (Pra)) ™ = O(Orn1) ™

m

Ao fazer actuar esta equacao em P,,, tem-se que

(G (h(@)W) (Prns1) = A1 (G g (R(2))U) (Pr)
+ AT(Gr (h(@) W) (Prn) + A1 (G (A(2))U) (Pa),

ou seja,

A = (G (M)W (Prgr) = Af_y (G ()W) (Pra)](O)
De forma semelhante tem-se que

A1 = (G (M@)) W) (Prr2) (Om) ™!
— A (G (M)W (P (Om) ™ — AR (G (@)UY (P2 (O) -

Tomando D, = (A7, )", E,, = (AT e F,, = (Am_,)T, obtém-se o pretendido. [

A primeira observagao que devemos fazer é que efectuando a mudanca de variavel

h(z) = x na relagao de recorréncia (II.18) obtemos a relagao
G (x) = Gii1(2) Dy + G (2) Epy + Gr—1 () Frpy m > 1,

satisfeita pela sucessdo de polinémios matriciais {G,, }men. Naturalmente, estamos
na presenca de sucessoes de polinémios que também irao satisfazer algum um tipo
de ortogonalidade matricial. Este facto, serve-nos de motivacgao ao capitulo seguinte
em que relacionamos os resultados por nos obtidos com os resultados referentes a
ortogonalidade matricial. A ortogonalidade matricial foi introduzida no primeiro
capitulo e, no caso, em que esta podia ser caracterizada por relagoes de recorréncia
a trés termos matriciais onde os seus coeficientes satisfaziam uma determinada sime-
tria. E, entdo, nossa intencéo vir a caracterizar sucessoes de polinémios ortogonais
que satisfacam uma relacao de recorréncia a trés termos matricial bastante mais ge-
ral. Pretendemos, entao, alcancar um analogo do teorema de Favard matricial, isto
é, provar que existe uma matriz de medidas nao necessariamente definida positiva

para a qual a sucessdao de polindmios matriciais {G,, }men € ortogonal.

Estamos em condicoes de provar que se uma sucessao de polinémios matriciais
{G .} men satisfaz uma relagao de recorréncia da forma (II.18) entdo é ortogonal

& direita relativamente & funcional vectorial U.
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TEOREMA I1.10 (Tipo Favard). Sejam {Dp}men, {Em}tmen € {Fm}men sucessoes
de matrizes numéricas de dimensio N X N com F,, uma matriz triangular inferior
nao-singular. Seja {G,}men uwma sucessio de polindmios matriciais definida pela

formula de recorréncia
hMz)Gr(h(z)) = Grg1(W(2)) D + G (h(2)) Epy + Gr—1 (R(2)) Fry m > 1,
com G_1(z) = Onxn € Go(x) = Inxn-.
Entao, eziste uma funcional vectorial U tal que
(Gou(h(@)W) (P;) = Onun, j=0,1,...m—1,
(Gr(h(@)U) (Pm) = Om, mEN

onde ©,, € uma matriz triangular inferior nao-singular.

DEMONSTRAGAO. O primeiro passo consiste em definir de forma recorrente os

momentos associados a funcional U através das condigoes:
|u0‘ % 0 onde uj = U(?J),
U(Py) & uma matriz triangular inferior nao-singular,

(Gr(h(@))U) (Po) = O ,m > 1.

O polinémio GT admite sempre a representacao

) =Y ap(h(z)*,  af € Myxn(C).

Multiplicando a direita a tiltima expressao por U e aplicando esta relacao ao elemento

Py da base para PV, obtemos que

(G (h(x = > (A=) W) (Po) (e},
ou, equivalentemente, que
(G (A(@)W)(Po) = Y UPr)(af)".

Para m = 1, definimos U; pela condicao:
(G1 (h(2))W)(Po) = U(Po)(ag)” + U(P1)(a1)"

Assim, U; vem dado por Uy := U(P;) = —Up(af)?(af)~T. Da mesma forma U, &

dado pela condigao

(G (h(2)U)(Po) = U(Po)(ag)" + U(P1) ()" + U(P2)(a3)",
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de onde se obtém
o NNT NTY(2\—T
Us = —[Uo(ag)” +Us(ay) J(az) ™,
e, assim sucessivamente, se obtém todos os momentos.

Mostremos em primeiro lugar que com U assim definido se tem
(Gr(P@)U)(P;) = Onxn, m > 5+ 1.

Para tal, comegamos por transpor a relacao de recorréncia (II.18) e, em seguida,
multiplica-mo-la a direita por U,
h(z)GL (h(x))U = DLGL , (h(x)U+ ELGE (h(z)U + FLGEL | (h(z))U. (I1.19)

m~"m+1 m~m—1

Aplicando esta relacao a Py obtém-se
(G ((@))U)(P1) = (G (W) YUY (Po) Dry + (G, (A()YU)(Po) B
+ (G (R(@))U)(Po) i = Onny, > 2.

De novo, multiplicando por h a relagao (I1.19) e aplicando o resultado obtido a Pq

obtém-se
(G (h(@))U)(P2) = (G 1 ((2))UN(P1) Dy + (G () W) (P1) B
+ (G (M@))W)(P1) Fry = Onnw,  m > 3.
Procedendo de forma semelhante, concluimos que

Finalmente, multiplicando a relagao (I1.19) por h™~! e aplicando a equagao resul-

tante a Py, vem que

(G (h(@)U)(Pr) = (Grpy 1 (@) )U)(Prno1) Dy + (G (W) )YU)(Prs—1) B
+ (G (M)W (Pt ) Fr
- U(?O)Fl ‘e melFm-
Provamos entao, que U assim definido, satisfaz as condi¢oes de ortogonalidade
(GL(R(@)W) (P;) = Onxn, 7=0,1,....,m—1,
(G (h(@)W) (Pr) = ©n, meN
onde O,, é uma matriz triangular inferior nao-singular, dada por
@m - u(:Po)Fl e melme

obtendo assim o resultado pretendido. U
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3. Teoria da dualidade

Nesta seccao pretendemos dar a conhecer o que se entende por bi-ortogonalidade
e o que se entende por base dual para os elementos do espaco dual algébrico. A
base encontrada verifica certas propriedades como é exemplo disso o facto de esta

satisfazer uma relacao de recorréncia a trés termos com coeficientes matriciais.

A teoria geral de polinomios ortogonais escalares diz que se {p,}men uma su-
cessdo de polinoémios escalares monicos e se {L,}n,en € uma sucessao de funcio-
nais lineares, onde L, € P*, entdo {L,}en ¢ dita sucessao dual de {pm, }men se
L,(pm) = Omm, m,n € N.

Consideremos agora, a sucessao de funcionais lineares { L, },en C P* e a sucessao de

funcionais vectoriais lineares {L,, },en dada por
T
£*n = [LnN to L(n—&-l)N—l} , nE N7
que dizemos ser a sucessdo de funcionais vectoriais associada a { Ly, }pen.

Tomando em consideracao a definicao de funcional vectorial temos que

LnN (pmN) T L(n+1)N—1(pmN)
Ln(Bm) = = INXN(Sm,n-

LnN(p(erl)Nfl) T L(n+1)N71<p(m+1)Nfl)
Analogamente ao caso escalar, tem-se entao a seguinte defini¢ao:

DEFINIGAO II.11. Seja {B,, } men uma sucessao de polindémios vectoriais. A sucessao

de funcionais vectoriais {L,, }nen € dita sucessao vectorial dual se
Ln(‘Bm> - ]NXN 5m,n; n,mec N7
T
onde B,,(z) = [pmN(x) p(mH)N,l(x)} )

Qualquer funcional vectorial U pode escrever-se & custa dos elementos da sucessao

dual {L,, }men da seguinte forma:
U= Z L,
n=0

onde (a,)T = ﬁ(Bn), n € Ne a, € Myxn(C). Por isso, muitas vezes a sucessao

vectorial dual {L,,},en € apenas designada por base dual.

Observe ainda que, se pretendermos escrever U, funcional vectorial & qual a sucessao

de polinémios {B,, }men € ortogonal, em fungao da base dual tem-se que

U = (W(Bo))" Lo = (U(Po))" Lo,
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ou equivalentemente,

Lo = ((U(Po))") U

Os proximos dois resultados dao-nos a conexao entre a ortogonalidade vectorial &
esquerda e a direita através de condi¢oes equivalentes destes dois tipos de ortogona-

lidade vectorial.

TEOREMA I1.12. Seja U uma funcional vectorial quasi-definida, { B, }men uma su-
cessao de polinomios vectoriais e {Lpy}tmen @ sucessao dual que lhe é associada.

Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) {Bm}men € ortogonal & esquerda relativamente a funcional vectorial U.
(b) Ezistem sucessoes de matrizes de dimensio N X N, {A;}men, {Bm}men
e {Cr}men, com C,, uma matriz triangular superior nao-singular tal que

{B}men satisfaz a relagao de recorréncia a trés termos
h(x)B(x) = ApBimi1(2) + BnBm(x) + CriBr1(x), m > 1, (I1.20)
com B_1(z) = O1xn € Bo(z) = Po(z) onde Po(z) = [1 ... xN_l}T.

(c) Existem sucessoes de matrizes de dimensio N X N, {A;}nen, {Bn}nen €
{Cy}nen com Cyiq uma matriz triangular superior ndao-singular tais que

{L, }nen € definida pela relagao de recorréncia a trés termos
h(IL‘)Ln = (On+1)T£zn+1 + (Bn>T£Jn + (An_l)TLn_l, n 2 ]_, (1121)

onde Lo = (U(Po))") U e L1 = (CT)~*(h(z)I — (Bo)")[U(Po)) ] U
(d) Ewistem polindmios matriciais G, (h(z)) da forma G, (h(x)) = Y7o B} (h(2))’,
com (3" wma matriz nao-singular, tais que os elementos da base dual {L,}nen

se podem expressar em func¢ao da funcional vectorial W da sequinte forma

L, = (Gu(h(x))"U, neN, (I1.22)

(e) A sucessao de polinomios matriciais {G, tnen definida em (11.22) satisfaz

h(x)Gn(h(z)) = Guo1(h(2))An—1 + Gn(h(2)) By + Gpia(h(2))Cria, n > 1,(11.23)
com condigoes iniciais G_1(h(z)) = Oyxn € Go(h(x)) = U(Po) ™ .

(f) A sucessao de polindmios matriciais {G,, }nen definida em (11.22) € ortogo-

nal a direita relativamente a funcional vectorial W normalizada.

DEMONSTRACAO. Demonstraremos as equivaléncias seguindo o esquema:

(a) & (b), (¢) = (f), (b) < (c), (¢) = (d), (d) = (e) e (e) = ().
A demonstragao das equivaléncias (a) < (b) e (e) & (f) ¢ imediata e resulta dos
teoremas I1.5 11.6, I1.9 e II.10.
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Comecemos por provar que (b) = (¢): Seja

n+1
h(z)L,, = Zﬁ;%j, onde (ﬁ?)T = (h(x)L,)(B;) = L,,(h(x)B;), j € N.
j=0
Aplicando a funcional vectorial linear £,, a ambos os membros da relacao de recor-

réncia a trés termos satisfeita por { By }ren, vem que

(BT = ALn(Brrr) + Biln(Br) + Crlon(Bi1)
A,_1, j=n-1
B, j=n
Cny1, j=n+l1
Onxn, jJF#Fn—1,nn+1,

isto e, g, = AL, g = Bl e pr., = CL.,, obtendo-se assim a relagao de
recorréncia a trés termos para a sucessao de funcionais vectoriais {£,, }nen.

m+1

Para mostrar que (¢) = (b): Seja hB,, = Z vi"Bj, ;" € Myxn(C). Apli-
5=0
cando a funcional vectorial £, a ambos os membros desta representacao temos que

m+1

hn(Bm) = Y 7)"Ln(B;) = 75" Aplicando a hipétese, vem
j=0

At = Lpi1(Bn)Crst + Lo (Bin) Bn + Ly 1(Bin) An
Chm, n=m-—1
B,, n=m
A, n=m-+1

Onxn, mF#Em—1,m,m+ 1.

Logo, verifica-se (I1.20).

Provemos que (¢) = (d): Por indu¢do matematica, vamos mostrar que os elementos
de {L,}nen se representam na forma L, = (G,(h(z)))" U, n € N. Para n = 0,
temos que, Lo = ((U(Py))?) " U. Suponhamos que esta propriedade ¢ valida para
k= 0,1,...,p, isto &, Ly = (Gk(h(aj)))TU com grau G, = k, k = 0,...,pe
verifiquemos que também é valida para k = p+1, isto é, L,41 = (Gp+1(h(x)))T U, pe
N. Considerando a relacdo de recorréncia satisfeita por {L£,},en € tomando em

consideracao a hipotese de indugao, vem

Lot = (Cor) " [(M(@)] = (B,)Gy(h(z)) = (Ap—1)" Gpr (h(2)] U
= [(Gy(h(@))T (h(2)T = (By)) = Gy (h()) Ay 1))Cpy] " U
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Assim, L1 = (Gpar(h(z)) U, p € N, isto ¢, se a condigao for verdadeira para

k=1,...,p, também o é para p + 1.

Provemos que (d) = (e): Comecemos por escrever hGL em fungdo dos elementos
{G]}jen, isto &,

n+1

h(x)Gg(h(x)):Zaycf(h(x)), onde o€  Mpyxn(C). (11.24)

Logo, ao multiplicar a direita ambos os membros da tltima equacao por U, tem-se

que
n+1

h(z)GE (h(z))U = Z aGT (h(z))U.

Aplicando ambos os membros da ultima relagao a um elemento By vem

(h(z)Gy, (h(2))W)(Br) = Z(Q?G]T(h(w))u)@k)-
Como, L, = (Gn(h(z)))" U, n € N, tem-se que

n+1

Ly (h(2)Bg) = ZLJ (Br) ()" = (a)""

Utilizando (I1.20) em (I1.24) vemos que

(@f)" = Ciln(Br1) + Biln(Bi) + AL (Bri1)
A1, k=n-1
B,, k=n
Chy1, k=n+1
Onvxn, K#Fn—1nn+1

Assim, {G,, } ey satisfaz

h(@)Co(h(2)) = Gror (h(2)) Apy + Go(h(2)) By + Gt (h(2))Crr.

Finalmente, para provar que (e) = (c¢), basta transpor ambos os membros da rela-
¢ao (I1.23) e multiplicar ambos os membros da rela¢do obtida por U, obtendo assim
de forma imediata (I[.21). d

O anterior teorema é um resultado muito completo e de enorme importancia. Em
primeiro lugar, porque demonstra que a ortogonalidade a direita relativamente a
uma funcional vectorial U é equivalente a ortogonalidade & esquerda. Em segundo

lugar, porque demonstra os polindémios matriciais GG,, que aparecem na representagao
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dos elementos da base dual {L,},en s80 0s mesmos que surgem no conceito de
ortogonalidade vectorial & direita. Em tltimo lugar, porque relaciona as diferentes
sucessoes de polinémios apresentadas, bem como as relagoes de recorréncia a trés

termos por estas satisfeitas.

TEOREMA I1.13. Seja U uma funcional vectorial quasi-definida, { B, tmen € {Gn}tnen
definidas por (11.6) e (I1.16), respectivamente. Entao, {Bm}men € {Gn}nen sao bi-

ortogonais relativamente a U, isto €,

(Gn(M@)) U (B,n) = InxnOnm,n, m € N,

se, e somente se, A, = (™)' e O, = (o). Como consequéncia, a sucessdio

dual {L, }nen associada a {B,, }men € dada por L, = (G, (h(x)))TU, n € N.

DEMONSTRAGAO. Existe uma tinica sucessao de matrizes {a'} jen € Muxn(C)
tal que B,, = Z;.":O aj'P;, onde ayy; € uma matriz nao-singular. Logo,

m

(G (h(2))W)(Brw) = (G (R(2)W)(Y_ af'Py) = Y (G (h(2))W)(Py).

J=0 J=0

Como {G,, }nen € ortogonal a direita relativamente a funcional vectorial U tem-se

m —
an®,,, m=n

(G (h(@)U)(Brm) = {

0N><N7 m > n.

Logo, (GL (h(z))U)(B,,) = Iyxn se, e somente se, a™O,, = Iy, ou seja, O, =

m

™)1 Por outro lado, consideremos

(«

n

(G (h(2))U)(Bn) = ((Z B (h(x)) W) (Brn) = Y (A(2) W) (Bn) 55

§=0
Analogamente, como {B,, }men € ortogonal a esquerda relativamente a U temos

ApBY, m=n

ON><N7 m > n.

(G (h(2))U)(B) = {

Logo, (GT (h(z))U)(B,n) = Inxn se, e somente se, A7 = Inxy, isto &, A, =
(Bm)~L. Assim, obtém-se o pretendido. ]

4. Funcao Resolvente

Nesta secc¢ao trabalharemos apenas com funcionais lineares vectoriais normalizadas,

isto ¢, com funcionais vectoriais que satisfacam

u<T0> = IN><N'
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inda n a0, irem nir o qu nten mo funcao de Markov matricia
Ainda nesta secg¢ao, iremos definir o que se entende como de Mark t )
generalizada e como esta se encontra relacionada com a func¢ao resolvente de um

operador linear de dimensao infinita.

DEFINIGAO II.5. Seja U uma funcional vectorial linear. Definimos a fung¢dao de

Markov generalizada associada a U, F, por:

1 1 N 1
<u:v7 z—h(a:)> o <U’ac ’ Z—h(z)>

F(z) = U, (;’f—%) = : : : (11.25)

1 xN—l N wN—l
<x7m> <Umaz_h(x)>

com z tal que |h(z)] < |2] e com z € L onde L = Uy n supp ul. Aqui U,

representa a acgao de U na variavel z e Po(x) = [1 T ... a:Nfl}T.

Ao considerarmos o seguinte desenvolvimento formal

L s BN <,

z—hz) = !

podemos ainda, encontrar outra representacao possivel para F, dada por

5y = 3 ()W)

ZnJrl

n=0
Vejamos que a funcao de Markov generalizada esta directamente relacionada com a
funcao resolvente associada a um operador linear de dimensao infinita que é repre-
sentado pela matriz de Jacobi (I1.12) tridiagonal por blocos associada a relagao de
recorréncia a (2N + 1)—termos de que partimos inicialmente, ou de forma equiva-

lente, associada as relagoes de recorréncia a trés termos (I11.20) e (I11.23).

DEFINICAO II.6. Define-se como funcao resolvente associada a um operador linear

de dimensao infinita representado por uma matriz de Jacobi J, a funcao R dada por

o

. (Jn 60,60)
R(z) = Z ont1
n=0
onde
eo = [Inxn Onxn ]T e (J"eq,e0) = ep J"eq.

TEOREMA 11.14. Sejam U uma funcional vectorial linear normalizada, F a funcgao
de Markov generalizada e R a fung¢ao resolvente associada ao operador de dimensao

infinita representado pela matriz de blocos J definida em (11.12). Entao, tem-se que

para z tal que |h(z)| < |z| e com x € L onde L = U;—;__y supp u.
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DEMONSTRAGAO. Com vista a determinar o valor de (J"eg, eq),n € N, consi-

deremos a igualdade matricial

Bo(z) BO‘(QE)
M B | =" B |
da qual se obtém
Bo(z) Bo(z)
" an(x) — (h())" Bﬂ:m meN. (I1.26)

Logo, da primeira equagao da relagao (I1.26) temos que

(J"eg,e0)Bo + - - = (h(x))"Bo.

Aplicando a funcional vectorial U, & anterior relagao e considerando as respectivas

condicoes de ortogonalidade, tem-se que
(J" €0, €0)U=(Bo) = ((h(x))"Us ) (Bo),
ou seja,

(J" eo,e0) = ((h(2))"Ua)(Bo) (Ua(Bo)) "

Mas como pelas condigoes iniciais da rela¢ao de recorréncia (I1.20) se tem By = Py,

obtemos que
(" eo, e0) = ((h(x))"U)(Po) (U(Po)) .

Assim,

R(z)=Y ((h(2))"W)(Po) (U(Po) ™"

ZnJrl
n=0

Como se considera que a funcional vectorial ¢ normalizada tem-se R(z) = F(z),

como pretendiamos demonstrar. U






CAP{TULO III

Interpretacao matricial da ortogonalidade vectorial

No presente capitulo estudaremos em detalhe as sucessoes de polindbmios matriciais
{Vin}men € {Gm }men sob o ponto de vista da teoria geral da ortogonalidade matricial.
Ao estudar estas sucessoes, observamos que estao associadas a dois tipos de ortogo-
nalidade matricial que iremos relacionar com a ortogonalidade vectorial a esquerda
e a direita apresentada no anterior capitulo, provando que se tratam de conceitos de
ortogonalidade equivalentes. Neste contexto, definiremos também o que se entende
por sucessao de polinémios associados de primeira espécie e respectivas proprieda-
des. Estabelecemos dois problemas tipo Hermite-Padé que caracterizam os distintos
conceitos de ortogonalidade. Apresentamos ainda relagoes algébricas satisfeitas por
estas sucessoes como é exemplo disso uma identidade do tipo Christoffel-Darboux.
Finalmente, provamos que a fungao de Markov generalizada apresentada no anterior

capitulo se trata de uma medida complexa de ortogonalidade.

A maioria dos resultados neste capitulo encontram-se nos trabalhos |9, 8.

1. Ortogonalidade matricial a esquerda

O vector de polinémios B,, pode escrever-se em fungao de Py, da seguinte forma

com Py(z) = [lz ... fol}T e onde V,,(h(z)) é um polinémio matricial da forma
Viu(h(z)) = o (h(x)), o' € Myxn(C).
=0

No caso particular em que h(x) = z, tem-se
Vin(z) = Z o'l
=0

TEOREMA IIL.1. Seja U uma funcional vectorial. Sejam {B., }men uma sucessao
de polinémios vectoriais e {Vi,}men a sucessao de polinémios matriciais definida
por (II1.1). Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

47
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(a) {Bm}men € uma sucessiao de polindmios vectoriais ortogonais a esquerda
relativamente a funcional vectorial U.

(b) A sucessao de polindmios vectoriais { B, }men satisfaz
hMz)B(z) = AnBmi1(z) + BB (z) + CrrBroi(x), m>1

onde B_1(x) = 0yx1 € Bo(x) = Po(z).

(c) A sucessao de polindmios matriciais {Vy, }men satisfaz
2V (x) = Ay Vi1 (2) + BV () + Cl Va1 (x) m>1 (I11.2)

onde V_i(x) = Onxn € Vo(x) = Inxn.

DEMONSTRAGAO. Para demonstrar este teorema seguimos o seguinte esquema:
(a) < (b), (a) = (¢) e (¢) = (b). A equivaléncia (a) < (b), foi obtida no capitulo

anterior, no teorema I1.12.
Demonstremos entao que (a) = (c¢):

Sabemos que existem matrizes 77" € Myxn(C) tal que

m—+1

(@) Vih(2)) = > 27"V ().

Multiplicando & direita ambos os membros desta equacao por Py e aplicando U

tem-se que
m—+1

(h(2)W)(Bm(z)) = Z 75 WB; ().

Das condigoes de ortogonalidade & esquerda satisfeitas pela sucessao {B,, }men tem-
se que 3" = Onxn. Multiplicando a equagao resultante por i e tendo em considera-
¢ao as condicoes de ortogonalidade a esquerda obtém-se também que )" = Onxn.
Procedendo de forma recorrente, isto é, multiplicando a equacao resultante por h*,
com k = 2,....,m — 2 e utilizando as condi¢oes de ortogonalidade prova-se que
V' = Onxn, J = 2,...,m — 2. Assim, a sucessdo {Vin }men satisfaz uma relacao de

recorréncia a trés termos da forma
W)V (h(2)) = Y1 Vi1 (0(2)) + 350 Vin (B(2)) + 751 Vi (B()).
Observe-se ainda que, multiplicando & direita a ultima equagao por Py, vem que
WMz)Bm(r) = Y Bmia () + 9 Bm () + 701 Bmi(2)

e, tendo em consideracdo, a hipotese (a) < (b), por comparagao dos coeficientes

da relagao de recorréncia tem-se que A,, = .1, By = 7, e Cy, = 7,7_;, como
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pretendiamos demonstrar. Finalmente, para provar que (¢) = (b), basta multiplicar

a direita (II1.2) por Py, obtendo-se de imediato o pretendido. O

Observamos entao, que a sucessao de polinomios matriciais {V;, }men satisfaz uma
recorréncia a trés termos com coeficientes matriciais nao simétricos. O que, no mo-
mento, levanta uma questao: sera que existe uma matriz de medidas relativamente

a qual a sucessao de polinémios matriciais {V,, }men seja ortogonal?

Em parte, a resposta a esta questao é dada nos trabalhos de A.J. Durén (cf. [13], [17])
onde se encontra uma prova deste teorema para sucessoes de polindémios matriciais
que satisfazem uma relagao de recorréncia da forma (I.10) (simetria dos coeficientes
da relagdo de recorréncia) e, onde, se prova que estas sucessoes sdo ortonormais

relativamente a uma matriz de medidas definida positiva.

Uma outra tentativa parcial para a resolucao deste problema pode ser encontrada
no trabalho [12], onde H. Dette e colaboradores dao condigbes necessarias e sufici-
entes para que este problema tenha solugao partindo do pressuposto que existe uma

sucessao de matrizes numéricas que permitem simetrizar a relacao de recorréncia.

Devemos observar que apenas alguns autores, quando lidam com ortogonalidade
matricial, fazem uma distincao clara entre ortogonalidade matricial a direita e orto-
gonalidade matricial a esquerda. Isto porque, o usual é trabalhar-se com sucessoes
de polinébmios matriciais ortonormais onde as nogoes de ortogonalidade matricial a
esquerda e a direita sao praticamente equivalentes, na medida em que as relagoes de

recorréncia satisfeitas pelas sucessoes sao a mesma a menos de uma transposicao.

Para dar resposta a questao que se nos coloca comecemos por definir o que enten-

demos por sucessao de polindémios ortogonais matriciais a esquerda.

Seja W uma matriz de medidas em R de dimensao N x N nao-singular e nao neces-
sariamente definida positiva, isto é, para qualquer conjunto de Borel A C R, temos
que W(A) é uma matriz numérica nao-singular, tal para todo o nimero natural k

existem Sy = fR 2*dW (2), que designamos por momentos de ordem k.

DEFINIGAO III.1. Diz-se que uma sucessao {V;, }men de polindomios matriciais, com

Vn de grau m, é ortogonal a esquerda relativamente & matriz de medidas W se

/ Vin(2)dW (2)2F = QL Spmy  k,m >0, e QL ¢ triangular superior ndo-singular.
R

O préximo teorema inclui claramente um analogo do teorema de Favard para o caso
matricial nao simétrico onde nao se impoe que a matriz de medidas encontrada seja

definida positiva, isto é, a matriz de medidas nao tem por que ser simétrica.
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TEOREMA I11.2. Seja {V}, }men uma sucessao de polindmios matriciais. Entao, as

sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) {Vin}men € ortogonal & esquerda relativamente a uma matriz de medidas
W.

(b) Existem sucessoes de matrizes numéricas { Ap }men, {Bm}men € {Cm tmen,
com Ay, uma matriz triangular inferior e C,, uma matriz triangular supe-
rior, para m € N, tal que a sucessao de polinomios matriciais {Vy,}men

satisfaz
2V (2) = AnVini1(2) + BV (2) + CplVin—1(2), m >1 (II1.3)

onde V_1(2) = Onxn € Vo(2) = Inxn-

DEMONSTRAGAO. Provemos primeiro que (a) implica (b). Como a sucessido
{Vin}men € também uma base para o espago vectorial dos polinomios matriciais
podemos escrever zV,, na forma

m+1
Vinlz) =Y AMVi(z), AP € Myun(C).

k=0

Tem-se entao, das condigoes de ortogonalidade, que
A;”/V}(z)dW(z)zJ = /Vm(z)dW(z)sz =0nxxy para j=0,...,m—2.

Assim,

2Vinl(2) = Ay Vi1 (2) + AL Vi (2) + A Vi (2),

(/v YdW (= m“) ml—(/v )dW (z )(Q}nl)l,

o= ([ a2 @,
Tomando A, = A, By, = A}, e Cyy = A7

m—1>

onde

obtém-se o pretendido.

Finalmente, para provar que (b) implica (a), devemos comegar por definir de forma
recorrente os momentos matriciais associados a matriz de medidas W a partir das

condigoes
So = /dW(z) =Q) e /Vm(z)dW(z) = Onxn, m > 1,

onde f é uma matriz triangular superior nao-singular.
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Tendo em consideragao que V,, se pode escrever como
Vm(2> = Vm’mzm 4+ 4 Vm,lz -+ Vm,O,
com V,,,, uma matriz nao-singular, entao tem-se que
ON><N - /Vm(Z)dW(Z) - Vm,mSm + -+ Vm,OSO-

Logo, os momentos sao definidos de forma recorrente através de

Mostremos, entao, que se tem
/Vm(z)dW(z)zk —Onan, k=0, m—1 o /Vm(z)dW(z)zm o

Da relagao (IIL3) tem-se que [ V,,(2)dW(z)z = Onxn, m > 2. De novo, multi-
plicando ambos os membros da relagao de recorréncia a trés termos por z tem-se

que
22V(2) = A2V 1(2) + B2V (2) + CpazVip_1(2)

e, consequentemente que,
/Vm(z)dW(z)22 =Onxn, m>3.
Procedendo de forma semelhante, concluimos que
/Vm(z)dW(z)zk =0nxn, k=0,...,m—1.
Para k = m tem-se que
/Vm(z)dW(z)zm = /(AmeH(z) + B Vin (2) + Coi Vi1 (2))dW (2) 2™
= C, / Vin_1(2)dW (2)2™ ' = CpiCpy ... C195.

Provamos entao que

/Vm(z)dW(z)zk =0nxn, k=0,...,m—1

/ Vo (2)dW () 2™ = QL |

com Q! = C,,Cp,_y...C1Q} triangular superior nao-singular. O
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Devemos observar que o teorema que aqui apresentamos, I11.2, juntamente com o
teorema III.1, ilustram a equivaléncia entre a ortogonalidade vectorial a esquerda e

a ortogonalidade matricial a esquerda.

DEFINIGAO TI1.3. Seja {B,,}men uma sucessao de polinémios vectoriais e seja U
uma funcional vectorial linear quasi-definida. A sucessao de polinémios matriciais

{B%) }men de expressao

iy (Ve = Van @)
B = (Lt EL a0 ),

onde U, representa a accao de U na variavel z, é designada por sucessao de polind-

mios associados de primeira espécie a { B, }men € a U.

Observe que a sucessao de polinémios associados que acabamos de definir se trata

de uma sucessao de polinémios matriciais. Podemos entao, verificar que a sucessao
1 . . . .

{TB,(n)}meN satisfaz a mesma relagdo de recorréncia que a sucessao {B,,}men mas

com diferentes condigoes iniciais.

TEOREMA I11.4. Sejam U uma funcional vectorial linear quasi-definida € { B, }men
uma sucessao de polinomios vectoriais ortogonal & esquerda relativamente a U. En-
tao, a sucessao de polinomios associados a {B,}tmen € a U, {3%)}”@\1, satisfaz a
relacao de recorréncia a trés termos com coeficientes matriciais de dimensao N x N

dada por
2BY (2) = A,BW(2)+ BnBWY () + CBY L (2), m>1,

com condigées iniciais B)(2) = Onyn € B{(2) = A"

DEMONSTRAGAO. Recordemos que B,, se escreve como

B () = Vin(h(2))Po(z),

com Py(x) = [195 xN_l]T e que a sucessao de polinémios matriciais {V, }men

satisfaz a relagao de recorréncia

W) Vin(h(2)) = AmVin1 (h(2)) + BuVin(h(2)) + ConVin1 (A(z)),  m > 1.

Consideremos esta ultima relagdo assim escrita e a mesma relagdo tomando h(z) =

z. Se subtrairmos a equagao escrita na variavel h(x) & equagao escrita em z e
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multiplicarmos esse resultado a direita por z?io—gf()x) tem-se
Vin(2) = B@Vnh(2) 1y Viea(2) = Vo (h(a)),,
R T I
+ B, Vm(zi : Z";()h@))?o(x) +Cp Vm_1(2’z : ch_)l<h(x))?o($).

Somando e subtraindo zV},(h(z)) no numerador da expressao que aparece no pri-
meiro membro da tltima equacao e ao fazer actuar U, em ambos os membros, tem-se

que
2BL,11(2) + Ue(Brn) = AuBL)(2) + BBy (2) + CuBlylo(2),
de onde, pela ortogonalidade de {B,, }men, se tem que

ZB(I)

m—1

(2) = ApBY(2) + BuBLY (2) + CuBY o(2), m>1,

com condigoes iniciais B(_lg(z) =Onyxn € B(()l)(z) = Ayt O

O proximo objectivo a que nos propomos consiste em definir um problema tipo
Hermite-Padé ao qual chamaremos problema de aproximacao de Hermite-Padé a
esquerda. Veremos entao, que uma condi¢ao necesséria e suficiente para que uma
sucessao de polinoémios vectoriais {B,, }men seja ortogonal & esquerda relativamente
a uma funcional vectorial U é que esta satisfaca um problema de aproximacao tipo
Hermite-Padé a esquerda.

TEOREMA IIL.5. Sejam W uma funcional vectorial linear quasi-definida, { B, }men
uma sucessao de vectorial de polinomios, {B%)}meN a sua sucessao de polinomios as-
sociados de primeira espécie e F a fungao de Markov generalizada definida por (11.25).
Entao, {B,,}men € ortogonal a esquerda relativamente a funcional vectorial U se, e

somente se,

Vin1(2)F(2) — 23(1)(z) =Api1——+ -

Zm+2
DEMONSTRACAO. Da definicao do polinémio B%), vem

BU() = Vi (15() s (2220000,

ou seja, tem-se que

Vini1(2)F(2) — BY(2) = U, (?T—;ng) . (I11.4)
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Mas,

W (M) _ i ((h(2))"Us) (B (4))

z — h(x) — Zntl

Logo,
 (Bmle)) S ()W) Brale)

z — h(z) o+l Sm+2 T

n=m-+1

se, e somente se, {B,, }men € ortogonal a esquerda relativamente a U,. U

2. Ortogonalidade matricial a direita

Devemos fazer notar que, nesta sec¢ao, devido a similitude com a sec¢ao anterior,
em que abordamos o conceito de ortogonalidade matricial & esquerda e a sua relagao
com a ortogonalidade vectorial a esquerda, iremos omitir a demonstracao de alguns

resultados.

O teorema II.12 revela-nos a existéncia de uma sucessao de polindmios matriciais
que designdmos por {G,,}men € que permite escrever qualquer elemento da base

dual {L,, }men & custa da funcional vectorial U e vice-versa, tendo em conta que

L = GL (h(z))U, m € N. (I1L.5)

Observamos anteriormente que esta sucessao de polinémios {G,, }men satisfaz uma
relagao de recorréncia a trés termos com coeficientes matriciais e, que para além
disso, esta sucessao de polinémios matriciais é ortogonal a direita relativamente a

uma funcional vectorial U normalizada.

A semelhanca do que acontece quando estudamos a sucessao de polindmios matriciais
{Vin}men, também a sucessao de polindmios matriciais {G,, }men ird satisfazer um
tipo de ortogonalidade matricial. Para tal, comecemos por introduzir o que se
entende por ortogonalidade matricial a direita. Consideremos entao, uma matriz de

medidas W nao necessariamente definida positiva em R.

DEFINIGAO II1.2. Diz-se que uma sucessao {Gp, }men de polinémios matriciais com
G, de grau m, é ortogonal a direita relativamente a uma matriz de medidas W em

R de dimensao N x N nao-singular se
/ FAW (2)Gru(2) = Q2 6km,  k,m >0, e Q2 & triangular inferior ndo-singular.
R

TEOREMA II1.6. Seja {G,,}men uma sucessao de polindmios matriciais com grau
de G, igual a m tal que os seus elementos satisfazem (I111.5). Entdo, as segquintes

afirmacoes sao equivalentes:
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() {Gm}men € ortogonal a direita relativamente a uma matriz de medidas W'.
(b) Existem sucessoes de matrizes numéricas { Am }men, {Bm tmen € {Cm}men
com Ap_1 uma matriz triangular inferior e Cy,1 uma matriz triangular
superior, nao singulares, para m € N, tal que a sucessao de polindmios

matriciais {Gp }men satisfaz
2Gm(2) = Gr-1(2)Am—1 + G(2) By + Gy1(2)Crapr,  m>1 (I1L.6)

onde G_1(2) =0nxny € Go(z) = Inxn.
DEMONSTRACAO. Demonstragao analoga & do teorema II1.2. O

Observe que este teorema, juntamente com o teorema II.12, ilustra a equivaléncia

entre a ortogonalidade vectorial & direita e a ortogonalidade matricial & direita.

Estamos em condigoes de definir o que entendemos por polinémios associados a

sucessao de polinomios matriciais {G,, }men € a funcional linear U.

DEFINIGAO IIL.7. Seja {G, }men uma sucessao de polinémios matriciais com coe-
ficientes matriciais de dimensao N x N e G,, de grau m. Seja U uma funcional

vectorial linear quasi-definida. A sucessao de polinémios {G%)}meN de expressao

65)(e) = (GBI o0 | (9,0,

onde U, representa a accao de U na variavel z, é designada por sucessao de polind-

mios associados de primeira espécie a sucessao de polinomios {G,, }men € a U.

TEOREMA II1.8. Seja U uma funcional vectorial quasi-definida e seja {Gp}men
uma sucessao de polinomios matriciais ortogonais a direita relativamente a U de-
finida por (1I1.5). Entdo, a sucessio de polindmios associados a {Gm}tmen € a U,
{G%)}meN; satisfaz a relacao de recorréncia a trés termos com coeficientes matriciais

de dimensao N X N, dada por

2GO) 1 (2) = GOy (2) At + G4 (2) B + GO (2)Crer, m > 1,

com condigoes iniciais Gg%(z) =Onxn € G(()l)(z) =C;h

DEMONSTRAGAO. Tendo em consideracao que os elementos da sucessao { Gy, }men

sao definidos por (II1.5) e o teorema II.12 tem-se que

2Gh(2) = AL 1Ghi(2) + BoGrL(2) + C’Z;—&—IGZ”L—Q—I(Z)
h(x)Gﬂ(h(x)) = Aﬁ—lG%—l(h(x)) + BiG%(h(@) + O£+1G§+1(h(x))'
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Subtraindo membro a membro as igualdades, somando e subtraindo o polindémio

matricial zG? (h(z)) ao primeiro membro da equagao resultante e, posteriormente,

multiplicando a equagao obtida por z——h(x) vem que,
2G(2) — 2Gy, (h(@)) + 2GR, (h(z)) — h(2)G7,(h(z))
z — h(x)
_ AT Gzzfl(z) - ngfl(h(r)) T Ggm(z) - G%(h(x))
= A z — h(x) B z — h(x)
T GZ%—H('Z) - G%H(h(@)
+ Cerl y h(x) :

Multiplicando, da forma usual, ambos os membros da equagao a direita pela funci-

onal vectorial U, que actua na variavel x, tem-se

(-SRI =Gyt e,

= — ()
i (Gl G (GhlE) = Gl
vor (G§+1(zi = S(%l(h(x))) W

Fazendo actuar ambos os membros da anterior equagao no elemento Py da base para

PV, vem que:

(G | ) + G a0) 0

_ {(Gﬁ—l(i = S(%l<h<x))) ux} (Po) Ay
(=50 ] 0,

+ {(Gﬁﬂ(i - S(%l(h(x))

) uz:| ([‘PO> Cm—i—l;
ou seja,
2G0 L (2) + [GE ()W) (Po) = G o(2) At + G4 (2) By + G (2) G

Como, por (II1.5),
Ln(Po) = L1 (Bo) = Onxwy, m2>1

tem-se que

ZGS)A(Z) = Gfi),z(Z)Am_l + Ggll(z)Bm + G (2)Cnir, m > 1,
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como queriamos demonstrar. O

De forma semelhante ao que apresentamos na sec¢ao anterior, propomos-nos definir
um problema tipo Hermite-Padé ao qual chamaremos problema de aproximacao de
Hermaite-Padé a direita. Veremos que uma condi¢ao necesséria e suficiente para que
uma sucessao de polinémios matriciais {G,, }men seja ortogonal a direita relativa-
mente a funcional vectorial U é que esta satisfaca um problema de aproximagao tipo

Hermite-Padé a direita.

TEOREMA II1.9. Sejam U uma funcional vectorial linear quasi-definida, {Gpm}men
uma sucessao de polindmios matriciais com G, de grau m e satisfazendo (I111.5),
{G%)}MGN a sua sucessao de polinomios associados de primeira espécie e F a fungao

de Markov generalizada.

Entao, a sucessao de polindmios {Gp}men € ortogonal a direita relativamente a

funcional vectorial U se, e somente se, satisfaz

1
F(2)Grsr(2) = GV (2) = Oy —— + - -

Zm+2

DEMONSTRAGAO. Tendo em conta a definicao do polindémio {G,%)}meN, tem-se

o) = [(Cenld=Caally | gy

= U, (;io—%) Gmi1(2) — (Ggw—l—l(h(x))uﬂﬁ) <;io—%> )

ou seja,
F(E)Gona(2) — 68 = (G lonts) (L2007, uL7)
onde F é a funcao Markov generalizada.
Mas,
(Ghatant) (S2975) = 3 S @) @),
Logo,

(G%H (h(x))ugg) <Z?io—§;2€>> = Ot er}+2 +en

se, e somente se, {G,, }men € ortogonal a direita relativamente a U,. U
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3. Bi-ortogonalidade

Nesta seccao iremos demonstrar um importante teorema, no qual provamos como a
funcao de Markov generalizada, introduzida no anterior capitulo, nao é mais do que

uma medida complexa de ortogonalidade.

TEOREMA III1.10. Seja W uma funcional vectorial linear quasi-definida e seja F a
func¢ao Markov generalizada associada. Entao, as sequintes afirmacoes sao equiva-

lentes:

(a) As sucessoes {Bm}tmen € {Gm}tmen s@o bi-ortogonais relativamente a U,
15to €,
(GE(R(2)UW)(B,) = INxNOnm, n,m € N,
(b) As sucessoes {Gp}nen € {Vin}men, onde B, (z2) = Vi (h(2))Po(2) para m €
N, sao bi-ortogonais relativamente a 2miJ, isto €,
1
— | Vi(2)F(2)Gn(2)dz = INxNOpm, n,m € N.
211 C
onde C' € um caminho fechado em {z € C : |z| > |h(x)|, z € L}, com

L = Uj—1...v supp ul.
DEMONSTRACAO. Tendo em consideracao que
_ T _
Vin(2)F(2)Ga(2) = (G (2)Us,) ( s —h(z) )’

el

1 1 T Vin(2)Po(x)
o CVm(z)S’(z)Gn(z)dz =5 C(Gn(z)ux) <z——h(x)) dz.

Como G, V,, e Py sao funcoes analiticas tem-se, pela formula integral de Cauchy,
que

RS T, Vin(2)Po(2) o — (GT (h(z - T
o LGty (2B i — (G0N (B h0)7u(o).
e, logo, temos para todo o n, m € N

% ; Vin(2)F(2)Gu(2)dz = (G}, (h(2))Us) (Byu(2)) = InxnOpm-

De onde se obtém o resultado que queriamos demonstrar. O

O dltimo teorema diz-nos que se {B,, }men € uma sucessao de polinémios vectori-
ais ortogonais a esquerda relativamente a U ¢é equivalente a dizer que a sucessao
{Vin}men associada a {B,,}men € ortogonal & esquerda relativamente a F. De forma

semelhante, dizer {G,,}men € uma sucessio de polindmios matriciais ortogonais a
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direita relativamente a U é equivalente a dizer que {G,,}men € ortogonal a direita

relativamente a F.

4. Identidade de Christoffel-Darboux

Nesta secgao apresentaremos resultados algébricos com respeito ao comportamento
das sucessoes de polinémios {V;,, }men € {Gum tmen, como é exemplo disso, uma iden-
tidade do tipo Christoffel-Darboux e suas féormulas confluentes. Para além disso,
mostra-se que a identidade do tipo Christoffel-Darboux caracteriza as sucessoes de

polinémios ortogonais matriciais.

TEOREMA III.11. Seja h um polinomio escalar de grau firo N e U uma funcional
vectorial quasi-definida. Sejam {Gu tmen € {Bm}men sucessoes de polindmios, com
G,, um polinomio matricial de grau m, para todo o m € N e B,, um polinomio
vectorial dado por B,,(z) = Vi, (h(z))Po(x), onde V,, € um polindmio matricial de

grau m, para todo o m € N. Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) {Bm}men € uma sucessio de polinomios vectoriais ortogonal & esquerda
relativamente a U.

(b) {Ln}nen € uma sucessao de funcionais vectoriais bi-ortogonal relativamente
a {Bmen tal que L, = GE(h(z))U.

(¢) {Vin}men € {Gm}men verificam a formula tipo Christoffel-Darbouz

(x — 2) Z Gr(2)Vi(x) = G(2) A Vi1 (z) — G (2)Crid Vin (), (1IL8)

comx, z€ CemeN.

(d) {Vin}men € {Gm}tmen satisfazem a formula confluente
Gm(x)AmeH (m) — GmH(x)CmHVm(x) = ON><N7 (1119)

m

Y Grl@)Vil(x) = Gu(2) A Vi1 () = Groir (€) G Vi (), (I1.10)

k=0
comx € CemeN.
(€) {Vintmen € {Gm}men satisfazem

Gimn(2) A Vin1(2) — Gy 1 (2) Crg 1 Vi () = Oy, (IT1.11)

m

Z Gr(2)Vi(z) = Gl (2) O Vin(2) — G, (2) A Vina (), (IIL.12)
k=0

comx € CemeN.
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DEMONSTRAGAO. Para provar este resultado seguimos o seguinte esquema. (a) <
(), (b) = (c) = (e), (e) = (b) e (¢) = (d) = (a).

A equivaléncia (a) < (b) é provada no teorema I1.12. Para provar que (b) im-
plica (c) recordamos que as sucessoes de polinémios matriciais {V,, }men € {Gm fmen

verificam, respectivamente, as relacoes de recorréncia
V() = ApVigi(z) + BpVin(x) + Cp V-1 () (II1.13)
2Gp(2) = Guo1(2)Am_1 4+ Gu(2) B + Grs1(2)Crug (I1.14)
Subtraindo o resultado de multiplicar & esquerda ambos os membros de (II1.13) por

Gm(z) ao resultado de multiplicar & direita ambos os membros de (I11.14) por V,,(z),

temos que

(T = 2)Gn(2)Vin(2) = [Gin(2) A Ving1 (2) — Gre1(2) A1 Vi (7))
= [Grnt1(2)Crs1 Vin (@) = Gin(2) O Vi1 ()] -
e, logo, tem-se (IIL.8). Para provar que (c) implica (d), basta tomar z = x em (IIL.8)

e entdao obtém-se (II1.9). A equagao (II1.10) resulta de (II1.8) diferenciando relati-

vamente x e, tomando, posteriormente, z = x.

Para provar que (c) implica (e), devemos tomar z = x em (II1.8) e, entdao, (III1.11)
¢ valida. A equagao (II1.12) resulta de forma similar diferenciando (IIL.8) relativa-

mente a z e tomando z = x.

Para completar a prova necessitamos mostrar que (d) implica (a). Podemos reescre-

ver a equagao (II1.10) na forma

m—1

Gn(2) An Vi1 (2) = G (2) O Vi (7)) = Gr(2) Vi () + Z Gr(2)Vi(2),
k=0

ou, equivalentemente,
G (2)Vin(2) = G () [An Vi 1 (@) + Cr V4 (2)]
— [Ginr1(2)Cripr + Gt (2) A1V, ().

Usando (II1.9) temos que [(A,Vini1(2) + CiVi1(2))V,, (2)] = Inxn . Entdo,
temos que

[Ap Vi1 (2) + Coi Vi1 (2)|V () = 2] — B,

ou seja, { Vi, bmen satisfaz uma relagao de recorréncia a trés termos da forma

h(x)Vy = AnVis1(h(z)) + BV (h(2)) + Cp Vi1 (h(x)).
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Multiplicando ambos os membros da relacao de recorréncia a trés termos por Py, da

defini¢ao de B,, e do teorema I1.6, o resultado é obtido.

Finalmente, para provar que (e) = (b) procedemos de forma similar & prova de
(d) = (a) partindo de (II1.12) e tendo em consideragao o teorema I1.12. O

Observe-se que este resultado ja era conhecido para sucessoes de polinémios ortonor-
mais matriciais que satisfazem relagoes de recorréncia simétricas, como ilustramos no
primeiro capitulo. Com o resultado que obtivemos estendemos este resultado a qual-
quer tipo de sucessoes de polinébmios matriciais ortogonais. Para além disso, como
as ortogonalidades matriciais & esquerda e a direita sao equivalentes as ortogonalida-
des vectorial & esquerda e a direita, respectivamente, temos que as ortogonalidades

vectoriais sao também caracterizadas pela identidade de tipo Christoffel-Darboux.

Observe-se que podemos ainda deduzir das relagoes (IIL.8), (II1.9),

(II1.10) e (III.12), novas relagdes onde no lugar do polinémio matricial V;,, aparega
o polinémio vectorial B,,, bastando para tal multiplicar as relagoes pelo elemento
P, da base para PV.

TEOREMA I11.12 (Formula de Liouville-Ostrogradski). Sejam {V,,}men € {Gm}men
sucessoes de polindmios bi-ortogonais relativamente a F com V,,, definida por (II11.1)
e sejam {B%)}meN e {Gg)}meN as sucessoes de polinomios associados de primeira

espécie as sucessoes {Vi, tmen € {Gm tmen, respectivamente. Entao,
1 1 -1
Bgn)Gm - m+1an)—1 = Am )
onde A,, € o coeficiente nao-singular que aparece na relagao de recorréncia (111.3).
DEMONSTRAGAO. As sucessoes de polinomios matriciais {V,, tmen, {Gm}men,

{Bgll}meN e {GSLL}mGN satisfazem as relagoes de recorréncia (II1.3) e (II1.6) com

as respectivas condigoes iniciais.

Para provar este resultado procedemos por indugao. Para m = 0 o resultado é

imediato tendo em conta as condig¢bes iniciais. Suponhamos entao que a féormula
1 1 ~1
Bz(; )Gp - %+1G1(;—)1 = Ap )

é valida para p = 1,...,m — 1. Para provar que também é valida para p = m
consideremos os seguintes passos: Primeiro, usamos as relagoes de recorréncia para

B o Vina1, isto é,
B G — Vi Gl s = A, (v = B) (BUL G = VaGL1L)

m—2

A, (B“) G — mflei,lﬁ_l).
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Segundo, provamos que B( ) G =V, Gm 1 = Onxn. Multiplicando a direita (I111.4)
por G, e multiplicando & esquerda (III.7) por V,, (substituindo m por m — 1 nas

relagoes (I11.4) e (II1.7)) e subtraindo membro a membro equagoes obtidas, vem que:

B (2)Ginl(2) — Vin(2)GY) 1 (2).

m

VG (L) i, (220 Y 6, ),

Somando e subtraindo (G? (h(x))U,) <fj’;l((3;))) a ultima relacao e tendo em conside-

racao a ortogonalidade a esquerda e a direita

BOG,, — Vit GV = —AZ1C, <Bm Nem m,lc;f;ll). (IIL15)

m—1

. - . . 1)
Novamente, aplicando as relacoes de recorréncia a trés termos de G,, e Gin)_ !

expressao Bi,ll),sz - m—ng)A vem,

BY G — Vit GV

m—1 —

(Bgilgqu — Vi 1G o) (zInxn — Bmo1)Ct
+ (Vi1 Gy = BY) 2 Grn2) A2 G

Como BSL)QGm_l — Vm_lGﬁlQ = Onxn, tem-se que
B 2Gon — Vi1 G L = (Ve d Gy =BG S G) Ao O

m—2

Aplicando a ultima relagao em (II1.15)

B(1)C71m - m+1G£r1L)_1 == _A;nlcm(vmfng)_g - Bg)_gqu)AmJCn;l-

m

De acordo com a hipotese de indugao tem-se o resultado. U

DEFINIGAO III1.3. Designaremos por polindmio Nicleo o polindbmio matricial em

duas variaveis K,, definido por
Kn(z,y) = ) Gi(h(y))Vi(h(z)).

Observe-se que K,,(x,y) # K (y,x).

Uma das propriedades mais importantes do polinémio ntcleo é a sua propriedade

reprodutora. O proximo teorema da-nos esta propriedade no caso vectorial.
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TEOREMA II1.13. Sejam U uma funcional vectorial linear quasi-definida, { B, }men
uma sucessao de polinomios vectoriais a esquerda relativamente a U e {Gp, }men uma
sucessao de polinomios matriciais ortogonais a direita relativamente a U. Entao,

dado um polinémio vectorial # € PV de grau fixzo m, isto €,

m

=" 8Bi(), B € Muun(C) (I1L.16)

k=0

temos que
() = (K (2, 2)Ws) (7(2))Po ().

DEMONSTRAGAO. De (II1.16) e da nogao de bi-ortogonalidade e do facto de os

elementos da base dual se escreverem na forma £, = GTU, tem-se

B = Li(m(2)) = (Gi (h(2))Ws) (7 (2)).

Entao,
- kig((;m(z)>u2><w<z>>3k<x>.
Mas, 7
(LML) () Ba(e) = (Gelh(2) Vi) L)) (=) Pof).
Logo,
() = (K5, 2N (=) Pol),
e obtém-se o resultado. O

Tem-se, ainda, o seguinte lema:

LEMA III.1. Seja W uma funcional vectorial linear quasi-definida e {B,, }men uma
sucessao de polinomios ortogonais a esquerda relativamente a W. Seja ainda, {Vy }men
uma sucessao de polindmios matriciais tal que B, (z) = Vi (h(2))Po(x), com Po(z) =

[13: a:'N_l]T.

Nestas condigoes, tem-se que

Vin(h()) = (K1 (@, 2)U) (B (2)). (ITL.17)
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DEMONSTRACAO. Tem-se que

(K1 (7, 2)U:) (B (2))

como pretendiamos demonstrar.



CAPITULO 1V

Classe Nevai

Neste capitulo apresentamos uma generalizacao do teorema de Markov matricial no
caso nao-simétrico. Generalizamos o conceito de Classe Nevai apresentado no pri-
meiro capitulo para o caso nao-simétrico e, na Clase Nevai apresentada, estudamos
o comportamento assimptotico do quociente entre dois elementos consecutivos da

mesma sucessao de polindmios ortogonais matriciais.

Estudamos também modificagoes de uma funcional vectorial, como a definida no
segundo capitulo, por meio de uma funcional Delta. Entenda-se como funcional
Delta uma funcional vectorial cujos elementos sao combinacoes lineares de deltas
de Dirac e suas derivadas, em um ou mais pontos. Estudaremos quando é que
estas modificagoes por meio de uma funcional Delta tem associada uma sucessao de

polinémios vectoriais.

Finalmente, como um exemplo de aplicagao, mostraremos que a custa das funcionais
vectoriais obtidas por uma modificacdo por uma funcional Delta, podemos des-
crever qualquer produto de Sobolev discreto [2, 20, 23, 26, 27, 28, 30, 33| ¢
como podemos descrever um produto interno matricial modificado por uma Delta
matriz [44, 45].

Para finalizar, apresentamos o comportamento assimptoético relativo entre duas su-
cessoes de polindomios ortogonais matriciais quando uma destas sucessoes pertence a
classe Nevai matricial generalizada e a outra sucessao é ortogonal a uma modificagao

por uma funcional Delta.
A maioria dos resultados neste capitulo encontram-se nos trabalhos |9, 8.
1. Teorema de Markov Generalizado

Comecemos por recordar a matriz N-Jacobi

By Ay 0
Ci B A -

J=| 0 : (IV.1)
0 C By "

65
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associada as sucessoes de polinomios matriciais {V,, }men € {Gm }men, por meio das

relacoes de recorréncia a trés termos nao simétricas (I11.3) e (I11.6).

A semelhanca do caso matricial simétrico, podemos relacionar os zeros dos polino-
mios matriciais G,, e V,, (i.e, os zeros dos polinomios escalares det G,, e detV},)
com os valores proprios da matriz J,,, onde J,,, € a matriz por blocos truncada de

dimensao mN x mN, da matriz J.

A semelhanca do caso simétrico, tem-se que, para m € N, os zeros dos polinémios
matriciais G, e V,, s@o os mesmos do polinémio det(t/,,nxmn — Jm) (com a mesma
multiplicidade) onde I,,nxmy € a matriz identidade de dimensao mN x mN. No
entanto, como a matriz J,, é, em geral, nao hermitiana, nao temos a garantia que

0S Z€eros sejam reais.

EXEMPLO IV.1. Consideremos a sucessao de polinémios matriciais {V;,, }men gerada

pela relagao de recorréncia a trés termos

2Vim(2) = AVii1(2) + BV (2) + CVii(2), m > 1,

A:[10],B:[18 C:[1 0]
01 8 1 0 —1

e com condigoes iniciais V_1(z) = Ox2 € Vo(2) = Ioxo. Neste caso, a matriz de

com

Jacobi truncada Jy de dimensao 4 x 4 é da forma

1 8 1 0

-8 1 0 1
Jy =

1 0 1 8

0 -1 =81

e admite como valores proprios 1+ iv/65, 1 — iv/65, 1 + 3iv/7, 1 — 3iv/7. Logo, os

zeros do polinémio V5 sao niimeros complexos.

Devemos fazer notar que neste capitulo iremos utilizar muitos resultados sobre zeros
de um polinémio matricial, a que fizemos referéncia no primeiro capitulo e que tam-
bém podem ser encontrados nos trabalhos [14, 15, 16, 21]. Sempre que necessario,

reescrevemo-los no caso nao-simétrico.

Nestas condigoes, podemos entao estabelecer uma férmula de quadratura para a
sucessao de polinémios matriciais {V}, }.men que satisfaz uma relagao de recorréncia

a trés termos nao-simétrica.
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TEOREMA IV.1 (Formula de Quadratura). Seja {Vy, }men a sucessao de polindmios
matriciais ortogonal a esquerda relativamente a matriz de medidas W no sentido da
Definigao II1.1. Seja ainda {B., }men a sucessao de polinémios definida por (I111.1)
e seja {B%)}meN a sua sucessao de polinomios associados de primeira espécie. Con-
sideremos T, k=1,....s, (logo, s < mN ), os zeros do polinomio matricial V,, e

Iy i as matrizes definidas por

l(adj (Vi (2))) 5 (2, 4) B 1 ()
(det (Vi ()@ (1) ’

para k =1,...,5 onde l;, € a multiplicidade de x, .

Fm,k -

Entao, para qualquer polinomio V' de grau nao superior a 2m — 1, tem-se
/ V(h(@)dW (h(x)) = SV () T
k=1

DEMONSTRAGAO. Seja V um polinémio matricial de grau menor ou igual a 2m—
1. Como V,,, tem coeficiente principal nao-singular (cf. [21]), podemos reescrever V'
na forma
V() = C(x)Vin(2) + R(z),

com C' e R polinébmios matriciais de grau menor ou igual a m — 1. Logo,

V(2)V,, (z) = C(2) + R(z)V,," (z),

m
sempre que x nao é um zero de V,,.

Como o grau R(x) < m — 1, pelo lema 1.3 podemos escrever

S

_ Ch,
R(x)V,, () = Z x——mkk’
k=1 m

onde as matrizes C,, ; sao dadas por

kR (@) (adj (Vin (2))) Y (@)
(det (Vi ()" (1) ‘

C"m k=

De acordo com o lema 1.2 tem-se que V() (adj (Vin())) =D (a:mk) = OnxnN
e, tendo em consideracao, que R(2p i) = V(Zmi) — C(@mi) Vin(Tmi), & expressao

anterior toma a forma

WV (k) (adj (Vi (2)) 1 ()

b = T et (Vo)) ™) ()

Portanto,
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Relembrando que,

Vin(@m,e) (adj (Vo (2))) 7 (@) = (adj (Vin () (@0 0) Vi (@) = O,

tem-se

V(z) = C(@)Vn(z) + > Coui — .
Tomando = = h(t), vem

Vi (k) — Vm(h(t))'

V(h(t)) = C(h(t))Vin(h(t)) + Y Chu

T,k — h(t)
Assim, pela representagao integral dos polindémios associados de primeira espécie,
Bgll, dada por
Vin(2) — Vin(h(2))
mfl(z) - h(l’) W( ('T))v
vem que

/ V(h(t))dW (h(t)) = / C (M) Vi (1) AW (h(£)) + > Corge BE)y (@m)-

k=1

Logo, pela ortogonalidade de {V}, }men relativamente a W, tem-se

[V ) = 3 CBY )

k=1

como pretendiamos demonstrar. Il

Observe-se que de forma andloga poderiamos encontrar uma férmula de quadra-
tura que envolvesse a sucessao de polinémios matricial {G,, }.men ortogonal a direita

relativamente a W.

O proximo resultado, que designamos por Teorema de Markov Generalizado, trata-
-se de uma extensao do resultado apresentado por A.J. Duran no trabalho [15].
Este resultado estabelece o comportamento assimptotico do quociente entre o m-
ésimo polinémio ortogonal V,, relativamente a funcao de Markov generalizada J e

, . e . . . . L . 1
o (m — 1)—ésimo polinémio associado de primeira espécie Bﬁn)_l.

TEOREMA IV.2 (Teorema de Markov Generalizado). Seja U uma funcional vec-
torial quasi-definida, {Vy, }men uma sucessao de polindmios matriciais ortogonais a
esquerda relativamente a fun¢ao de Markov generalizada F e seja {B%)}meN a suces-
sao de polinomios matriciais associada de primeira espécie a sucessao de polindmios
vectoriais { B, tmen € a U. Entao,

lim V,'(2)B)) 1 (2) = F(2),

m—00
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para z € C\ T e a convergéncia € localmente uniforme sobre compactos em C\ T,
onde I' = Ny>oMy e My = Up>ny{zeros de V,,}.

DEMONSTRAGAO. Em primeiro lugar, pelo lema 1.3, tem-se

® 1
Vol (2)BY 1 (2) = Top———
m (Z) mfl(z) Z ’kZ . xm,k’

onde I',, ; sao as matrizes coeficientes da formula de quadratura apresentada no
teorema IV.1 e onde os z,, sao zeros de V,,. Por outro lado, existem sempre

nimeros complexos Yo, tal que h(Ym i) = Tk, €

V'nzl( zz:rmkz—

Consideremos, agora, a sucessao discreta de matrizes de medidas { i, }men definidas

ym k)

por

Logo,

Vo ()B)1(2) = Y T . ;= / dg i(zgg), (IV.2)

se z nao é um zero de V,,,. Tendo em consideragao (IV.2), sera entdo, suficiente
provar que

d,um(h(x))

m—00 z — h(x)

=%F(z), ze C\T.

O primeiro passo para a demonstracao deste resultado consiste em provar a conver-
géncia pontual. Caso contrario, suponhamos que existe um complexo z € C\ T,

uma sucessao crescente nao negativa de inteiros {m; },eny € uma constante positiva

C tal que
H/ Ll f _F(2)|| 20,120, (1V.3)
2
onde || . ||2 representa a norma espectral da matriz, isto é,
|Al|l2 = max{v/A : Aé um valor proprio de A*A},
ou seja, || . ||z corresponde a determinar o maior valor singular da matriz. Tomando

em considera¢do uma sucessdo crescente {ay}reny tal que ap — o0, e usando, o

teorema Banach-Alaoglu, podemos encontrar uma subsucessao {r;}ieny de {m;}en,
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definida numa curva ~y; contida no disco |z| < aj, com o mesmo k-ésimo momento

que a funcional vectorial U, para k < 2r; — 1, tal que

fi [ f(h(z))dpr, (h 27”/ f(h ( Ogil))dz
Além disso,

|/ 2 - =)

com /) no exterior do disco |z| < ag. Escrevemos Sy para o primeiro momento da

Y

2

2

(@)
/% z — h(x) F)

i

2

matriz de medidas p,, que ¢ o primeiro momento de U. Entao, tomando k e 1
suficientemente grandes, de (IV.2) e de (IV.3) obtemos

< max () ] IR

L
< ( ! )nsn
max| ———
< = —ha)] ) 150l

Mas isto, leva-nos a C' = 0 e, portanto, (IV.2) nao é possivel.

2

O préximo passo consiste em provar que as fungoes analiticas que sao as entradas

dpm (h(x - : .. .
da matriz / %ﬁi) sao uniformemente limitadas em conjuntos compactos de
z—h(x

C\T'. Entao, a convergéncia uniforme em subconjuntos compactos de C\ I resulta

do teorema de Stieltjes-Vitali’s.

Consideremos um compacto K C C\ T, observe que K N My # (), para N suficien-

temente grande e, entao, existe A > 0 tal que

1

Z——h(x) SA, paraZGKeh(x)EMN

Entao, paran > N,

|/ 2] = s

dpy, (h(x ) ..

A norma espectral de / % ¢ uniformemente limitada e, portanto, pela
z — h(x

equivaléncia das normas em espacgos de dimensao finita, obtemos o resultado. Il

De forma anéaloga poderiamos obter o seguinte resultado assimptotico: Seja { G, }men
a sucessao de polinémios ortogonais a direita relativamente a funcao de Markov ge-
neralizada F e seja {Gﬁ,}b)}meN a sucessao de polinémios associada de primeira espécie
a sucessao {G, }men € a U. Entao,

lim G (2)G 1 (2) = F(2),

m—00
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para z € C\ T e a convergéncia é localmente uniforme sobre compactos em C \ T,
onde I' = Ny>oMy e My = Up>n{zeros de Gy, }.

2. Assimptoética do quociente

Dadas as sucessoes de matrizes { A, }men, {Bm tmen € {Cm tmen, dizemos que uma
sucessao de polinémios matriciais ortogonais {V;,}men que satisfaca a relagao de

recorréncia a trés termos
2V (2) = AnVii1(2) + BV (2) + CpiVin—1(2), m >0, (IV.4)

com A,, e C,, matrizes nao-singulares, pertence a classe matricial Nevai generali-
zada, M (A, B,C), se lim A,, = A, lim B,, = Be lim C, = C. Dizemos ainda

m—00 m—00 m—00

que, uma matriz de medidas F pertence a classe Nevai generalizada se alguma das

sucessoes correspondentes pertence a M (A, B,C).

Observe que, a matriz de medidas F pode pertencer a mais de que uma classe
Nevai generalizada, por causa da nao unicidade das correspondentes sucessoes de

polinémios.

Quando A e C sao matrizes nao-singulares podemos introduzir a sucessao de poli-

noémios matriciais {UA5CY, . « definida pela relacio de recorréncia
m €

2UnP9(z) = AUZRE (2) + BURPC(2) + CUREC(2), m=1,  (IV.5)

m—1

com condic¢oes iniciais UéA’B’C(z) = Inun € U_AiB’C(z) = Onyxn. De acordo com o
teorema II1.2, esta sucessao é ortogonal & esquerda relativamente a uma matriz de
medidas J4 p ¢ nao necessariamente definida positiva. A esta sucessao de poliné-
mios matriciais chamamos polinomios de Chebyshev de sequnda espécie generaliza-

dos. Observe que, de UOA’B’C(Z) = Inxn resulta que [dFapc(z) = Inxn.

Se consideramos uma sucessao de polinémios vectoriais {B,, }men Ortogonal a es-

querda relativamente & funcional vectorial U que satisfaz a relagao de recorréncia
2Bn(2) = ABi1(2) + BBp(2) + CBpq(2), m>1,

com condigoes iniciais B_1(z) = Onx1 € Bo(z) = MPy(z), onde A, C' e M sao
matrizes nao-singulares, é verdade que, a sucessao de polinémios matriciais {V}, }men
definida por

Bin(2) =V (h(2))Po(2)

< o : o . 1 :

e a sucessdo de polinémios associados de primeira espécie {BW }nen, satisfazem a

mesma relagdo de recorréncia com as condigdes iniciais V_1(z) = Onxn, Vo(2) =
1 1 _ :

Mpyyn, B(J(z) = Onxn © Bé )(z) = A~ M, respectivamente.
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~ ~ . 1 .
Reescrevendo as relagoes de recorréncia para {V, }men € {Bfn)}meN na forma matri-

cial por blocos, temos que

AVm+1 ABSL) - ZINXN — B -C Vm ‘BirlL)—l
vV, BW, Inxn OnxN Vi1 BUL,

Como a matriz A é nao-singular temos que a ultima equacao é equivalente a

Vit BY A (zIywy — B) —A7IC V,, BY, (1V.6)
Vi Bl Inun Onsy | | Vir By '

Reescrevendo a tltima equagao na forma

Ly =TLp 1, m=12 ...,

onde
. Virr  BY p_ | A Glvey = B) —AT'C
"=y, W | ¢ T I 0 ’
m m—1 NxN NxN
temos que
L, =T"Ly

com Ly dado por

L(]:

Ail(Z[NXN — B)M ATM
M Onxn |

ExXEMPLO IV.2. Tomando A, B, C'e M como
1 0 7 B— —1 0 ’ C _ -1 0 e M= mi1 Mo ‘
0 1 1 -1 0 1 Mo Maa

As matrizes T e Ly aparecem como

A:

1+z 0 1 0
T -1 z+41 0 -1
1 0O 0 0
0 1 0 0
e
mai(1+ z) maz(1 + 2) mi1 Mig

—my +mor(1+2) —mig+moa(l+2) mo ma

~
S
I

mi1 mi9o 0 0

mao1 sy 0 0
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A matriz T tem o seguinte sistema de valores proprios

(1+z—\/(z+1)2—4),AQ:%(1+z+\/(z+1)2—4),

1 1
>\3:§(1+z— (z+1)2+4), )\4:5(1+z+\/(z+1)2+4)

e correspondentes vectores proprios sao

AL =

DN | —

1
v = —2,§(l—l—z— (z+1)2+4),

4
1
—l—z+/(z+1)2+4 |

1
vy = —2,5(1—|—z+\/(z+1)2+4),—

4
71 )
l+z+4/(z+1)02+4

1
vy = {0,5(1—#2’— (Z+1)2—4),0,1},

1
Uy = {0, 5(1 + 244/ (2+1)2—-4),0, 1}
A matriz T é diagonizével por semlhanca e, portanto,
" =SD"S™,

onde D™ = diagonal [AT*, A\J", \§*, \J*], para m € N, ¢ S ¢ a matriz da forma S =
[U1| U2| ’U3| U4].
1 .

Usando a decomposi¢ao podemos determinar L,,; e entao, obter V,, e B, ~ ;:

. 0 0 (14 2)mi1 (14 2)mie
Vm(z) = D) m+2 + Em+1
(I+2z)mir (14 2)maz —mi —m2
0 0

+Fm+1
2m21(1 + Z) + mll((l + Z)Z -2+ Z) 2m22(1 + Z) + mlg((l + Z)Z -2+ Z)

mi1  Mmi2 0 0
+ E,, — F,,
0 0 2mo1 + mi1(1+2) 2maos + mia(1 + 2)
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1 0 0 mi1 M2 0 0
35,?_1(2) = Tybm2 + Emi1 - §Fm
mi1 M2 0 0 mi1 M2
] 0 0
_Fm
+ g tm+1

(1 + Z)mu + 2m21 (1 + Z)mu + 2m22

onde

e _2m1+z+\/z+7 (1—|—z— (z+1)2+4)m

V(L+2)?2+ ’

- _2m1+z+\/T SR VA R Vet
V(T4 2)2—

. : 11 o
Por calculos directos obtemos V! B,(n)_ | €, entao, tomamos o limite quando m — oo,

e obtemos
2my1mae 2mqo

Fa,B,c(2)=p-

—2mq; 2myiimya

2
my1Mmio miq

i (~ (14 2) /D2 ) (/e D)2+ /(4 1)2—4)

2
—miy M1y

My2Ma1 — TN11M22 0

142
+5,,

0 M12Mag + M11May

M12Ma21 + M11Ma3 Moy
L VG242

m

Mmoo mi2Mog — M111M21

Dm:—%(1+z+\/(1+z)2—4)(1+z+\/(1+z)2+4)detM

onde

E importante referir neste momento que o exemplo escolhido por noés nio pertence
a nenhum dos casos estudados por A.J. Duran no trabalho [16] e também nao
pode ser reduzido as esses casos através do método apresentado por H. Dette e

seus colaboradores no trabalho [12]. Assim, este exemplo motiva-nos a estudar
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o comportamento assimptotico do quociente entre dois polinémios consecutivos de

uma sucessao de polinémios pertencente a classe Nevai generalizada.

De agora em diante e sem perda de generalidade consideremos que a sucessao de

polinémios matriciais definida por (IV.4) satisfaz Vy(z) = Inxn-

Antes de apresentar o resultado assimptotico necessitamos de introduzir o seguinte

resultado auxiliar:

LEMA IV.1. Seja {V;,}men uma sucessao de polinémios matriciais pertencente a
classe Nevai generalizada M (A, B,C). Entao existe uma constante positiva M, que
nao depende de m, tal que x,,, estd contido no disco D = {z € C : |z| < M}, para

qualquer T, zero de V.

DEMONSTRAGAO. Consideremos a matriz Jacobi .J, definida por (IV.1), associa-
da a relagao de recorréncia (IV.4). Relembre-se também, que os zeros de V,, s@o os

valores proprios de J,, onde J,, ¢ a matriz por blocos truncada de J, de dimensao
mN x mN.

Tendo em consideracao que as sucessoes { Ay, bmen, {Bm }men € {Cm bmen convergem
e, utilizando, o teorema do disco de Gershgorin para a localizacao de valores proprios,
tem-se que existe M > 0 tal que se z,,, ¢ um zero de V,, entao x,,, € D onde

D ={z€C:|z| < M}. Logo, I' definido por

I'=Nn>oMy,

onde My = U,>n{zeros of V,,}, esta contido em D, e supp(W) C I' C D. O

Estao entao, reunidas as condigoes necessarias, para enunciar e provar o teorema
que estabelece o comportamento assimptotico de polinémios ortogonais matriciais
consecutivos na classe Nevai generalizada M (A, B,C), com A e C nao-singulares.
A técnica utilizada para provar este resultado é similar & técnica utilizada por A.J.
Duran no trabalho [16].

TEOREMA IV.3. Seja {V,,}men @ sucessao de polinémios matriciais ortogonais a
esquerda relativamente a funcao de Markov generalizada F. Assumindo que se tem
lim A, =A, lim B,, =B, lim C,, = C e que A e C sao matrizes nao-singulares.
m—00 m—00 m—00

Entao,

lim Vo (2)V, ()AL = Fape(z), z€C\T,

onde Fapc € matriz de medidas para os polinomios matriciais de Chebyshev de
sequnda espécie generalizados. Além disso, a convergéncia € uniforme para z per-
tencente a um subconjunto compacto de C\T', onde I' = Nn>oMn, My = U'mZ—NAma

com A, o subconjunto dos zeros V,,
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DEMONSTRACAO. Primeiro, consideramos a sucessao de medidas matriciais dis-

cretas {fim }men definidas por
Z Vm 1 ym k m,kafl(h(ym,k)) 5ym,k7 m 2 07

onde 08 Yy, S840 niumeros complexos tais que A(Ym i) = Tmk, COM Typ, k=1,...,s

os zeros do polinémio V;,, e onde a matriz I, ;, ¢ dada por

e(adj (Vi (2))) %D (@) BY) (@)
(det (Vi (2))) ) (1)

sendo [, a multiplicidade de z,,; (I < N) e {Bi,ll)_l}meN a sucessao de polinobmios

ka: ,]{321,...,5,

associados de primeira espécie a {B,,}men ¢ a U. Observe-se que a matriz I, €
a matriz que aparece na férmula de quadratura apresentada no teorema IV.1. Da

formula de quadratura resulta ainda que
/dum(h(:c)) = Inxn, para m > 0.

A decomposigao

i 1
V)V (2) = 3 Conp

é sempre possivel mesmo que os zeros sejam nimeros complexos ou possam ter

multiplicidade superior a um (cf. [6, 15]). ¢ claro que, as matrizes C,,; sao da

forma
C = Vi1 (2 ge) (adj (Vi () 5D (1)
m, (det (Vi (£)) @ (2 p)
Assim sendo,
Conp Ay = Vi1 (k) (adj (Vin (8)) ™D (@) A1 O

(det (Vin (£))) ") (m,1)

Da férmula de Liouville-Ostrogradski apresentada no teorema I11.12, resulta que

lkvmfl(iﬂm,k)(ad.] (V (t)))(lk 1)($m,k)
(det (Vi (£))) ") (2m 1)

X <B$),1(xm,k>Gm—l(xm,k> - Vm(xm,k)Girll),Q<xm,k)> .
Como do lema 1.2 se tem que para qualquer a, zero do polinémio matricial V,,,
Vin(@) (adj (Viu(£))) "™ (a) = (adj (Via(£)) "™ () Vin(2) = Onsr,  (IV.7)

obtemos

-1
Cm»kAm— 1 =

0 WV @) (adj (Vi ()" (@) o)
s (det (Vin(£))) 5 (2 r) Bt )G (@)

= Vot (W) Do G (A (Y ).
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Pela definicao de pu,,, concluimos que

14— dpim (h())
Vi1 (2) Vi H(2) AL = / o C\T.
1(Z> m (Z) m—1 . h(l’) ) S \
Consideremos entao, os polinémios de Chebyshev de segunda espécie generalizados

{UABCY oy definidos por (IV.5). Prova-se por inducio que

para [ = 0;

lim [ U2 (h(t))dpm (h(t)) :{ Iy, (IV.8)

m—o0 Onxn, paral 0.

De acordo com a defini¢ao da matriz de medidas u,,, temos que

[ U b))
= Z U2 () (MYmi)) Vit ((Yge)) Do Gt (e (Y e))- - (IV.9)

Podemos escrever

U2 (Vi (1) = Sy () Vin(t) + i Dt Vim-i(t), (IV.10)

i=1

onde S, (t) ¢ uma matriz de grau no maximo [ — 1 e onde A;;,,, i = 1,...,m, s@o
matrizes numéricas. Entao, de (IV.9) e (IV.10), temos que

s

/ UM (W) dpim (h(1)) = Y (sl,m(h(ym,k>>vm<h<ym7k>>+ZAu,mei<h<ymzk>>>

k=1 i=1
X Fm,kafl(h(ym,k))‘
Novamente, pela defini¢ao dos ', e (IV.7), tem-se que,
/UZA7B7C(h(t))dﬂm(h(t)) = Z (Z Ai,l,mvm—i<h(ym,k))> Lo kGt (R (Y 1))
k=1 \i=1

Como 2m —1—i<2m—1, parai=1,...,m, pela formula de quadratura para V,,

tem-se que

/ U2 ()i () = 3 / Ai g Vi (B () AW (h(£) G (h(£))

= Al,l,m-

O passo seguinte consiste em provar que

{ Inyn, para k=141,

lim Aklm =
7 Onxn, para k #1+1.

m—00
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Para tal, usamos indugao em [. Quando [ = 0 o resultado é imediato ja que se tem
At om = Inxn € Diom = Onxn, Para ¢ # 1. Agora, suponhamos que este resultado

é valido até [ e provemos que também é valido para [ + 1. A relagdo de recorréncia
para {UB:C}, oy da-nos

ULEV, () = (CHUMPC () — P BUMC () — AU EC ()i (1),

I+1

Da formula (IV.10) e da relagao de recorréncia a trés termos satisfeita pela sucessao
de polinémios matriciais {V}, }men, vem que
Aprsim = C  (ApimBomt + Ak 10mCrm ki1 + Dbs1imAm_1-1)
—C'BAyym — C T AN 1 m.

Para k > [+3 ek <1—1, ahipotese de indugao mostra que lim Ay ;11,m = Onxn.
Para k = [,l + 1,1 + 2, da hipotese de inducao e tomando em consideracao que

lim A, =A, lim B,,=Be lim C,, = C, sal respectivamente que
m—o0 m—oQ m—0o0

lim Ay =C"1A—C'A=0nyn,

lim Apygpim =C'B—C7'B = 0Oyxn,

: -1
lim Al+2,l+1,m =C7C=Iyxn
m—0o0

Estamos agora em condicoes de provar que

lim dﬂm(h(‘r))

- I
m—oco | 2z — h(x) Fapc(z), z€C\

Caso contrério, conseguimos encontrar um nimero complexo z € C\ T', e uma su-

cessao crescente de nimeros inteiros nao negativos {n; }en, € uma constante positiva

d
5 s

onde escrevemos || . ||2 para a norma espectral de uma matriz.

C tal que

>C>0,1>0, (IV.11)

2

Como { i }men € uma sucessao de matrizes de medidas com suporte contido no disco
D (ver lema IV.1), e recordando que / dp,, = Inxn, obtemos, usando o teorema

de Banach-Alaoglu, que a subsucessao {7 };eny de {n;}en, definida numa curva -y,
contida no disco D, com os mesmos k-ésimos momentos que a funcional vectorial U,

para k < 2r; — 1, é tal que

i 010~ | s (2
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para qualquer funcao matricial continua f definida em D.
Logo, tomando f(h(x)) = UABC(h(z)), temos que

i [ U @) () = 5 [ UL (—Z_h@)

=00 )., 271

Por (IV.8) temos que

1 P 1 [ =0;
—_— UZA,B,C(h(z))uI ( _O(x) ) _ NxN, para ;
2mi ., z — h(x) Onxn, paral##0.

1

Mas, a sucessdo de polinémios matriciais {U45C}, oy é ortogonal relativamente a

Fapco. Logo, {UAPC} v é uma base para o espago dos polindmios matriciais

obtendo assim que (IV.11) é impossivel.

dpi (h())
z — h(z)

conjuntos compactos de C \ I'.  Assim, aplicando o Teorema de Stieltjes-Vitali,

Cada uma das entradas da matriz / ¢ uniformemente limitada sobre

obtemos a convergéncia uniforme. U

3. Modificagoes por Deltas funcionais

Nesta seccao apresentamos o conceito de uma funcional vectorial que resulta de uma
modificagao por uma funcional Delta e veremos como este conceito esta relacionado
com os produtos internos de Sobolev discretos. Com uma aplicacao ilustraremos
como interpretar os produtos internos de Sobolev discretos na forma vectorial, que

simultaneamente serve de motivacao ao estudo das modificacoes acima citadas.

Para que melhor se compreenda o que se entende por uma funcional vectorial que
resulta de uma modificacao por uma funcional Delta, comecemos por introduzir

algumas definigoes.

De forma genérica, podemos dizer que uma funcional Delta é uma funcional vectorial
cujos elementos sao combinagoes lineares de deltas de Dirac e suas derivadas em um

ou mais pontos.

Se h &€ um polinémio fixo de grau fixo N, definido por

h(z) =]J(@— )™, (IV.12)

j=1
onde M; + 1 é multiplicidade de cada c; € C como zero de h, entao podemos definir
uma nova funcional vectorial, que resulta de uma modificagao por uma funcional

Delta relativamente a h, da seguinte forma:
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DEFINICAO IV.1. A funcional vectorial U definida por

U="U+AS, (IV.13)
onde A é uma matriz numérica completa de dimensao N x N e onde

6= [0, 00, ... 6 5,80 .. oM g, 6 L ] (IV.14)

c1 Y¢ c2 Yeo c2 CM Y eym CcM

sendo N = M + Zj\il M;, ¢ designada por funcional vectorial modificada por uma

funcional Delta relativamente a h.

Observe-se que uma funcional Delta, isto ¢, uma funcional vectorial cujas componen-
tes sao combinacoes lineares de deltas de Dirac e das suas derivadas, pode sempre

ser descrita pelo produto entre uma matriz numérica e um vector da forma (IV.14).

Comecamos por apresentar um exemplo que motiva o estudo destas modificacoes.
Este exemplo, estabelece uma reinterpretacao vectorial para um produto de Sobolev
discreto especifico. Veremos mais tarde, a titulo de exemplo de aplicagao, como
podem ser reinterpretados todos os produtos de Sobolev discretos, de forma tnica,

usando o modelo vectorial.

EXEMPLO 1V.3. Consideremos o produto de Sobolev discreto

{f,9)s ::/Ifgdu—{—)\l,lf'(O)g’(O), onde )€ RT, (IV.15)

que pode ser encontrado nos trabalhos [28] e [39].

Para estabelecer o paralelismo entre a ortogonalidade vectorial e os produtos de
Sobolev discretos, seja {p, }nen @ sucessao de polindmios ortonormais relativamente
ao produto de Sobolev (IV.15), ou seja, sao verificadas as seguintes condig¢oes de

ortogonalidade

(P 2®s = 0,k=0,...,n—1, (IV.16)

2

Naturalmente o polinomio h(x) = x* é um operador simétrico relativamente a este

produto de Sobolev, isto é,

<‘r2fag>5 = <f,l’29>s7 vfa g€ ]Pa

e, consequentemente, a sucessdo de polinémios ortonormais {p, }nen que lhe esta

associada satisfaz a relacao de recorréncia a cinco termos

2~ ~ ~ ~ ~ ~
T"Ppi1 = Cni32Pn+3 + Cog21Pnt2 + Cnp1,0Pn11 + Cng1,1Pn + Cg12Pn—1, (IV.17)

para n > 0.
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Por outro lado, considerando o modelo vectorial a relagdo de recorréncia (IV.17)

admite a seguinte representacao vectorial

2B () = Api1Buni1(x) + BuB(z) + ALB,, 1 (), m >0

onde @m(x) = [@m(lﬁ)y@mﬂ(@]T:

A, =

Com,1 Com+1,2 Com+1,1 C2m+1,0

Com,2 0 ] o E .

Como0  Com+1,1 ]

Observe-se que B,, = BL.
Entao, pelo teorema II.6, existe uma funcional vectorial U da forma
u=[a' @],
tal que a sucessao de polinébmios vectoriais {%m}meN ¢ ortogonal a esquerda relati-

vamente a ﬁ, satisfazendo as condigoes de ortogonalidade

(22U) (%m> — Ogeo, k=0,1,...m —1 (IV.18)

(22 U) (%m) = A, meN

onde A,, é uma matriz triangular superior nao-singular.

A partir da definicao II.1, as condigoes de ortogonalidade anteriores, sao dadas

explicitamente por

iy ) - [ e 00

a2 Do) (U2, 2 Dayg) 0 0
e

(2l <§m>:[<<alaﬂ72mﬁzm> (&, 5" o) ]: [ ]

ut, 2 poms1) (U, 2 Dayt) 0 e

A funcional vectorial U representa o produto de Sobolev discreto (IV.15) apenas se
é uma modificacao por uma funcional Delta que passamos a descrever no que se

segue. De facto, a funcional vectorial U tem a seguinte representacao
U=U+AS (IV.19)

onde
0 0
0 —A11

)

U=[uzu", A=

]7 6:[50 5(/)]T7
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e onde u é uma funcional linear que actua sobre o espaco linear dos polindémios P
da seguinte forma

ul(p(x)) = / p(z) du(z),

I
onde p é a fungao peso que aparece no produto de Sobolev discreto (IV.15).

Agora, temos que ilustrar que as condi¢oes de ortogonalidade (IV.16) e (IV.18) sao

equivalentes:

Primeiro, tomemos k£ = 0, em (IV.18)

ﬂ (ff} > _ <17ﬁ2m>5 <$752m>5
| (1,P2m+1)s (¥, Pam+1)s
E— | 0 0 .
00|
em seguida k=1,...m —1,
(kaﬁ) (% ) — <x2kaﬁ2m>5 <x2k+laﬁ2m>5
L <x2k7ﬁ2m+1>5 <x2k+17ﬁ2m+1>5
—_— [ 0 0 .
oo’
Finalmente tomando k£ = m, tem-se que
o i 2m 2m41
(meu) (Bm> _ <~§ 7~p2m>S <f§ " 7~p2m>5
(@ pamr1)s (@7 Do) s

_[#0 .
0 #0 |
Assim, as anteriores igualdades ilustram que as condigdes de ortogonalidade (IV.16)

e (IV.18) s@o equivalentes. Isto significa que o produto de Sobolev discreto (IV.15)

esta perfeitamente representado na forma vectorial por (IV.19).

Motivados por este exemplo a primeira questao que se coloca consiste em saber
quando é que U definido por (IV.13) é quasi-definida, isto é, quando é que existe
uma sucessao de polinémios vectoriais {%m}meN ortogonais a esquerda relativamente
a U. Assim, o primeiro passo é obter condi¢oes necessarias e suficientes para que u
seja quasi-definida. As condig¢Oes que iremos obter, no caso do exemplo apresentado,

sdo as encontradas por F. Marcellan e colaboradores em [28].

No que se segue, denotaremos por {B,, }.men a sucessdo de polinémios vectoriais orto-

gonais a esquerda relativamente a U e {B,, }men a sucessao de polindmios associada
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a U, isto é, a sucessao de polinémios vectoriais que satisfaz

u <§m> =0yxn,m>1 e u (@0) é uma matriz nao-singular.  (IV.20)

Para além disso, a semelhanca do apresentado anteriormente, denotaremos por

{Vin}men a sucessao de polinémios matriciais tal que

Bon() = Vin(h(2))Po(),
com Py(z) = [lz ... xN_l}T.
Antes de enunciarmos e provarmos quais sao as condi¢oes para que u seja quasi-

-definida, apresentamos o seguinte resultado auxiliar.

LEMA IV.2. Seja {B,.}men a sucessiao de polindmios vectoriais ortogonais a es-
querda relativamente a funcional vectorial U e {@m}meN a sucessao de polino-
mios vectoriais associada, no sentido de (IV.20), a funcional vectorial u definida
por (IV.13). Entao,

(RU(Br) = (RU(By) = Onsv, k2 1,
(WU (Bn) = (WU (B,), k> 1. (IV.21)
DEMONSTRAGAO. A prova deste resultado é trivial. Basta ter em consideragao

o facto de, que para qualquer polinémio vectorial P € PV, se tem
(hk(S)(T) = 0N><Na para k 2 1,

obtendo de imediato as igualdades. O

O proximo teorema da-nos uma condi¢ao necessaria e suficiente para a existén-
cia de uma sucessao de polinémios vectoriais ortogonal & esquerda relativamente a

funcional U quando esta é definida por (IV.13).

Na extensa literatura sobre sucessoes de polinébmios ortogonais relativamente a um
produto interno de Sobolev discreto (cf. [1, 2, 3, 20, 27, 28, 29, 30, 35, 36,
38, 39]) o leitor podera encontrar as mesmas condigoes que se obtém no seguinte

resultado.

TEOREMA IV.4. Seja {B,, }men a sucessao de polindmios vectoriais ortogonais a es-
querda relativamente a funcional vectorial U, {B,, }men a sucessao de polindmios vec-
toriais associada, no sentido (IV.20), a funcional vectorial U definida por (IV.13).

A funcional U ¢ quasi-definida se, e somente se, A € tal que
Insn + 8, (Po(2))AT Ky (cr, 1), m €N

¢ uma matriz nao-singular para qualquer ¢;, zero de h, definido por (IV.12).
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DEMONSTRAGAO. Associadas as sucessoes {B,, }men € {Bim fmen tém-se as su-

cessoes de polindomios matriciais {V,, fmen € {Vin fmen tais que

B (2) = Vin(h(2))Po(2) e Bu(2) = Vin(h(2))Po(2),

com Py(z) = [1 Z ... ZN_l}T. Utilizando a propriedade (II1.17) do nucleo, tem-se

que
Vin(h(@)) = (K1 (2, 2)Us) (B ().

Semelhantemente, podemos escrever:

Vin(h(z)) = (K (2, 2)Us) (B (2))

= (Kt (2, )W) (Br(2)) = D (G (h(2))A8,) (Byu(2)) Vi (h(x)),
5=0
onde 6, representa o vector § actuando na variavel z. Na tltima equacao, se anali-

sarmos a segunda parcela do segundo membro, observamos que
(G (h(2)A82) (Viu(h(2))Po(2)) = (G (B(c))A82) (Vi (h(2))Po(2)),

com ()T € My n(C) para qualquer ¢, zero do polinémio h, independentemente
da sua multiplicidade. Entao,

D (GT ((2)A8) (B (2) Vi (h(x)) = Vin(h(c1)) D 8(Po(2)) AT G (h(cr)) Vs ().
=0 =0

J

Agora, para analisar a expressao (KL, (2, 2)U,) (B, (2)) usamos a defini¢ao do ni-
cleo K, (x,z) = Z?;Ol G (h(2))V;(h(x)) e consideramos a representacao para G,

Gm(h(z)) = >t B (h(x), B € My xn(C). Entdo, temos

(K1 (2, )W) (B (2)) = Z[(Z(h(:v))kﬁz)(@m(Z))ﬁi]‘/j(h(x))-

Logo,
(KEH—l(xv 2)U.)(Bi(2)) = A Vin(h(z))
se, e somente se, {%m}meN é ortogonal a esquerda relativamente a ﬁz, satisfazendo

as condigoes de ortogonalidade

(R*U0) (%m) — Onen, k=0.1,...m—1:

(A1) (%m) — A, meN,

onde A,, é uma matriz nao-singular.
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Assim, tem-se que

Voo (h()) = Do Vi (h()) — Vi (h(€2))82(Po (2)) AT Kpyr (, 1), (IV.22)

onde D,, = A,,3" é uma matriz nao-singular. Fazendo = = ¢;, obtém-se

Vi (h(c))) = DiVin(h(e1)) = Vi (h(c1))85(Po(2)) AT Koai (1, 1),

ou seja,

Vi (h(e))Inwn + 82(Po(2)) AT Koii(cr, 1)) = Dy Vin(h(c)).
{Vin}men € completamente determinado pelos dados se, e somente se,
Inn + 02(Po(2) AT Ky (a, @),

é uma matriz nao-singular para qualquer ¢; zero de h, independentemente da sua

multiplicidade, com m > 0. 0

Em seguida, iremos ilustrar como o modelo vectorial que envolve modificagdes por
meio de uma funcional Delta descreve completamente qualquer produto de Sobolev
discreto. O estudo de sucessoes de polinémios ortogonais relativamente a um pro-
duto de Sobolev discreto tem sido realizado de forma intensa mas sempre de forma
parcial, isto é, sendo estudado cada tipo de produto de Sobolev, individualmente.
De facto, ja foram estudadas diferentes sucessoes de polinémios ortogonais relativa-
mente a diferentes produtos de Sobolev discretos, mas tendo sempre em consideragao

a medida continua nele envolvida.

Por exemplo, F. Marcellan e A. Ronveaux em [30], H. Bavinck e H.G. Meijer em [5] e
M. Alfaro e colaboradores em [1] estudam o caso definido positivo. Nesses trabalhos
podemos encontrar propriedades algébricas destes polindmios ortogonais, resultados
sobre a distribuigao de zeros e exemplos de aplicagao. No entanto, a medida continua

envolvida no produto interno em causa é sempre particularizada.

Na procura de um caso mais geral, F. Marcellan, T. Pérez e M. Pinar apresentam

no trabalho [28], um estudo sobre a forma bilinear simétrica

©(p,q) = (p,q) + M (c)d(c)

onde A e ¢ sao nimeros reais e p e ¢ polinémios. Neste trabalho, apresentam condi-
¢Oes necessarias e suficientes para a existéncia de uma sucessao polinémios ortogonais
relativamente a . Para além disso, os autores apresentam ainda um exemplo nao

trivial considerando a funcional associada aos polinémios de Bessel.
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A estrutura vectorial por nos estabelecida, permitird entao, descrever os produtos
internos de Sobolev de uma forma unificadora bem como, caracterizar as correspon-

dentes sucessoes de polinémios associadas.

Na verdade, a primeira tentativa de unificar o estudo sobre os polinémios de Sobolev
discretos aparece no trabalho [14| de A.J. Durdn e W. Van Assche, ao qual fizemos
referéncia no primeiro capitulo. Acontece que, a medida matricial de ortogonalidade
descrita no trabalho [14], é de dificil manuseamento. A vantagem da estrutura
vectorial por noés estabelecida é que esta permite visualizar de uma forma quase
intuitiva qual a funcional vectorial a considerar quando se pretende descrever cada

produto de Sobolev discreto.

Assim, veremos em seguida como podemos descrever, um por um, os produtos in-

ternos de Sobolev discretos mais trabalhados ao longo dos anos.

Na verdade, uma funcional vectorial U definida por
U="U+AS, (IV.23)
onde A é uma matriz numérica completa de dimensao N x N e

6 =1[0c 00 ... 00 500 o 60 LG, 8L SN (IV.24)

€1 Yep "t €2 e Tt Ve CMZcepnr CcM

com N = M + Z]]Vil M;, representa sempre um produto de Sobolev discreto da

forma
(f.9)s = /I f@)gx)dpu(z) + 3 Z Xiaf D es)g " (es), (1v.25)

onde f e g sao polinoémios, \;; > 0e N = M + Zj\il M; sempre que U esteja bem

representada e seja quasi-definida.

Observe-se que, a derivada ¢é calculada em M pontos ¢; e que, no ponto c;, a derivada

de maior ordem ¢ de ordem M, e que o polinémio h da forma

cujo grau ¢ N e cujos zeros sao os pontos ¢; onde as derivadas no produto interno

sao calculadas é tal que

(hf,g)s = (f,hg)s, Vf, g €P.
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Assim, se {Py, }nen € a sucessao de polinémios ortonormais relativamente ao produto

de Sobolev discreto (IV.25) entao {p, }nen satisfaz a relagao de recorréncia da forma

h(ﬂ?)/ﬁn(l‘) = cn,Oﬁn(z) + Z [Cn,kﬁnfk(x) + Cn+k,kﬁn+k(x)] )

com p;, ¢t =0,..., N — 1, condigoes iniciais. Esta relacao de recorréncia, ¢ um caso
particular da relagao de recorréncia a (2N + 1)—termos (I.14) e admite a seguinte

reinterpretacao vectorial
W2)Bon(2) = ApBums1 () + BB (1) + AL By (),
onde B,, ¢ hermitiana e B,, ¢ definido por
B () = [Bun (2) Brow11() - Pniv1(2)]

Entao, pelo teorema I1.6, existe uma funcional vectorial U a qual a sucessao de
polinémios vectoriais {B,, }men € ortogonal a esquerda de forma que satisfaz as

condic¢oes de ortogonalidade

(Mﬂﬂ§m>::omw, k=0,1,.,m—1,

(Mﬁb(%m> — A,, meN,

onde A,, é uma matriz triangular superior nao-singular. Estamos entao, em condi-

¢oes de estabelecer o seguinte teorema:

TEOREMA IV.5. Seja U wma funcional vectorial linear tal que
U=U+ A8,
onde

U= [uzu ... ¥ )" 8 =1[6, 08 ... 60 5,08, ... 60 5,0 .. 80007

C1 Yc1 C2 Yco CM “cpr “Yenm
) : , . M
e A € uma matriz de dimensio N x N, com N = M + 3,7, M;.

Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) A sucessao de polinémios ortogonais vectoriais {B,, }men € ortogonal a es-
querda relativamente a U.
(b) A sucessao de polindmios escalares {Dn}nen € ortogonal relativamente ao

produto discreto de Sobolev

(f.9)s = /1 f(@)g(x)dp(z) +) ZJ Aiif D (es)gP(e), (IV.26)

j=1 i=0

onde f, g sao polindmios e \j; > 0.
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DEMONSTRAGAO. A demonstracao é imediata tendo em conta as consideracoes

anteriores, as condicoes de ortogonalidade e a estrutura adequada para a matriz A.
O

O seguinte exemplo serve entao para ilustrar como tém de ser escolhidos A e § no
teorema anterior, para que a estrutura vectorial apresentada represente um deter-

minado produto de Sobolev discreto.

EXEMPLO IV.4. Consideremos os seguintes produtos de Sobolev discretos:

(a) Estamos na presenga de um produto de Sobolev em que as derivadas sao
calculadas no mesmo ponto ¢ = 0, isto ¢, ¢; = c =0, com j = 1,..., M.
Assim, ao tomar o caso M =1 e M; = N — 1, obtém-se o seguinte produto

interno de Sobolev discreto

(Fabs = [ F@ataldute) + 3 2af0)90)

N

com h(z) = " como polindmio correspondente.

A funcional vectorial que representa este produto de Sobolev é dada por
U=U+AS,

onde U = [uzu ... :L’N_lu]T, 6="1[000 ... 5(1)\/71}T e

(—D)N YN - 1)\ N1

(b) Estamos na presenca de um produto de Sobolev em que as derivadas sao
calculadas no mesmo ponto c, isto é, ¢; = ¢, 7 =1,..., M. Assim, ao tomar
ocaso M =1eM; = N—1, obtém-se o seguinte produto interno de Sobolev

discreto

Fads = [ F@@)nta) + Y Maf (09,

com h(z) = (x — ¢)V como polinémio correspondente.

A funcional vectorial que representa este produto de Sobolev é dada por

U=U+AS,
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onde U = [uzu ... folu}T, 0= [565(’: 5£N_1)]T e

A1,0
cA1,0 —A1,1
A= Mo —2cA1,1 2X1,2
N0 —(N=1DcV 201 (N-1D)N=-2)cV 3N ... (DN YN -1 no1

(c) Estamos na presenca de um produto em que adicionamos N pontos massa
distintos, ¢;, j = 1,..., N (extensdo do caso Nevai, que por abuso de lingua-
gem englobamos nos produtos de Sobolev discretos). Assim, ao tomamos o
caso M = N e, necessariamente, M; =0, j = 1,..., N, obtemos o seguinte

produto

(s = [ 1@t + 30 Nof ()ales),

com h(z) = (x —¢1)(x — ¢3) ... (x — ¢y) como polinémio correspondente.

A funcional vectorial que representa este produto é dada por

U=U+AJ,
_ T T
onde U = [uzu ... 2N u]", 8 = [0, 6y ... Ocy]
AL,0 A2,0 A3,0 e ANO
C1A10 C2A2,0 €3A30 ... CNANO
e A — C%)\I,O C%)\ZO C%/\g,o . C%V/\N,O
N-1 N-1 N-1 N-1
i C1 )\170 Cy )\2’0 Cs )\3’() N Cn )\N,O i

(d) Estamos na presenga de um produto escalar de Sobolev discreto da forma

(f,9)s = /If(x)g(x)du(x) + Aof(er)gler) + A f(e1)g (er) + Moo f(c2)g(ca).

Neste caso tomamos M = 2, My = 1, My = 0 e h(z) = (x — ¢1)*(z — c3)
como polinémio correspondente.

A funcional vectorial que representa este produto de Sobolev é dada por

U=U+AS,

. . A1,0 0 A2,0
onde U = [U ru :E2u] s 6 = |:6Cl 521 5C2j| e A= Cl)\l,O —)\171 02)\270

2 2
ciA,0 —2c1A11 C3A20
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4. Assimptoética relativa

Nesta seccao, iremos analisar o comportamento assimptotico relativo entre uma
sucessao de polindbmios matriciais ortogonais pertencente a classe matricial Nevai
generalizada e uma sucessao que é ortogonal relativamente a uma modificagao por

meio de uma funcional Delta.

Foram os trabalhos sobre pertubagoes na classe matricial Nevai (45, 44|, de H.O.
Yakhlef, F. Marcellan e M. Pinar, que nos inspiraram a aplicar o nosso modelo na
sua reinterpretacao e, simultaneamente a fazer a analise assimptoética relativa na

classe Nevai generalizada.

Primeiro, iremos reinterpretar o modelo estudado pelos autores sob um ponto de
vista vectorial. Segundo, iremos entao, apresentar o comportamento assimptotico

relativo. Antes de o fazer, devemos ainda ter em consideragao alguns resultados:

A fungao de Markov generalizada associada a funcional U ¢ denotada por F , sendo

F(2) = U, (%) ,

esta definida na forma:

com z tal que |h(z)] < |2| e com z € L onde

L = Uj=1,.. ~supp ﬂé

Aqui, ﬁx representa a accao de U na variavel z e Po(z) = [1 T ... xN_l}T.

O seguinte resultado que relaciona a fungao de Markov generalizada F com a funcao

de Markov generalizada F, introduzida no segundo capitulo na definigao I1.5.

TEOREMA IV.6. Sejam U uma funcional vectorial quasi-definida, U uma funcio-
nal vectorial quasi-definida dada por (IV.13) e h um polinémio genérico de grau
fixro N. Sejam F e F as funcoes de Markov generalizadas associadas a U e a U,

respectivamente. Entao,

2F(2) = 2F(2) + 84 (Po(x)) AT, (IV.27)
N-11T
com Po(x) = [1x x } e
6= [501 521 ce 5g\/[1) (SCQ (522 . (Sg\@) . 5CM5QM o 6£]1\\/1/[M)]T7

fazendo N = M + Z;‘il M;.
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DEMONSTRAGAO. Da defini¢ao de F temos que

) = 2 MR
2 U (R(2)) 5Py () + (Adg) ((h(x)) P (z
_ Z}; ((h(z))"Po(x)) Zkil ) ((h(2))*Po(z))
= 25(2) + (Adz) (Po(2)) ,
obtendo-se o resultado. ]

No que se segue, iremos considerar A um polinémio genérico de grau fixo N, defi-
nido por h(z) = H]]Vil(a: — ¢;)Mit1 onde M; + 1 ¢ a multiplicidade de cada ¢; € N
como zero de h e as sucessoes de polinomios matriciais {V,, }men € {Gm}pmen onde
Vin(h(z)) = >0 o' (h(z))™ e Gu(h(x)) = >0, B (h(z))™. Estas sucessoes sao
bi-ortogonais relativamente a fungao de Markov generalizada F e satisfazem as re-
lagoes de recorréncia (IV.4) e (I1.23), respectivamente. Por outro lado, devemos
ainda considerar as sucessoes de polinémios matriciais {Vm}meN e {ém}meN onde
Vin(h(x)) = Z;nzg&';ﬁ(h(x))m e Gp(h(z)) = >0 B (h(z))™ que sdo bi-ortogonais
relativamente a F dada por (IV.27). O seguinte resultado apresenta como estas

sucessoes se encontram relacionadas:

TEOREMA IV.7. Seja {V,}men @ sucessao de polinomios matriciais ortogonais a

esquerda relativamente a F e que satisfaz a relacao de recorréncia a trés termos
W)V (h(@)) = AnVis1 (M) + BpVin (h()) + CoVi1 (R(z)), m > 1.

Seja ainda {Vy, }men @ sucessao de polindmios ortogonais a esquerda relativamente

a F, definido como anteriormente. Entdao, as sucessoes de polinomios matriciais

{Vintmen € {‘N/m}meN satisfazem

@)V (h(2)) = 0t 1 Vinr (A(@)) + 03, Vin (B(2)) + 0,y Vi1 (B(2)). - (IV.28)

1 2 3 .
com o, 1, . e ay  dados por:

m

1 = DAy — LS A,
0[2 = DmBm + Lmﬁgn+10m+1
ad = D,C,,

com LmN: Dy Vi (h(e;) Insn + 02(Po(2)) AT Kypia (cr, )] 718, (Po(2))AT e
Dry = (B1) ™' 8-
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DEMONSTRAGAO. Da demonstracao do teorema IV.4, tem-se

Vin(h(ct)) = DinVin (h(e) Iy + 82(Po(2)) AT Ko (e, )]
Entao, (IV.22) do mesmo teorema toma a forma

Vin(h(x)) = Dy Vin(h(z))
= D Viu (h(;)) Iy + 82(Po(2)) A K (c1, )] 70 (Po(2)) A Koy (2, 1)

Para simplificacao de calculos, designemos por L,,, a matriz

Ly = D Vi (R(c;) Inxn + 0:(Po(2)) AT Koy (e, )] 02 (Po(2))AT.

Entao,
Vo (h(x)) = DV (W(x)) = Lin K1 (7, ¢1)).
Utilizando a definicao de ntcleo, tem-se que

W)V (h(x)) = Dinh(2)Vin (h(z))
+ LinGrs1(h(c1)) Crat1 Vin (1(@)) = LinGin (A1) A Vi1 (R()).

Utilizando a relacao de recorréncia satisfeita pela sucessao de polinémios matriciais

{Vin}men, tem-se que

h(x)Vi (M) = [Din A — LinGr(h(c1)) A ] Ving 1 (h())
+ [DinBim + LinGg1 (M) Crs1 Vi (h())
+ Dy CrVi—1(h(z)).

Entdo, por comparagdo com os coeficientes em (IV.28), temos

ol | = DpAm— LnGu(h(c)) Am

Oé%n = DmBm + Lme+1(h(Cl>)Cm+l
O‘?yl_ 1 = Dm Cm )
como pretendiamos demonstrar. Il

Vejamos entao, como reinterpretar o modelo estudado pelos autores H.O. Yakhlef, F.
Marcellan e M. Pinar em termos do modelo de ortogonalidade vectorial apresentado
neste trabalho. Para tal, sejam {én}neN e {B,;}men bi-ortogonais relativamente a

U, isto é,

ég<h<x>>ﬁ(§m) - IN><N5n,m; (IV.29)
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onde U = U+ Ad com A uma matriz numeérica de dimensao N x N,

6= [0 00, ... M) 5,80 . 00 g, 8L ST

C1 Ycp C2 Yecg "t Yo CMYepr -t CM

h & definido por (IV.12) e d,,,, ¢ o simbolo de Kronecker.
De (IV.29) temos que

(G (h(2))(U+ A8,))(Br) = (GF (A(2)U)(Brm) + ((Gr(B(c1) A 82)(Byn),
onde ¢; é qualquer zero do polinémio h.

Mas,

(G(c2)))" A 82) (B ) Vin(lc1))Ba(Po) AT G ().

Entao, temos

(G (h(2))(U+ A8,))(Br) = (G (h(2))U)(Byn) + Vin(h(c1))8 (Po) AT G (R(c)).

Pela bi-ortogonalidade, temos a seguinte interpretacao matricial

L F )2z = - [ V(2)5(2)Gonl2)dz

2mi J, 2w
+ Vin(h(1))82(Po(2)) AT G ()
de onde se obtém o mesmo modelo que o estudado por F. Marcellan, M. Pinar e
H.O. Yakhlef quando escolhemos todos os zeros do polinémio h iguais a c.

Em seguida, deduzimos a assimptotica relativa de ‘Zn(Vm)*1 quando a sucessao
{Vin}men pertence a classe matrcial Nevai generalizada. Para tal, necessitamos do

seguinte lema auxiliar:

LEMA IV.3. Sejam {Viu}men € {Gm}men com G (h(x)) = 370, 87" (h(z))’ suces-
soes de polinomios bi-ortogonais relativamente a fun¢ao de Markov generalizada F.
Sejam também, {vm}meN e {ém}meN com Go(h(z)) = PR @m(h(:v))J sucessoes

de polinomios matriciais bi-ortogonais com respeito a F definido por (IV.27).

Entao,
(o)1 B) (@n(am) ™) = Inen
V(@) Insew + 82 (Pol2))AT Kyr (i, @) 285 (Po(2) AL G (h(c1))  (IV.30)

onde o e " sao as matrizes nao-singulares que aparecem nas expansoes Vy, (h(z)) =
Do o (M(x))* e Vin(h(x)) = 2o3Lo af (h(x))".
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DEMONSTRAGAO. Como de (IV.22) temos que
Vin(h(2)) = DyViu (b)) — Vi (h(c1))85(Po(2)) AT K (2, 1),

onde D,, = (B;Z”)*l B (ver teorema I1.13), podemos determinar o seguinte integral

QLM Vi (h(2))F(h(x)) G (h(2))dh ()

S (Dn(Vin (1)) = Vin(B(@0)) (I + 82(Po(2) AT Ko (c1, )

- 2mi
X 85 (Po(2)) A Koy (2, @)))F (h(2)) G () ) d()
= DinlInxn = Via(h(e))) (Inwe + 8:(Po(2) AT K (i, 1))~ 6:(Po(2))AT G (h(cr))]

Isto significa que,

~m

am(am) ™ = Dy lInxn — Vin(h(ar))
x (I +8:(Po(2))AT Kt (c1,c1)) " 8a(Po(2))ATGa(h(c))]

obtendo-se o resultado pretendido. Il

Observe que, na classe matricial Nevai generalizada, o limite
Jim (a7 Bran () !
esté perfeitamente determinado e vem dado por
Tim () B (aim) ™ = Ivwn + Fape(h(e)(Fypo(h(@) Fape(h@)).
Se estabelecermos que

E(c) = Inxn + Fapo(h(c)(Fapo(h(a) " Fapclh(a))

e recordarmos que

lim A7 = lim (Ay)™" = lm (CpChoy ... C1A¢) " = (C.C...CAg)™"

m—00 m—00 m—00

lim CM% = lim (@m)_l = lim (@OA—IAO c. Am)_l = (@OAA .. A)_l,

m— 00 m—00 m—0o0
temos que
s oAmem m= ; m
lim grar = lim 87 =(¢) lim o)
m—0o0 m—0o0 m—0o0

= (C.C...C0)) 'E(q)(OpAA... A)!

Estamos, entao, em condi¢des de provar o seguinte resultado assimptotico. Para tal,

estabelecemos que lim,,_...(6™)713™ = U(q).
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TEOREMA IV.8. Seja {Vi}men uma sucessao de polindmios matriciais ortogonais
a esquerda com respeito a fungao de Markov generalizada F e {Ap}men, {Bm}men
e {Cin}tmen as sucessoes de matrizes numericas que aparecem na relagao (IV.4)
satisfazendo lim,, .o A, = A, lim,, o B,, = Belim,, . C, = C. Entao, existe
uma sucessao de polinomios matriciais {Vm}meN ortogonal a esquerda relativamente
a F definida por(IV.27) tal que, para C\ {T' U {c}}, se tem

D —1 1 1
lim Vo, (h(2))V,," (h(z)) = ([¥(c)] (INXN_—h()]NXN

e h()
~ E@)(Fapcth(@) ™ — (Fapclh) ™), (IV3D)

onde Z(¢;) = Inun + Fap.oc(Mc)(Fypo(h(a) " Fapco(h(a)) e c é um zero de
h.

DEMONSTRAGAO. Se Inun + 0,(Po(2))AT K, i1(cy,¢;), m € N é nao-singular,
para qualquer ¢; zero de h definido por (IV.12), temos que

Vin(W(@)) = DV (h(x)) = Vi (h(2))85(Po(2))AT K1 (z, 1)
onde Vm(h(cl)) = D, Vi (h(e)) ([NXN +6,(Po(2)) AT Kppir (ci, Cl))_1 e Dy, = (Enn;>_lﬁnnf'

Entao, multiplicando a tltima relagao a direita por V-1, obtemos

Vin 1))V, (h(@)) = Dy (Vi () = Vin((2))

X (IN><N + 8, (Po(2))AT K (1, Cl))_l 8. (Po(2)) A" Kppi1 (z, 1))V, (h(x))

Mas, da formula de Christoffel-Darboux, (I11.8), temos que

1

Kpi(z,¢) = m

(G (1)) A Vi1 (7)) = G (h(c2)) Cga Vi ()]
e entao, \7ng ! pode ser escrito como
T h(@)V, (h(2)) = DIy = 5 250

X (Inun +6:(Po(2)) AT K (a1, ¢4
X (A Vi1 (W(2))V, (B

Usando (IV.30) na ultima relagao, obtemos

—~ ~
\/
,_.
Qq
A
/-\
\./
S~—
-
)
/\
/-\
Nl
~—

- <h@nxzm40wq»6%+n
ﬁaawm»v;*awx»::Kﬁzy*ﬁzrﬂuwa-E@ﬁg?E@SINMV

HBm) B () (A Vi (h(2)V, (1(2)) =G (h(00)) Gt (A1) Crsr))-
(IV.32)
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Escrevendo

v = Gy (h(e)Gonir(h(e)Cons — AnVinsr (b)) Vi (h()
= G Grla(h(a)Gu(h(er)) = Vi (h(2))V, 11 A,
(IV.32) torna-se
Vin (@) V(@) = [(8) 7 5] ™ (I = mbvxzv
— (B Brllan () T ) (TV.33)

Do teorema IV.3 e o seu andlogo para a sucessao de polindmios matriciais { Gy, }men,

temos que
lim E,, = (Fapo(h(@)™ = (Fapch(r) ™

m—00

Como, existe uma sucessao de polinomios matriciais {Vm}meN tal que
lim (67)' 6 = U(er)
m—0o0

obtemos

Jim V)V (b)) = ] (I = s v

— Bl ((Fapch@)™ = (Fasch(x))™),

como prentendiamos demonstrar. O
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