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Introducao

Motivagao

Percurso. Este trabalho de dissertacao de mestrado surge quando
durante a parte lectiva do mestrado me foi proposto estudar a teo-
ria geral das sucessoes de polindmios ortogonais. O estudo para este
trabalho baseou-se inicialmente nos dois primeiros capitulos do livro
de T.S. Chihara (cf. [12]) até ter adquirido determinadas nogoes que
até entao, me eram desconhecidas. Assim, comecei a embrenhar-me
no“mundo” dos polinémios ortogonais e a estar cada vez mais famil-
iarizada com a teoria a estes subjacente. Surgiram assim, natural-
mente, os dois primeiros capitulos deste trabalho, como o reflexo de
um ano de estudo de diversas obras e como uma nova abordagem ao
estudo da teoria dos polinémios ortogonais. Apds o estudo da teo-
ria geral, avancei para a classificacdo de sucessoes de polindémios em
classicos, semi-classicos e de Laguerre-Hahn, de onde surge o terceiro
capitulo. Posteriormente, o professor Amilcar Branquinho falou-me
de um trabalho de Vicente Gongalves, onde este, caracterizou todas as
sucessoes classicas ortogonais. Assim, este trabalho motivou aquilo que
se realizou no quarto capitulo onde se pretendeu caracterizar todas as
sucessoes semi-classicas ortogonais por um método inovador, no qual

focdmos todo o nosso interesse.
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Problemas Estudados

Comecamos por estudar como é que a partir da fungao geradora
dos polinémios podiamos provar a ortogonalidade da sucessao desses
polinémios. O que motivou, a formalizacao da nocao de familia ortog-
onal e a formalizagao da nocao de ortogonalidade relativamente a uma
funcional linear. Conhecida uma funcional demos resposta ao problema
de quando ¢é que esta funcional tem uma sucessao de polinémios associ-
ada, e se tiver, como a podemos determinar. Enunciamos também pro-
priedades que caracterizam completamente as sucessoes de polinémios
ortogonais, entre elas podemos encontrar o teorema de Favard, um seu
reciproco e o teorema de Darboux-Christoffel. A quando da prova do
teorema de Darboux-Christoffel provamos que esta nao nos dava apenas
uma condi¢ao necessaria, mas também uma condicao suficiente para
que uma sucessao de polindémios fosse ortogonal. Introduzimos ainda
algumas propriedades satisfeitas pelos zeros de sucessoes de polinémios
ortogonais associados a funcionais lineares definidas positivas, o que nos
permitiu tratar mais um problema: como representar a funcional linear
a custa destes zeros.

O segundo capitulo vem motivado pelas nocoes de funcional e de
funcao geradora. Quando falamos em funcao geradora falamos numa
série. Assim, comecamos por dar uma pequena introducao ao espaco
das séries formais, de onde iremos retirar informacao complementar
para este estudo. Nesta altura, e porque os resultados que damos fun-
cionam como apoio, introduzimos o teorema de Borel que nos dara
resposta a um problema de momentos, que sera introduzido neste
capitulo. Como foi referido anteriormente, uma das nossas motivacoes

para este capitulo foi a nocao de funcional linear, aqui observaremos,



NOTACAO E NUMENCLATURA vii

as propriedades do espaco a que esta pertence, bem como a corres-
podéncia que existe entre este espago e o espaco das séries formais. E
ainda de referir, que aqui é dada outra representagao desta funcional,
mas agora a custa das sucessoes delta de Dirac. Para terminar este
capitulo ainda introduzimos a nocao da funcao de Stieltjes como me-
dida de ortogonalidade, sucessao de polinémios associados e o teorema
de Markov que farao a ligacao com o terceiro capitulo.

No terceiro capitulo, comecamos por fazer uma introducao histérica,
sobre as sucessoes de polinémios ortogonais classicos e semi-classicos.
Uma das principais caracteristicas destas sucessoes é que a funcional
que lhes esta associada satisfaz uma equacao funcional conhecida como
equacao de Pearson. Damos uma nova caracterizacao das sucessoes
de polinémios ortogonais semi-cléssicas (ver teorema de equivaléncia),
bem como uma caracterizacao de sucessoes de polinémios ortogonais
de Laguerre-Hahn, em termos de uma equacao diferencial de segunda
ordem, com coeficientes que sao matrizes de polinémios.

No quarto capitulo damos condi¢oes necessarias e suficiente para

que uma dada sucessao de polinémios moénicos que satisfaga
OP + P, = A,P,+ B,P,-1, neN

seja ortogonal. Neste caso, esta sucessao sera semi-classica. Pelo que,
resolvemos o problema de determinar as solucoes regulares de uma
equacao de Pearson, bem como caracterizar as sucessoes de polinémios

ortogonais semi-classicas.

Notacao e Numenclatura

O sistema por nés utilizado de numeracao é a de indo-arabe para os
capitulos e para as seccoes. Quando nos referimos a equagoes escreve-

mos sempre a sua referéncia entre parentesis curvos e para numeracao
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referente a Defini¢oes, Teoremas, Corolarios e Lemas apresentaremos
a sua referéncia tal e qual ela aparece no enunciado. Assim, se nos
desejarmos referir ao teorema 3.1. significa que se pode encontrar na
seccao 1, do capitulo 3. Se, por outro lado, nos referirmos ao teorema
de Borel, este nao se encontra numerado e chamamos a atengao para a
existéncia de um Indice Remissivo, onde poderao determinar a pagina
onde este se encontra. Mais ainda, neste indice poderao encontrar to-
dos os conceitos e resultados fundamentais.

Regra geral usaremos o simbolo {P,} para sucessao de polinémios
monicos, o simbolo {p,} para sucessdao de polinémios ortonormais, os
simbolo P e F para os espacgos dos polinémios e séries formais, res-
pectivamente. Representaremos quase sempre funcional linear por u,
a funcao de Stiletjes por S e a funcao geradora de momentos por F'.
Observe-se que denotaremos as sucessoes numeéricas por (.) e as sucessoes
de fungoes por {.}.

Vamos representar o conjunto dos nimeros naturais por N, o con-
junto dos numeros reais por R e o conjunto dos nimeros complexos

por C.
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CAPITULO 1

Teoria Geral de Polinémios Ortogonais

Dedicamos este capitulo ao estudo de sucessoes de polinémios or-
togonais e as suas caracterizacoes. Estes polindmios sao de grande
importancia e podemos encontra-los em diversas aplicagoes da analise

a teoria das equacgoes diferenciais e a aproximacao de funcoes.

1. Introducgao

Neste primeiro capitulo introduzimos como motivacao ao estudo
das sucessoes de polindémios ortogonais a no¢ao de fungao geradora de
polinémios e como, caso os polinémios gerados sejam ortogonais, se
obtem a relagao de recorréncia a trés termos que estas sucessoes ve-
rificam. Posteriormente, introduz-se a nogao de familia de polinémios
ortogonais e como esta nogao se encontra relacionada com a nocao de
funcional linear, ilustrando-a com exemplos. Mostramos também quais
as condigoes para que uma funcional tenha sucessao de polinémios asso-
ciada e se esta existir como pode ser determinada. No presente capitulo
fala-se também de algumas caracterizagoes ja conhecidas das sucessoes
de polinémios ortogonais moénicas, dando particular relevancia ao teo-
rema de Favard e a um seu reciproco.

E aqui mostrado também, que a Identidade de Darboux-Christoffel
nos da duas condigoes necessarias e suficientes para que uma sucessao

de polinémios seja ortogonal.
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Para finalizar este capitulo fala-se em algumas propriedades veri-
ficadas pelos zeros de sucessoes de polindémios ortogonais caso a fun-
cional que lhe estd associada seja definida positiva e como esta funcional
pode ser representada a custa destes zeros. Observe-se ainda que este
capitulo nao é mais do que uma introducao ao estudo das sucessoes de
polinémios ortogonais e que nele encontramos os conceitos base para
prosseguir o nosso estudo.

Nao podemos deixar de dizer que a referéncia usada neste capitulo
foi o livro de T.S.Chihara [12] e que nele se podem encontrar as provas

de alguns dos resultados apresentados.

2. Fungao geradora

Um forma interessante de comecgar a abordar o estudo de sucessoes

de polinémios ortogonais é conhecer a sua fungao geradora.

DEFINIGAO 2.1. Seja { P, } uma sucessao de polindmios designamos

por fung¢do geradora da sucessao {P,} a funcao
G(r,2) =Y Pulw)z".
n=0

Determinada a regido de convergéncia uniforme da série > P,z"
para a fungao, podemos obter, a partir do integral de Cauchy, todos os

elementos da sucessao, i.e.,

L/Mdz_f)n_@) =012 .

27 2zt n!
onde I' é uma curva fechada contendo zero no seu interior e que se
encontra contida na regiao de convergéncia. Assim, se conhecermos
a funcao geradora de uma dada sucessao de polinémios conhecemos
todos os polinémios desta mesma sucessao.

Vejamos algumas condicoes suficientes de convergéncia uniforme.
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TEOREMA (Cauchy-Hadamard). A série de poténcias Y -, anz"
€ absolutamente convergente em cada ponto z da bola de centro zero e

raio r, B={z € C: |z| < r}, sendo

r=1/limsup {/|a,|.

n—oo

E converge uniformente na bola. Nos pontos exteriores a bola a série é

divergente.

COROLARIO 1.1. O raio de convergéncia da série Y a,z" € igual

ao limite de | ail |, sempre que este limite exista.

an

TEOREMA 2.1. Para a fun¢ao geradora de uma sucessao {P,} uma

condi¢ao suficiente de convergéncia uniforme vem dada por:
1

limsup,, ., V/|Pn(2)]

(z,2) € C*, 2| <

ou
Pn 1(117)
. 2) € C?, lim |22 <1,
(z,2) 2] Jim, P ()
. . . n . Py y1(x
caso existam os limites limsup,, . /| Pn(2)| € lim, o P:(lgg))

DEMONSTRACAO. De facto, nestas condicoes existe um 0 < ¢ < 1

tal que,

Pn+1 (Z‘)

|| Po(2)

‘ <c<l, m>ng.
E, portanto,

|z"+1Pn+1(x)| < c|z"P,(z)| < c"_"OH|z"°1’:’n0 ()], n>mng.

Logo,
o0 [o.¢]
S "Pa(@)| < D 2P (x) " < M.
n=ng+1 n=ng+1

Claramente, pelo teorema de M-Weierstrass a série » | P, (x)z" converge

uniformemente na regiao considerada. [ |
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Vemos assim, que na determinacao da regiao de convergéncia uni-
forme da série assumem particular importancia as assimptoticas dos
polinémios {P,}, limsup,,_, . /|P.(x)| e lim,, |P;;:—E£)z)].

Para finalizar esta seccao enunciaremos um resultado que esta rela-
cionado com estas assimptoticas, caso estes polinémios verifiquem uma

equacao de recorréncia do tipo

m

(2.1) > cr(n)up—g =0

k=0
com ¢;(n) para i = 0,...,n tais que

lim ¢;(n) =¢, i=0,..,m.

n—oo

TEOREMA (Poincaré). Seja (u,) uma solu¢io duma equagao de
recorréncia de ordem m, tipo (2.1). Sejam & 0s zeros do polindmio car-
acteristico associado a (2.1), i.e., & sao zeros do polindmioy - cxz* =

0.
E suponhamos |&;| # |&;| para i # j. Entdo, existe & tal que

=&k

Up—1

lim

n—00 Uy,

3. Ortogonalidade a partir da funcao geradora

Nesta secgao veremos exemplos de sucessoes de polinémios ortogo-

nais obtidas através da sua funcao geradora.

3.1. Polinémios de Charlier. Seja G(z,w) = e *(1+w)*, com
a constante real, a funcdo geradora dos polinomios de Charlier.
Sabemos que e~ *" tem a seguinte representacao em série
i (—a)™w™
— m/!

vélida para todo w € R e que (14 w)?, também se representa na forma:

o5 (e
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onde

n

Y

(x) zlx—1)...(x —n+1)

B n!
para todo o w €] — 1,1[. Logo, usando a férmula de Cauchy para o

produto de séries absolutamente convergentes temos que,

G(z,w) = Z( k)!>w"

Identificamos assim, os polmomws de Charlier dados por

" (x (—a)™*
P,(x) = —
(@) =2 (k) (n— k)|
k=0
Vamos ver entao que estes polindémios sao ortogonais. De facto,
a*G(z,v)G(z,w) = a®e (1 +v)%e (14 w)®
= ¢TI g(1 +0) (1 +w)]”.

Podemos entao considerar a seguinte soma:

2L aFG(k, v)G(k, w) e a1 4 ) (1 + w)]*
Z k! k!

00

k=0 k=0
(&
n=0

fa(v+w)€a(1+v)(1+w) — 6a(lJr'uw)

a™(vw)"

n!

(3.1) -

Por outro lado,

> a*G(k,v)G(k, - - g
e % PO

k=0 k= m,n=0
(3.2) S %Pm(k)in))vmw”.
mmn=0 k=0

Comparando (3.1) com (3.2) temos que,

3 %Pm(k:)Pn(k:) =0
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pois nao existem poténcias mistas para m # n. No caso em que m =n
temos que

an

| Q

e’a

k
P (k) =

x>

o0
> o
k=0

3.2. Polinémios de Hermite. Consideremos outro exemplo de

uma funcao geradora, seja ela

a2
G(x,w) — 62rw w
. ~ (e 2
Comecemos por analisar a funcdo F(z,w) = e~ @) e observe-se que
a n-ésima derivada da fun¢ao F' em ordem a w no ponto (0,0), toma a

forma:

d
~1)"D"e™", onde D= -—.
(=1)"D"e™™, onde T

Observe-se também que F'(z,w) = e_mQG(az, w), pelo que, temos

—x2

O"F(x,w)

own

B "G (z,w)

owm

Seja agora G(z,w) escrito na forma:

G, w) = ZHn(x)I:L—T.

Assim temos que

"G (z,w)
ouwn

w=0
e portanto, G(z,w) é a fungao geradora dos polinémios H,(z), dados

por:
H,(z) = (=1)"e"" D"

chamados polinomios de Hermite de grau n.
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Provemos de seguida que estes polinémios sao ortogonais. Come-

cemos por calcular o integral,

too 2 +oo 2 2 2
/ G(z,v)G(x,w)e " dx = / eIV T o=

+oo 5
_ / 6—(:v—(v+w)) €2del‘ )
Fazendo a mudanga de varidvel y = x — (v + w) no integral temos,
+00 ) 400 9
/ G(z,v)G(z,w)e " dx = 62““’/ e Vdy.
—o0 —00

Mas como,

+o00 5
/ e Vidy=+/r.

[e.9]

Temos, portanto,

(3.3) / h G(z,0)G(z, w)e ™ do = /7e*™

oo

Por outro lado,

“+oo
/ G(z,v)G(z,w)e ™ dz

Heo V" wm™ o
Foo > VW™
(3.4) = E ( N H,(z)H,(x)e ™ dx) el

Comparando (3.3) com (3.4), temos que, para m # n,

+o00
Hy(z)Hp(z)e " dz = 0.

—00

No entanto, temos

+00 on
H,(z)H,(x)e ™ dv = T:'/E

, neN.

—00

Pelo o que os polinémios de Hermite sao ortogonais relativamente a

~ _ 2
funcao e em R.
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4. Funcionais lineares e polindmios ortogonais

Iniciaremos esta seccao introduzindo alguns conceitos elementares,
de grande importancia para o desenvolvimento da teoria dos polinémios
ortogonais, nomeadamente funcional linear, espaco dual, espaco das

séries formais, momentos e outros sao aqui dados a conhecer.

DEFINICAO 4.1. Seja X um espago linear definido sobre um corpo.
Considerando K como espago vectorial definido sobre ele préprio, chama-
se funcional linear u, a uma transformacao linear de X em K, i.e., u, é

tal que:
) oulx+y)=u@) +uly), v,y €X

i) u(azr) = au(z) ,a e Kex € X .

Seja P, o espaco vectorial de todos os polinémios de varidvel real
x com coeficientes em C. Como qualquer p € P pode escrever-se da

forma,

n

p(z) = Zakxk, com a,€C

k=0
e ao fazer actuar u sobre p, temos que

n

(u,p) - Z ak<u’ xk>

k=0

onde denotaremos (u,x*) por ug, chamados os momentos de ordem
k associados a u. Como observamos, se conhecermos os momentos
conhecemos u. Dai que, se denomine muitas vezes, u por funcional de
momentos.

Estableceremos de seguida a nogao de ortogonalidade relativamente

a uma funcional linear.

DEFINIGAO 4.2. Seja {P,} uma sucessdo de polinémios com grau

de {P,} igual a n, para cada n € N. Dizemos que {P,} é uma familia
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ortogonal relativamente a u se

e K, = (u, P,?) onde 8,,, é o simbolo de Kronecker, i.c.,

5nm:{1, se n=m

0, se n#m

Dizemos entao, que uma familia ortogonal é maonica se todos os seus
elementos, tiverem o coeficiente do termo de maior ordem, igual a um.
O préximo passo serd ilustrar através de exemplos a nocao de or-

togonalidade relativamente a uma funcional.

4.1. Exemplos. Como um exemplo elementar, consideremos os

polinomios de Chebichev de primeira espécie, que sao definidos por
T, (z) = cos(nf),n € Ny onde 6 = arccos(z).

Trata-se entdao de um exercicio elementar de cdlculo usar a identidade

trigonométrica
2 cos(mb) cos(nf) = cos(m + n)d + cos(m — n)o
para obter a seguinte relacao
(4.2) /7r cos(mf) cos(nfd)dd =0, m#n, mmn=0,1,2,...
0
Observe-se ainda que quando m = n temos
/Oﬂ(cos nf)?dh = g :

Assim concluimos que cos(mf) e cos(nf) sao ortogonais no intervalo

10, 7], para m # n, relativamente & funcional

u: P — R
gz) — [ q(@)(1—a?)Vda
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Basta observamos, que com uma mudanga de variavel x = cos(f) a
expressao (4.2), passa a ser dada por:

/_1 T (2) T (2)(1 — 22)"Y2dz = 0 para m #n.

1
Logo os {T},} sdo ortogonais relativamente a fungao peso w(z) = (1 —
22)7Y2 ou seja, um caso particular da nocio de ortogonalidade relati-
vamente a uma funcional, que é expressa por um integral.

Recorde-se também os polinémios de Charlier apresentados na sec-
¢ao anterior, como um exemplo. Ora, neste caso a funcional é expressa
por uma soma, ou seja, os polindémios sao ortogonais relativamente a
funcional u dada por:

u: P — R
a@) — (03 Sk a(@)
onde Ox(P(z)) = (o, P(z)) = P(k). Na seccao anterior vimos como
determinar sucessoes de polindémios ortogonais através da funcao ger-
adora, vejamos agora como determinar a fungao geradora, se ja con-
hecermos a sucessao de polinémios ortogonais.

Tomemos como exemplo os polindmios de Chebichev de primeira

espécie, neste caso a sua funcao geradora pode ser determinada da

seguinte forma: calculemos

ZTk(x)zk

ou seja,
62k9+ —ik6

gcos(ké’)zk = iTezk

k=0

= 1/2 Z etk k4 1/2 Z e kO R
k=0 k=0

= 1/2) (e”2)F +1/2) (e72)".
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Tratam-se de séries convergentes para os valores de z tais que |ze?| < 1
e |ze™®| < 1, ou seja, |2| < 1. E, portanto,

= N 11 11
kzonk(m)Z B 51—6i02+§1—€_i92
2 _ z(ew—}-e*w)
1— z(e + e ) + 22
1 — zcosf
1—2zcosf 4 22~

— 1/2

Como x = cos 6, entao temos a seguinte fungao geradora
G(x,z) = _lze :
1—2xz+ 22

Veremos posteriormente, como se pode determinar a fungao gera-

dora destes polinémios de uma outra forma relativamente mais simples.

Observe-se entao que da funcao geradora obtivemos a ortogonalidade

e que da sucessao de polindémios ortogonais obtivemos agora a fungao
geradora.

De seguida daremos algumas caracterizagoes de ortogonalidade, que

julgamos serem tteis no decorrer deste trabalho.

TEOREMA 4.1. Seja u uma funcional de momentos e {P,} uma

sucessao de polinomios. Sao equivalentes as sequintes proposicoes:
(a) {P,} € sucessao de polindmios ortogonais associada a u.
(b) (u,m(x)P,(x)) = 0 para qualquer 71 € P de grau m < n,
enquanto que (u, m(x)P,(z)) # 0 se m = n.

(c) (u,2mPy(x)) = Kpopm, Kn#0 param=0,1,..,n

TEOREMA 4.2. Seja P, uma sucessao de polinomios ortogonais re-

lativamente a u e ™ um polinomio qualquer de grau n. FEntao,

n

m(x) = Z Cn Pr()

k=0
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com

. _ lur@P@)
T AR

, k=0,1,...n.

TEOREMA 4.3. Se Q,, e P, sdo sucessoes de polinomios ortogonais

relativamente a w. Entdo, existe ¢, tal que Q,(z) = ¢, Py ().

Questoes novas comecam a surgir:

(1) Serd que podemos dizer que toda a funcional de momentos

tem associada uma sucessao de polinémios ortogonais?

(2) Dada uma sucessao de momentos (uy ), existem sempre sucessoes

de polinémios ortogonais que lhes estao associadas?

A resposta a estas perguntas é negativa. Veja-se o seguinte exemplo:
se os momentos de ordem zero, um e dois forem iguais a um, i.e.,
uy = u; = us = 1 teremos Py(x) =a # 0e Pi(z) =br+c¢, b#D0.

Por (b) do teorema 4.1 temos que
(u, PoPy) = a(buy + cug) = a(b+c¢) =0.
Entao deveremos ter b = —c e isto leva-nos a que
(u, P?) = b*(ugy — 2u1 +1up) =0

o que nao pode acontecer para que exista uma sucessao de polinémios
ortogonais.

Concluimos assim, que nem toda a funcional u, tem sucessao de
polinémios ortogonais associada. Entao, o passo seguinte serd fornecer
condicoes para que tal aconteca. A condicao que iremos apresentar é
muito 1til sob o ponto de vista tedérico, mas sob o aspecto da aplica-

bilidade nao apresenta grande eficicia.
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A fim de discutirmos questoes sobre a existéncia de sucessoes de

polinémios ortogonais, introduzimos os seguintes determinantes de Han-

kel

Uo Uy PN Unp,
u1 u2 o Un+1
n
An = det (ui+j)i,j:0 = , N E N.
Up Upy1 - - U2n,

TEOREMA 4.4. Seja u uma funcional de momentos com sucessao
de momentos associada (uy). Entdo ezxiste uma sucessao de polindmios

ortogonais para u se, e somente se A, #0 paran =0,1,2,... .

DEMONSTRACAO. Digamos que existe uma sucessao de polinémios

ortogonais, { P, }, relativamente a u. Escrevamos P, na forma

pode escrever-se na forma

n n
" 0 se m<n
<u7 E Cnkd > - § CnkUm+k = K 7& 0 se m—=n
k=0 k=0 n -

obtemos entao o seguinte sistema linear,

Cnoly + Cp11 + ... + Cpptty, =0

CroU1 + Cp1tia + ..o + Cpplinyr = 0

Cnolpn + Cp1llpy1 + ... + Cpplon = Kn 7& 0
Este sistema é possivel e determinado quando e s6 quando A, # 0 e a

sua solugao vem dada em termos de K. [ |

Caso as condigoes do teorema se verifiquem, i.e., A,, # 0, podemos

definir a sucessao de polinémios ortogonais monicos associada a uma
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sucessao de momentos (ug) e os seus elementos vem dados por:

Up Uy ... Up
1 : : :
(4.3) Apot (Up1 Up oo Ugpo
1 r ... x"
(4.4) Py(x) =1.

e u diz-se reqular ou quasi-definida.

Apos termos falado da nocao de ortogonalidade relativa a uma
funcional de momentos ilustrando-a através de exemplos e darmos
condicoes de existéncia de sucessoes ortogonais relativamente a essa
funcional, na proxima seccao daremos caracterizacoes importantes des-

tas sucessoes de polindémios ortogonais.

5. Algumas caracterizagoes das sucessoes de polinémios

ortogonais

Uma das caracterizacoes mais importantes das sucessoes de polino-
mios ortogonais ménicos ¢é que estas satisfazem relacoes de recorréncia,

como veremos em seguida.

TEOREMA 5.1. Seja u uma funcional de momentos reqular e seja
{P,} a correspondente sucessao de polinémios ortogonais monica. En-

tao existem constantes complexas ¢, e \, # 0 tais que,
(5.1) P,(z) = (z —cy)Pr1(z) = \pPo—a(x), n=0,1,2,....

onde definimos P_1(x) = 0. Mais ainda, se u € definida positiva, i.e.,
A, > 0Vn € N, entdo ¢, € real € A\py1 > 0 paran > 1 (com M\

arbitrdrio).

DEMONSTRAGAO. Prova-se este resultado fazendo 7(x) = zP,(x)

no teorema 4.2. [ ]
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OBSERVAGAO . Se no teorema anterior a sucessao {P,} nao é

monica, entao {P,} verifica uma relagdo de recorréncia da forma :

(5.2) Poi(z) = (Apx + By)Pu(x) — CoPy1(x) A, B, #0,n>0.

Por exemplo, os polinémios de Chebichev de primeira espécie satis-

fazem a seguinte relacao de recorréncia,
(5.3) Toi1(z) + Thoi(z) = 22T, (z), n>1.

Assinala-se, entao, que a funcao geradora de polinémios ortogonais
pode ser obtida da relacao de recorréncia. Ora vejamos, ao multipli-

+

carmos ambos os membros de (5.3) por 2" e aplicarmos a ambos os

membros a soma de um a infinito, obtemos:

oo o0 o0
g Ty 2" =22 E T, 2" — g T, 12"t
n=1 n=1 n=1

Tomando G(z,z) =Y ., T,2" temos,

[o.¢] oo o oo
E Ty 2" = g T.2" =2xz E T,2" — 22 g T.2".
n=1 n=2 n=1 n=0

Resolvendo esta equacao determinamos a funcao geradora destes
polinémios sendo esta dada por

G(z,2) = L :
1 —2xz+ 22

Constata-se entao, que todos os conceitos dados anteriormente, se
encontram interligados.

De seguida obteremos um reciproco do teorema anterior, que ira
estabelecer que qualquer sucessao de polinémios que satisfaca a formula
de recorréncia (5.1) é uma sucessao de polinémios ortogonais. Este
resultado, foi pela primeira vez enunciado, por Favard, [14] em 1935,

no caso definido-positivo. Pode encontrar-se no livro de T.S.Chihara

[12], o resultado geral para funcionais.
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TEOREMA (Favard, 1935). Sejam (c,) e (\,) sucessoes arbitrarias
de nimeros complexos e seja {P,} definida pela formula de recorréncia
(5.4) P,(z) = (z —cyp)Po1(z) = \pPoa(x), n=1,2, ...
(5.5) P i(z)=0 e PBy(z)=1.
Entao, existe uma unica funcional de momentos u tal que:

() (w,1) =Are
(u, Py (z)Py(z)) =0 param #n, myn=0,1,2, ...

(ii) u € reqular e {P,} € a correspondente sucessio de polindmios

ortogonais monica se e somente se A, # 0 .

(iii) uw € positiva-definida se e somente se ¢, € real e A\, > 0 para

n>1.

O préximo teorema da-nos uma outra caracterizagao das sucessoes

de polinémios ortogonais.

TEOREMA (Darboux-Christoffel). Seja { P,} uma sucessao de polinémios

monicos. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(a) {P,} € uma sucessao de polinémios ortogonais maonicos.

(b) {P,} satisfaz

(56) Pn—l-l(ZE)Pn(yI) : ypn—i-l(y)Pn(Qf) _ kz_; :—:Pk(x)Pk(y) ’
onde i, = [T A
(c) {P,} satisfaz
(BT P@)Piae) = Poa)Pun(n) = 30 A3 a),

k+1
onde rj, = HZL i .

DEMONSTRAGAO. Vamos provar que (a) = (b) = (c¢) = (a).
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Note-se que o teorema de Favard dd-nos uma condi¢ao necesséria e
suficiente para que exista uma sucessao de polindémios ortogonais.

Temos para n > 0 as identidades:

2P, (7) Pu(y) = Pay1(2) Po(y) + o1 Po(2) Pa(y) + Ang1 Poo1 () Pa(y)
yPn(y)Pn(x) = Pn—&-l(y)Pn(m) + Cn—i—lpn(y)Pn(x) + /\n—&-lpn—l(y)Pn(x)

Subtraindo a segunda equagao a primeira temos que,

(2 = y)Po(2) Po(y) = Poy1(2)Po(y) — Pog1(y) Pa(2)
— M1 [Po(2) Poci (y) — Pou(y) Pa—a ()] -

Dividindo ambos os membros por A;...\,+1 € por x — ¥y, vem:

BB p (o)~ B,
onde
Fo(z,y) = 1 Poa(2)Po(y) — Poia(y) Pa(®) .

Ao Anat x—y

Aplicando a soma de 0 a n a ambos os membros temos que,

n

Z w — Z[Fk(a;,y) — Fiei(z,y)]
k=0

1o Akt 0
= F,—-F,=F,.

Note-se que F_; = 0 pelo o que se tem (5.6), i.e., (a) = (b).

Vejamos agora que se tem (b) = (c). De facto,

Bon1(@)Po(y) — Poa(y) Bn(@) _ Poga (2) Paly) — Pasa(y) Po(2)
T —y T —y
Poi1(2)Po(z) — Poga(2) Py ()
z—y
Po(x) — Pa(y) + Py(2) Poa(z) = Poa(y)
T —y " T —y '

Assim (5.7) vem de (5.6) aplicando a regra de L’Hopital quando y

+

= _Pn-i-l(x)

tende para x.
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Vejamos que (c¢) = (a). De facto,

Py(2) Py (1) — Py(2) Poya(2) = Pi(x) + In -1

Tn—1

E, portanto,

Po(x) By (x) = P () P (2)

(P, s(2)Py(x) — Py (2) Pa(x)).

n
n—1

= Pi(z) +

Assim,

Pn(P/+1 +Tr_nPrIL71) — P(Poy1 + n b)) = Py

n n
n—1 n—1

ou seja,
/

Pn+1 + T;il Pn—l 1
P, -

E primitivando em ordem a x, obtemos que existe 3, tal que

Pn+1 + /\n+1Pn—1 - (I - Cn+1)Pn

Ora pelo teorema de Favard temos o pretendido. |

COROLARIO 1.2. Para u funcional linear definida-positiva temos

que,

(5.8) P.(z)P,, () — Py(2)Poy1(z) > 0,Vz € R.

DEMONSTRACAO. De facto, pelo teorema anterior temos que

n

Pu(2) Py (2) = Po(a) P () = > P2 (x)

r
k=0

e como A; > 0 temos o pretendido. |

6. Zeros de polinémios ortogonais

Para falarmos na localizacao dos zeros dos polinémios ortogonais
recorde-se a nogao de funcional linear definida positiva introduzida no

teorema (5.1).
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Retoma-se esta nocao pois sabemos que os zeros dos polinémios
ortogonais associados a funcionais definidas positivas exibem uma certa

regularidade. Assim, apresentamos o seguinte teorema.

TEOREMA 6.1. Seja E C] — 0o, 00[. A funcional de momentos u é
dita definida positiva em E se e somente se (u, 7(z)) > 0 para qualquer
polinémio real w(x) que é ndo negativo em E e nao € identicamente nulo

em E. O conjunto E ¢ assim chamado conjunto suporte para u.

Observe-se que a funcional de momentos para os polinémios de
Chebichev de primeira espécie é definida positiva em [—1, 1] enquanto
que as funcionais de momentos para os polinomios de Charlier e Her-

mite sao definidas positivas em {0, 1,2, ...} e | —00, oo, respectivamente.

TEOREMA 6.2. Seja u definida positiva sobre um conjunto infini-
to E. Entao:

(i) u € definida positiva em qualquer conjunto contendo E.

(ii) u € definida positiva em qualquer subconjunto denso de E.

Depois de apresentados estes conceitos podemos passar a algumas
caracterizagoes para os zeros de sucessoes de polindmios ortogonais
moénicos. Seja {P,} uma sucessdo de polinémios ortogonais ménicos

relativamente a u.

TEOREMA 6.3. Seja I um intervalo que € um conjunto suporte para
u. Os zeros de P, sao todos reais, simples e estao localizados no interior

de I.

DEMONSTRAGAO. Como (u, P,(x)) = 0, P, deve mudar de sinal
pelo menos uma vez no interior de I. Isto é, P, tem no minimo um

zero de multiplicidade impar no interior de 1.
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Seja 0 < k <n — 1 e considere-se ) definido da seguinte forma,

Q(z) = Pu(e) [ J (e — ;).

j=1
onde z; sao os zeros distintos de multiplicidade impar de P, que estao
localizados no interior de I. Como u ¢ funcional linear definida positiva

temos que,

(u, Q(x)) >0,

o que contradiz a ortogonalidade de P,. |

Observemos agora o comportamento dos zeros da sucessao dos po-
linémios de Chebichev, {T,,}:
De facto,

To=1, Ti=z, Th=22>-1, Ty=42*—3z,..

Veé-se facilmente, que os zeros destes polindmios se encontram entre-
lacados. Com este exemplo motivamos o que se vai provar de seguida,
ou seja, que todos os zeros de sucessoes de polindémios ortogonais se
encontram entrelagados.

De agora em diante, denotaremos os zeros de P, por z,; com i =

1,2, ...,n, ordenados por ordem crescente:
(6.1) Tt < Tpo < Tpz < ...<Tpn, n>1.
Como P, tem coeficiente principal positivo, conclui-se que,

P,(z) >0 para z>x,,

sign P,(x) = (—1)" para x < Z,;

onde sign denota a funcao sinal definida por

. 1 se z>0
sign x =
-1 se <0
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Assim, P tem pelo menos um, logo exactamente um zero em cada um
dos intervalos |z, -1, Tnk[. Constata-se, entdao, que P, (z,y) alterna
de sinal, enquanto k varia de 1 até n. Como P)(x,x) também tem

coeficiente principal positivo, podemos concluir:

(6.2) sign P(znp) = (=)™, k=1,2,...n.

TEOREMA 6.4. Os zeros de P, e P,y verificam a propriedade do

entrelagamento, ou seja, Tpi1; < Tn; < Tpi1it1 cOMi=1,2,...,n

DEMONSTRAGAO. Do corolario do teorema de Darboux-Christoffel,

temos a desigualdade:

By () Po(x) = Py (2) Frga () > 0.

n

Em particular, para x = x,,41 temos

n

(63) Pl+1(l’n+17k)Pn(In+1’k) >0, k=1,2,...n+1.

Referindo (6.2), temos sign P, i (zn414) = (—1)""*. Concluimos
entdao que sign P, (7,11%) = (=1)""17*. Logo, P,(z) tem pelo menos
um, logo exactamente um zero, em cada um dos intervalos da forma

]xn-l-l,ka $n+1,k+1[ com k=1,2,...,n. u

COROLARIO 1.3. Para k > 1, (z,x) € uma sucessao decrescente e
(Tnn—rk+1) € uma sucessao crescente. Em particular, os limites § =
limy, oo T € M; = liMy oo Tpp—jr1, com 4,5 = 1,2,3,... existem pelo

menos no sistema de numeros reais.
Estamos agora aptos a enunciar a proxima definigao.

DEFINIGAO 6.1. O intervalo fechado A = [£;,m] é chamado o ver-
dadeiro intervalo de ortogonalidade da sucessao de polinémios ortogo-

nais associada a u.
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Note-se que o verdadeiro intervalo de ortogonalidade é o mais pe-
queno intervalo fechado que contém todos os zeros de {P,}.

Depois de dada, alguma informacgao acerca dos zeros de sucessoes
de polindémios ortogonais, podemos entao passar a fase seguinte, isto é,

ver como se pode representar a funcional u a custa destes zeros.

7. Representagao da funcional

Iniciaremos esta seccao recordando a formula interpoladora de La-
grange, que sera indispensavel para a representacao da funcional.

Dados n pontos diferentes no plano (¢;,y;) o problema de inter-
polacao de Lagrange consiste em determinar o polinémio de menor
grau, cujo grafico passa por estes pontos.

Faca-se

F(z
- T
(@ — ) F" (t)
Entao a funcao [ é de grau n — 1 e verifica a seguinte propriedade:

i (t;) = Ojk -

O polinémio de Lagrange é entao de grau n — 1 e é definido por

Lo() = yeli(w),
k=1
com
Ln(t]):y], j:1,2,...,n.
Este, é entao, o unico polinémio que passa pelos pontos dados e
serd agora utilizado para obter a formula de quadratura de Gauss.

Esta formula é de grande interesse na andlise numérica para a apro-

ximagao de integrais, mas no entanto o nosso interesse primario nela é
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que esta é uma importante ferramenta para o estudo da funcional u,

no caso definido positivo.

TEOREMA (Férmula da Quadratura de Gauss). Seja u uma fun-
cional linear definida positiva. Existem niumeros An1, Ana, ..., An, tais

que para qualquer polinomio © de grau no mdximo 2n — 1,
(7.1) (u, m(x)) = Z Ak (T k)
k=1

onde 0s T, sa0 o0s zeros dos polinomios ortogonais associados a u.

Os numeros A,y sdo todos positivos e satisfazem a condi¢do

DEMONSTRAQAO. Seja m um polinémio arbitrario cujo grau nao
excede 2n — 1 e construa-se o polinémio interpolador de Lagrange cor-
respondendo aos zeros dos polinémios ortogonais x,; e as ordenadas
m(zpy) com 1 <k <mn.

Consideremos,

3

onde

Assim, Q(x) = m(xz)— L,(z) é um polinémio de grau no maximo 2n—1,

que se anula em z,, ;. Ou seja,

onde R(x) é um polinémio de grau no maximo n — 1.
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Da ortogonalidade relativamente a uma funcional temos que,

(u,m(x)) = (u, Ln(x)) + (u, R(2) P, (x))
= (u, Ln(x))

n

= Z (T ge) (U, le())

k=1
Isto leva-nos a (7.1) com A,x = (u,lx(x)). Se fizermos a escolha par-

ticular de 7(z) = I2,(x) em (7.1), o resultado &,
0 < {u,l(x Z Akl (20 k) = Anm

Portanto os A, sdo todos positivos. Finalmente, (7.2) obtem-se, se

escolhermos 7(z) =1 em (7.1)
1) = Au & o= A+ A+ o+ A
como queriamos demonstrar [ |

Vimos entao como se representar a funcional a custa dos zeros dos
polinémios ortogonais. Voltaremos a este assunto mais tarde, quando
falarmos da medida espectral associada a uma sucessao de polinémios
ortogonais monicos.

O teorema anterior ainda pode ser usado para fornecer informacao
adicional acerca das propriedades de separagao dos zeros de polinémios

ortogonais.

TEOREMA 7.1. Entre quaisquer dois zeros de Py existe pelo o menos

um zero de P, para qualquern > N > 2 .

DEMONSTRACAO. Assuma-se entao que para um n > N, P, nao
tem nenhum zero entre ), € Tnpy1, com 1 <p < N.

Agora
PN(JI)
(z — 2np)(@ — TNpt1)

p(z) =
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¢ um polinémio de grau N —2 e p(x)Py(x) > 0 para x ndo pertencente
ao intervalo [Ty, TN pt1]-

Usando (7.1) temos que
(u, p(x) Pr(2)) = > Apkp(@n 1) Pr (T )

k=1
Como p(z)Py(z) ndo se pode anular para todo o x,x, temos que

(u, p(x)Py(z)) > 0, 0 que contradiz a no¢ao de ortogonalidade relativa

a uma funcional. [}

Neste capitulo demos uma variedade de conceitos e propriedades das
sucessoes de polinémios ortogonais, como a nocao de ortogonalidade
relativamente a uma funcional linear. O passo seguinte sera conhecer
um pouco melhor estas funcionais e para isso vamos tratar do espacos

definidos por dualidade.






CAPITULO 2

Teoria da Representacao

1. Introdugao

Vimos no anterior capitulo que por diversas vezes se falou em re-
presentacoes em séries, como por exemplo o caso da fungao geradora,
assim motiva-se o aparecimento da primeira seccao deste capitulo, em
que fazemos uma breve introducao ao estudo do espaco das séries for-
mais salientando algumas das suas propriedades. Ao falarmos em fun-
cional linear no anterior capitulo, surge a necessidade de focar algumas
das suas propriedades e falar um pouco mais do seu espaco. Observa-
mos assim, que existe mais que uma base para este espago e como se
pode representar esta funcional a custa de uma base particular. Apre-
sentamos um primeiro problema de momentos cuja solucao resulta da
interligacao de resultados apresentados. Ainda neste capitulo, falamos
do que se entende por medida de Stieltjes associada, por sucessao de
polinémios associados de primeira ordem e focamos a importancia do

teorema de Markov.

2. Espaco das séries formais. Teorema de Borel.

Nesta seccao introduziremos algumas nogoes sobre a dlgebra das
séries formais e alguns resultados que terao utilidade posteriormente.
Considerando as nocoes de polinémio e espaco vectorial dos polino-

mios dadas no anterior capitulo, estamos entao, aptos a falar em série

27
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formal e no espago das séries formais. Para esta introducao tomamos
como referéncia principal o livro de H. Cartan [11].

Comecemos por definir polinomio formal como uma combinacao
linear finita de elementos do espaco vectorial dos polinémios, e es-
crevemo-lo da forma seguinte,

Zanx", com a, € C,

n>0
onde se entende que s6 um numero finito de coeficientes a,, sao nao
nulos na sucessao infinita destes coefientes.

Uma série formal de poténcias em x é a expressao formal ano anpx",
onde nao é requerido, que apenas um conjunto finito de coeficientes a,,,
seja diferente de zero.

Definimos a soma de séries formais por:

Z a,r" + Z b,z = Z cpx  com  ap,b, € C
n>0 n>0 n>0

onde
Cn =20, +b,,n>0
e o produto da série formal por um escalar, da seguinte forma,
A g a,r" = g Aap,xz", com a,, \€C.
n>0 n>0

Com essas operacoes o conjunto F, das séries formais, forma um
espaco vectorial sobre C. O elemento neutro da adi¢ao é denotado por
0 e a sua série formal é aquela em que todos os coeficientes sao iguais
a Zero.

O produto de séries formais é definido por:

(2.1) Z a,x? Z byx? = Z Cpx”

p=0 q=0 n20
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onde

Cp = Z apby .

p+q=n
Observe-se que esta multiplicacao é comutativa, associativa e bili-
near.
Assim, F, é uma algebra sobre C com elemento unidade, denotado

por 1, que é a série formal onde ay =1 e a,, = 0 para n > 0.

DEFINIGAO 2.1. Chama-se ordem de uma série formal ao mais pe-

queno n tal que a,, # 0, denotando-se por w(S), para uma série formal

S 0.

Consideremos agora a composicao de séries formais,
S(x) = Zanx” e T(y) = pryp.
n>0 p>0

E essencial assumir-se que by = 0, em outras palavras que w(T) > 1.
A cada mondémio a,x" associamos a série formal a,(T(y))", que tem
significado, pois as séries formais em y formam uma &algebra. Como
bo = 0, a ordem de a,(T(y))" é maior ou igual a n, logo a familia dos
a,(T(y))" é somavel e podemos considerar a série formal:

(2.2) > an(T(y)"

n>0

na qual, reagrupamos as poténcias de y. Esta série formal em y é dita
obtida por composicao e denotamo-la por S(7'(y)) ou SoT. Poder-se-a4

constatar, que se verificam as seguintes relacoes:

(2.3) (S1+S2)0oT =507+ Sy0T
(2.4) (5192) 0T = (S10T)(Sy0T)
(2.5) loT =1.

Note-se ainda que S o (11 + T3), nao é em geral, igual a SoT; + S o Ts.
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LEMA 2.1. A relagio (SoT)oU = S o (T oU) verifica-se sempre
que w(T) > 1 ew(U) > 1.

De seguida, falaremos em inverso algébrico de uma série formal.

Ora, considere-se no anel, F, a identidade formal
(2.6) l1-—y)(l+y+..+y"+..)=1

que ¢ facilmente verificada. Logo, a série 1 — y tem inverso em F.

LEMA 2.2. Para que S(z) = > a,z™ tenha um elemento inverso

para a multiplicacao em F, € necessdrio e suficiente que ay # 0, ou

seja, S(0) # 0.

OBSERVACAO . Considerando a algebra dos polindmios P contida
na algebra das séries formais, F, observa-se que qualquer polinémio
Q(z), tal que, Q(0) # 0, tem inverso no anel F. Este anel, contém

entdo, todos os quocientes P(x)/Q(z) onde P e ) sao polinémios e

Q(0) # 0.

Podemos também falar em derivada formal de uma série. A série

derivada, S'(z), por defini¢do, é dada pela férmula,

(e o]

S'(z) = Z(n + Day12™.

n=0
A aplicagao S —— S’ é uma aplicacao linear de F nele proprio. Mais,
a derivada do produto de duas séries formais é dada pela formula,

d ds dT
%(ST) = %T + S@ )

Por sua vez, as derivadas de ordem superior das séries formais sao

obtidas por inducao. Entao, a derivada de ordem n é dada por

S™(z) = nla, + termos de ordem maior ou igual a um.
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Logo,
(2.7) SM(0) = nla, .

A série I(x) definida por I(x) = x é o elemento neutro da composi¢ao

de séries formais, i.e.,

Sol=10S5=5.

LEMA 2.3. Dada uma série formal S, uma condi¢cao necessaria e

suficiente para que exista uma série formal T, tal que
T0)=0, SoT=1I

€ que
S0)=0, S(0)#0.

Neste caso T € unico e T oS = I. Por outras palavras, T' € o inverso

de S para a lei da composicao.

OBSERVAGAO . Como S(T'(y)) =y e T(S(z)) = =, podemos dizer
que as transformacoes formais
y==5() e xz=T(y)

sao o inverso uma da outra. Logo, diremos que T é a série formal
inversa da série formal S. Mais ainda o lema 2.3 é o teorema da
funcao implicita para funcoes definidas formalmente por uma série de

poténcias.

TEOREMA (Borel). Dada uma sucessio (a;) de nimeros complezos

existe uma funcao f € C°(R) tal que
f90)=a;, j=0,1,2,..

DEMONSTRAGAO. Procederemos da seguinte forma:

A)
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Seja
peD(—2,2))={f €C®R):supp f C]— 2,2[é compacto}

e tal que ¢ = 1 para |r| < 1. Prove-se que, podemos encontrar a

sucessao (A,) de nimeros reais tal que, se definirmos

(2.8) fulz) = 2—”17”90(%%)

entao

(2.9) sggv ‘§2’”, para 0<k<n-—1.
B)

Prove-se que a série

> falw)

define uma fungao f(z) que é C* e que resolve o0 nosso problerma ori-
ginal.

No que segue, usaremos g(k) = (di)kg e a formula de Leibniz

e

Vejamos primeiro que se tem A). Se 0 < k < n — 1 temos, usando

(2.10):
k
= n_n Z ( ) nn—1)..(n—p+ 1)1:"’1’)\2’1’90(]“’1”)()\”95) )
p=0

Como supp ¢ C| —2,2[, * P (\,2) =0, |z| >

k
sup ()] < 122l 3~

zeR

IA E entao

k n! 2
Sl U 15 W L (k—p) )
( )(n_p)!(un‘) ’ | ye]};2[|30 (y)|

Facamos

M, =Y sup [pV(y)].
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Temos entao,

k
M, k) 20
) ()] < |, |—m = .
e [ < Jenl o pz; <p) (n—p)!

Como 0 < k < n —1 temos as seguintes estimativas

k 2(n=p) 1 1
()gk!g(n—l)!, — <27, - < 2" ,ose [\ >1
p (n—p)! | An|™™ | An]
Logo,
an|M,2"n!
sup | £09(z) | < La=lMn2'0!
reR ‘)\n’

Se tomarmos |\,| > max(1, |a,|M,4"n!) obtemos

su%|f,(f)(x)’ <2™ 0<k<n-1
TE

como pretendiamos demonstrar.
Vejamos que se tem B). Por A) a série ) f,(z) é uniformemente

convergente e por isso define uma funcao continua,

Fa) = fula).

. . , . k) ., . .
Mais ainda, se k € R a série ) j'}(Z )6 uniformemente convergente pois,

S @) =) fP@)+ D P ()

n=0 n=0 n=k+1

e na segunda soma, no segundo membro, temos k < n — 1. Logo,
()] <277

Assim prova-se que f € C* e que f¥(z) = Zf,(f)(x) para todo o

k € N, e consequentemente, f € C*. Por outro lado,

o k
n(F (e
b 30 3 ()N )
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A segunda soma, no segundo membro, anula-se em z = 0, porque
cada um dos seus termos contém x como factor, desde que, n > k e

p < k. Entao, temos

8 () = (dix)k[aoga()\ox) T

Ok—1 g1 i k az*
Faot el S

p(Aw)] + R(x)

onde R(0) = 0.

O primeiro termo no segundo membro anula-se em x = 0 porque
temos ) (0) = 0 para todo o j > 1, desde que ¢ = 1 para |z| < 1.
Por sua vez, o segundo termo ¢é igual a

k
k\a (k-
> (5) Aot ).

p=0 P

Se k —p > 0 entdo p*~P)(0) = 0. E, portanto, o tinico termo que nao

se anula, corresponde a p =k e

kf Qg k (k) B Qg .

Logo, f*)(0) = a; e portanto encontramos f. [ |

3. Espacgo das funcionais lineares. Biortogonalidade.

Aqui vamos dar significado ao produto de uma funcional por um
polinomio e a deriwada de uma funcional.
Se tivermos uma funcional linear v e um polinémio ¢ podemos

definir ¢u como sendo a funcional linear tal que

(¢u,p) = (u, ¥p)

onde

m

(pu,z") = Za&u,x”“), neN

=0
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para

m
o= Z a;x" .
i=0

Se tivermos uma funcional linear u, podemos definir a derivada de

u, da seguinte forma:

<Dua p> = —<U, p/>

e p/ é a derivada do polinémio p. Em particular,

n—1>

(Du,z"™) = —n(u, x , n=12,...

Se {P,} for uma sucessao de polinémios ortogonais ménicos, temos
que {P,} é uma base para P. Assim, questdes como a de encontrar
uma base para P’, espaco linear das funcionais definidas em P, surgem

naturalmente. Seja «,, tal que
(3.1) (ny P) = Opim -

Diz-se entao que «, satisfazendo (3.1) é biortogonal a {P,}. Note-se
que «,, ¢ uma base para P’.
Pela expressao (4.1) do capitulo 1, pela no¢ao do produto de uma

funcional por um polinémio e usando a linearidade das funcionais,

temos que
Pu
47 Pm = (5nm .
T pzy
Logo, pela biortogonalidade, obtemos que uma base de P’ é {wi,+:2>}.

Uma pergunta surge: Sera esta a unica base associada a P’? A
resposta é nao! Existem outras bases conhecidas como a do exemplo

que se segue:

EXEMPLO 3.1. A sucessdo delta de Dirac , {6,"™}

Ora pela nocgao derivada de uma funcional, temos que

(o™, 2™ = (=1DFn(n —1) x ... x (n — k + 1){5y, 2" ) .
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Como (g, 2" 1) é o valor da funcao no ponto zero, i.e., (&, p) = p(0)

temos que
0,sen>k
o™ 2™y = (=1)™n) sen=k ;
0,sen<k
Concluimos entao que
(3.2) ((—1)’“507(?),9[;% = Ok -

Logo {(—1)’“54% é biortogonal a {z"}.

Da mesma forma que, conhecendo uma base do espaco vectorial dos
polinémios podemos escrever qualquer polinémio a custa dos elementos

da base, vamos ver como descrever os elementos de P’ em termos dos

k5o

elementos da base {(—1)"%

4. Representacao da funcional linear a custa da sucessao das

delta de Dirac. Problema de Momentos

Considere-se a expressao formal para u € P/,

4.1 3 &
(4.1) U= kz_%uk(— ) R
a custa dos elementos da base { (—1)“0,3 )

Perguntamos agora, quais sao as constantes complexas u;? Sendo

que
s 5 (k)
m kY0 m
e = (1))
k=0 )
= Zuk5km
k=0
= um
concluimos

(4.2) U = (u, ™).
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Que sao os ja nossos conhecidos momentos. Como consequéncia do que

acabamos de observar temos os seguintes resultados.

(n) ~
" T g sucessdo
n:

TEOREMA 4.1. Seja u uma funcional linear e {(—1)

de funcionais lineares definida por (3.2). Entdo,

o 0™
u= Z(u,x")(—l) (7)1_' :
n=0 ’

Do concluido em (4.2) comega-se a antever uma relagdo estreita
entre o espaco dual, P’, e o espaco das séries formais, que passamos a
explicar.

Seja (a,) C C qualquer. O problema de momentos consiste em de-
terminar quando existe uma funcional linear regular u tal que (u, z™) =
a,. E caso exista, verificar se é Unica.

Consideremos entao (a,) C C, pelo teorema de Borel temos que

existe f € C*, com supp f compacto e tal que

f(")(o) _

nl

Qn

e f(x) = > apz™ formalmente. Note que, uma condi¢ao necessaria de

convergéncia uniforme da série para f é dada por

|z| lim sup /|a,| < 1.

n—oo

O teorema 4.1 diz-nos que um candidato a funcional regular asso-

ciada a (a,) vem dada por,
6(”)

n=0 ’

Caso f, solucao do problema de Borel, seja analitica entao, ha unici-

dade, da funcional associada a (ay,).
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5. Funcao de Stieltjes como Medida Complexa
de Ortogonalidade

DEFINIGAO 5.1. Chama-se funcdo de Stieltjes a funcao definida por

(5.) S() = F (),

z

onde F' é a funcao geradora de momentos, (uy,), i.e.,

n=0

Logo, a funcao de Stieltjes toma a seguinte forma:

[e.9]

(5.2) Sz =Y ijjl .

n=0

Se considerarmos a expressao de S e usarmos a defini¢ao de u,, =

(u,z™), temos que:

1 ooun 1 > €xr.n

Pela linearidade de u, temos:

S(2) = e D

n=0

) )

SERS
3

Sabemos também que

. z.on 1
-) = > |z|.
> =i B>l

n=0

Logo temos que:

N =

S(2) = (22 = (g, ——),

. z—x
onde u, designa que u actua sobre x.
Veremos de seguida que S(z) é medida de ortogonalidade {FP,} as-

sociada a u:
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Consideremos v uma regiao circular contendo a origem, entao

/ Po(2)Po(2)S(2)dz = / Po(2) P (2) (11, —— )2

Z—XT

<ux,/—Pm(Z)P"(Z>dz>.

z2—x
Como P,, e P, sao polinémios, logo fun¢oes analiticas, temos da férmula

integral de Cauchy:

/ Bu(2)Pu(z) ;. _ 271 Py () P ()

z—XT

e, portanto, obtemos:

/Pn(z)Pm(z)S(z)dz = 27mi(uy, P, (z) Pn(x))
= 2miK,0nm -

Concluimos assim que, se {P,} for uma sucessao de polinémios or-
togonais ménicos relativamente a u, também o é, relativamente a S,
definido anteriormente.

Observe-se ainda que S é uma funcao e v uma funcional linear.

6. Sucessao de Polinédmios Associados e Teorema de Markov

Iniciaremos esta seccao introduzindo a nogao de sucessao de polindmios

associados e dando algumas das suas caracterizacoes.

DEFINIGAO 6.1. Seja {P,} a sucessdo de polinémios ortogonais
monicos associada a funcional linear u. A sucessao de polinémios or-

togonais ménicos {P,V'} de termo geral

(6.1) P,W(z) = ui<ux’ Pn+1(22 : fn+1($)

)

onde u, representa a accao de u na variavel x, chamamos sucessao de

polinomios ortogonais monicos associada de primeira ordem.
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Esta sucessao satisfaz a mesma relacao de recorréncia a trés termos
que {P,}, i.e.,
(6.2) 2P, (x) = Pyi1(x) + cn Po(z) + A Prei ().
Se subtrairmos esta mesma equagao escrita na variavel z de (6.2) e

dividirmos o resultado por (z — x)ug, obtemos

2P, (2) —zP,(x)  Puoy1(2) — Poyi(x)

(z — x)ug (z — x)ug

P,(z) — P,(x) L) P, 1(z) — Pyq(2)
(2 — x)ug " (z — x)ug '
Ao fazermos actuar u, em ambos os membros, temos:

1 2P, (z) — xP,(x)

n

u_0<ul"7 s — 1 > = Pn(l)(z) + Cnpnfl(l)(z> + Anpnfg(l)(2>
- i(ux, 2P, (2) — an(x)> N i(“za zP,(x) — xP,(x)
Ug 2= Ug Z—

= Pn(l) (Z) —+ CnPn—1(1)<Z) + )\nPn,Q(l)<Z)
& 2PV (2) = P,V (2) + cn PtV (2) + M Pass(2)

(6.3) P,W(2) = (z — ¢u) Pao1V(2) = M PrsW(2)
com condigoes iniciais
P Wz =0 e PBY(z)=1.

Pode-se ainda provar que a sucessao { P, } de polinémios ortogonais

e a dos seus associados verificam a seguinte relagao

k1
(6.4) Poyi(x)Py1V(2) — Po(x)P,V(2) = —r, onde 7}, = H)\i
i=1

ou, equivalentemente,

Pua),

z—XT

(6.5) Pos1(2)qn(2) = Pa(2)an41(2) =1 onde  gn(2) = (us,

Observe-se ainda que para n = 0,

q0(2) = (ua, ﬁ> onde Fy(x) =
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Obtemos entao que qo(z) = S(z), ou seja, a medida complexa de or-
togonalidade vista na secao anterior.
De seguida enunciaremos um teorema que nos permitira obter a

medida de Stieltjes, no caso definido positivo.

TEOREMA (Markov). Seja {P,} a sucessao de polinémios ortogo-

nais monicos associada a medida complexa S(z). Entao,
Pn_l(l) (Z)
P(z)

sobre compactos que nao intersectam o intervalo de ortogonalidade.

= S(2), quando n — oo,

¢ )
P
DEMONSTRACAO. Observe-se que, ==L se pode escrever na forma,

n

Ak -
g " onde =z, sao oszerosde P,.
1 Z = Znk

Usando o teorema da férmula da quadratura de Gauss do primeiro
capitulo e usando o facto de os zeros de P, se encontrarem no verdadeiro

intervalo de ortogonalidade, A, temos que,

P, (2)
Z |z — an;|

P(2)
Considerando K um subconjunto compacto de C\ A e seja 1 :=

n

ZZ—an

k=1

dist(K,A) := min{|z — zk| 1z € K, 2z € A} > 0, temos que

(1)

onde 1y ¢ o momento de ordem zero. Portanto, pelo principio de com-

1)
. P ‘ e
pacidade do Montel, temos que {5} ¢ uma familia compacta em K,
isto é existe uma subsucessao {n;} tal que,

P(l)
L= g(2), k—oo, z€K.
P,n(Z) Y Y

Pelo teorema de Weierstrass para a convergencia de fucoes analiticas

temos que ¢ é analitica.
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Sabemos também que se tivermos u™ = "' | A0, entdo u(x) =

nodu(z) - 1L _Ny©  _(m—zng)! =
> h—1 5=, DOis ao escrevermos o= = > 7, ooy, entao

— " A Pn(l—)l(z)
u(2) _Zz—znk  Pu(2)
k=0
Como sabemos que para k = 0,1,2...,2n — 1, u, = [z"du(z) =
[ 2Fdu™(z), temos que u” converge fracamente para 4. Logo, temos o

pretendido, ou seja, g(z) = S(z), pela unicidade das fungoes analiticas.

Recordando os conceitos dados anteriormente, concluimos que
Po(2)8(2) = Pud W (2) + gu(2)
ou, equivalentemente,

Pn—l(l)(z) o . Qn(z)
A @ T RG)

Utilizando o teorema de Markov, temos que £- converge uniformemente
n

(6.6)

para zero. Mostrou-se entao, uma aplicacao deste teorema, que nos ira

ser ttil no capitulo que se segue.



CAPITULO 3

Sucessoes de Polinémios de Laguerre-Hahn

1. Introdugao historica

1.1. Os classicos. Normalmente, quando nos referimos a sucessoes
de polinomios ortogonais classicos referimo-nos as sucessoes dos polino-
mios de Hermite, Laguerre, Jacobi e Bessel. Estes polinémios possuem
uma série de propriedades comuns a menos de uma transformacao afim

na variavel, nomeadamente:

a) Sao as tnicas solugdes polinomiais ortogonais para o problema
dos valores préprios correspondentes a um operador diferencial

da forma,

(1.1) ax(2)y" + ar(z)y’ + ao(2)y
onde a;(z) é um polinémio de grau no méaximo i, para i =
0,1,2. A equacdo (1.1) é conhecida como equagao diferencial
linear de sequnda ordem do tipo Sturm-Liouville[3)].

b) Sao as tinicas familias de polinémios ortogonais cujas derivadas,

sao elas proprias, polinémios ortogonais.

c¢) Todas elas possuem uma formula tipo Rodrigues,

Kn
w(z)

P,(x)= D"(w(z)ay(x)), K,#0, n=0,1,2,...

onde w(x) é uma fun¢do nao negativa num certo intervalo e
gras < 2 onde as é um polindémio em x e independente de n
(ver [17]).

43
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d) Os tnicos polinémios ortogonais que satisfazem uma equagao

diferencial de diferencas,

GQ(I)PA(JO = anPn—i-l + bnpn(x) + CnPn—l(x)a

n>1 e ¢, #0,

onde as ¢ um polinémios de grau no méaximo dois sao, salvo
transformacoes afins da varidvel, os citados polinémios clas-
sicos (ver [12]).

e) Se considerarmos uma funcional u regular que sastisfaz equagdo

diferencial de Pearson
(asu) + aju=0

onde gras < 2 e gra; = 1 aparecem como Unicas solugoes as

funcionais classicas (ver [10]).

f) Todas elas satisfazem uma equacao nao linear da forma,

o(2) L (Pa(2) Pocs (1))

dx
= (@ + B0) Pu(@) Pacr(2) + 10 Py (2) + 0, P54 (2)
onde oy, By, Yo € 6, s@o independentes de z (ver [25]).

Observe-se que cada uma das propriedades acima tém um reciproco,
ou seja, qualquer sucessao de polinémios ortogonais que satisfaga qual-
quer uma das propriedades tem de ser necessariamente uma das suces-
soes de polindmios ortogonais classicos (ver [10]).

Incluimos o caso Bessel na classificacao de sucessoes de polinémios
ortogonais cldssicos pois em 1949, H.L.Krall e O. Frink, em [20], me-
diante técnicas de separacao de variaveis na equacao de ondas em co-
ordenadas esféricas, obtém esta nova familia de polinémios ortogonais.
Estes, verificam também, as propriedades acima e passam a fazer parte

da familia dos polinémios ortogonais classicos.
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1.2. Os trabalhos do Shohat. Numerosos autores tentaram ge-
neralizar as propriedades das sucessoes de polinémios ortogonais clas-
sicos. Polinémios estes, cuja fun¢ao peso w associada a medida de orto-
gonalidade verifica uma equacao diferencial linear de primeira ordem,
com coeficientes polinomiais, denominada por equac¢ao de Pearson e

representada por
(1.2) (6w = vw
com
gre e gry > 1 fixos.

Face a estes trabalhos e a acumulagao dos seus resultados houve
necessidade de estruturar e classificar o que era imposto naturalmente.

Destas tentativas, o trabalho que mais se salientou foi o de J. Shohat
(28] dando origem as sucessoes de polindmios ortogonais semi-cldssicas,
cuja fungao peso verifica (1.2), mas onde ¢ e 1 sdo polindmios de
qualquer grau.

Assim, Shohat, ficou conhecido como o inventor dos polindmios
semi-classicos.

Shohat provou que se w satisfizesse (1.2) entdo a sucessao de poli-
nomios ortogonais monicos associada verificava uma relagao diferencial

em diferencas dita de primeira ordem.

n—+s

(1.3) VP + 6P, = > anpPi, n>s.

k=n—s
Mais ainda, {P,} verificava as seguintes equacgoes diferenciais de se-

gunda ordem,

n+s—1
(1.4) OP, + VP, = > bupPe, n>s.
k=n—s—1

(1.5) A, P!+ B,P, +C,P, =0
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onde A, B, e (), sdao polinémios cujos coeficientes dependem de n e

os graus sao limitados por nimero independente de n.

1.3. O Problema de Karlin-Szeg6. Posteriormente, em 1960,
G. Szego e D. Karlin, em [19], propuseram o problema de carac-
terizar as fungoes pesos associadas a sucessoes de polinémios ortog-
onais monicos, bem como a sua determinacao, se estes verificarem uma
equagao do tipo ( 1.3). A resposta foi entdao dada independentemente
por Bonan, Lubinsky e Nevai, numa série de trabalhos [4, 5, 27, 26] e
também por Maroni em [23]. Enquanto, os primeiros, estiveram mais
interessados em determinar explicitamente a medida, P. Maroni por
sua vez, provou que estas sucessoes de polinémios ortogonais moénicos
sao aquelas cujas sucessoes de polindmios monicos derivadas é quase-
ortogonal de uma dada ordem e que se {P,} verifica (1.3) entao qual-
quer fungao peso que lhe estd associada verifica (1.2).

Antes de P. Maroni, ja W. Al. Salam e T. S. Chihara, em [1] tinham
estudado o problema para o caso classico, isto é, quando s = 0 no caso
semi-classico.

Em [6] prova-se também que se { P, } verificar uma equagcao do tipo
(1.3) tomando em vez de ¢, um polinémio que dependa de n, entao, a
medida de ortogonalidade verifica uma equacao do tipo Pearson.

E com base nestes resultados e outros que assentaremos O NOSsO
trabalho neste capitulo. Para finalizar, podemos encontrar uma boa

resenha destes resultados em [22, 24].

1.4. Sucessao de Laguerre-Hahn. Comecemos por dizer que
para que uma funcional linear u seja semi-cldssica é necessario e su-

ficiente que a sua fungao de Stieltjes associada verifique uma equacao
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diferencial linear de primeira ordem com coeficientes polinomiais
¢(2)5'(z) = C(2)5(2) + D(2).

A esta equagao chama-se equacao de Laguerre-Hahn afim.
Dizemos entao que a funcional linear u é Laguerre-Hahn sempre que
a sua funcao de Stieltjes associada verifica uma equacdo de Riccati com

coeficientes polinomiais, ou seja, verifica
A(2)S'(2) = B(2)S*(2) + C(2)S(2) + D(2) B #0.

Assim, permite-se a consideragao de uma familia mais ampla de fun-
cionais de momentos, cuja caracterizacao é dada pela anterior condicao.
Relativamente esta familia, denominada Laguerre-Hahn alguns resul-
tados foram obtidos em [13]. Em todo o caso a utilizacao das técnicas
apresentadas nos trabalhos de P.Maroni revela-se frutifera e permite
uma representagao coerente da teoria.

Os polinémios associados a esta funcional denominam-se de polind-
mios de Laguerre-Hahn. Uma das suas principais caracteristicas é que

estes satisfazem uma equacao diferencial ordinaria de quarta ordem.

2. Equacao funcional de Pearson

Comecemos por definir a equacao generalizada de Pearson, como a

equagao diferencial funcional de primeira ordem definida por

(2.1) D(¢u) = yu

onde u é uma funcional linear, com gr(¢)) > 1 e ¢ #Z 0.
O que pretendemos nesta seccao é dar uma interpretacao da equacao
de Pearson em termos da funcional de momentos, ou melhor, em termos

dos momentos.
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Comecemos por dizer que se u funcional linear é tal que verifica a

equacao funcional de Pearson entao u é tal que
(D(¢u),z"™) = (Yu,a"), para n=0,1,..

Se conhecermos ¢ e 1, ou seja, se conhecermos ¢;’s e ;s tais que,

s+2 s+1

6=> ¢t e Y=> v’
j=0 J=0

onde s € Ny entao,

((¢u)',a") = (Yu,2") & —nfu, ¢a" ") = (u, ¥z)

s+2 s+1

< —TL<U, Z ¢jxn+j71> = <U, Z 7\pjanrj>
j=0 J=0

s+2 s+1

<~ —nz QjUnyj—1 = Z YUy
=0 J=0

s+1

(2.2) & ngon-1 + Z(%‘ +n@jr1)ung; = 0.
=0

Assim, a equacao de Pearson para u tem uma interpretacao em ter-
mos dos momentos da funcional linear u. Obtemos desta forma uma
equacao de recorréncia para os momentos. Se a soubermos resolver
passamos a conhecé-los e como vimos no primeiro capitulo podemos
saber qual é a sucessao de polinémios ortogonais ménicos associada(cf.
(1.4.3)).

Observe-se ainda que, esta nao é uma equacao de coeficientes cons-

tantes, como tal usar este tipo de processo nao sera o mais indicado.

TEOREMA 2.1. Se a funcional linear u verifica uma equacdo fun-
citonal de Pearson entdo € equivalente dizer que a sucessao de momentos

associada a u verifica a rela¢do de recorréncia, (2.2).
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Facamos de seguida uma nova interpretagao da equacao de Pearson
agora a custa da fungao de Stieltjes, S.
Recordemos que a funcao de Stieltjes associada a uma funcional

linear u é definida por:
S(=) = (g, ——), || > Ia|
z) = Ug, ) Z L]
z—x

ou, equivalentemente, por

Note-se ainda que a equagao de Pearson é equivalente a expressao para
os momentos dada por (2.2). Primeiro tomemos o caso particular em

que s =1, i.e., ¢ e 1 sao dados por:

= 32 + ¢z’ + b1z + o

= tho2® + P12z + o

Como s = 1, temos a equacgao de recorréncia para os momentos dada

por:

2
notn_1 + Z(@/Jj +n@jr1)unt; =0

Jj=0

S nPoni1 + (Yo + no1)u, + (Y1 + ngo)upi1 + (V2 + ng3)tpio =0

& NP Up41 TP Un+ V1 Up g1 +V2Upn 12 +NO1 U, +ND2Up 11 +NP3U, 2 = 0
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Dividindo ambos os membros por z"™! e somando sobre n de zero

a infinito, obtemos:

%Z “Zﬁwoz nﬂwlz“ﬁi sz“ZIi

n=0

Unp, Un+1 Un 42
+¢lznzn+1+¢2znzn+l+¢3z n+1_

< 9o nil %W()S(Z)erl [S(2) —%]+z2¢2[5(z) _%_g]
et
n=0 0
& —hoS'(2) + [tho + 21 + 220]S(2) — o — upz — uy
+d12[=5'(2) - ES(Z)] + $o2?[~5'(2) — %5( ) + Zg]
+¢32°(=9'(2) - 25(2) + 2% - %] —0

& oS (2) + [tho + 201 + 229)S(2) — ug — upz — Uy
— S'(2)[d12 + 922" + ¢32°] — S(2)[d1 + 2¢27 + 3327

+ Qg + 203Uz + P3u; = 0

& —5'(2)[po + d12 + P22 + 327
S(z)[Who + 21 + 2%hy — ¢1 — 22¢ — 327 3]

+ Poug + 2¢3upz + P3uy — ug — Ugz — up = 0.

Ou equivalentemente,

B(z) =¢(2) = ¢'(z) e C(2) = —(ubo¢)'(2) + (uf o P)(2)
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onde

9oy P =2(0)

e uq é o polinémio definido pela multiplicagao a direita por uma fun-
cional.
O mesmo método, pode aplicar-se para estudar o caso geral. Obte-

mos assim, uma equacao diferencial para a funcao de Stieltjes da seguinte

forma:
(2.3) S'(2)¢(z) = S(2)B(z) + C(z)

onde ¢ é o mesmo da equacao de Pearson e B(z) é escrito a custa de

¢ e de (2.1), bem como C(z).

TEOREMA 2.2. u funcional linear € tal que D(¢u) = u se e so-

mente se a funcao de Stieltjes S € tal que, existem B e C' tais que
»S'= BS +C.

OBSERVACAO . A vantagem deste resultado é que S é uma funcao
em z e como tal sabemos resolver esta equacao diferencial de primeira
ordem, o que nao acontecia no caso anterior. Ja que esta se trata de
uma equacao diferencial ordinaria e a anterior de uma equacao fun-

cional.
Vamos destacar os dois resultados fundamentais obtidos nesta secgao

TEOREMA 2.3. Seja (P,) uma sucessio de polinomios ortogonais
monicos semi-cldssica relativamente a u e S a funcdo de Stieltjes as-
sociada. Entao as sequintes equacoes sao equivalentes:

(i) u € tal que D(¢pu) = Yu, com gr(yh) > 1.

(i) u € tal que npou,_1 + Zjié(@bj + Njp1)Untj =0
(ili) S € tal que S'(2)¢(z) = S(2)B(2)+C(2) onde S(z) = (uy, ).
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3. Caracterizagoes das sucessoes de polinémios ortogonais

semi-classicos

3.1. Discussao da classe.

DEFINIGAO 3.1. Uma funcional de momentos u diz-se semi-cldssica

de classe s se:
1. u é regular

2. u verifica a equacao de Pearson.
3. s = ming yyea, M(¢, 1) onde

A, ={(¢,0) e PxP: D(¢pu) =u, gr(vp) >1 e
P+ P+ N
——(0) + ——(0) #0 .
"ery Ot ey @ # 0n e}
DEFINIGAO 3.2. Uma familia de polinémios {P,} é dita quase or-
togonal de ordem s relativamente a (funcional de momentos nao neces-

sariamente regular), u, se

(u,PpPy) =0, |n—m|>s+1

dr>s:(u,P._sP) #0.

TEOREMA (Maroni, 1987). Seja {P,} uma sucessdo de polindmios
ortogonais mdnicos associada a funcional de momentos u. {P,} €

/
Pn+1

ik} for uma sucessao de

semi cldssica de classe s se e somente se {
polinomios maonicos quase-ortogonal de ordem s relativamente a uma

determinada funcional de momentos, .

Observe-se que as definicoes dadas, sao essenciais para a compreensao

deste capitulo.

3.2. Teorema de Magnus. Comecemos por demonstrar um re-

sultado que terd um papel fundamental nesta secgao (cf. [21]).
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TEOREMA (Magnus, 1984). Seja {P,} uma sucessao de polindmios
ortogonais maonicos, i.e., existem duas sucessoes de numeros reais (3,)

e (Yn) com 7y, # 0 para todo o n € N, tais que:

2P, (x) = Pyp1(z) + BnPu(z) + v P11 ()
(31) {Po(x) =1 e Px)=2-/0

P .
Suponhamos que f, = =5 verifica
n

(32)  an(@)fo(2) = ba(2) f3(2) + cal@) fu(@) + du(z), nEN

onde ay,b,,c, e d, sao polinomios de graus limitados. Entao,

Ap1 = Ap
(33 T 7:11
. Cnp1 = —Cp — 2(x ﬁn—&-l)

Tn+1

dn+1 =a, + ’Yn—l—lbn + ( ﬁn—l—l)cn + (ZE - ﬁn—i—l)

comn € N,

2 _dn
Yn+1

DEMONSTRAGAO. Dividindo ambos os membros de (3.1) por P,

obtemos a seguinte equagao:

Pn+1 . Pn—l
P, (= Bn) =M 23
ou seja,
1
(3.4) fao=(x—0n) — 'ynf— para n > 1.
n—1

Derivando a expressao que resulta desta por substituicao de n por

n+ 1 vem

f/
fn+1 =1 +’}/n+1f2 )

que multiplicada por a, e aplicando (3.2) origina,

buf2 + cnfn + dn
anf;w-l = ap + Yn+1 72

ou seja,

d,
CLnf;H—l - (an + ’7n+1b ) + '7n+1f + Yn+1—75 f2 .
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De (3.4) obtemos,

anffwl = (an + Ynt1bn) + cn(@ — Bug1 — fug1)

d,
+ (2 — Boy1)? + f73+1 — 2(z — Bns1) frs1)
fYn—l—l
e, entao,
d, d,
(3-5) anf7/~b+1 = 3+1 + (—Cn - 2($ - ﬁnﬂ) )fn+l
Tn+1 Trn+1

dn,

Yn+1

].

Comparando (3.5) e (3.2), com n+ 1 no lugar de n, obtemos (3.3). W

+ [an + 7n+1bn + (.1' - ﬁnJrl)cn + (iL‘ - ﬁn+1>2

3.3. Teorema de equivaléncia.

TEOREMA 3.1. Seja {P,} uma sucessao de polinémios ortogonais
monicos semi-cldssica relativamente a uma funcional de momentos u e
seja S a funcao de Stieltjes associada. Entao as sequintes afirmacgoes

sao equivalentes:

(a) D(¢u) = Yu

(b) 9(2)5'(2) = B(2)5(2) + C(2)

(c) Ezistem polindmios A,, e By, tais que ¢(2)P.(2)+1(2)P,(2) =
A P, (2) + ByP,1(2)

(d) Ezistem polinomios Cy,, D,, e E, tais que ¢(2)(Py 44
C.P2., + D,P? + E,P,,,P,

(e) Ezistem polindmios A,, B, e C, tais que A,P! + B,P, +
CnP, =0

(f) Existem polinomios A,, B, e E, tais que E,P, = A,P, +
B,P,_1 onde E,, € para cadan um polinomio cujos coeficientes

dependem de n.

P,—P,1P) =
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DEMONSTRAGAO. Vimos anteriormente que (a) < (b). Shohat,
provou nos seus trabalhos que (a) = (c) e (a) = (e). Maroni, mostrou
também, que (c) = (a). Assim, as equivaléncias (a) < (b) < (c¢)
estao ja provadas. Usando a ortogonalidade de {P,} e (c) obtem-
se facilmente (d), e desta, juntamente com o facto de dois polinémios
consecutivos de uma sucessao de polinémios ortogonais nao terem zeros
em comum, obtemos (c). Hahn mostrou também que (e) = (a).

Iremos entao realizar o processo de Hahn [18] e mostrar que (e) =
(f). E por uma aplicacao do lema de Magnus justificar que (f) = (c)

Provemos entdo que, (e) = (f). Seja { P, } uma sucessdo de polinémios

ortogonais ménicos satisfazendo
AP+ B,P,+C,P,=0

onde A,, = d,¢. As unicas singularidades fixas sao os zeros de ¢, sendo
os zeros de d,,, evitdveis. Nestas condi¢oes tomamos Y, = [ P, P, |"

Podemos entao escrever,

0 A,
Y!=X,Y, com X,= <_On _Bn) /An .
Da hipotese tiramos que Y,, e Y,,_; tém as mesmas singularidades,

pelo o que existe uma matriz de fungoes racionais, tal que,

Y, =R,Y,; onde R, = (Tl’” TQ’") [Ap.

3n Tan

Logo,

/
Pn = Tl,npn—l + 702,nP

n—1-

Pin o P2in

Como 71, € T2, se podem escrever da forma, o ot
n n

respectiva-

mente. Temos que dF,,, tal que:
E.,P = A,P,+ B,P,

onde FE, nao depende de n.
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Para finalizar provemos que (f) = (¢). Temos entao de (f) e da
relagao de recorréncia a trés termos satisfeita pelos P,, que existe F,

tal que,

E P =0,P, + A,P,_
(3.6) { " N '

E P, =T,Py+ AyPo_y

1

Multiplicando a primeira equagao de (3.6) por e subtraindo o

P
resultado de multiplicarmos a segunda equagao por %7 obtemos,
P P P, P P P
En e — = 911 = An Fn S An =
T ) R %) Put
ou seja,
(3'7) Enf;—l = (en - An)fn—l - annz—l + Ay
Pelo teorema de Magnus, temos:
En+1 =k,
_Fn+1 - ’Ynzl
9n+1 - An—l—l - _Qn + An - 2($ - ﬁn—i-l),yﬁil
An+1 = En - 7n+1rn + (I - ﬁn-l—l)(en - An) + (I - BTH-I)Q’Y?L

E, portanto, E,, é um polinémio cujos coeficientes nao dependem de n,
i.e.,, ¢ € P. Podemos entao, reescrever (3.7) na forma,
(3.8) ¢(P.P,1— P, P,)=(0,—A,)P,P,_;

~T,P2+A,P>,, neN.

Isolando P, e P,_; em cada um dos membros, vem,
(oP, — (0, — AP, — NPy 1) P11 = (0P, — T, P,)P,.

Entao, como P, e P,_; nao tém zeros em comum, temos que existe
A, € P, tal que,

(3 9) ngTIL - (en - An)Pn - AnPn—l = ATLPTL
. (bpyllfl - ann = AnPnfl
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Logo, pela primeira equacao de (3.9), temos que,
OP! + P, = A, P, + B,P, 1
onde
v=—0,—A,) e B,=A\,.

como queriamos demonstrar. [ |

4. Sucessao de Laguerre-Hahn

Consideremos a funcional linear u de Laguerre-Hahn, ou seja, a sua

funcao de Stieltjes associada verifica
(4.1) A(2)S'(2) = B(2)S*(2) + C(2)S(2) + D(2) B #0.

No capitulo anterior tinhamos observado (cf. férmula (6.6)) que

(4.2) S(z) = =ty In

ntn—1
P2 P2
(P du (P +a)P
P, P, P2

Assim, substituindo as expressoes de S e S’ aqui encontradas obtemos

S/(Z) _ (P )P P/P(l) +q7/’LPn_P7/LQTL

que (4.1) toma a forma,

(P2 | a4 (P a0

R

1) 1)
o (Pél—)1)2 P, qn qn P,y
—B[ P,,% + 2 PT% +ﬁ]+0[ P, Fn]_l—D

Multiplicando tudo por P?, temos sucessivamente:
AP Pt P = (P + a0 F
= B[(P)? + 2PN g, + 2] + CIPY, + g,] P, + DP?

4.3) A(PWYyp, —PY P - B[PV - cPV,P]-DP:=0,

n n—1
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onde
(44) @ _ PQ{A(Qn)/ B[2P751)1 Qn+(Qn)] an}
' toortep, P, P, ‘P, P

Por outro lado, como se verificou no capitulo 2, ©,, pode escrever-se da

seguinte forma,

O,
(4.5) 0, = — PP, — P, PV

n
Tn—1

Comparando (4.3) com (4.5) e isolando P )1 no primeiro membro e P,
no segundo, obtemos:
Oy
{

T'n—1

Po_1 + AP, + BP\Y, + CP,} P!

O,

= (P + AR - DRP,

n—1

)

Como os polinémios P, e P,”’; nao tém zeros em comum, temos que,

existe um polinémios 2,,, tal que:
(i) 2=P, 1 + AP, + BPY, + CP, = Q,P,
(if) T@" P+ AP = DP, = QP2

OBSERVAGAO .
. Quando B = 0 na alinea (i) temos a caracterizacao das (b)<(c)
do teorema 3.1.
. Os polinémios associados de uma sucessao de polinomios or-
togonais semi-cldssicos na alinea (ii) sdo de Laguerre-Hahn.

Se multiplicarmos (ii) por & L e a esta equacao subtrairmos (i) mul-

(1)

tiplicado por P L obtemos

P(l) P(l) P(l) 0,
4. A(Z2=Ly = B D4 =n
(46)  ACERY = BEEA OB + D+ o

Quando n — oo, no caso definido-positivo, a expressao (4.6) converge

uniformemente para

(4.7) AS"=BS*+CS + D,
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o

pois 73 = 0. Observe-se ainda, que no caso geral, isto permanece
n

valido.

TEOREMA 4.1. Seja u a funcional reqular associada a {P,}. Entao

u € Laguerre-Hahn se e somente se verifica

Onp 4 AP + BPY, + CP, = O, P,

Tn-1
e
Oy
_P75492 + A<P7§£)1)/ - DP, = anélf)l
Tn—1
Reescrevamos (i) e (ii) sob a forma matricial. Temos entao,
(4.8) AIY! = AY, + B,Yo
onde
Q,—-C —B ©
_ (1) 1t _ n __Yn
Yo=[P, PY I, A, = < b Qn) e Byi=— 1

Se derivarmos ambos os membros de (4.8) obtemos
ALY, = (A, — (AI)")Y, + B,Y, |+ AY, +B,Y, 1
ou seja,
(4.9) (AD?Y) =[A2 — (AI) A, + AA)Y,
+ [A,B, — (AI)'B, + AB,, + B, Ay 1|Yy—1 + ByBp 1Yo

Por outro lado, sabemos também que P, e P751_)1 satisfazem a mesma

relacao de recorréncia. Assim, temos a seguinte relacao matricial,
(4.10) Y1 — (@ = Bo) 1Y, + vl Y1 = 02x1

Se usarmos a relagdo matricial em (4.9), obtemos que

(4.11) (AD?Y) = C,Y, + D, Y, 4

onde

= AA + A2 — (AI) A, — ByBp_1(ynaI)™!



60 3. SUCESSOES DE POLINOMIOS DE LAGUERRE-HAHN

D, = AB!, + A,B, — (Al)'B,, + B, A,_1
+ BB 1 (a1 ) Nz — Bpi)1.

De (4.8) e (4.11) temos que
(4.12) MX =10
onde
M= <’éz gz) X =[Y, Yaul e b=[AIY] A2Y" .
Usando a regra de Cramer para determinarmos Y,, obtemos
(4.13) A’BY! — AD,Y, + (A, D, — B,C,)Y, = 0.
Constatamos assim, que Y,, verifica uma equacao diferencial de segunda

ordem.

TEOREMA 4.2. Uma sucessao de polindmios de Laguerre-Hahn { P, }

verifica
A’B,Y! — AD,)Y, — (A,D, — B,C,)Y, =0

onde Y, =[P, PY ] .

n—

OBSERVAGAO . De (4.13) facilmente se obtem uma equagao difer-

encial de quarta ordem para P,.



CAPITULO 4

Geracao de Sucessoes Semi-Classicas

1. Introducgao

Vimos no capitulo anterior que se a sucessao de polindémios ortogo-

nais {P,} verificar
(1.1) OP + P, = AP, + B,P,_1, neN
entao {P,} é semi-cldssica, e portanto, existe u funcional linear tal que

(1.2) D(¢u) = u.

A ideia a explorar neste capitulo serd, determinar de entre todas
as sucessoes que verificam (1.1), aquelas que sdo ortogonais. Assim,
daremos uma condi¢ao necesséria e suficiente em termos de ¢ e 1 para
que a funcional u solugao de (1.2) tenha uma sucessao de polinémios
ortogonais associada, i.e., u seja regular.

Quando na equagao de Pearson ¢ e v sao tais que gro < 2egrip =1
com ¢ Z 0 temos que os candidatos naturais a sucessoes de polinémios

ortogonais sao as que verificam a equagao diferencial
(1.3) OP! + P, =\, P, .

Vicente Gongalves, em [16], mostra que as solugoes polinomiais de

(1.3) verificam uma relagao de recorréncia a trés termos ,

xPn:PnJrl_'_ﬁnPn_’_fynPnfl; n=12,..

P():]_ (§ Plzx—ﬁo.
61
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Por aplicagao directa do teorema de Favard conclui-se que {P,}, suces-
s@o de polindmios ménicos, solugao de (1.3) é ortogonal quando e s6
quando 7, # 0, n € N. Note-se também que 7, e (3,, estao determinados
pelos coeficientes de ¢ e 1. Assim, a condigao v, # 0 é necesséria
e suficiente para que uma funcional wu, solu¢do de D(¢u) = pu seja
regular.

Em [16], Vicente Gongalves mostrou também, que se P, estd definida

por (1.3), entao existe 3, tal que
(1.4) 20P! + P, = (2agn + b)(z — B,) Py + K, Pr1.
Observe-se também que (1.4) coincide com (1.1) onde
A, = (2an+b)(z—p,) e B,=K,.

O estudo que vamos realizar permite-nos, em particular, responder a
esta questao.
Provou-se ainda em [10] que se {P,} sucessao de polinémios orto-

gonais monicos verificar

P/ P/ P/
15) Py = "2 40, 45,2 n=0,,1,.., Pp=1
( ) +1 n+2+a’n+1+ nan sy Ly ey L0 )

ela s6 poderia ser classica. Obtendo-se assim, mais uma caracterizacao
para as sucessoes de polindmios ortogonais cléssicas.

Um dos problemas estudados por A. Branquinho em [8] foi o de
estender este resultado para o caso semi-classico. Branquinho em [9]
provou que as sucessoes de polindmios ménicos que verificam

s+2 /
(1.6) P =) ay%

§=0
s6 poderiam ser semi-classicas. No entanto, nao existe sucessao de
polinémios ortogonais moénicos verificando (1.6), além das cléssicas,

i.e., quando s = 0. Constatando assim que (1.5) ndo tem um analogo

para o caso semi-classico. Tudo isto justifica o estudo que vamos
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realizar. Apresentaremos inicialmente o método, que nos dd duas
condicoes necessarias e suficientes para a ortogonalidade de uma su-
cessdo {P,} verificando (1.1). Posteriormente aplicamos este método

no caso classico, no caso Belmedhi e no caso Nevai.

2. Condigao de Ortogonalidade

Vamos iniciar esta seccao dando condigoes suficientes para que os
elementos das sucessoes de polinémios ménicos verificando (1.1) néo
tenham zeros em comum. Visto que, nesse caso o teorema de Darboux-
Christoffel dé-nos uma condigao necessaria e suficiente para a ortogo-

nalidade.

TEOREMA 2.1. Seja x* um zero de P,. Se x* nao € zero de ¢ nem

zero de P! entao ndo é zero simultaneamente de P, e P,_;.

DEMONSTRACAO. Basta observar que se z* for zero de P, e P,_;

temos que x* ¢é zero de ¢ ou de P.. |

TEOREMA (Wendroff, [29]). Dados dois polinémios de grausn, n—
1, P, e P,_1 sem zeros em comum, existem [3, e 7y, tais que P, €

definido por

Pn+1:(aj_ﬁr»Pn_fYnPn—lafYn?éO-

E, portanto, podemos construir uma sucessao de polinomios ortogonais

monicos.

Note-se porém que uma condicao necessaria e suficiente para que
cada par (P,, P,_1) que verifique (1.1) tenha zeros entrelagados, so-
mente nos da ortogonalidade no caso definido positivo. Este caso cor-

responde as solugoes da equacao diferencial de Pearson

(Pw)" = Yw,
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com w funcao peso.

TEOREMA 2.2. Seja {P,} uma sucessdo de polindmios mdnicos ve-
rificando (1.1) cujos dois polindmios consecutivos ndao tem zeros em
comum. Uma condicao necessdaria e suficiente para a ortogonalidade

de {P,} € que existam (B,) e (Vn) tais que

B, B,
1) (= A= ) = oot | 220 = Bt
(22) (l’ - ﬂn)Bn = _(An+1 + An - AO),Yn

com condigoes iniciais Ay = 1, By = 1.

OBSERVACAO . Estas duas condi¢oes determinam-nos as sucessoes

(Bn) € (1) bem como os coeficientes A,, e B,,.

DEMONSTRAGAO. Considere-se agora, uma sucessao de polinémios
monicos que verifique a relagao (1.1) para alguns polinémios ¢, 1, A,

e B, e tais que P, e P,_1 nao tenham zeros em comum. Entao temos,
(2.3) ¢Py ) + VP = Any1Poy + Boyi Py

Multiplicando a equagao (2.3) por 1/P, e subtraindo o resultado da

Pn+l
P

multiplicagao de (1.1) por obtemos:

(2.4) o(P 1 Po — P Posy)

= (An+1 - An)Pn+1Pn + Bn—i—le - BnPn—1Pn+1 .

Do teorema de Darboux-Christoffel temos,

OB + ¢ulPy Py — PPy,
= (An+1 - An)PnJran + BnJrlPr% - BnPnflanrl
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ou seja,
¢P3 + ’Yn[(An - An—l)PnPn—l + Bnpzfl - Bn—lpn—2pn]
- (An+1 - An)Pn-l—an + Bn—i—lps - BnPn—lpn-‘rl
ou ainda que,
[(An - An—l)’)/npn + BnPn—I’Yn + BnPn—l—l]Pn—l
= h/an—lpn—Q + (An—f—l - An)Pn—H + Bn+1Pn - ¢Pn]Pn .

Como P, e P,_1 nao tém zeros em comum, existe um polinémio §2,, tal

que

(25) (An - An—l)’YnPn + an)/npn—l + BnPn+1 = ann

(2.6) YuBn1Pu o+ (Ani1 — A Pui1 + (Bus1 — &)Py = QP4 .
Se em (2.5) substituirmos n por n — 1, obtemos:

(2.7) (1 — (A1 — Ap2)Yn-1)Po1 — Bu1 Py = Yu—1Pn 2B 1.
Substituindo (2.7) em (2.6), vem:

(2~8) (An-i-l - An)Pn+1 + (Bn—f—l - In

Bn—l - d))Pn

-1

In Qn—l - Qn) - (An—l - An—2)’7n]Pn—1 =0.

Tn—1
Temos entao que {P,} é uma sucessao de polinémios ortogonais méni-

+1(

cos quando e s6 quando se verifica:

(Bn(Pn-l—l + 'ann—l) - [Qn - (An - An—l)’Yn]Pn = O
(An+1 - An)Pn—l—l + (Bn+1 - In Bn—l - ¢)P’n

(2.9) - Tn—1
+[( Qn—l - Qn) - (An—l - An—2>’7n]Pn—1 =0
n—1

\Pn—f—l - (l‘ - 6n)Pn +’7nPn—1 =0

isto é, existem (3,) e (v,) com 7, # 0 tais que,

Qn - (An - An—l)/Yn
T — 671

B, =
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Qb + — Bn—l - Bn+1

An _ An — Tn—1
+1 r— B,
Qe Q,
= - (A — Ay)
Tn—-1 Tn
ou seja,
(2.10) Q, = (x—6n)Bn+ (A — A1)V
Qn_ Q
(2.11) Apgr1 — Ay = 2L 2 (A — Anls)
Tn—1 Tn

(An+1 — An)(;p — 571) — Qb—f— Y |:Bn—1 Bn+1:| .

Yn—1 Tn

Obtendo assim (2.1). Aplicando a propriedade telescépica a (2.11),

obtemos:
Q_ Q,
Appr — Ag = —— = =" — (Ap1 — ALs)
V-1 Tn
(212) Qn = —’Yn[An_l - An+1 - Ao] .

Substituindo (2.12) em (2.10), obtemos (2.2). Assim, as expressoes (2.1)

e (2.2) dao-nos duas relagoes de recorréncia para os A,, e B,,. |

Voltemos entao ao problema que pretendemos resolver, i.e., saber

quando é que uma sucessao de polinémios ménicos {P,} que satisfaga
(2.13) OP, + P, = AP, + B,P,-1, com n=0,1,2 ..

onde A, e B, sao polinémios e ¢ e 1 sao polinémios cujos graus sao
s+ 2 e s+ 1, respectivamente, é ortogonal.

Sabemos entao que, gr{¢P, + P, } é n+ s+ 1 e os graus de A4, e
B, nao excedem s + 1 e s + 2, respectivamente.

Iniciaremos o nosso estudo pelo caso classico, i.e., caso s = 0. Note-

se que este caso estd incluido no estudo realizado em [7].
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3. Caso Classico
Estando a trabalhar com o caso s = 0, comecemos por discutir o
grau de A, e By;
O grau de A,, é um, sendo este obtido da andlise da relagao (2.13)
e conhecendo o grau de A, da relagdo (2.2), obtemos que o grau de

B,, é igual a zero. Entao suponhamos que A,,, B,, ¥ e ¢, se escrevem

da seguinte forma:

2
An = ap T + a1y, ¢ = apr” + a1x + as

Bn = bO,n 77/} = boCL’ + b1

com condigoes iniciais Ay = ) e By = 1. Tendo em atencao estes dados

obtemos de (2.2),

(31) (Z’ - ﬁn)bo,n + (ao,nl’ + al,n)’}/n

= —[(ap 41 + @1nt1) — oz — b1]Vn

e, de (2.1),

(3.2) (@ont1T + @141 — Qo — 1) (T — Bn)

bo.n— bo.n
—a0x2+a1x+a2+%< 0n1 _ o +1> .

Tn—1 Tn

Observe-se que ¢ e ¥ sao dados e o que pretendemos de seguida é
determinar quem sao 7y, B, Gon, @1, € bon. Este vai ser o objectivo
do nosso trabalho, pois se os identificarmos, ficamos a conhecer quem

sao os polinémios que sao ortogonais.
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Usando o método dos coeficientes indeterminados nas ultimas rela-

¢oes, obtemos:

bon = —(@on + Ao pt1 — bo)Yn 2]
—Bnbon = —(a1,n + @141 — b1)Vn [2°]
(3.3)  Gon+1 — Qo = Go [22]
A1n4+1 — Q1p — (Clo,n+1 - ao,n)ﬁn = [xl]
—(@1n41 — A10)Bn = az + %(bo’nil - bo,n+1) (2]
\ Tn—1 Tn

ou equivalentemente,

(b(),n = —(aon + ao 1 — bo)Vn
—Bubon = —(a1n + a1pt1 — b1) Y
(3.4) aon+1 — Qo = Qo
A1 g1 — Q1 = a1 + Aoy
_<a1 + aOﬁn)ﬁn = a2 + Yn Pon-t — Tn+1 Pont1
\ In—1 TYn+1

Aplicando a propriedade telescépica a terceira equagao de (3.4),

obtemos
aont+1 — oo = (n+ 1)ag
Pela condigao inicial Ay = 1, temos que ago = by, logo
aon+1 = (n+ 1)ag + by .

determinando assim uma das nossas incégnitas.
Conhecendo ag,,+1 vamos usé-lo na primeira equacao de (3.4), ob-

tendo assim:
b(]’n = —((2n + 1)@0 + bo)’}/n .

Desta relacao observamos que ag e by nao podem ser simultanea-
mente nulos, i.e., agby # 0.

Ao substituir by, na segunda equagao de (3.4), obtemos

(35) ﬁn((QTL + 1)a0 + bo) == —(aljn + A1 n+1 — bl) .
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Somando algebricamente (3.5) com a quarta equagao de (3.4), temos

que:
(36) 2&1771 = —ﬁn[Q(n + 1)&0 + bo] —ay + b1 .

Substituindo (3.6) na quarta equagao do sistema (3.4) e multiplicando o
resultado por 2(n+1)ag+by, podemos aplicar a propriedade telescépica
e obtemos

N —2a1n[(n + 1)610 + b[)] — boﬂo(Z&o + bo)
B0 = T R0+ Dao + 0]

Por outro lado, aplicando a propriedade telescépica a quarta equacao

do sistema temos que

(38) A1n+1 = Qo Zﬁk -+ (TL -+ 1)&1 -+ b1 .

k=0

Se substituirmos (3.6) em (3.8), temos que
(3.9)  2am iﬁk = —0n+1(2(n 4+ 2)ag + by) — (2n+ 3)a; .
k=0
Observemos agora que, das equagoes
11 — Q1 = GofBn + a1

(al,n-l-l + al,n) = bl - 677,((2” + 1)&0 + bD) )

obtemos

af g —ai, = —((2n+ 1)ag + bo)p(3,)

—|— CLQ(Q(TL —I— 1)&0 + bo) —|— a1b1 —|— aoblﬁn .

Aplicando a esta relacao, a propriedade telescopica temos,

n

a1 == > _((2k + 1)ag + bo)d(B)

k=0

-+ agao(n + 1)2 -+ (agbo + albl) + b1a0 Zﬁk s
k=0
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ou seja,

(CLO Zn: —i—(n + 1)@0 + b1)2 = — Zn: qﬁ(ﬁk)[(% + 1)@0 + b0]+

k=0
CLQCL[)(TL + 1)2 + (a2b0 + (llbl)
_ ﬁn+1 (2(n —+ 2)@0 + bo) + (27?, + 3)&1
5 .

Desta relagao obtemos uma expressao para — » _((2k+1)ag+by). Mul-
tiplicando a tltima equagao do sistema (3.4) e a esta aplicando a pro-

priedade telescopica, temos

- Z O(Br)[(2k + 1)ao + bo] =
Yus1[(2n + Dag + bol[(2n + 3)ao + bo] — [0 — ag] .

Assim, determinamos 7, e termos de 3,, que serd dado pela formula

=2 (B [(2k + 1)ag + bo] + (b5 — af)
Tt = T 00+ Dag + bo)[(20 + 3)ao + bo)

Note-se que os v, estao perfeitamente determinados pois sabemos quem
sao os . Observe-se ainda que, multiplicando a quarta equacao do
sistema por dois, usando (3.6) e usando (3.9), temos que

BO:an—f—bo'

Do que acabamos de observar, resulta o seguinte teorema.

TEOREMA 3.1. Seja {P,} uma sucessao de polinémios ortogonais
mdnicos verificando (1.1). Uma condi¢do necessdria e suficiente para

a ortogonalidade no caso cldssico € que 3, € v,, venham dados por,
ﬂ . —2@171,[(71 + 1)@0 + bo] + a1b0
" [2710,0 + bo] [2(n + 1)@0 + bo]

— > (B [(2k + D)ao + bo] + (b — a)
[(271 + 1)0,0 + bo] [(27’L + 3)&0 + bo] '

Yn+1 =
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Mais ainda, A, e B, sao determinados por,

aon+1 = (n+ 1)ag + by
a1 = 5[=Bnl2(n + 1)ag + bo] — ay + bi]

bO,n = —((2n + 1)@0 + bo)’}/n .

4. Caso Belmedhi

Tomemos agora o caso s = 1 e consideremos que A,, B,, { e ¢ se

escrevem da seguinte forma:

A, = agpr? + a1, + agy p=1

B, = bynt + b1, Y = box® + by + by

com condigoes iniciais Ay = ¢ e By = 1. Belmehdi em [2] estudou
as sucessoes de polindémios ortogonais monicos semi-classicas de classe
um.

Observe-se ainda que o grau de A, é dois e o grau de B, é um,
pelas mesmas razoes que indicamos no caso s = 0.

Aplicando os dados as relagoes (2.1) e (2.2), obtemos:

(41) (a(],n—i-l - aO,n)x3 + [(al,n—i-l - al,n) - (Clo,n+1 - aO,n)ﬁn]xQ
+ [(a2n41 — G2.0) — (@111 — A1.0) Bn]T — (G241 — G2.0)Fn

+1

bO,n—l bO,n-‘,—l bl,n—l bl,n+1
[ - ))&+ Yl - ]
Tn—1 Tn Tn—1 Tn

(42) (bO,n + ao,n%)xQ
+ (bl,n - bO,nﬂn + al,n’yn)z + (a2,n’yn - bl,nﬁn) -

— [(@ont1 — 50)1'2 + (@141 — b1)T + (a2.n+1 — b2)]Vn
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Como anteriormente, obtemos entao o seguinte sistema de sete equacoes

a sete incognitas,

0

((lo,n+1 — Qon =
(al,n+1 - al,n) (ao,n+1 - ao,n)ﬁn =0
)

(bO,n—l B bO,n-i-l)

<a2,n+1 —Agpn) — (al,n—l—l - al,n)ﬁn =Tn

b b Tn—1 Tn
(43) _(a2,n+1 — a2,n)ﬁn =1 + ’Yn( Ll - 1,n+1)
Yn—1 Tn

bo.n = —(@0n+1 + @0 — bo)Vn
bl,n - bO,nﬁn - _(al,n—l-l + ain — bl)’}/’n
\ _bl,nﬁn = _(aZ,nJrl + a2n — bZ)an

Verificamos entao que ag,+1 = aopn € @141 = a1, € obviamente pelo

facto de que ¥ = Ay temos que
(44) ao,n = bo € ain = bl.

Logo temos o seguinte sistema:

(
Qon = bo

a1, = by

bo.n-1 _ bO,nJrl)

Yn—1 b’}/n )
—(agnt1 — @20)Bn =1 4 Yl Ln—1 l,n—i—l)

A2 n4+1 — AQ2.n = ’yn(

(4.5)

Tn—1 Tn
bO,n = - bU’Y?’L

bl,n - _(bl + ﬁnbO)’yn
\ _bl,nﬁn = _(a2,n+1 + a2,n - bQ)’Yn

Sustituindo o valor de by, dado pela quinta equacao de 4.5 na sua
terceira equacao e se a esta aplicarmos a propriedade telescopica, temos

que
(46) A2n = bo’}/n + b2 — bo .

~ . b1 n
Da sexta equacao do sistema temos que ;—’, vem dado por:

bln
L (boB + 1)
Tn (bo 2
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Usando a expressao para as, na tltima equacao do sistema temos,

bo 32 + b1 B — [bo(Yns1 + Yn) + (ba + 2b9)] = 0.

Assim, os 3, vem dados em funcao dos 7,, da forma seguinte,

o —b1 :l: \/b% + 4b0(b0(’7n+1’}/n) + bg -+ 2b0)
N 2bo

On

Mais uma vez usando a expressao para as, na quarta equacgao do sis-

tema e multiplicando o resultado por b;—:, temos:

bl,n bl,n bl,n+1 bl,n bl,n bl,n—l
— ===+ mn B
Tn Tn Tn+1 In Tn Tn—1

- bO('Yn+1 - 'Yn)[_ﬁn

b s .

Por outro lado, usando o facto de —ﬁn% ser dado pela ultima equacgao
n

do sistema e conhecermos uma expressao para as ,, temos que a tltima

expressao aparece na forma,

— b5 (V21 — 7)) — bo(ba 4 200) (Y1 — ) =
by, b1 ypt1 binm
bin o Db
f}/n 7n+1 ’Vn 7n ’Ynfl

Agora, aplicando a propriedade telescépica a esta equagao obtemos,

bl,n bl,nfl

- b(Q)('YrQL-i-l — 1) — bo(ba — 2b) (Yn41 — 1)

De onde, conhecendo a expressao para b;—;l", temos
(4.7) = 0ov2sy — bo(ba = 2bo) i1 + (b + boby — 2b3) =
= " P(B) + Y1 (Bar1) () -
k=0
TEOREMA 4.1. Seja {P,} uma sucessao de polinémios monicos ver-

ificando (1.1) com ¢ =1 e 1) = box* + byx + by entio {P,} € sucessio

de polindmios ortogonais monicos quando e sé quando existem ((3,) e
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(n) tais que v, # 0 verifica (4.7) e
_ —bi £ /07 + 4bo(Bo(Ya+17m) + b2 + 200)

B o
ao,n = bo
A1n = by

a2 = boyn + by — b
bO,n = _b()')/n
bl,n = _(b05n + bl)Vn .

OBSERVAGAO . Se 3, = 0 entao temos bo(Vns1 + Yn) = —(by + 2by)
e também que v, = % + 1, donde obtemos que by = 0 e logo estamos

no caso classico.

5. Caso Nevai

O que se pretende nesta se¢ao é apresentar os trabalhos [5] e [26],
devidos a Nevai e Bonan, para as funcionais que sao solugoes de Du =

t3u [Generalizagao do caso Nevai].

OBSERVACAO . E importante notar que as funcionais que vamos
obter nao serao forcosamente definidas-positivas. E de realcar que os

autores dizem que este estudo completo ainda nao foi feito.

Antes de iniciar este estudo é necessério fazer algumas observagoes.
A primeira é que os autores nao trabalham com sucesoes de polinémios
monicos nem com funcionais, mas sim com pesos.

Se consideremos a sucessao de polinémios ortonormais {p,}, verifi-

cando a relagao

IPn = An41Pn+1 + bnpn + appp-1, N > 1

onde p, = 1", P, e P, é um polinémio monico de grau n.
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Determinemos a relagao de recorréncia a trés termos satisfeita pelos

P, a custa de a,, e b,:

anJranJrl anrnfl
P, =" p L+ b,P,
X T, +1+ + T,

Por comparacao dos termos de maior ordem

P,1.

L'y
an+1F——H = 1, n € N.

Logo,
xPn:PnH#—ann—l—aiPn,l
com a, € R\ {0}.

Temos o seguinte resultado devido a Freud, em [15].

TEOREMA 5.1. Seja {P,} a sucessao de polindmios ortogonais monicos

xT

. _ 4 ~ , .
associada e=* . Entao v, € tal que verifica

(5.1)(71 + 1) = 4'7n+1('7n+2 + Ynt1 + 'Vn) , neN e p=1.
Além disso,
n 1
lim n

DEMONSTRAGAO. De (5.1) obtemos facilmente que
n + ]- Z 4’77%4-1 )

ie.,

1 Tn+1 1
&S —— < < —.
27 Vn+17 2

Portanto, a sucessao (}—%) é limitada. Seja agora,

e L Yo
l—hmlnfn\/ﬁ e L—llmsupnﬁ.

E reescrevamos (5.1) na forma

1=4 Yn+1 ( Yn+2 Yn+1 Tn )
vn+l'vn+1l Vn+1 Vn+1
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Entao
Tn+1 Tn+2 Tn+1 Tn
4 + <1<
\/n+1(n+2 vn+1 \/n—i—l)_ -
4 Tn+1 ( Tn+2 Tn+1 _'_ﬁ)
Vn+1l'vn+1 Vn+1 /n'’

e considere-se (n) dependente de n tal que lim 22 = [. Entao

N

o |
w
o~

pois por definicao L > [. Assim, concluimos que [ = L. Logo, temos

128 =1 ie I[=

[\]

Como pretendiamos demonstrar. [ |

N . _ 4 . ~
Vé-se facilmente que e verifica a equagao de Pearson

—z4 4
(6 w)/:_4x36 a:7

Assim, motiva-se o estudo do caso s = 1 e consideremos que A,,, B,,

1 e ¢ se escrevem da seguinte forma:

An = CL()’nIg + CL17nJI2 -+ a2 nX + a3 n Qﬁ =1

Bn = boml’Q + b17n$ + bgm Zb = bol’g + b11'2 + bgl’ + b3

com condigoes iniciais Ag = 1 e By = 1.
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Utilizando o mesmo método que nos casos anteriores, temos o seguinte

sistema de nove equagoes a nove incognitas:

(
Apn+1 — AQon = 0
A p4+1 — Q1p — @L(ao,nﬂ - ao,n) =0
o bO,n—l bO,n—‘rl
A pt+1 — Q2pn — 6n(a1,n+1 - al,n) = Tn — Tn+1
Tn—1 Yn+1
o bl,nfl 1n+1
A3 n+1 — A3.n — ﬁn(aln—‘rl - a2,n) = Tn — Tn+1
Yn—1 Yn+1
o b2,n—1 2,n+1
—Bn(azni1 — azn) = 1+ 7n — Ynt1
(B.L)b Tn-1 Yn+1
0,n
— = —(agn+1 + aogn — bo)
b b
1n 0,n
— — P = —(al,n+1 + ar, — b1)
Tn Tn
b2,n bl,n o b
— — B,—— = —(agnt1 + a2 — b2)
In b Tn
2.n
—Bn—— = —(a3 41 + a3, — b3)
\ ’Yn

Temos imediatamente que,

apgn = bo
A1n = by
bO,n — _b()

Tn

Logo usando o ultimo resultado na terceira equacao do sistema (5.2),

temos que

241 — G20 = Ynt1b0 — Ynbo

de onde, aplicando a propriedade telescopica, temos
a2n+1 = Ynt1bo — by + b .

Substituindo, o obtido anteriormente, na sexta equacao do sistema
(5.2), temos

bin
L —(by + bof3n) -

Tn
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Novamente, usando os resultados anteriores na sétima equacao do sis-

tems temos:

ba.n
(5.3) 72— = —[Yns1bo + Ynbo — 2b0 + bo + B (b + boB,)] -

. ~ b .
Usando a informacao acerca de ag,, € %, que obtivemos na quarta
n

equacao do sistema temos que:

(534ir>+1 - a3,n = ’Yn—ﬁ-l[b()(ﬁn—&—l + Bn) + bl] - ’Yn[bO(ﬁn + ﬁn—l) + bl] .

Se a esta relagao aplicarmos a propriedade telescopica obtemos que

a3n = Ynt1[bo(Bns1 + Bn) + b1] — boffo — by + b3

Usando (5.4) na quinta equagao do sistema temos a relagao:

(55) - 6n[7n+1[b0(ﬁn+l + ﬁn) + bl] - ’Yn[bo(ﬁn + ﬁn_l) + bl]] =
1+ Yn[nbo + Yn—1bo — 2by + b + Bn—1(b1 + boBn—1)]—
Yrt1[Ynt200 + Ynt100 — 2bg + ba + Br—1(b1 + bofn-1)] -

Utilizando os dados, até agora encontrados, na tltima equacao do sis-

tema, temos

(5.6)  Bul(nt+1 + n)bo — 2bg + ba + B (b1 + b 5,)]
= _7n+1[b0(ﬂn+1 + ﬁn) + bl] - Vn[b()(ﬁn + ﬂn—l) + bl}
+ 2boBy + 2b; — b3.

Assim, as relagoes (5.5) e (5.6) determinam perfeitamente quem sao os

Tn € By

TEOREMA 5.2. Seja { P, } uma sucessao de polinémios monicos ver-
ificando (1.1) com ¢ = 1 e = byx3+b1x*+box+bz entdo { P,} sucessdo

de polindmios ortogonais monicos quando e sé quando existem ((3,) e
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(Yn) com 7, # 0 que verificam (5.5) e (5.6) e A, e B, sdo dados por
Aon = bo
A1n = by
a2 = boyn + ba — Do
a3 = Ynt1[00(Bng1 + Bn) + b1] — bofo + b — by
bo.n = —boVn
bin = —(bofn + b1)Vn -

b2,n = Tn [_[VnJrlbO + PanO - 2b0 + bQ + ﬂn(bl + boﬂn)]] .
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