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A Utilizacao de Normas Algébricas Para o
Dimensionamento de Estruturas

The Use of Algebraic Norms for the Design of Structures

Luis Miguel da Cruz Simdes®

SUMARIO

Neste artigo da-se conta de uma nova metodologia que
serve de buse no dimensionamento de treligas em que as
tensdes e deformacdes se encontram dentro de limites
admissivets, cuja implementagdo se revela de grande sim-
plicidade. Dade que em estruturas hiperstiticas o mimero
de equagoes que se tem de satisfazer ¢ muito superior ao
nimero de varidveis, toma-se para solugio a estrutura
associada & norma minima.

ABSTRACT

This paper describes a new method that can be used as a
basis for the sizing of trusses and frames behaving elasti-
cally. Since in redundant structures the number of equa-
tions that need to be solved is far smaller than number of
undeterminacies one takes for solution the structure giving
the least norm. Its implementation amounts to a great deal
of simplicity and the results obtained are reasonably close
to the optimum design.

1 — INTRODUCAO

O problema de optimizagio gue corresponde ao dimen-
sionamento de uma estrutura de peso minimo € nao-linear
€ n40-Convexo.

Contudo, as rotinas de programacio matemdtica que
so geralmente utilizadas para o resolver sé podem garan-
tir conyergéncia para um minimo local, dado que utilizam
urna aproximagao convexa do dominio do problema de
sintese da esirutura.

Um exemplo flagrante de comportamento ndo-convexo
em estruturas reporta-se g grelha representada na Fig. 1.

Por outro lado, grande parte dos algoritmos geralmente
disponiveis que linearizam o dominio nfo possuem uma
manipulagio facil, sendo necessdria a intervencdo do pro-
gramador em varias fases do processo de solugio,

Parece pois justificivel o desenvolvimento de uma meto-
dologia alternativa que inclui algumas nogGes algébricas e
que permite, na sequéncia de um numero reduzido de
reandlises, a obtengio de uma estrutura c¢ujo custo se
aproxima daquela em que o dispendio de material seja
minimo.

Neste trabalho nfo se pretende obter o minimo absoluto
do programa de opiimizagdo {que s pode ser conseguido
a custa de métodos mais apropriados a dominios nio-
-convexos), nem td0 pouco estudar em que condigdes é
exacto o resultado fornecido por um algoritmo de progra-
magio matemalica convexa.

Vai-se utilizar um método aproximado que conduz a
uma estrutura, cujo consumo de material € muito préximo
do minimo absolute. Fundamenta-se na solugdo de vm
sistema indeterminado de equagdes em que a soma do
quadrado dos comiponentes ¢ minima.

(*) Professor Auxiliar, Departamento de Engenharia Civil
Faculdade de Ciéncias e Tecnologia, Universidade de Coimbra | |
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2 — SINTESE ELASTICA DE TRELICAS
HIPERSTATICAS .

As equagdes de equilibrio estitico ndo sio por si 6
suficientes para calcular os esforgos nos membros de uma
estrutura indeterminada, pelo que o problema de dimen-
sionamento de trelicas hiperstaticas, além de possuir um
largo espectro de aplicagbes, possui interesse intrinseco.
Problemas formulados para este tipo estrutural, onde 80 se
consideram esforgos axiais, podem ser faciimente adapta-
dos de modo a permitir resolver estruturas reticuladas e
laminares (lajes).

Na sintesc elastica de treligas pretende-se minimizar o
volume (/peso/custo) de material a utilizar, le:

min {137 {a} (1)

oude {I} é um vector que indica os comprimentos das
barras e {a} © vector que representa as variaveis de
decisiio: areas dos membros.

Este objectivo ¢ condicionado por restrigdes que dizem
respeite A topologia da peca que se mantem constante,
limitando para isso inferiormente as &reas de cada
membro:

{a} z {aj } (2)

No método da rigidez-nodal, os deslocamentos dos nos
provocados pelas cargas externas {4} sio dados pelas
equagdes:

[A] [K] [A]" {a} ={4} ©)

onde [A] é a matriz dos cosenos directores (6 x m), [K] e
uma matriz diagonal (m x m) onde cada elemento represen-
ta a rigidez do membro correspondente (Eajl. E € o
médulo de Elasticidade) e {d} ¢ o vector das varidveis de
estado; deslocamentos nodais.

No método das malhas-flexibibilidade, as equagdes de
equilibrio podem ser obtidas escrevendo os esforgos nos
membros em termos da soma dos esforgos provocados
1{3(:%&15 cargas aplicadas {4} e pelas incognitas hiperstaticas
p).

{n}=18o] {4} +[B] {p} (]

Uma caracteristica das estrufuras ¢ que o produto da
matriz de cosenos directores [A] por [B] conduz a uma
matriz nula, ie:

[4] [B]=0 (5)

Em treligas o espago das variaveis de decisio do prable-
ma ter dimensae m=a+ f. De notar que as linhas de [4]
definem um sub-espago de dimensdo f§ enquanto as colu-
nas de [B] estdo associadas a um sub-espago de dimensio
o (gray de indeterminacdo estdtica).

Sc os membros se comportarem de um modo eldstico, as
tensdes nos membros tem de satisfazer as tensoes
admissiveis:

{o,}S{e}=[8] [A]" {4} ={o,} (6

De notar que o vector {o} é uma combinagdo linear de
deslocamentos nodais, onde os elementos da matriz diago-
nal [S] sdo os quocientes entre © modulo de elasticidade
do membro e os respectivos comprimentos. Para entrar
com os efeitos da encurvadura, podem-se diminuir as
tensbes de compressio (em primeira aproximagdo) de
acordo com os resultados da coluna de Euler. No membro
I, term-se:

—a,0, —(yn* E a)y/ =0 (N

il

Limitando os deslocamentos nodais:
—{d}=ld} =4} (8)

Do exposto, pode concluir-se que para efectuar a opti-
mizagdo do volume/peso de uma treliga se minimiza (1)
estando o dominio restringindo pelas equagdes bilineares
(3), inequagdes lineares (2), (6), (8) e inequagdes quadraticas
(7).

Quando se pretender optimizar estruturas reticuladas,
efectuam-se as necessarias adaptagdes nas matrizes 4 e F,
mantendo-se o mesmo tipo de equagdes vectoriais basica-
mente inalteradas. Contudo as tensdes admissiveis vao ser
dadas pelo quociente entre o momento aplicado na secgdo
critica e o momento estdtico respectivo. Por outro lado
podem-se impor novas restrigdes relacionadas com ele-
mentos estrutlirais e em patticular nos pilares da base.

Quando se consideram vigas universais, chega-se acs
resultados que relacionam as areas das secgbes com outras
propriedades geomeétricas:

a;=077z;"* 2,=0.559 I} 9

Estas expressoes nio alterando o tipo de problema, vao
aumentar a ndo-linearidade.

3 — SOLUCAO DE NORMA MINIMA
Se no sistema de equagdes
(4] {x}=1{b} (10

a matriz [A] tiver B linhas e m colunas (m>fi) e x, b forem

vectores com m e {b} elementos, respectivamente, hda um

nitmere infinito de solugdes que satisfazem a igualdade.
Qualquer inversa [4 4] em que,

[4] [4,] [4]=[4] (11)

designa-se psendo-inversa de [4]. Uma pseudo-inversa vai
dar a solugdo de minima norma do sistema (que ¢ indepen-
dente de {b}) se [4 ] {b} tiver a minima norma de entre
todas as solugoes desse sistema, ie:

14, bli=minllxI| (12)

Recorde-se que se a norma algébrica [lx|| for definida

pela expressao,
llx(l=/xTC x (13)

onde [C] é uma matriz positiva-definida (todos os valores
proprios sdo positivos) e 4] tiver trago f, a norma
minima & unica.

A pseudo-inversa associada a essa solugdo € dada pelo
produto.

[4 =[] 4T (4l el L4 (19

A solugiio de norma minima de [4] {x}={b} é equiva-
lente ao programa matemético quadratico:

min 1/2 {x}T[C] {x} (15)
sa [A] {x}={b}

{x} é um vector de elementos reais
Conclui-se que a pseudo-inversa que permite obter &

solucio de norma minima também pode ser obtida a partir
do Lagrangeano.
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4 — INTERPRETACAO FiSICA

Como as equagdes de equilibrio podem ser escritas quer
na forma rigidez nodal.

L4] {n}={2} (16)
quer utilizando as relagbes malha-flexibilidade:
{n}=[8,] {1} +[B] {p} (17)

Pode-se decompor o vector dos esforcos axiais {n} em
duas componentes ortogonais [P] {n} e [T] {n} de modo
que os tragos de [P] e FT] sejam @ e f, respectivamente.

Assim, lem-se:

([P] {n}, [T] {ahH=0 (18)

(P {n}+[T] {n}={n} (19)

Multiplicando (19) por [P] e [ T], onde [ T] vai ser dado
pelo produto, ‘

[T1=[AT7([4] (41D ! [4]=[4] {20)

chega-se a:
[P] {nt=LP1 {Bo} {A}+[B] {p} (21)
[T] {n} =071 [B.] {1} (22)
em virtude de [A] [P]1=0, [A] [T]=[4] e [4] [B]=0.
Entdo o vector [ P] {n} é auto-equilibrante ¢ em particu-
lar o vector [P] [B,] {4} equilibra o carregamento {A}.

Por oufro tado o vector [T] {n}={nf} esta em equili-
brio com {4} de acordo com o indicado na Fig. 2.

'{nf}=[T] {”}=[T} [Bo] {)‘}
=[A]"([A] [41")* [4] {n}
=[A]7 ({[A4] (417" {4} (23)

De notar que {n,} é uma solugdo tnica que pode ser
obtida conhecendo quer {A} quer qualquer conjunto de
{n}. A partir da desigualdade de Cauchy-Schwartz pode
concluir-se que o vector [T] {n}={n,} no seu sub-espago
é o vector de menor comprimento.

([T] {n}, lnh* AT] {n}, [TT {n) (fn}, {a))  29)
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ou’ seja,
(T [T] nf={n }7 {np 1 ={n}T {n} (25)

onde,
{np T np b =Y e s Gy P =ling 1P (26)

Da relagio (27) pode inferir-se gque numa estrutura
isostatica |in/ || chega ao seu valor maximo, ie: n3=n"=n,
o que significa que llnll=[ln"ll. Deste modo, numa estru-
tura hiperstatica a drea definida pela distribuico {n,} ¢ a
minima entre todas as distribui¢des alternativas de {n} em
equilibrio com {4}.

S — REANALISE DE RESULTADOS

Dado que o processo a seguir indicado € iterativo é de
toda a conveniéncia a utilizagdo de uma forma que permi-
ta obter facilmente uma boa aproximacdo da inversa da
matriz de rigidez (positiva definida) de modo a reduzir o
CPU utilizado para efectuar as inversoes, sendo apenas
necessario calcular uma vez [K17 ' . Como a topologia dos
membros ¢ ligagbes se mantém e o carregamento nio se
altera, os valores de [4] e {1} nfie se modificam. Para,

[AK]¢'=[K]:'+1_[K]£ (27)

Vatsse escrever o SOMATOrIQ
[K1nL=[K] =K1 [AK] [k (28)
+ [K],-— : {A.K]s [K]i_l {AK];' [K:L'_ ! = A

A convergéncia de (30) vai depender das mudangas
operadas na rigidez dos elementos Ak;. Para que se
consiga convergéncia para valores de Ak; acima de 04
decompde-se o processo num dado nimero de passos até
que o valor total de Ak; seja atingido.

Uma treliga hiperstatica possui como caracteristica a
invaridncia do vector das tensdes/deslocamentos: Os seus
esfor¢es mternos sio funcio das secgdes dos membros.
Contudo se todas as dreas forem multiplicadas por um
factor de escala p positivo e as forgas dos membros
permanecerem constantes:

i(pa)=nla) (29)

Qs esforgos s3o pois fungdes homogéneas de grav n==0
das variaveis de decisdo. A tensdc ém cada um dos
membros j, ;=n/a; ¢ pois uma fungio homogénea de
grau n—1 em termos de

o (pa)=1/p o (a) (39)

Os deslocamentos nodais seriam igualmente afectados
por um factor I/p em virtude de serem uma combinagio
linear das tensdes dos membros.

Fixando o conjunto das areas, é possivel determinar de
uma forma tnica as tensées/deslocamentos que lhe corres-
ponderia por inversdo das equagdes de equilibrio. Se as
tensdes/deslocamentos forem todas inferiores aos seus va-
lores maximos & possivel aumenta-las (0<p<1), de modo
a reduzir o volume da pega até que pelo menos uma das
tensbes/deslocamentos atinja o valor miximo. Caso con-
trario, ie. se as tenses/deslocamentos forem superiores
aos seus valores maximos (em valor absoluto), as varidveis
de decisdo teriam que ser multiplicadas por 2> | de modo
a reduzir as varidveis de estado até que estas pertengam ao
dominio do problema,
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6 — ALGORITMO

O algoritmo a seguir indicado permite obter solugbes
proximas dos Optimos dados pelas rotinas de progra-
magae matematica

Passo 1

1.1] leragdo i=1
Electua-se a mudanca de varidveis:

y,=ln 31)

Como ponto de partida vai-se determinar a norma {n}
{vector dos esforgos axiais) a partir do sisterna inde-
terminado.

L4] {n}={%} (32)

que ¢ equivalente a

[B8], {r}={4} (33)

A solugdio deste sistema, que estd em equilibrio com {4}
¢ tem a norma minima obtida a partic do produto
matricial:

{n}y=[417 (4], [Adp~* {4} (34)

Esta solugiio tem o significado geométrico da minimiza-
¢io da soma das superficies formadas pelos componentes
de {n} em cada membro da estrutura, de entre todas as
solugoes em equilibrio com {4}.

Os valores das variaveis de decisdo iniciais s3o obtidas a

partir dos quocientes:

;= max '{}’j/ ‘(lj U_n)» }’_,'/(lj ajn)} (35)
Passo 2

2.1] Tteragao=i+1

Com os valores de {a} e {¢} obtidos na iteragio ante-
rior, determinar a solugdo de norma minima que corres-
ponde ao sistema de equagdes:

[B}i {x}i-é-l ={i} (36)
[3]1: [A] [D]r

[D]; ¢ uma matriz diagonal cujos elementos sdo os
produtos das tensdes nos membros obtidos na iteragdo i,
o, pelas raizes quadradas do quociente das varidveis x; a
dividir pelo comprimento do membro correspondente L.
O vector x;,, permile determinar um novo conjunto de
dreas aj, , ie:

onde

@i =% (37)

2.2] Com os valores de a'*! assim obtidos, analisar a
estrutura, proporcionando-a de modo a ter um volume
minimo sem deixar de cumprir as restriges relativas as
varidyeis de estado.

2.3] Convergéncia
a) Se PEDY . —a)*<&  Terminar.
b} Caso contririo, regressar a0 passo 2.1].
7 — APLICACOES
Os exemplos a scguir indicados encontram-se geralmen-

te referenciados na literatura, servindo para verificar a
eficacia dos resultados obtidos por diversos algoritmos.

2

TRELICA DE TRES BARRAS SUJEITA A UMA
CONDICAO DE CARREGAMENTO

Fig. 3
Passo 1
Para,
1 22 0
Al= 3
] [0 NETPIN 7
_ _ <37
8] =[\/ﬂz V22 2T sl
Yo 22 J2n
Obtém-se,

{y}T=283 283 00-{a}T=40 57 0.0
{o}T=50 50 00

Passo 2

741 803 0.
Bl=
L8] [0. .03 1.32]

Colocando limites inferiores nos valores das areas e
reduzindo a escala, obtém-se,

{a}T=40 57 0.1
[g})T=50 50 00

que coincide com o valor obtido atras e que corresponde a
treliga com peso minimo.

TRELICA DE TRES BARRAS SUJEITA A DUAS
CONDICOES DE CARREGAMENTO
ALTERNATIVAS

Neste problema toma-se para primeira estimativa dos
esforgos nos membros:

211 }

- e
ny=max {y; """y 2

A matriz [B ] é obtida a partir de LB} e [B]?, que sdo
definidas a partir das tensdes nas barras correspondentes a
cada uma das condigdes de carregamento:
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{x}=[B#L+1{l}=[BL+}T([BL+f LBL+JT+
+[BL. ¢ (Bl 9t {4}
+[BL, 27 (Bl [Blyy 7+
+[B), 7 (Bl 207" ()2

Resultado apos 2 iteragdes 174 superior ao éptimo

a, a, a,

697 228 281

Optimo 702 214 276

Na Fig. 4 a evolugio da percentagem de erro envolvida
no decurso do processo iteralivo estd representada em
gréfico.

TRELICA DE DEZ BARRAS CUJOS MEMBROS
POSSUEM LIMITES INFERIORES NAS AREAS

Aplicando a treliga representada na Fig. 5 o algoritmeo
ndicado, obtém-se apos 4 iteragbes um resuliado 2%
superior a dptimo.

a0y ey 4y g dg & 4y 8y dyp

82 1 84 39 1 J 59 57 56 A

Optimo 79 1 &1 3% 1 1 57 56 56 .

percentagem
de erro
15
10

1 2 3

numero de iteragdes

Fig. 4

Fig. 5
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A evolugdo do erre, que corresponde a diferenga entre as
solugBes obtidas por este algoritmo e a solugdo dptima,
estdo representados a seguir,

inD T
percentagen
de erro

20

] ] T L} T 1
I 2 3 4 5 6 7

numero de iteragdes

Fig. 6

TRELICA DE DEZ BARRAS EM QUE O MEMBRO 9
POSSUI UMA TENSAO DE CEDENCIA SUPERIOR

Resultado apos 4 iteragdes 474 superior ao dptimo
pe

4, 4 @ 4y ag dg 4y dg 4y Oy

80 .1 83 43 .t A 59 55 40 2

Optimo 79 1 B1 39 1 1 SB 55 37 1

20 4
pErcentayem
de arro

1o

1 2 3 4 5 6

Numerc de iteragdes

Fig. 7

TRELICA DE DEZ BARRAS ONDE OS
DESLOCAMENTOS NODAIS SA0 LIMITADOS

Resultado apds 6 iteragdes 137 superior ao dptimo

a4 4y 4, @ @ Gy @y dy

46. 1 46 22, 1 1 33 32 32

Optime 49, 1 36 24 1 L 9, 34 34




percentagem

de erro

30 +

20 -1\

T
L 2 3 4 5 6

numerc de iteragfes

Fig- 8

TRELICA ESPACIAL

O resultado foi obtido apds 6 iteragdes 11% superior ag
optimo.

ZW@

X
/

Fig. 9

PORTICO

24

O resultado foi ob
optime.

.ﬁ,\_

wpz = wp X wg

!.___!52 &

@ &
JTLTL] |

o 17

@ )

tido apds 4 iteragoes 8% superior ao

@ @, -sin/m [© ® 0
© ) o) 0

I A .
e

/+ Bm x 4m = 24m
g -

Fig. 10

8 — CONCLUSOES

Nesta comunicagio foi apresentada uma nova metodo- .
logia para 0 dimensionamento de estruturas que se revela
de grande simplicidade. A extensio para a sintese de lages,
embora possivel nio ¢ aqui desenvolvida. Estes resultados
permitem ainda obter um ponto de partida para 0s diver-
sos algeritmos de programagac matematica.
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