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Introduction

Considérons une variable aléatoire réelle X admettant une densité f, qu’on suppose inconnue,
par rapport a la mesure de Lebesgue. La loi de X étant caracterisée par f, un probléeme
important est ’estimation de f & partir de ’observation de n copies X;,i =1...,n de X.

Supposons maintenant que nous voulons expliquer les valeurs prises par une nouvelle variable
réelle Y & partir des valeurs prises par X. Ce probléme est souvent modélisé par Y = r(X)+ U,
ou E[U|X] = 0 et r est une application mesurable réelle. La fonction de régression r(-) =
E[Y|X =], apportant de l'information sur la relation de dépendance inconnue de Y et X, un
autre probléme important est ’estimation de r & partir de l'observation de n copies (X;,Y;),
i=1...,n dela variable (X,Y).

Pour chacun des problemes précédents, nous pouvons concevoir deux approches possibles:
une approche paramétrique, ot la fonction & estimer (densité dans le premier cas et fonction
de régression dans le deuxiéme) appartient & une famille paramétrique de courbes fixée au
départ, et une approche non paramétrique, o1 nous ne restreignons pas la forme fonctionnelle
des applications que nous voulons estimer.

Dans la démarche paramétrique, la forme fonctionnelle des courbes f et r est connue et
seulement les parametres sont inconnus; le probleme d’estimation de f et r se réduit alors a un
probleme d’estimation des parametres. Nous pouvons, par exemple imposer que la loi commune

2

des X1,..., X, est normale, de moyenne m et de variance o“ inconnues, c’est-a-dire,

_ 2
f(@) = f(z;m,0?) = \/STTeXp (%) .z € R,

ou que les valeurs prises par Y sont une fonction affinne des valeurs prises par X, c’est-a-dire,

qu’il existe des réels a et b tels que

r(z) =r(z;a,b) =ar+ b,z € R.
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Les estimateurs des fonctions densité et régression sont, dans ces cas, donnés, pour = € IR, par

-~

£ (x5 Mg, 8,21) et 7(x; n, by,

oll My, 02, ap et Bn sont, respectivement, des estimateurs des parametres m, o2, a et b.

Dans la démarche non paramétrique nous n’admettons pas ’existence d’un parametre ap-
partenant a un espace vectoriel de dimension finie a partir duquel nous puissions estimer f et
r. Ces fonctions sont alors estimées “directement”. Les “parametres” de chacun des problemes
d’estimation précédents sont ainsi les fonctions f et r elles mémes, de sorte que nous disons
dans ce cas que la densité et la fonction de régression sont des parametres fonctionnels.

Une méthode d’estimation de la densité a été proposée et étudiée dans les importants travaux
de Rosenblatt [83] et Parzen [75] qui datent, respectivement, de 1956 et 1962, et elle a été ensuite
appliquée a lestimation de la fonction de régression, indépendamment par Watson [109] et
Nadaraya [70] en 1964. Nous parlons de la méthode du noyau de convolution.

Deés ces travaux pionniers, une vaste bibliographie sur l’estimation fonctionnelle, com-
munement appelée estimation non paramétrique, est apparue. Malgré I'introduction d’autres
méthodes d’estimation non paramétrique de la densité et de la régression, (comme Pestimation
par P'histogramme et régressogramme, la méthode des points les plus proches ou la méthode
des fonctions orthogonalles), la plus grande partie de cette littérature porte sur les estimateurs
a noyau.

Les propriétés asymptotiques de tels estimateurs, au niveau ponctuel ou au niveau global,
suivant divers criteres et modes de convergence stochastique, ont été obtenues dans une premiere
étape pour des observations réelles, indépendantes et identiquement distribuées, puis générali-
sées au cadre de processus stochastiques multivariés fortement stationnaires satisfaisant des
conditions de dépendance. Telles propriétés sont obtenues sous des conditions assez générales
ce qui justifie 'utilisation de plus en plus fréquente de tels estimateurs en divers domaines de
la statistique.

Les estimateurs non paramétriques de la densité et de la régression obtenus par la méthode
du noyau, ainsi que des estimateurs d’autres parametres fonctionnels conditionnels, dont les
propriétés locales nous étudions dans le premier chapitre de ce travail, nous permettent une
connaissance détaillée des lois de dimension finie du processus observé ou de certaines de ses

caractéristiques. Par exemple, dans le cas particulier de ’estimation non paramétrique de la
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densité on peut ainsi détecter la nature non gaussienne éventuelle du processus observé, ou dans

le cas de 'estimation non paramétrique de la régression certaines caractéristiques non linéaires.

Reprenons l'exemple introductif, et admettons que nous voulons juger I'adéquation du
modele de régression considéré Y = aX +b+U, avec E[U|X] = 0, & la situation qu’il se propose
décrire. L’importance de cette étape de diagnostic est évidente. Dans le cas ou 'adéquation
est confirmée, nous concluons que 'estimateur de la fonction de régression r(m;ﬁn,gn), qui
prophite des bonnes propriétés des estimateurs paramétriques a,, et En, doit étre préféré par
rapport aux estimateurs non paramétriques, car il a, pour chaque x, une vitesse de convergence
vers E[Y|X = z] supérieure a celle de tels estimateurs. En effet, d’un point de vue théorique,
la vitesse de convergence d’un estimateur fonctionnel est inférieure a la vitesse “paramétrique”
/n. Ceci signifie que, les estimateurs non paramétriques demandent, pour atteindre la méme
précision que les estimateurs paramétriques, un nombre d’observations plus élevé. Dans le cas

ou l'adéquation du modele paramétrique n’est pas confirmée, nous évitons les problemes qui

résultent de 'utilisation d’estimateurs paramétriques en modeles mal spécifiés.

Bien qu’'un diagnostique sur la convenable spécification du modele de régression considéré
ci-dessus puisse étre élaboré d’apres la comparaison ponctuelle entre ’estimateur a noyau de la
régression et l'estimateur “paramétrique” r(z; Zin,gn), nous verrons qu’il est préférable d’utiliser
une procédure de diagnostique dévéloppée dans le deuxieme chapitre. Une telle procédure est
fondée sur une classe d’estimateurs fonctionnels appelés M-estimateurs a noyau, ou “M” est

relatif au fait que ces estimateurs sont obtenus par minimisation ou maximisation d’une fonction

objectif.

L’obtention de régions ponctuelles asymptotiques de confiance pour la densité marginale du
processus observé, a partir de la normalité asymptotique ponctuelle de 'estimateur a noyau,
nous permet de formuler un diagnostic sur I’hypothese simple Hy : f = fo, d’égalité de la densité
des variables observées a une densité de probabilité fy fixée au départ ou, plus généralement,
sur une hypothése composite de la forme Hy : f € {fo(+0) : § € © c IRF}, imposant & f
d’appartenir & un ensemble de densités paramétré par 6 et fixé au départ. Reprenant I’exemple
initial, nous pouvons nous demander si la forme fonctionnelle prise pour f, que nous avons a
priori supposée normale de moyenne et variance inconnues, est ou non adéquate. Cependant, le

caractere local des résultats ne nous permet pas de formuler un test de niveau asymptotique a
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et asymptotiquement convergent pour une telle hypothese. Afin de contourner cette difficulté
nous présentons dans le dernier chapitre de cette these, des tests d’ajustement fondés sur des
mésures quadratiques de 1’écart entre la densité de la vraie loi sous I’hypothese nulle et un

estimateur par noyau de cette fonction.

Les tests d’ajustement de Kolmogorov-Smirnov ou de Cramér-von Mises fondés sur la distri-
bution limite de la fonction de répartition empirique sont usuellement préférés aux tests fondés
sur la distribution limite des estimateurs non paramétriques de la densité. Cependant, nous
pouvons citer quelques avantages de 'utilisation de tests d’ajustement de ce dernier type. En
effet, dans un cadre de dépendance faible dans les variables observées ou dans un cadre multi-
varié, il n’existe pas de tests analogues fondés sur la fonction de répartition empirique. De plus,
nous pouvons étendre notre approche au test de I’hypothese composite H|, spécifiée ci-dessus
en remplacant, dans les statistiques de test que nous allons considérer et qui nous conduisent
a des tests uniformément sans biais, le parametre inconnu # par un estimateur paramétrique
convergeant én, puisque les théoremes limites obtenus sous 'hypothese simple, restent valables
dans ce cas (cf. Bickel et Rosenblatt [4]). Ceci n’est plus vrai pour les théorémes limites associés

aux statistiques de Kolmogorov-Smirnov ou de Cramér-von Mises.

La breve description que nous avons donnée de notre travail montre que nous nous intéressons
a des problemes d’estimation, de test et de validation de modeles structurels. Afin de préciser
notre démarche d’analyse de ces divers problemes, nous allons maintenant décrire en détail les

sujets de cette these, chapitre par chapitre.

Dans le premier chapitre nous considérons un processus stochastique (X;, ¢ € Z) a valeurs
dans IR?, fortement stationnaire et a-mélangeant (cf. Rosenblatt [84]), et pour i € Z, nous no-
tons V; e W; les vecteures aléatoires (Xiys, ..., Xir1) et (Xi—sy, Xios, ..., Xi_s,), oll les entiers
positifs ¢, s, so, . .., ¢, fixés au départ, satisfont 0 = 59 < 51 < --- < 54 et s > 0. On suppose
que Wy admet une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue sur ]Rd’, avec d =d(q+1).
Sig = (g1,...,9p) et ® sont des applications mesurables connues de (IR%)* dans IR? et de
IR? dans IR /, respectivement, nous nous intéressons aux estimateurs du parametre fonctionnel

o(x) = ®(m(g,x)f(z)), de la forme ¢, (z) = (7, (x)), avec m(g,x) = E[g(Vo)|Wo = 2] et

In(z) = <m zn:gl(mlﬁ (xh:(:j)/i) v---am zn:ngi)Kp (%) ) ;

i=1 i=1
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ot z € RY. Pour r = 1,...,p, (hr(n)) est une suite de réels strictement positifs, tendant
vers zéro lorsque n tend vers l'infini, et K, est un noyau sur ]Rd/7 c’est-a-dire, une application

intégrable de R? dans IR telle que f]Rd’ K. (z)dz = 1.

D’abord proposé par Rosenblatt [83] et étudié par Parzen [75], dans le cas de estima-
tion non paramétrique de la densité dans un cadre d’échantillonnage, I’estimateur par noyau a
ensuite été appliqué & lestimation de la fonction de régression par Watson [109] et Nadaraya
[71]. L’étude de lestimateur de la densité, sous des conditions de dépendance entre variables
observées, a été menée par Roussas [92] pour les processus de Markov satisfaisant la condition
(Do), puis généralisée par Rosenblatt [85] & la classe des processus de Markov p-mélangeants
(sur la condition (Dg) voir aussi Doob [27] et sur les processus de Markov mélangeants voir
aussi Rosenblatt [86]). L’estimation non paramétrique de la régression pour les processus de
Markov p-mélangeants est abordée par Yakowitz [111]. Les conditions de Markov et de p-
mélangeance ont été affaiblies dans le cas réel par Robinson [81]. Dans un article plus récent
Roussas [94] obtient, dans le cas multivarié, des résultats de convergence pour l'estimateur de la
densité marginale du processus. D’autres mesures de dépendance sur le processus (X;,i € Z)
peuvent étre trouvées dans les travaux de Castellana et Leadbetter [17] et dans le chapitre VII

de Rosenblatt [90].

Les propriétés asymptotiques de l'estimateur & noyau g,,(-) que nous obtenons dans 1.3, nous
permettent de dériver la convergence en probabilité (ou en moyenne quadratique) de l’estima-
teur ¢,(x), pour x € R (Théoreme 1.4.1), ainsi que la convergence des lois de dimension
finie du processus empirique (¢n(z),z € IRdl) (Théoreme 1.4.2). Ces résultats généralisent
au cas multivarié ceux de Robinson [81], sur 'estimation non paramétrique de la densité de
la loi de Wy (9 = 1, ®(u) = u,u € IR), et de l'espérance conditionnelle E[h(Vp)|Wy = z]
(g9 = (1,h), ®(u,v) = Z,u € R\ {0},v € IR), et nous permettent d’obtenir de fagon simple
des résultats de convergence pour d’autres parametres fonctionnels conditionnels: rapports de
moments conditionnels, variance conditionnelle, coefficient d’asymetrie conditionnel, kurtosis

conditionnelle,....

Suivant la ligne de Robinson [81], et en utilisant une technique de démonstration classique
(voir aussi Rosenblatt [85] et Bosq et Lecoutre [9]), ces résultats sont dérivés en imposant

des hypotheses locales sur (des versions) des parametres fonctionnels qu’on veut estimer, ainsi
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que sur d’autres parametres liés, au lieu de conditions globales comme celles qu’on trouve par
exemple dans les travaux déja cités de Yakowitz [111] et Roussas [94]. Pour cela, nous avons
été conduits a utiliser dans la construction de l'estimateur a noyau, des noyaux a support
borné. De plus, I'introduction d’hypothéses locales sur certains moments conditionnels croisés
ou intervient ’application g, nous permet d’obtenir les divers résultats avec des conditions sur
la vitesse de convergence vers zéro des coefficients de mélange plus faibles que celles considérées

dans Robinson [81], dans le cas olt |g| n’est pas bornée. Ces hypotheéses sont discutés en 1.2.

Diverses applications sont proposées en 1.5. Nous considérons le probleme classique de
lestimation de la densité de probabilité de Wy qui contient comme cas particulier ’estimation
de la densité marginale du processus (X;, ¢ € Z), puis celui de I’estimation de la moyenne condi-
tionnelle qui inclut I’estimation de la régression. Dans ce dernier cas, en utilisant la forme de la
précision asymptotique de ’estimateur, nous justifions la pratique courante consistant a retenir
dans l'estimateur de la régression un seul noyau et une seule suite. Nous terminons en énongant
des résultats sur trois autres parametres conditionnels: la variance conditionnelle, et les coef-
ficients d’asymétrie et de kurtosis conditionnels. Si ’estimation de la variance conditionnelle
peut permettre de détecter la présence éventuelle d’un effet hétéroscédastique dans la série des
observations, la construction de régions ponctuelles de confiance asymptotiques pour les deux
derniers parametres, permet de tester une conséquence de I’hypothese de normalité de la loi
conditionnelle, en comparant respectivement a 0 et a 3 les coefficients estimés d’asymétrie et de
kurtosis conditionnels. Une telle démarche peut étre utilisée pour efectuer des recherches sur
ladéquation de I’hypothese de normalité conditionnelle sur les erreurs ARCH(1) d’un processus
autorégressif d’ordre un (cf. Gouriéroux [35] pg. 35-41).

Le deuxieme chapitre de cette dissertation présente les résultats de Gouriéroux, Monfort
et Tenreiro [37]. Nous étudions une classe d’estimateurs non paramétriques, usuellement
désignés par M-estimateurs a noyau, et expliquons comment 1'utiliser pour le diagnostic non
paramétrique de modeles structurels. Ces estimateurs sont définis comme solution d’un proble-

me d’optimisation du type

N 11 s—8(Y;, an) N d
On(s) = Argming o ; EK(T Y(Yi, Qs s;0),5 € RY,

ot S et 1 sont des applications connues & valeurs dans IR? et IR, définissant la variable condi-
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tionante et la fonction critere, respectivement, K est un noyau sur le, Y;,i=1,...,n, sont
les variables observées, et la suite de variables aléatoires &, converge vers une constante a,

lorsque n tend vers I'infini. Aucune condition de convexité en 6 est imposée au départ sur 1.

Les M-estimateurs a noyau ont été introduits pour des formes particuliéres de la fonction
critere ¢. Robinson [82] consideére des M-estimateurs de parametres conditionnels de position
pour lesquels ¢ = p(Y; — 6), ol p est une fonction convexe (voir aussi Hérdle [46]). Dans le
cas particulier ot ¢ = (Y; — 6)2, nous obtenons Pestimateur & noyau usuel de E[Y]S = s].
Quand ¢ = (Y; —0y—6015; —...— QPSf)Q, nous obtenons les coefficients de 'estimateur de la
régression E[Y|S = s] defini par goyn(s) + é\lm(s)s +... 4+ é\p,n(s)s” (cf. Cleveland [18]). En
prenant ¢ = (g1(Y;) — 01)%> + ... + (gp(Yi) — 6,)%, ot g = (g1, ..., gp) est une fonction connue,
nous obtenons l'estimateur & noyau usuel de (E[g1(Y)[S = s],..., E[gp(Y)|S = s]) que nous

étudions en détail dans le premier chapitre.

La définition et I’application des M-estimateurs a noyau au diagnostic non paramétrique de
modeles structurels sont motivées par un exemple avec lequel nous commencgons le deuxieme
chapitre. Nous établissons ensuite les propriétés ponctuelles de convergence presque stire (Théo-
réme 2.2.6) et de normalité asymptotique de ces estimateurs (Théoréme 2.2.8) qui peuvent étre
obtenues en utilisant la démarche usuelle développée pour les M-estimateurs paramétriques (cf.
Wald [108], Jennrich [58], Huber [53], Burguete, Gallant et Souza [14], White [110], Gouriéroux
et Monfort [36]), & partir des propriétés des estimateurs & noyau appliquées & la fonction obje-
ctif du probleme d’optimisation défini ci-dessus, et a ses premiere et seconde dérivées par
rapport a 6. Ces résultats sont obtenus pour une classe de processus fortement stationnaires et
géométriquement a-mélangeants. Cependant, nous verrons que cette classe peut étre nettement

élargie dans le cas particulier ou la fonction critére 1 est convexe en 6.

Dans la derniere partie du deuxieme chapitre, nous introduisons une approximation de
Pestimateur fonctionnel 6, (-) dans un voisinage de I'hypothese Hy = {lim,, 8, (s) = 0, Vs}, et ex-
pliquons comment nous pouvons l'utiliser dans la formulation de diagnostics non paramétriques
de modeles structurels. Ce sont par exemple des diagnostics sur la forme paramétrique d’un
modele de régression, sur une conséquence de ’hypothese d’adéquation de la densité condition-
nelle a une famille paramétrique de courbes, sur 'oubli d’une variable dans une régression, ou

sur la forme d’une hétéroscédasticité conditionnelle. En particulier, on montrera que dans la
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construction de régions ponctuelles de confiance asymptotique pour le parametre fonctionnel

lim,, 6,,(-) sous Hy, il est préférable de considérer I'estimateur

~

= 11 - S(Y;, an ~ N
0u(s) = Argming - h—ﬁ(%) G(Yi 8 S(Yir@0):6), 5 € RY,
i=1"" "

-~
~ N

Cet estimateur satisfait lim,, 8,,(s) = lim,, 6,,(s) Vs, et il a la méme précision asymptotique que
é\n() Cependant, le terme le plus significatif du biais asymptotique de g\n()7 caracteristique
des estimateurs a noyau, est nul sous I’hypothese nulle, ce qui permet d’attendre un meilleur
comportement a distance finie de cet estimateur.

Une expérience sur donnés simulées est aussi proposée.

Le troisieme chapitre contient des résultats techniques, nottament de théoremes limites
pour des formes quadratiques intervenant dans les développements des statistiques que nous
introduisons au Chapitre 4. Nous obtenons ainsi des théorémes de limite centrale pour des

suites de variables aléatoires réelles du type
1 n
Gn = ﬁ ;gn(in)a

1
n — — hn in;Xn *Ehn in;Xn t
Ho= = 3 {ha(Xins Xju) = Bl (Xin, Xo0)} €

1<j<i<n

(g’ﬂ7 Hn)?

(Théoremes 3.4.5, 3.4.11 et 3.4.12) ot (X;p,i €Z)pen- est une suite de processus stochastiques
A valeurs dans IR?, fortement stationnaires, géométriquement absolument réguliers de fagon
uniforme par rapport & n (cf. Volkonskii et Rozanov [106]). Pour n€ IN*, g,(-) et h,(-,-) sont
des applications mesurables respectivement de IR? et IR x IR? dans IR, et nous admettons que
Elgn(Xon)] = 0, E[hn(Xon, )] = 0 et hy(z,y) = hn(y, z), pour 2,y € R%. G, et H,, sont donc
des U-statistiques dégénérées d’ordres 1 et 2, respectivement.

La théorie des U-statistiques, d’abord développée par Hoeffding [51], a fait, dans les dernieres
années, ’'objet de nombreux travaux de recherche. Divers résultats établissant la normalité
asymptotique des U-statistiques dégénérées peuvent étre trouvés dans la littérature. Nous
pouvouns citer, par exemple, les travaux de Hall [42], Jammalamadaka et Jason [57], de Jong [23]
et O'Neil [74] dans un cadre d’échantillonnage, et de Khashimov [59] et Yoshihara [113] et [114]

dans le cas dépendant. Le théoreme de limite centrale que nous obtenons pour la U-statistique
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dégénérée de second ordre H,, dont la technique de démonstration est basée en Takahata
et Yoshihara [99], généralise au cas mélangeant le Théoreme 1 de Hall [42]. L’ensemble de
conditions suffisantes que nous obtenons pour la normalité, n’est sirement pas le plus général,
mais comme le souligne Hall & propos de son Théoreme 1, il établit un compromis entre la
généralité et la simplicité. Ce résultat, ainsi que ceux obtenus pour G, et (gn,Hn), sont,
fondés sur une inégalité de Yoshihara [113] pour les processus absolument réguliers et sur un
théoreme de limite centrale de Dvoretzky [29] pour des suites triangulaires. Nous commengons
par rappeler ces résultats en 3.2 et 3.3.

Bien qu’utilisés dans cette thése uniquement dans la détermination de la loi asymptotique
de formes quadratiques basées sur 'estimateur & noyau de la densité (Chapitre 4), les résultats
du Chapitre 3 peuvent étre aussi appliqués a la détermination de la loi asymptotique de formes
quadratiques basées sur lestimateur a noyau de la fonction de régression (cf. Tenreiro [102],
[103)).

Dans le quatrieme chapitre de ce travail, nous nous intéressons au probleme de test de

I’hypothese
HO : f: f07

au niveau asymptotique «, ou fj est une densité fixée au départ, et f désigne la densité commune
des variables aléatoires observées X1, ..., X,.

Une méthode classique proposée par Karl Pearson en 1900 pour tester I’hypothese qu'un n
échantillon provient d’une population a densité fixée, s’appuie sur la comparaison de I’histogram-
me empirique basé sur une partition de IR avec I'histogramme de fj, en utilisant un test du
qui-deux (voir Cochran [19]). Plus tard, les tests fondés sur la comparaison de la fonction de
répartition empirique avec la fonction de répartition correspondante a fy sont apparus. Ce sont
les cas des bien connus tests de Kolmogorov-Smirnov et de Cramer-von Mises (voir Anderson [1]
et Milbrodt [66]). Plus récemment, en profitant de l'introduction des estimateurs a noyau de la
densité de probabilité, Bickel et Rosenblatt [4] ont proposé des tests fondés sur la comparaison
entre fy et cet estimateur. Cette méme idée a été suivie par Eubank et LaRiccia [30] qui ont
utilisé un autre estimateur de la densité.

Les résultats que nous présentons dans le Chapitre 4 sont des généralisations, au cas mul-

tivarié et dans un cadre d’indépendance asymptotique, des résultats obtenus par Bickel et
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Rosenblatt [4]. Les tests que nous proposons sont fondés sur lestimateur & noyau f, de la
densité marginale du processus des observations (X;, i€ ZZ), que nous supposons de dimension
d, fortement stationnaire, et de loi marginale absolument continue par rapport a la mesure de

Lebesgue sur IR%. Un tel estimateur est défini par

fulw) = S SR (ETX) e
n\T) = Tlh;,il Pt hn 7x Y

ot (hy,) est une suite de nombres réels strictement positifs, convergeant vers zéro lorsque n tend
vers linfini, et K est un noyau sur IR%.

Dans un premier temps, il est naturel de construire des statistiques de test a partir de
I’écart entre ’estimateur par noyau f, et sa moyenne sous I’hypothese nulle, 'estimateur étant
asymptotiquement sans biais, ou a partir le I’écart entre f, et la vraie densité f sous I’hypo-
these nulle. De tels écarts peuvent étre mesurés par [pa{fn(z) — Eofn(2)}?m(z)dz ou par
Jra{fn(@) = fo(z)}2m(z)dz, out 7 est une fonction de poids et Eof,(x) désigne Pespérance de
fn(x) sous Hy (des tests fondés sur le maximum de I’écart normalisé de f,, & fy ont été aussi
considérés dans [4]). Nous allons ainsi étudier les propriétés de procédures de test fondés sur

les écarts

= [ @) = Bt e 1= [ (20 - b

La loi limite de ces deux variables a été étudiée par divers auteurs. Dans le cas réel d = 1,
Bickel et Rosenblatt [4] ont utilisé une technique fondée sur I’approximation forte de Brillinger,
plus tard améliorée par Komlés, Major et Tusnady, pour la fonction de répartition empirique
(pour les résultats et références voir Bickel et Rosenblatt [4] et Rosenblatt [89]). Une autre
démarche qui se sert d’une technique de Poissonisation de la taille n de I’échantillon, a été utilisée
dans le cas bivarié par Rosenblatt [88]. Ces procédures imposent cependant des conditions
restrictives sur la densité f, et sur la suite (h,). Hall [42] montre que le probleme précédent
peut étre aussi abordé dans le cadre des U-statistiques dégénérées. Il obtient les lois limites des
statistiques I} et I2, avec 7 = 1, pour le cas multivarié, sans imposer de conditions restrictives
ni sur f, ni sur (h,). Tous ces résultats ont été obtenus dans un cadre d’échantillonnage.

La construction de tests de niveau asymptotique « et asymptotiquement convergents pour

tester f = fo contre f # fo, qu’on présente en 4.3 (Théoremes 4.3.3 et 4.3.10), est basée sur les
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variables aléatoires

nhi2 {1}~ Eoll} et d(m) {12 — oI}

ou (d(n)) est une suite tendant vers l'infini, dépendant de la fenétre h,,, de Pordre du noyau et
de ordre de dérivabilité de fy. La normalité asymptotique de ces variables a été obtenue par
Takahata et Yoshihara [99] (avec m = 1) pour une sous-classe des processus fortement station-
naires et absolument réguliers. Nous présentons une preuve de leur résultat en employant des
techniques de U-statistiques décrites au Chapitre 3. On remarque que les conditions imposées
sur la suite (h,,) sont un peu plus restrictives que dans le cas d’échantillonnage. Dans le cas
des variables dépendantes, comme les termes déterministes Egl! et EoI2 ne peuvent pas étre
évalués avec la seule connaissance de fy, nous sommes conduits & introduire un développement
asymptotique de 'erreur quadratique moyenne intégrée qui nous permettra de corriger les statis-
tiques naturelles I} et I2 de leurs effets de biais asymptotique, et nous conduira & différents

tests asymptotiques. On considere en particulier ceux fondés sur les statistiques

1
it iz f _/ K2(u) fo(2)m (2 + why)dzdu b,
nh;,il RIJRA

n
TH? = nhfﬂ{lfl ~ i Z » K2(u)m(X; + uhn)du},
i=1
T = d(n) I —— K2(u) fo(z)m(x+uhy,)drdu— {Eofn(z)— folx)Y2m(z)dx §, et
nh% RdJRY R4
11
722 = d(n){lfl - Z K2 (u)m(X; + uhy)du — / {Eofn(z) — fo(x)}27r(ac)da:}.
nhn n “ R4 R4
=1
En suivant la démarche employée par Bickel et Rosenblatt [4], la comparaison des différentes
procédures de test proposées, ainsi que ’évaluation de leurs puissances locales, est analysée en
4.4, en étudiant le comportement asymptotique de chacune des statistiques de test sous une

suite de processus stochastiques fortement stationnaires, dont la densité marginale g,, est de

la forme (suite d’alternatives locales pour fp)

gn(z) = fo(z) + any(x) + 0(an)vn(z),

pour z € R%, ol (an) est une suite de réels positifs convergeant vers zéro, lorsque n tend
vers l'infini. Dans un cadre paramétrique, on s’intéresse au cas a, = ﬁ Cependant, les

tests que nous étudions sont fondés sur des estimateurs non paramétriques pour lesquels la
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vitesse paramétrique v/n ne peut pas étre obtenue. Par rapport & une hypothese alternative
si vaste, nous trouvons, pour les tests asymptotiquement convergents et strictement sans biais
(cf. Bickel et Rosenblatt [4] pg. 1082) fondés sur les statistiques proposées, une vitesse de

séparation maximale entre Hy, : f = g, et Hy égale a ;d/“ qui est inférieure a la vitesse
L‘VL

N
usuelle obtenue dans les tests paramétriques.

La déscription du comportement asymptotique des écarts I' et I2 sous une telle suite
d’alternatives locales (Théorémes 4.4.4 et 4.4.7), nous permettra de détecter distinctes pro-
priétés de puissance des tests fondés sur I} et sur I2. De plus, on conclut que les corrections
asymptotiquement équivalentes sous 1’hypothese nulle, introduites pour les termes de biais

Eol,rll et EQI2

no

ne le sont déja plus sous la suite d’alternatives locales considérée. Ceci justifie
les différentes propriétés de puissance trouvées pour les tests fondés sur T! et 12 et sur
T2 et T22. Uniformément sur les alternatives locales considérées, nous concluons que les tests
fondés sur TH1 T2 et T22, n’atteingnent la puissance locale du test fondé sur T2 que pour

des choix particuliers de la suite (hy,).

Finalement, en tenant en compte que les tests fondés sur I2 peuvent atteindre une puissance
asymptotique non triviale pour certaines alternatives locales avec a,, = \/Lﬁ, nous discutons en
4.6 et nous plagant dans un cadre d’échantillonnage, la construction d’un test asymptotiquement
convergent fondé sur une statistique multivariée de tels écarts quadratiques évaluées pour des
différentes pondérations 7, pour tester 'hypothese simple Hy : f = g(+;0), ol 6 est & I'intérieur
de © C R¥, contre une hypothese alternative paramétrique Hg : f € {g(:;0) | 6 € ©\ {6o}},
en obtenant la puissance paramétrique. Nous montrerons encore qu’un choix adéquat des
différentes fonctions de poids permettra d’obtenir un test asymptotique strictement sans biais
pour tester Hp contre H, dont la puissance asymptotique est identique a celle du test du

rapport de vraisemblance.

Apres avoir terminé la rédaction de cette these, nous avons pris connaissance du travail de
Y. Fan [32] publié pendant 'année 1994, ou 'auteur étudie des tests d’ajustement d’une hy-
pothese composite, fondés sur les statistiques I} et I2 avec 7 = 1, dans un cadre d’échantillon-
nage. Malgré les naturels points communs avec I’étude que nous avons développée dans le qua-
trieme chapitre de cette theése, nous ne voulons pas terminer la présente introduction sans une

référence a quelques points ou les abordages développés dans les deux travaux ne coincident pas.
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Le premier de ces points concerne 'hypothese d’indépendance entre les variables observées qui
a été considérée par Fan [32]. Une telle hypothese permet & auteur d’utiliser, dans 1’étude du
comportement asymptotique des statistiques de test, les théoremes limites sur les U-statistiques
dégénérées obtenus par Hall [42]. En admettant que les variables aléatoires observées peuvent
satisfaire & une structure de dépendance, nous avons eu besoin, dans une premiere étape,
d’étendre tels théoremes limites au cas de dépendance considéré. Deuxiemement, notons que
Fan [32] développe son étude dans le cas général d’une hypotheése nulle composite, n’ayant pas
cette démarche été suivie dans cette these. En effet, ayant considéré comme principal objectif
de I’étude que nous avons développée, I’obtention de tests uniformément strictement sans biais,
et sachant (cf. Bickel et Rosenblatt [4]) que tels tests peuvent s’obtenir, dans le cas d’une
hypothese nulle composite, a partir des tests correspondants pour une hypothese nulle sim-
ple, comme nous 'avons déja souligné, nous avons uniquement considéré ’étude de ce dernier
cas. Finalement, notons que le fait d’avoir considéré, dans cette these, de tests fondés sur des
écarts quadratiques pondérés, si bien que, apparemment, sans importance dans le test d’une
hypothese simple contre une alternative non paramétrique, il se révele intéressant dans le test

d’une hypothese simple contre une hypothese alternative paramétrique.
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Chapitre 1

Estimation d’une fonction de
moments conditionnels sous des
conditions locales

Dans ce chapitre, nous établissons, sous des conditions locales, la convergence ponctuelle et la
normalité asymptotique d’une classe d’estimateurs par noyau fondés sur un processus stricte-
ment stationnaire et mélangeant. Cette classe contient les estimateurs par noyau usuels de la
densité et de ’espérance conditionnelle, ainsi que ceux de toute fonction suffisamment réguliere
de telles quantités: variance conditionnelle, coefficient d’asymétrie conditionnel, kurtosis con-

ditionnelle,....

1.1 Définition de ’estimateur ¢, (). Quelques notations

Soit (X;,i € Z) un processus stochastique & valeurs dans IRY, fortement stationnaire. Con-

sidérons pour i € Z,
Vi= Xigsy-o s Xig1) et Wi = (Xigp, Ximsy -, Xios,), (1.1.1)
ot g € Nets,sp,...,5, € N sont fixés au départ, avec
O0=s9p<s1 < - <sgets>0.

On suppose que Wy admet une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue sur ]R”ll7 avec

d=4d(g+1). Sig=(g1,-..,9p) et ® sont des applications mesurables connues de (IR%)*
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dans IR? et de IRP dans IRP ’, respectivement, nous nous intéressons aux estimateurs du para-
metre fonctionnel ¢(z) = ®(m(g,z)f(z)) de la forme ¢, (z) = ®(g,(x)), on m(g,z) désigne
lespérance conditionnelle E[g(Vo)|Wy = x], et

i=1

ot z € RY. Pour r = 1,...,p, (h,«(n)) est une suite de réels strictement positifs, tendant vers
zéro lorsque n tend vers l'infini, et K, est un noyau sur ]Rdl7 c’est-a-dire, une application de
R? dans IR intégrable telle que Jrar Kp(2)de = 1.

Les estimateurs & noyau précédents dont nous étudions les propriétés de convergence en
probabilité (ou en moyenne quadratique) et de convergence des lois de dimension finie du
processus empirique associé, apparaissent de facon naturelle dans ’estimation non paramétrique
de la densité de probabilité de la loi de Wy (g = 1, ®(u) = u,u € IR), dans celle de I'espérance
conditionnelle E[h(Vo)[Wo = ] (9 = (1,h), ®(u,v) = Z,u € R\ {0},v € R), et aussi dans celle
de toute fonction suffisamment réguliere de telles quantités comme, par exemple, la variance
conditionnelle, et les coefficients d’asymétrie et de kurtosis conditionnels.

Par la suite, nous désignons par: B, I’ensemble des applications bornées dans un voisinage de
x; C; Pensemble des applications continues en x; A, (a) (a€]0,1]) 'ensemble des applications
a-lipschitziennes dans un voisinage de z; D,(m) (m € IN') 'ensemble des applications dont
les composantes admettent des dérivées partielles d’ordre m continues dans un voisinage de x;

B, (M,d) Pensemble des applications bornées par M > 0 dans un voisinage § > 0 de z.

1.2 Hypotheses principales

En plus de la stationnarité forte, nous imposons diverses hypotheses de régularité sur le proces-
sus (X;,i € Z). Celles-ci pourront concerner son comportement asymptotique ou la régularité

de ses moments conditionnels.

1.2.1 Indépendance asymptotique

Soit E™, n,m € ZL U {—o00,+00} la tribu engendrée par les variables {X;,n < i < m}. La
dépendance entre le passé F° __ et le futur FZ-+°° peut étre mesurée par le nombre (cf. Rosenblatt

[84])
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a(i) = sup |P(ANB)— P(A)P(B)|. (1.2.1)
AGFEOO
berr
Définition 1.2.2 On dit que le processus (X;,i € Z) est de type Alpha(y), avec v€]0,1], sl

existe r €0, 775 [ tel que

+oo
Z a’ (1) < 0.
i=1

Un processus de type Alpha(y) pour un v €]0,1], est évidemment a-mélangeant (ou forte-
ment mélangeant), c’est-a-dire, «(i) — 0, si i — +oo. La condition Alpha(y) est impliquée par
d’autres conditions sur la vitesse a laquelle (i) tend vers zéro. Elle l'est, par exemple, si:
a(i) = O(p') avec 0 < p < 1, cas de certains processus ARMA multivariés ou bilinéaires réels
fondés sur des bruits blancs i.i.d. (cf. Pham et Tran [76] et Mokkadem [67]) et de certains
processus autorégressifs d’ordre 1, avec des erreurs qui admettent des répresentations ARCH,
TARCH ou 3-ARCH (cf. Diebolt et Guégan [26]); si a(i) = O(i"p') avec 0 < p < 1 et r > 0,
cas des processus autorégressifs d’ordre 1, fondés sur un bruit blanc i.i.d. de Cauchy (cf. Gast-
wirth et Rubin [33]); si a(i) = O(+) avec € > 1+ %, cas de certains processus gaussiens dont
la covariance satisfait cov(Xo, X;) = O([i|~*), avec a > 2+ % (cf. Doukhan [28] pg. 59); ou
si a(i) = 0 pour ¢ > m, cas de processus qui admettent une répresentation moyenne mobile

d’ordre m, ou plus généralement, de processus m-dépendants. Par contre, si a(i) = %, avec

C>0ete<1+ %, la condition Alpha(y) n’est pas satisfaite.

La proposition suivante établit la vitesse de convergence vers zéro du reste d’ordre n de la
ya o0 . ~ . . ’ .
série Y .2, a'(i), pour t > 755 ol a(i) est le coefficient de mélange d’ordre i d’un processus

de type Alpha(y).

Proposition 1.2.3 Soit v€]0,1], fizé. Les propositions suivantes sont équivalentes:
i) (X;,1 € Z) est de type Alpha(7y);

ii) étant donnés s,t > 0 avec ﬁ = ﬁ;, il existe n > 0 tel que

—+oo
nStn g al (i) —0, lorsque n— o0,
1=n

ot (i) est défini par (1.2.1).
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Démonstration: Soit v €]0, 1], fixé. Soient s,t > 0 tels que 1is = %, et r €10, %[ tel

que Z;F:Of a”(i) < co. On a ia”(i) — 0,i — +oo, puisque (a(i)) est décroissante. Soit alors

a(i) = 5, ot € — 0,i— +00. Notons §; = suijieé, pour i € IN". La condition ii) est alors

satisfaite avec n = t(% — HTV) > 0. En effet,

t

+oo +oo €
s+n t(- —_ s+n 7
n g o' (i) n E B
i=n i=n

+o00 1
< gnns+nzit/7-
= 0(&) = o(1).

Inversement, soit 7 > 0 tel que pour s = HTV — 1, 0n an*tn Z;OZ a(i) = 0,n — +oo. Si

m > n, comme la suite (a(7)) est décroissante, on a

400 +0oo m—1
Za(i) - Z a(i) = Z a(i) > (m —n)a(m).

En faisant m = 2n, on a, d’apres les expressions précédentes

+oo +oo
(2n) T a(2n) < 2<2n>”’7<2a<z‘> -3 a(z‘))

i=n 1=2n
—+o0 —+oo
21T N " a(i) — 2(20)* Y ali),
i=n 1=2n

et donc (2n)1 T+ (2n) —0,n— +o00. De fagon analogue, la méme conclusion est valable pour
14+
m = 2n+ 1, ce qui permet de conclure que n” 7 *"a(n)—0,n— +oo. Le processus (X;,i € Z)

est ainsi de type Alpha(7y). ]

D’autres conditions de dépendance sur le processus peuvent étre considérées. Les plus

usuelles concernent la vitesse de convergence vers zéro, lorsque ¢ tend vers 'infini, des coefficients

p(i) = SUDyrer2(r0 ) (Var(f)i?;j?((f{/g;r(g))l/Q ou ¢(i) = SUP4er0  P(a)>0 |P(B|A) — P(B)] (cf. Bra-
g€L2(Fi+°°) Bezr;roe
dley [12]). Dans ce cas nous disons que (X;,i € Z) est p ou ¢-mélangeant, respectivement. Des

rapports entre ces divers types de mélange sont déduits des inégalités 4a(i) < p(i) < 2/¢(i),
pour ¢ € IN*. On rappelle encore que dans le cas d’un processus gaussien, les coefficients (i)
et p(i) sont équivalents (cf. Kolmogorov et Rozanov [60]). Nous discuterons en §1.4.3 ce que
deviennent les résultats des sections suivantes lorsque ces autres notions de dépendance sont

utilisées.
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1.2.2 Moments conditionnels croisés

Etant donnés z1,...,zp, T points de IRd/, notons par Np(z1,...,z7), avec p € IN*, ensemble

des applications g de (]Rd)s dans IR?, pour lesquelles il existe M > 0 et § > 0 tels que
T . .
Ellg(Vollg(Vo)l | Xi = -, Wo = [fix;wo) () € MNapm1Bir@a),ay)» 511 <0< s,

EllgVi)llg(Vo)l | Wi = - Wo = 1 fwewo) (++) € M pmt Blaa ) (M 8), sii > sq,

ol | - | est une norme quelconque dans R?, 7(z) = zo, si z = (0, x1,...,2,) € (R et
Jowiwe) (0> 8¢) et fix, wy) (1 <@ < sq) désignent respectivement les densités de probabilité
des vecteurs (W;, Wy) et (X;, Wp), dont on admet l'existence. De plus, notons Pp(z), pour
peN" etz e IRd/, I'ensemble des applications g = (g1,...,gp) de (]Rd)s dans IRP, telles que
gr € Ni(z), pour r =1,...,p.

Les deux ensembles d’indices ¢ > s, et 1 < ¢ < s, considérés ci-dessus, correspondent
respectivement a la situation ou il n’y a pas de variables communes a W; et Wy, et celle ou
on ne peut pas toujours admettre l'existence de la densité du couple (W;, Wy). Ce dernier cas
peut étre illustré lorsqu’on estime E[X1]|Xo =+, X_2 =] ou (X;,7 € Z) est un processus réel.
On a W, = (X;, X;—2), et pour i = s, = 2 la densité du vecteur (W;, W) n'existe pas .

La condition précédente sur les moments conditionnels croisés apparait comme une extension
de la condition, sur les densités jointes, utilisée dans Robinson [81] pg. 191, ou de celle considérée
dans Rosenblatt [90] pg. 199. Lorsqu'’il existe R > 0 tel que P(|g(Vo)| < R) =1, ce qui est
en particulier vrai si g est bornée ou si fx, est a support borné et g est continue, la condition

g € Np(z1,...,27) seréduit en effet & 1 € Np(z1,...,27), c’est-a-dire, il existe M > 0et § > 0

tels que
T . .
f(XuWO) € ﬂa,b:lB(ﬂ'(:Ca),a;b); S1 ]- S 1 S Sqa
T .
f(Wi,Wo) € na,b:lB(fEaﬂ?b)(M7 §), sii> Sq-
La restriction la plus importante introduite, soit par la condition 1 € N (z1,...,zr), soit par
g € Np(z1,...,z7), nest pas le fait de demander que les applications qui y sont introduites

soient bornées dans un voisinage des points signalés, mais surtout que cela soit uniforme en .
Dans le cas des processus m-dépendants et tenant compte de I'indépendance entre les variables

W; et Wy pour i > sq + m, la condition d’uniformité introduite par 1 € Ny(z1,...,z7) est
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satisfaite si fyy, est bornée dans un voisinage des points z1, ..., xr, tandis que celle introduite

par g € Ny(z1,...,27) est satisfaite si m(|g|?,-) et fu, sont bornées dans un voisinage des
’

points 1,..., 2, car pour ¢ > sq +s+m et u,v € R? ,ona

Ellg(Villg(Vo)l | Wi = v, Wo = ul fw, wi) (v; w)
EYlg(V)I? | Wi = v, Wo = W] EY[|g(Vo)I? | Wi = v, Wo = u] fw, we) (v, )

(m(lg1%, vym(lgl?,w) "' fury (v) firs ().

IN

Lorsque que les densités de probabilité f(v; w, v,,w,) des vecteurs (V;, Wi, Vo, Wy) existent pour
i > s+ 54, ce qui se verifie par exemple, dans le cas des processus gaussiens, on remarque que
cette condition d’uniformité porte sur les densités jointes des vecteurs (V;, W;) et (Vp, Wy) pour

!
i assez grand, car pour u,v € R? , on a

Ellg(Vllg(Vo)l | Wi = v, Wo = ulfiw,,we) (v, u)

= Lo 19 M S o)y

1.2.3 Le cas Markovien

Si (X;,1 € ZZ) est un processus de Markov d’ordre 1, et si nous nous intéressons a l'estimation de
¢(x) = ®(E[g(X1)|Xo = z]f(z)), nous discutons maintenant les hypotheses 1 € Ny (21, ..., 2r)
et g € Np(x1,...,27), o &1,...,z7 sont des points dans R<. La condition 1 € Nyp(21,. .. z7),
qui se réduit a: il existe M > 0 et § > 0 tels que fix, x,)(-) € ﬂaT’ble(xmxb)(M, d), si
i > 1, est satisfaite si fx,(-) et sup,ecre fx,|xo=z(-) sont bornées dans un voisinage des points
Ty,..., o7, ol fx,|x,—«(-) désigne la densité de la loi X conditionnée par Xy = x. En effet,

nous avons pour ¢ > 1 et u,v € IRd,

foxxo ) = Fraw) [ Frpr=al0)fxxema(o)de

Ixo(u) sup fx,|xo=z(v).
zeR4

IN

La condition g € Np(x1,...,27), qui se réduit a: il existe M > 0 et 6 > 0 tels que
T . :

Ellg(Xay)lg(XDI | Xi = -, Xo = [fxi.x0) () € Nap=1Blaaay) (M, ), sii > 1, est satis-

faite si les applications |g[, E[|g(X1)|[Xo = -], fx,(-) et sup,ere fx,|xo=<(-) sont bornées dans

un voisinage des points 1, ..., zr. En effet, pour i = 1 et u,v € IRY, il suffit de remarquer que
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Ellg(Xs)llg(X0l | Xi = v, Xo = u] = |g()|Ellg(X1)||Xo = v]. Pour i > 1 et u,v € RY,

nous avons

Ellg(Xir)lg(X0)| | X = v, Xo = u] fx,,x0) (v, 1)
- /R d / 991, 16— (9) s 360 (0 s () o () iy
< Fxot) sup frrxos @) Ellg(X0)||Xo = u] E[lg(X1)]1 X0 = v].

zeR4

1.3 L’estimateur a noyau g, ()

Dans les paragraphes suivants nous présentons quelques propriétés asymptotiques de ’estima-
teur a noyau g, (+), que nous utilisons plus tard pour dériver des résultats de convergence pour
Pestimateur ¢, (-). Nous décrivons ensuite le comportement asymptotique de la covariance
cov (ﬁn(ac),ﬁn(y)), avec x et y points de RY. En conséquence de ce résultat nous dérivons la
convergence en moyenne quadratique de l'estimateur g,,(z). Puis nous établissons la normalité
asymptotique des lois de dimension finie du processus empirique (gn(z), T € IRd/).

Notons pour = € R et n € N, g,(z) = (gl,n(z),...,gpyn(z)), ol pour r = 1,...,p, et

d’apres (1.1.2), on a
W;
r,n 7 T z r s 1.3.1
rn(a) = s Zg () (13.1)

ou les variables aléatoires V; et W;, pour ¢ € ZZ, sont définies par (1.1.1).

1.3.1 Comportement asymptotique de cov(g,(z),7,(y))

Pour z,y € IRdl, on a

c0v(5, (), 50 (9)) = [ 00 (9.0 (), 907:0(1)) | :

rri=1,..p

ou pour r,v' =1,...,p,

1 n
cov(grn (), gr n(y)) = E [nhd/ ng hff(n);gﬂ’y(zj)}’

avec Z; = (V;,W;), i € Z, et

orat20) = 0: 008 (Tt ) =2 o008 ()




8 Estimation d'une fonction de moments conditionnels sous des conditions locales

Ainsi, d’apres la stationnarité forte du processus (Z;,i € ZZ), on peut écrire

cov(Qr,n(x)vgr’,n(y)) (132)

1 oy
- e (h A (10)E [gy.0(Z0)gr y(Z0)]

i (1 Yl B (20] + Bl (2201} )

i=1

L’étude du terme de covariance de 1’égalité précédente nous conduit a l'introduction de
conditions sur la vitesse de convergence vers zéro du coefficient de mélange et aussi a I’imposition
de conditions de régularité sur certains moments conditionnels croisés. Nous le ferons a l'aide

du lemme suivant:

Lemme 1.3.3 Soient x un point de RY, (g;)ien+ une famille d’applications intégrables de IR'

dans R, et ¢ une application de IR" dans IR telle que: i) sup |p(y)| <oo, ii) [ [¢(y)|dy < oo,
yelR?

et i) lim |y|'e(y) = 0. Si sup / lgi(y)|dy < o0, et si les applications g;,i € IN* sont, par
lyll—+o0 ieN* JIR?

rapport a i, uniformément bornées dans un voisinage § > 0 de x, alors

Sup -7 gz ( ) dy = O(1), lorsque h—0.
ien+ h

Démonstration: Conséquence immédiate de l'inégalité suivante, valable pour tout § > 0,

h > 0, et toute I'application g intégrable de IR" dans IR (cf. Parzen [75] pg. 1067, Cacoullos
[15] pg. 181)

%/Rtg(y)soc—,f/) dy — g(z) /]R <p(y)dy' < Hztulyg(x \/ y)|dy

+ s yl'loty) / ldy
lyl>£
Ho@l [ lewdy .
lyl>%

Notons K¢ la classe des noyaux K sur R qui satisfont les conditions i), ii) et iii) du lemme
précédent. En particulier, si on note par ICf:ll la classe des noyaux sur R? bornés a support

, ! ’
borné, on a K¢ C K%

Proposition 1.3.4 Soient z,y € IRd/, et (hy) une suite de nombres réels strictement positifs

telle que hy, —0,n— +00. On suppose:
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i) E|lg(Vo)|?*? < oo, pour un & > 0;
i) m(g'g,)f(-) € Co NCy;

iii) m(lgl**°, ) f(-) € Bo N By;
w) g € Np(z,y);

v) (X;,0 € ZZ) est de type Alpha(2+5)

vi) pourr=1,...,p, h.(n) = ¢;hy, ¢ > 0;

vii) les noyaur K.,r =1,...,p, appartiennent & la classe ICg/.

Alors, pour r,r’ =1,...,p,

lim _nhi; cov(grn(a ),gw,n(y))m(grgw,:ﬂ)f(x)< 1 )d/ /RMKT<E> KT( .

n—-+ CyCyp/ Cr Cp/

) duby—y,

ot 0y est la fonction indicatrice de l’ensemble {0} évaluée en x.
Démonstration: Etant donnés z,y € R et r,r’ =1,...,p, on a d’apres inégalité (1.3.2),
nhz cov (gr,n (Z)a 9r',n (y))

= ( ! )d/<h;d’E[gr,z(Zo>gw,y(Zo)] (1.3.5)

CrCpr

+h,_ld/ i (1 - %) {E[gr,m(Zi)gr’,y(ZO)] + E[gr’,y(Zi)gr,m(ZO)]})'

i=1
Le comportement asymptotique du terme de variance de 'égalité précédente s’obtient en

utilisant la démarche classique d’apres les hypotheses 1)-iii) (cf. Bosq et Lecoutre [9] pg. 87).

Ainsi, nous avons

lim By Elgr.o(Z0)gr 4(Z0)] = m(grge, ) f(x) /Rd/ KT(%) K’“'(cr ) dud, . (1.3.6)

n—-+oo

Les hypotheéses iii)-vii) nous allons permettre de conclure que le terme de variance de 1’égalité
(1.3.5) est plus significatif que celui de covariance. Etablissons donc la convergence vers zéro,

lorsque n tend vers l'infini, de ce dernier terme. Pour cela, montrons que

lim h, a Z|E Gr,(Z3:)gr 4 (Z0) ‘ =0. (1.3.7)

n—-+o0o

Nous allons majorer le terme général de la série précédente, en utilisant soit 'inégalité
pour les covariances entre fonctions de composantes écartées dans le temps d’un processus

a-mélangeant obtenue par Davydov [21] (une démonstration de ce résultat est donnée dans



10 Estimation d'une fonction de moments conditionnels sous des conditions locales

Hall [44] pg. 278), soit 'hypothese g € N, (x,y). Ainsi, pour i > s+ s, d’apres le Lemme 1.3.3
et ’hypothese iii), on a
‘E[gr,x(zi)gr’,y(z())] |

< 8a7is (t—s— sq)E2_i6

VO (%

0 (al’dﬂ(z —5— sq)(hff/(n)hf: (n))** ) ;

0 (aﬁé(ifsfsq)(hf;)ﬁ‘s).

8
|
2=
~—

D’autre part, on a pour ¢ > 1,

|\Elgr(Zi)gr oy (Z0)]] = }E {gr(Vi)Kr <xh(:f)/) g (Vo) Ko (yhﬂ (I;V;oﬂ } +0 (h?;l’) . (1.3.8)

Le Lemme 1.3.3 et les hypotheses iv), vi) et vii), nous permettent d’obtenir les développements
suivants pour le premier terme de la partie droite de I’égalité précédente dans les cas ol1 i > s
et i < sq. Solent z = (zo,1,...,%4) €t pour u € R, o.(u)= sup |K,(u,z1,.. S Zq)l.

a:l,...,:cqe]Rd
Nous avons

sup
i>8g

£ la0s (g ) oo (5 )|

< sup/ Ellgr(Vi)llgr (V)| | Wi = u, Wo = v]fiw,, we) (u, )
R xR’

i>38g
T—u Y —v
K228 k(222
. |(hr(n))| '(hwn))d“d“

= o(m"),

et pour 1 <1 < s,

‘E w0 (G oo (500 ‘

< [ Bl (Vg (V)] | X = 0, Wo = vlfox, ey (0:0)
R xR
To— U Yy—v
T r! I a— d d
<o) 1 (i) e

D’apres les majorations précédentes et en désignant par [z] la partie entiére de x, on a pour

= O(nd*9).

0<é<,

’ +Oo
h S| Elgra(Zi)ge 4 (Z0)]]
i=1
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sa [(h2)s~ 4545, —1
= > hy"|Elgra(Zi) g 4(Z0)]| + > he | Elgr.o(Zi)grr 4(20)]]

i=1 i=sq+1

+o00 ,
+ Z h;d |E[9r,z(Zi)gT@y(ZO)”
i=[(hd")E 145454
+oo

= o(h;i+hg/(h;§’)f‘1 +ht Y az’%(i—s—sq)(h;{)?id)

i=[(hd")E~ ) +s+sg

: = 45 (4
_ O(hi+(h$§)5+ > 2 (i.)_).
i=hghe (AE) ™

S

La conclusion découle maintenant de I’hypothese v), car d’apres la Proposition 1.2.3,; il
existe > 0 tel que nTHs Z:;O; a7 (1) converge vers zéro, lorsque n— +oo. Il suffit donc de

prendre £ =1/ (%M + n) dans le développement précédent. ]

Remarquons que la proposition précédente reste valable si 'hypothese sur les moments
conditionnels croisés, g € Np(z,y), est remplacée par I'’hypothése 1 € N, (z,y) qui se réduit a
une hypotheése sur les densités jointes, et si de plus on admet que le processus (X;,i € Z) est
de type Alpha(ﬁ), c’est-a-dire, si nous exigeons une plus grande vitesse de convergence vers
zéro du coefficient de mélange. De fagon a justifier cette affirmation, vérifions que dans ces
conditions, 1’égalité (1.3.7) reste encore valable.

D’apres l'inégalité de Holder, on obtient pour i > 1,

‘E {gr(Vi)Kr <xhr(:j)fi) o (Vo) Ko (yh,.,(goﬂ ‘ .

GEVO)K, <%) ‘

K (%K) B (th(go>

En tenant compte de 'hypothese 1€ N,(z,y), nous pouvons conclure d’apres le Lemme 1.3.3

1446
5

1
X E'2+3

245 y—Wo o
ZH (V) K, < e >‘E &

et Dégalité (1.3.8), que le terme |E[go(Zi)gr y(Zo)]| est, uniformément en i, de D'ordre de

d'+dsis . . d'(1+5%5) . .
n o0 si1<i<s, et delordre de by, TP sid > s,

9

4+6), on conclut d’apres la Proposition 1.2.3

D’autre part, si le processus est de type Alpha(

qu'’il existe n > 0 tel que n'*” Z;OZ a?+3 (i) — 0,n— 00, ou encore,

= a7 (i) 0
E —~—0, n—+00, avec £ = ——.
(h;il’)wa 147

0 _(e—
i=[(h) T Y]
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On trouve ainsi pour le terme h;, ¢ Zj:f‘E[g,l (Zi)gry(Zo)]| la majoration

¢ (st + ()i + 5 ia(“)
n n L

(571)] (h(rizl) 2o

o)
i=((hd) 27

valable pour un C > 0, ce qui permet de conclure.

1.3.2 Convergence en moyenne quadratique de g, (z)

La décomposition de l'erreur quadratique moyenne dans la somme d’un terme de variance et
d’un terme de carré du biais (cf. Parzen [75] pg. 1069), nous permet d’obtenir la convergence
en moyenne quadratique de U'estimateur g,, (z) vers m(g, z) f(x), & partir de la convergence vers
zéro de la variance de chacun des estimateurs g, ,,(z) pour r = 1,...,p, qu'on peut déduire en
suivant la démonstration de la Proposition 1.3.4 et en admettant que nhf' (n)—+o00, n——+o0,
pour r = 1,...,p, et a partir de la convergence vers zéro de leurs biais qu’on peut dériver de
la fagon usuelle, d’apres le Lemme de Bochner (cf. Parzen [75] pg. 1067, et Cacoullos [15] pg.

180). Nous avons donc le

Théoréme 1.3.9 Soit x un point de RY. On suppose:
i) Elg(Vo)|?*? < oo pour un § > 0;
ii) m(g,-)f() € Ca;
iii) m(lg[**°,)f(-) € Ba;
i) g € Pp(x);
v) (X5, € 7Z) est de type Alpha(#‘_é);

vi) pour v =1,...,p, hy(n)—0, nhd (n) — 400, si n— +00;
vii) les noyaux K,.,r =1,...,p, appartiennent a la classe ICf'.
Alors

g,(x) = m(g,z)f(x), en moyenne quadratique, si n— —+o0.

1.3.3 Normalité asymptotique de (g,(z;) — E[g,(z;)];j =1,...,T)

Nous allons maintenant nous intéresser au comportement asymptotique de la suite de processus
(9, (z) — E[g, ()], = € ]Rd/), et notamment & la convergence de ses lois de dimension finie. Le

théoreme suivant, dont la démonstration est fondée sur la démonstration correspondante donnée
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par Rosenblatt [85] pour I'estimateur de la densité, établit la normalité asymptotique de telles

lois de dimension finie.

Théoréme 1.3.10 Soient x1,...,x7, T points distincts de IRd/, et (hy) une suite de nombres
réels strictement positifs telle que h, —0 et nhfll — 400, lorsque n— +o0o. On suppose:

i) Elg(Yo)|*T? < oo pour un § > 0;

ii) m(g'g, )/ () € (Vy Cay

iii) m(|g|**0, ) f(-) € Nz Bu,s

) g € Np(z1,...,27);

v) (X;,0 € ZZ) est de type Alpha(QH)

vi) pourr=1,...,p, hp(n) = crhp, ¢ > 0;

vii) les noyaur K.,r =1,...,p, appartiennent a la classe ICf/.

Alors le vecteur ligne

\/ nhgl (gn(wj) _E[En(‘x])] ; .7 = 1,...,T),

converge en loi, lorsque n— +o00, vers la loi normale de moyenne zéro et de matrice de covari-

ance 2 = [ZMLJZIW’T, ot Zi,j a pour éléments

dl
1 U u
O'TMZ, = (grg7./7$j)f(fj)(c - /) /]Rd, K7(C_) K.,-I (c /) du (53;7’_15, (1311)

pour r,r’ = 1,...,p.

Démonstration: Soit C’ = (C1,...,Cpr) un vecteur quelconque de IR” T et désignons par Vj,
le vecteur ligne \/nh? (g,(z;) — E[g,(z;)];j = 1,...,T). D’apres le théoreme de Cramer-
-Wold (cf. [68] pg. 162), nous montrerons que V;,C est asymptotiquement normal de moyenne

zéro et de variance C'2C. La variable V,,C s’écrit sous la forme

Vnc = zn: Sn,i;
i=1

oupouri=1,...,n,

Cli—vptr 1
Snji = ZZ d//2 h;i./ (n))1/2 Gr,x; (Zi),

r=1j=1 Cr
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etpourr=1,...,petj=1,....,T

)

Soient r(n) = r, m(n) = m et k(n) = k des suites de nombres entiers convergeant vers

Pinfini, telles que
n

D oo, et k=] ] (1.3.12)
"

m+r’
ou [z] désigne la partie entiere de x.

Considérons la décomposition

oupourl=1,....ketr'(n)=r"=r(n)+s+s,—1

Im+(1—1)r’ l(m+r") n
A= Z Sn,'h B, = Z Sn,i et H = Z Sn,i-
i=(l—1)(m+r’)+1 i=lm+(1—-1)r'+1 i=k(m+r’')+1

A) Convergence en moyenne quadratique vers zéro des variables Zle Byet H

Comme

I(m+r")

k 2
1 IC v
EQ[ZI Bl] SZZ . WJ [nhd’ 1/22 2 g“’j(zi)}’
=1

r=1j=1 =1 i=lm+(I-1)r'+1

il suffit de montrer que pour r =1,...,pet j=1,...,T,

E{ nhd/ ))172 ZU ] —0,n—+oo,

oupourl=1,...k,
l(m+r")

Ul = S g, (Z).

i=lm+(1—-1)r'+1

En effet, comme

k—1
k B
et U] = P e DB

ou

k o _ kr' E(gra,(Zo Elgrz,(Zi)gr.a,(Zo
—k__pwi S?% Z‘ 9 hd,)(g) ()]

i=1
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et
k—1

hd’ Z l+1

=1

Z |E gr, :cj gr zj (ZO)H
hd' ) :

/
T

on a la conclusion désirée d’apres (1.3.6) et (1.3.7), en notant que — — 0, lorsque n tend vers
n

I'infini.
De fagon analogue on demontrerait la convergence en moyenne quadratique vers zéro de H.

B) Décomposition de la variable Zle Ay

Soit maintenant (L) une suite de nombres positifs convergeant vers l'infini, et considérons

pour ¢ =1,...,n, la décomposition
C(] 1)p+r 1 "
ZZ d//2 hd’( 1/2 {gTJCJ +g?“:8] } Snz?
r=1j=1 Cr T

oupourr=1,....,.pet j=1,...,T,

€T — Wi Xrj — Wo
9, a:J(Z ) = gT(‘/i)]Ilgr(Vi)SLnKT< L(n) ) -k [g’”(%)ﬂgT(V")lgL"Kr< Jh,(n) ﬂ ot

g:“I,zJ(Z)_gTJC](Z) gr:nJ(Z)

Soient encore, pour [ =1,...,k,

Im+(1—1)r"
Ay = > Sy, et A = A — Aj.
i=(l—1)(m+r')+1

La variable aléatoire Zle Al converge en moyenne quadratique vers zéro, lorsque n tend
vers I'infini. En effet, en procédant comme dans A), il suffira de montrer que h;d'(n)E(g;f’xj (Zo)) 2

est négligeable pour pouvoir conclure que pour r =1,...,pet j=1,...,T,

E[ nhd (n 1/22‘/] —0,n—+o0,

oupourl=1,...k,
Im+(1—-1)r'

Vij = Z g;“/,;cj (Z’L)

i=(l—1)(m+r')+1

D’apres 'inégalité de Bienaymé-Chebyshev et le Lemme 1.3.3, nous avons

}K?(fj - ) f(2)dz + O (k! (n))
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= hd;(n) /]Rd/ B (g2 (V)| | Wo = 2] E75 [Ty, (v 5L, | Wo = 2]
xK2( 22 z)az &(p
K2 (2 sz + 0 ()
< Liflhd#(n) /Rd,m(|gr|z+a,z)z(3<f;m;) f(2)dz + O(he (n)),
= O(L—lé) +0(h? (n)) = o(1).

D’apres les points précédents il suffit donc d’étudier la loi limite de la variable Zle Al

C) Normalité asymptotique de la variable ZLI A

D’apres Robinson [81] (pg. 199), soient

m(n) = [n3n,] et r(n) = [nin?],

1
ou 7, — 0,n — +o00, avec 1, > max(n_ﬁ,ezlﬂ), et ¢, = suijana(j) 1 0,n — +o00. Les

conditions (1.3.12) sont évidemment satisfaites.
Montrons maintenant que les variables (A), I = 1,...,k, peuvent étre considérées comme
des variables indépendantes. Nous avons (cf. Rosenblatt [85] pg. 207)

B, = ‘E(ago(ité/lg))ﬁE(eXp(itAi))‘

=1

< I;Z_:I E(ago(z‘té/lg) exp(z‘tA;H)> — E(ago(itéA;))E(exp(z‘tA;H)) ‘

Comme pour j =1,...,k —1,
J . N 7
eXP<itZAE) € Fi(ggﬁ ST e exp(itAj,,) € Fjﬂ(_;.rf+7'/)+1—s
q
=1

et en notant que ces variables sont en module bornées par 1, alors d’aprés I'inégalité de Ibragi-
mov [54] (Lemme 1.2, pg. 352), on obtient

k—1

Z4a(1fsq+r'fs)

= 4(k(n) —1)a(r(n)), car r'(n) =r(n) +s+ s, — 1,

B,

IN

= 0 (7777567“(71)) =0 (777:56711/4)
- 0 (en/) = o(1).



1.3 L'estimateur a noyau g,,(x) 17

(L’inégalité de Ibragimov [54], & laquelle nous avons fait référence, a été d’abord obtenue, dans
une forme moins précise, par Volkonskii et Rozanov [106]).
La normalité asymptotique de Zle A} découlera maintenant de Papplication du théoréme

de limite centrale de Liapounov (cf. [68] pg. 168). Pour cela, nous allons établir que

E

k
= i " =o. 1.3.1
1) lim HE C'YC et 2) ng?m;E[Al] 0 (1.3.13)

D) Vérification de la condition 1) de (1.3.13)

Comme

kE[A})?

> ElAP
=1

1/2

E[A1)? + KE[AT? + O((kE[Al]Q) (kE[A})? 1/2),

nous allons montrer que lim,, . kE[A1]? = C'2C et que lim,, ;o kE[A]]? =

Le terme kE[A;]? admet le développement
T
zp: 3 Clir—1p+r Clia—1)p+r2
(CryCry) /2

r1,r2=1j1,j2=1

hE |t 1/229”,@,1 T 1/229% )]
P T

Z Z C(jl—l)P+7‘1C(j2—1)p+T2 1
(Cﬁcm)dl/Q (B, ()P, (n))dlﬂ

r1,r2=1j1,j2=1

km
{_E[gn,a;l (ZO)gm,an (Zo)]

kE[A;)?

0 Bl (200 3, (Z0)] + Bl (B, (2]}

T
_ zp: 3 Cljr—1)p+r1 Clia—1)ptr
(Cryry)4/2

r1,r2=1j1,j2=1

fm (b (%1
X 7 <h7-2 (n) > hg; (n) E[gﬁ,le (ZO)grg,a:jz (Zo)] —+ 0(]_)7

puisque d’apres (1.3.7)
k . .
n(h (n)h ( ))d//Q Z -1 {E 9ri,25, (Zi)g”"27$j2 (ZO)] =+ E[gw,%g (Zi)gh,%'l (ZO)]}
T1 T2

a’
k'_m 7“1 n T & gﬁ 9«’]1 )g""27$j2 (ZO)” + ‘E[gw,%g (Zi)gh,%'l (ZO)” 0(1)
hif, (n) '

M
|

n n
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k
En tenant compte de (1.3.6), du fait que wm —1,n— 400, et de la définition (1.3.11) de la
n
matrice 2, on peut donc écrire

p T
lim k‘E[AﬂQ = Z Z C(jlfl)erhC(jz*l)PJrTz

n—+00 L
r1,r2=1j1,j2=1

d/
1 v "
(o) Semmoasensa) [ a5 (G 0 (55 ) o

P T

_ 1.
= > > Chipsr Cliayprra ot

r1,r2=1j1,j2=1

= C'XC.

En utilisant la technique de démonstration employée dans le point B) précédent, on conclut

que kE[A]]? converge vers zéro, lorsque n tend vers I'infini.

E) Vérification de la condition 2) de (1.3.13)

Considérons la majoration

k 1/4 4
(L) = e
=1
P 4\ 1/4
1CG—vpirl
< 33 Bl (v i @] )
r=1j=

oupourr=1,....,petj=1,...,T,
4
| ot Wzng ]
4
= G D Floh ()

+ Z gr :cj 11 gr T (Zi2)(g;“,;cj (le) +g;',1~j(Zi2))}
i17#£12

+ Z ( gr :vJ 11 )gr \Tj (Ziz)g;«,zj (sz)}

117£i3 712

+ Z gr :cj 11 )g;,xj (Ziz)g;',xj (ZiS)g;‘,:L‘j (ZM)]) }

i1 FiaF i
ig#i3

Etant donné que d’apres 'hypothese g € N (z1,...,27), on a E[g;’mj (ZO)}4 :O(L,thff/ (n)),

et que, pour i > s, et uniformément en i, Efg; , (Zi)g;.,, (ZO)]2 = O(L2h2¥ (n)), on obtient



1.3 L'estimateur a noyau g,,(x) 19

finalement

ZE[A;]‘* = 0(WL§ (mhd (n) +m?h34 /2 (n) + m*h2? (n))>

O(Li%g) + o(1)
O(Ln2) + o(1).

Il suffit maintenant, pour conclure la démonstration du Théoreme 1.3.10, de choisir L,, tel

que L2n3 = o(1). |

1.3.4 Normalité asymptotique de (g, (z;) —m(g,z;)f(z;);j =1,...,T)

La normalité asymptotique du vecteur aléatoire

\/ ’ﬂ,h%/ (g’ﬂ(xﬂ) - m(g7xj)f(xj)7] = ]-7 7T)

qui admet la décomposition

est une conséquence du Théoreme 1.3.10 et du comportement asymptotique du terme déter-
ministe de la somme précédente. L’inclusion du facteur y/nhd" dans le terme de biais, nous
oblige a préciser sa vitesse de convergence vers zéro. Pour cela, des hypotheses supplémentaires
sur les noyaux, sur m(g,-)f(-) et sur (h,) sont nécessaires. L’emploi de noyaux bornés a
support borné, nous permettra de préciser cette vitesse en utilisant des hypothéses locales sur

le parametre fonctionnel m(g, ) f(+).

Pour m € IN*, désignons par K (m) la classe des noyaux K sur RY dordre m, c’est-a-dire,

tels que
/]Rd’ 2™ K (2)|dz < oo et /]Rd’ 22yt K(2)dz =0,

avec aj,...,aq € IN*, tels que 0 < Zle a; <met z=(z1,29,...,24). Soit de plus ICf/(m) la
sous-classe de K7 (m) des noyaux sur RY d’ordre m, bornés a support borné. Pour m > 1, on

a K4 (m) c K% et en particulier K (1) = K&

Le Théoreme suivant établit le comportement asymptotique des lois de dimension finie de

la suite de processus (gn(x) —m(g,z)f(x);x € RY )
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Théoréme 1.3.14 Soient x1,...,xp, T points distincts de IRd’, et (hy) une suite de nombres
réels strictement positifs telle que h, —0 et nh;ill —+00, lorsque n— —+00. Supposons satisfaites
les hypothéses i)-vi) du Théoréme 1.3.10. Considérons les trois systémes d’hypothéses:

H,) m(g,)f() € ﬂle Ay, (), pour un a€]0,1], nhd 2% —0,n— +oo, et K, € K<, pour
r=1,...,p.

Hz) m(g,-)f(-) € ﬂ?zl Dy, (m), pour un m > 2, nhf;”m —0,n— 400, et K, € ICf/ (m),
pourr=1,...,p.

Hs3) m(g,)f(:) € ﬂjrzl Dy, (m), pour un m > 1, nhg/”m —1,n— 400, K, € Kg/(m),
pourr=1,...,p.

a) Si l'un des systémes d’hypothéses Hy) ou Ha) est satisfait, alors le vecteur ligne

\/ nhfrizl (gn(z]) - m(g,xj)f(z]) 5 ] = ]-a .. '7T)a (1315)

converge en loi, lorsque n— 400, vers la loi normale de moyenne zéro et de matrice de covari-

ance > définie par (1.3.11).

b) Si le systéme d’hypothéses Hg) est satisfait, alors le vecteur ligne (1.3.15) converge en

loi, lorsque n— 400, vers la loi normale de moyenne

(am(nt. 250 k)| =),

m
OCp

et de matrice de covariance Y. définie par (1.3.11), ot pour x € IRdl, Am(m(g, If (), K) (z) est

le vecteur ligne

A™(m(g,)f (), K) (@) = (A™(mgr, ) (), ) @)5 7 =1,...p)), (1.3.16)

avec

A"l 2O @) = SIS [ K o7 (mlgr IO )

Oxiy -+ 0wy,
et u=(ut,...,ug).

Démonstration: Conséquence immédiate du Théoreme 1.3.10, en tenant compte du fait que
pour 7 = 1,...,p et = € R, le biais Elgrn(x)] — m(gr,z)f(x) admet les développements

suivants, selon le systeme d’hypotheses considéré.
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Sous Hj) et pour n assez grand, on a

Bl ()] = e )@ = O [ b I 5 ()l ) = 000,

Sous Hs) ou H3), un développement de Taylor de m(g,,-)f(-) dans un voisinage de = nous

conduit & (voir aussi Bosq et Lecoutre [9] pg. 88)

Elgrn(2)] = m(gr, x) f ()

= Kr(u) [m(gra T — Uhr(n))f(x - Uhr(n)) - m(gT; :L')f(l‘ﬂ du

R4
m—1 i d’ 7 (m(gr, ) f(-
K,-(u){ (jl!) W) Y ...uijW(x)}du

. . . 14
=1 01 ,.505=1 J

i1yeyim=1

! am<m(gra )f()) 1
g /0 ooz, et —1) dt}du.

R

<

D’apres le théoréeme de la convergence dominée, et les conditions imposées sur le noyau K., on

obtient

E[gr,n(z)] - m(gr,l‘)f(l') = h:“n(n) Am(m(gTv )f()a KT)(:L') + O(h:“n(n))

Les hypotheses sur la suite (h,,) nous permettent maintenant d’obtenir le résultat annoncé. m

1.4 Estimation d’une fonction de moments

D’apres les résultats précédents, nous pouvons facilement déduire des estimateurs par noyau

d’une fonction de m(g,x)f(z), pour = € R?. Etant donnée une telle fonction

¢(x) = @(m(gr,2)f(x), ..., m(gp, ) f(x)),

ol on suppose toujours que m(g, x) f(z) appartient a 'intérieur du domaine de ®, nous pouvons
I’estimer par

On(x) = @(gl7n(x), .. ,gp,n(x)),
ot (g1,n(2), ..., gpn()) =g, (z) est défini par (1.1.2). Ainsi, la convergence en probabilité de
¢n(x) vers ¢(x) (si ® est continue) et sa normalité asymptotique (si ® est différentiable), peuvent
étre obtenues en tenant compte la convergence et la normalité asymptotique de l'estimateur

G, (z). Ce sont ces résultats complémentaires que nous énongons ci-dessous.
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1.4.1 Convergence en probabilité de ¢, (z)

Théoréeme 1.4.1 Soit x un point de RY. Sous les conditions du Théoréme 1.8.9, si ® est une

application de R dans R” continue en m(g,z)f(x), alors
On(x) — &(x), en probabilité, sin— +oo.
Démonstration: D’apres le Théoreme 1.3.9, et pour x € ]R”ll7 nous avons
Gn(x)—m(g,z)f(x), en probabilité, si n— +oo.

En tenant compte des égalités ¢,,(z) = ®(g,(z)) et ¢(z) = ®(m(g,z)f(z)), olt ® est continue
enm(g,x)f(x), on conclut d’apres le Théoreme de Slutsky (cf. [68] pg. 169) que ¢, () converge

en probabilité vers ¢(x), lorsque n tend vers I'infini. [ |

Notons que si 'application ® est linéaire, nous pouvons, sous les conditions du Théoreme
1.4.1, déduire la convergence en moyenne quadratique de ¢, (z) vers ¢(x), lorsque n tend vers

Iinfini.

1.4.2 Normalité asymptotique de (¢, (z;) — ¢(z;);j=1,...,T)

Les systéemes d’hypotheses Hy), Ha) et Hs) auxquels nous faisons référence dans la suite sont

ceux définis dans le Théoreme 1.3.14.

Théoréme 1.4.2 Soient z1,...,xzp, T points distincts de RY et & une application de IRP
dans Y différentiable en m(g,x1)f(x1),...,m(g,xr)f(xr), dont la matrice jacobienne de

taille (p',p) au point y sera désignée par ‘g—‘;(y). Sous les conditions du Théoréme 1.53.14, on a:

a) Si lun des systémes d’hypothéses Hy) ou Ha) est satisfait, alors le vecteur ligne

Vbl (on(zy) — o) 5=1,...,T), (1.4.3)

converge en loi, lorsque n— 400, vers la loi normale de moyenne zéro et de matrice de covari-

ance

G (o201 ) Zus (57 <m<g,xj>f<xj>>] (14.0)

ij=1,...,T

ou la matrice 3 = [X; ;] - est définie par (1.3.11).

ij=1,...,
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b) Si le systéme d’hypothéses Hg) est satisfait, alors le vecteur ligne (1.4.3) converge en loi,
lorsque n— +00, vers la loi normale de moyenne
ar 07 [0\ .
c
i

et de matrice de covariance donnée par (1.4.4), ou A™(m(g,-)f(-), K) est défini par (1.3.16).

Notons que la dynamique du processus n’intervient pas dans I’expression de la matrice de
covariance asymptotique (1.4.4) et qu'’il y a indépendance asymptotique des composantes du
vecteur étudié. Ceci résulte du caractere local du parametre fonctionnel m(g,-) f(-), mais aussi
et surtout de la condition de mélange imposée au processus, comme on peut le déduire de

Rosenblatt [91] pg. 84-87.

Démonstration du Théoréme 1.4.2: On a

(onlzj) = (z);5=1,....T) (1.4.5)
= (®(gp(z)) — ®(mlg,z;)f(z;)); j=1,...,T)
= (2(Gn(21)),..  2(@n(27)) ) — (®(mlg,21)f(21)),. ... @(m(g, 27)f (7)) )
= 0 (g,(z1),...,Gn (1)) — " (m(g,21) f(z1),...,m(g,27) f (1)),
ou ®* définie par ®*(y1,...,yr) = (®(y1),...,®(yr)), pour y1,...,yr € IR, est différentiable
en (m(g,xj)f(acj) 7 =1,... ,T), puisque par hypothese @ est différentiable dans les points
m(g, 1) f(z1), .. .;m(g, zr) f(xr).
a) D’apres le Théoréme 1.3.14 a), on conclut, en tenant compte de (1.4.5), que le vecteur

(1.4.3) converge, lorsque n— 400, vers la loi normale de moyenne zéro et de matrice de covari-

ance (cf. [68], Corollaire 7, pg. 167)

9 00\’
= [%(m(g,xj)f(xj)) Eiyj <8_qy)> (m(g,xj)f(:cj))]

b) De fagon analogue, on conclut d’apres le Théoréme 1.3.14 b) et (1.4.5), que le vecteur

(1.4.3) converge, lorsque n— 00, vers la loi normale de moyenne

(an(mta. 0080 | LD i =)

T
Ocp
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dy
. 07 (02
0 ¢ Yy
et de matrice de covariance définie par (1.4.4). ]

1.4.3 Quelques commentaires

On rassemble dans la suite quelques commentaires sur les résultats précédents:

(1) En suivant 'observation faite & propos de la Proposition 1.3.4, les Théoremes 1.4.1 et
1.4.2 restent valables si on remplace les hypotheses g € Pp(z) et g € Np(x1,...,27), par
1 € Py(z) et 1 € Np(z1,...,z7), respectivement, et si on demande une plus grande vitesse de
convergence vers zéro des coefficients de mélange, en admettant que le processus (X;,i € Z)

est de type Alpha(%). On retrouve ainsi les conditions utilisées dans Robinson [81] pg. 189.

(2) L’observation précédente est également applicable au Théoreéme 1.4.1 (resp. 1.4.2), si
l'une des conditions Zj:fp(z) < 0o ou Zj:fqbéi_g(z) < oo (resp. p(i) = o(i72) ou ¢(i) =
o(z‘*Q)), est satisfaite. Ces conditions sur les coefficients de p et ¢-mélange, sont conséquence
des différentes majorations qu’on peut obtenir pour |E(XY) — E(X)E(Y)|, ou X € F°__ et

Y € E-"”X’7 c’est-a-dire, des majorations pour les covariances entre des variables appartenant au

passé et au futur du processus observé (cf. [6] pour le coefficient ¢).

(3) Lorsqu'’il existe R > 0 tel que P(|g(Vo)] < R) = 1, on peut prendre ¢ aussi grand que
Pon veut: il suffit alors que la condition “(X;,i € Z) est de type Alpha(1)”, soit satisfaite au
lieu de la condition “(X;,i € Z) est de type Alpha(%ﬂ;)”.

(4) En utilisant formellement les notations introduites le long de ce chapitre, si
((Vi7 W), € Z) est un processus stochastique fortement stationnaire & valeurs dans IR® x ]R"l7
les Théoremes 1.4.1 et 1.4.2 restent valables si la condition de mélange est maintenant imposée
au processus ((V;, W;),i € Z), et si Np(z1,...,27), pour p € N* et 21,...,2r € R?, désigne

Pensemble des applications g de IR® dans IR, pour lesquelles il existe M > 0 et § > 0 tels que

Ellg(Vi)llg(Vo)l | Wi = - Wo = ] fwwo) () € Maypmt Bra ) (M 8), sii > 1.
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1.5 Applications

Les résultats que nous présentons dans les paragraphes suivants sur ’estimation de la den-
sité de probabilité, de la moyenne conditionnelle, de la variance conditionnelle et des coef-
ficients d’asymétrie et de kurtosis conditionnels, sont des conséquences du Théoreme 1.4.2.
Tenant compte du Théoréme 1.4.1, nous pouvons obtenir des estimateurs convergents pour
les différentes variances asymptotiques, et donc construire des régions ponctuelles asympto-
tiques de confiance pour les divers parametres d’intérét. Par simplicité d’exposition nous ne
considérons que des hypothéses de différentiabilité sur les divers parametres. Dans le cas de
I’estimation de la densité ou de la régression, telles régions ponctuelles pourront respectivement,
permettre de détecter la nature non gaussienne éventuelle du processus observé, ou certaines
caractéristiques non linéaires. Si ’estimation de la variance conditionnelle peut permettre de
détecter la présence éventuelle d’'un effet hétéroscédastique dans la série des observations, dans
le cas de 'estimation des coefficients d’asymétrie et de kurtosis conditionnels, que nous savons
étre égaux, respectivement, a 0 et a 3 pour toute la famille de lois conditionnelles normales,
nous pouvons tester deux conséquences de I’hypotheése de normalité de la distribution condition-
nelle, en comparant a 0 et a 3, les coefficients estimés. Une telle démarche peut, par exemple,
étre utilisée pour effectuer des recherches sur 'adéquation de ’hypothese de normalité condi-
tionnelle sur les erreurs ARCH(1) d’un processus autorégressif d’ordre un (cf. Gouriéroux [35]
pg. 35-41). Remarquons que dans ce dernier cas, le fait qu’il ne s’agisse pas de vrais résidus
demande des hypotheses supplémentaires sur le noyau et sur la suite h,, que celles considérées
par la suite. Une procédure de ce type est illustrée dans le Chapitre 2.

Dans cette section on notera par h, un réel strictement positif, dépendant de n, et par K

d

d’ 2 .
un noyau sur IR® . On notera encore par | =7 N (0,0?) la convergence vers la loi normale de

moyenne zéro et de variance o2.

1.5.1 Estimation de la densité

Considérons 'estimateur par noyau de la densité de probabilité f de Wy, évaluée au point

z € RY, défini, pour n € IN*, par

IR -W;
(@) = —7% ZK<x - ) . (1.5.1)
no=1 "
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Théoréme 1.5.2 Soit x un point de RY. On suppose:
i) f € Dy(m), pour un m > 1;
i) 1€ Ny (x);
iii) (Xi,1 € Z) est de type Alpha(1);
w) nhE+2m 0 et nht — 400, n— +oo;
v) K € K% (m).
Alors
KQ(u)du).

Vo (fale) = £@)) > V(0. f(@)

R

Si on prend W; = X; dans (1.5.1), f,.(-) est I'estimateur & noyau de la densité marginale du
processus observé (X, € Z). Dans ce cas, la condition 1 € N (z) se réduit a: il existe M > 0
et 6 > 0 tels que f(x, xo) € B(a,)(M,0), pour i > 1.

Si les variables (X;, i € Z) sont indépendantes, I’hypothese #ii) est satisfaite, et I'hypothese

11) est une conséquence de 'hypothese 7).

1.5.2 Estimation de la moyenne conditionnelle

Soit g une application réelle mesurable sur (le )*. Considérons pour x € ]Rd I’estimateur de

la moyenne conditionnelle m(g, x), défini par

1 =1

ou pour r = 1,2, h,(n) = ¢ hy, avec ¢, > 0, et K, est un noyau sur RY .

Théoréme 1.5.4 Soit x un point de R ou f() est non nulle. On suppose:
i) Elg(Vo)|?>T? < oo pour un § > 0;
ii) f(-),

iii) m(g?,-) € Cq;

iw) m(lg |2+‘5 ) € Ba;

v) (1,9) € Na(x);

vi) (X5, € ZZ) est de type Alpha(QH)

( g,°) € Dy(m), pour un m > 1;

vii) nhd'+2m 0 et nhd — +o0, n—400;

viii) K1, Ko € K& (m).
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Alors

wnh%’ (mn(gaz) 7m(g,:c)),

converge en loi, lorsque n— +o0, vers la loi normale de moyenne zéro et de variance

@ {m(QQ,x) /Rd/ K3 . (w)du+m*(g, x) /}Rd, (K3 ., (1) = 2K1 ¢, (u) Ko c, (u)] du} 7

ot Kr,cr(') = KT('/CT)/Cg

La forme générale prise pour lestimateur (1.5.3) avec K; et hq(n) éventuellement différents
de K> et ha(n), respectivement, nous permet de conclure que d’un point de vue asymptotique,
nous pouvouns, dans l'estimation de m(g, -), nous restreindre aux estimateurs construits avec un
seul noyau et une seule suite. En effet, en notant o? (K Lcl,Kg,c?) la variance asymptotique
précédente, nous concluons facilement que o2 (Kl,cl,Kl,cl) < ¢? (KLcl,Kg,c?). Le choix des
noyaux doit étre donc effectué de facon que K ., = Ka,. Nous justifions ainsi cette pratique
courante. Sion prend K7 = Ky = K et hi(n) = ha(n) = hy,, nous obtenons le résultat classique

/nhgz (mn(g,x) _ m(g,ac)) i} N(O, Var[g(vo) | WO = 1'] KQ(u)du)

n—-+o0o f(I) R4

1.5.3 Estimation de la variance conditionnelle

Soit g une application réelle mesurable sur (]Rd’)S et considérons pour z € IRd’, Iestimateur de

la variance conditionnelle Var[g(Vy) | Wy = z] défini par

e e L e  EAE R

o fn(x) est défini par (1.5.1) et m,, (g, z) est défini par (1.5.3) avec K1 = Ky = K et hy(n) =

Théoréme 1.5.5 Soit x un point de RY ou f () est non nulle. On suppose:
i) Elg(Vo)|[**? < oo pour un § > 0;
ii) f(-),

iii) m(g3,-), m(g*,-) € Cy;

w) m(|g|*t?,-) € By;

v) (1,9.9%) € N3(x);

vi) (X;,1 € ZZ) est de type Alpha(4+6)

m(g,-), m(g?,-) € Dx(m), pour un m > 1;
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vii) nhd'+2m 0 et nhd — +o0, n——400;
viii) K € K& (m).
Alors
' (va(g.2) — Varlg(Ve) | Wo =),

converge en loi, lorsque n— +00, vers la loi normale de moyenne zéro et de variance

1

m IRd’K (u)du Var[(g(VO) —m(g,r))” | Wo = ac]

1.5.4 Estimation des coefficients d’asymétrie conditionnelle et de kur-
tosis conditionnelle

Si (X, € ZZ) est un processus réel, les coefficients d’asymétrie et de kurtosis conditionnels sont

définis pour x € IRd’, avec d’ = g + 1, respectivement par

) = B0 = B[ Wo = 2])° | Wo =]
T BR(X) — BIX)[Wo = a])? | Wy = 1]

At (93

E[(X1 — B[Xa|Wo = a])* | Wo = 1]
B2[(X1 — E[X1|[Wo = a])2 | Wo = 2]

Y2 () =
Comme application du Théoreme 1.4.2, nous allons énoncer les propriétés de normalité
asymptotique d’estimateurs de ces parametres. Etant donnée la complexité des calculs dans le
cas général, on se limite ici & la présentation du cas ot E[X7|Wy = x] = 0. Nous pouvons donc
écrire
n(x) =V ( f(z), BIXT | Wo = a]f(x), BIX] | Wo = a]f(x)) et
Yo(x) = ®( f(x), BIXT | Wo = 2] f(z), E[X} | Wo = 2] f(2)),

ott ¥(u,v,w) = u?w/v3? et ®(u,v,w) = vw/v?, pour u,v,w € R et v # 0.

Nous considérons les estimateurs a noyau des parametres fonctionnels précédents définis par

o\ 1/2 _wW
o= (Z KCR) S K
Tin = (Z" X2 K(xiwl))3/2
i=1 Y i+1 hn
S K () Y X K (W)
\ .
(o, X2, 1 (2 )

On notera par id l'application identité dans IR.

72,71(99) =
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Théoréme 1.5.6 Soit x un point de R ou f(-) et E[X2|Wq = -] sont non nulles. On suppose:
i) E|X1]5%% < 0o pour un & > 0;
i) f(-), E[X}|Wy =], E[X}|Wy =] € Dy(m), pour un m >1;
i) EX3Wo = ], EIXS|Wy =] €Cu
w) B[|X1[5T0|Wo =] € By;
v) (1,id?,id®) € N3(x);
vi) (X4, € 7ZZ) est de type Alpha(ﬁ;j_é);
vii) nhd 2™ -0 et nh? — 400, n— +00;
viii) K € K& (m).
Alors

Vb (yin(z) —m(x)),

converge en loi, lorsque n— +00, vers la loi normale de moyenne zéro et de variance

1 ) EX{|Wo=a] . E[X}|Wo=a]
f o]

1 2
f(@) E3[X2\Wy = 2] °ES2[X2W, = 1] T(z) + 1(9’72(1) —1)77 (z)}

Théoréme 1.5.7 Soit x un point de R? ot f() et E[X?|Wy = -] sont non nulles. On suppose:
i) E|X1[8%° < oo pour un & > 0;
i) f(+), E[X}|Wy =], E[X{|Wy =] € Dy(m), pour un m >1;
iii) B[X$|Wy =], B[ X§|Wy =] € Ca;
w) B[ X1|370|Wy =] € By;
v) (1,id?,id*) € N3(x);
vi) (X;,1 € 7Z) est de type Alpha(g;fr&);
vii) nhd +2m 0 et nhd — 400, n— +00;
viii) K € K% (m).
Alors

\/nhd’ (72,71(30) —72(z) )a

converge en loi, lorsque n— +00, vers la loi normale de moyenne zéro et de variance

1
f(@) Jre

, E[X3Wo=2]  E[XS|Wo =2z ,
K wdo{ gt = 4 ZE = ) < 3(e) + (o) .
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Pour z € RY fixé, les résultats suivants nous permettent de fonder des tests de normalité

pour la loi conditionnelle de X; sachant que Wy = x. Soit f,,(z) défini par (1.5.1).

Corollaire 1.5.8 Dans les conditions du Théoréme 1.5.6, et sous U’hypothese de normalité de

la loi de X1 conditionnée par Wy = x, on a

Vl,n(x) fn(x) i) N(O, 1)
15 [rar K2(u)du nteo

d/
nhd

Corollaire 1.5.9 Dans les conditions du Théoréme 1.5.7, et sous U’hypothese de normalité de
la loi de X1 conditionnée par Wy = x, on a

\/nhd Yom(@) — 3 o) -5 N, 1).
24 [ K2?(u)du noteo




Chapitre 2

M-estimateurs a noyau:
diagnostic non paramétrique de
modeles structurels

Nous présentons dans ce chapitre les résultats de Gouriéroux, Monfort et Tenreiro [37]. Nous
considérons une classe de M-estimateurs a noyau, que nous proposons pour effectuer des
recherches non paramétriques de spécifications paramétriques. Nous donnons les propriétés
ponctuelles de convergence presque stre et normalité asymptotique de tels estimateurs, et ex-
pliquons comment les utiliser pour effectuer de telles recherches. Nous décrivons aussi quelques

problemes ou les techniques développées peuvent étre appliquées.

2.1 Exemple introductif

L’exemple suivant motivera la définition d’une classe d’estimateurs fonctionnels désignés par
M-estimateurs a noyau, et illustre les applications de ces estimateurs au diagnostic non para-
métrique de modeles structurels.

Supposons que nous voulons tester ’adéquation d’un modele de régression Y = ag X +bg+U,
avec E[U|X] = 0 (ag et by sont des nombres réels connus), ou de fagon équivalente, tester
I’hypothese

Hy : E[Y | X = I] = a()Z+b(), Vo € IR,
quand on observe n copies (X;,Y;), i = 1,...,n, de la variable aléatoire (X,Y).

31
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En considérant pour z € R et 8 € © C IR,
Leo(w;0) = E|(Y — (aoX +bo) —0)° | X = a] fx (),
ou fx désigne la densité de probabilité de X, I'hypothese Hy peut s’écrire de fagon équivalente
Hy : Ooo(x) = Argming Loo(x;0) = 0, Vo € R.

En tenant compte du fait que, sous certaines conditions de régularité, Lo, (x;0) peut étre

estimé, pour chaque 0 et x € IR, par
I e 1 r—X; 2
L,(x;0) = — —K Y; —agX; — by —0)",
(2:0) n;hn < b )( ao 0 )

ot (hy,) est une suite de nombres réels strictement positifs convergent vers zéro, lorsque n tend

vers l'infini, et K est un noyau sur IR, il est donc naturel de proposer

o~

comme estimateur du parametre d’intérét 0. (), et de fonder un diagnostic sur Hy d’apres la
comparaison a zéro de cet estimateur, qu’on désigne par M-estimateur a noyau.
De fagon analogue, un diagnostic sur I’hypothese d’adéquation d’un modele linéaire de

régression, ou de fagon équivalente sur I’hypothese
Hi:3a,be R:E]Y | X =z]=azx+b,Vz € R,

peut étre élaboré a partir d’une procédure en deux étapes. Dans une premiere étape d’estimation
paramétrique on prend le modele de régression linéaire Y = a X +b+U, avec E[U|X] =0, et on
considere les estimateurs des moindres carrés a,, et En des parametres a et b. Dans une deuxieme
étape d’estimation non paramétrique, on considere pour z € IR, le probleme d’optimisation
considéré ci-dessus mais ol les parametres ag et by sont remplacés par les estimateurs obtenus

dans la premiere étape d’estimation
1 - 1 xr — Xz - ~ 2
ing — —K Y —a, X; — b, —0)".
ming 1S5 ( - )( 3 )

Nous finissons cette deuxieme étape d’estimation non paramétrique en comparant a zéro la

solution §n() de ce probleéme. Dans le cas présent, 0 (-) est défini, pour = € IR, par

0o () Argming E[(Y — (a0 X — boo) — 9)2 | X =z fx(z)

EY|X =z] — oo — boo,
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~

ol oo = lim, @, et by = lim,, b,,, presque siirement.

En interprétant 6 (-) comme un résidu fonctionnel relatif au modele paramétrique considéré
sous ’hypothese nulle, le graphique de §n() est donc un graphique résiduxvariable qui concerne
le modele structurel paramétré, et qui est construit par une démarche non paramétrique.

Pour concrétiser la démarche que nous venons de décrire, nous introduisons ensuite et
dans un cadre général la définition d’'un M-estimateur a noyau et nous décrivons ses pro-
priétés asymptotiques, en spécifiant en particulier, la loi asymptotique de la variable aléatoire

0,(x) — 00 (x), pour chaque z.

2.2 M-estimateur a noyau: définition et propriétés asym-
ptotiques

2.2.1 Définition

Soient © une partie compacte de IR? munie de sa tribu borélienne, ) un espace mesurable, et
A un sous-ensemble ouvert de IR? muni de sa tribu borélienne. Soient Y une variable aléatoire
A valeurs dans ), et s et aoo des points fixés en IR? et A, respectivement.
Soient S une application mesurable de ) x A dans R, et 9(-,-;s;-) une application de

Y x A x 0 dans R telle que:

i) Papplication partielle 1 (-, -; s;6) : (Y, «) = (Y, a; 55 0) est mesurable pour tout 6 € ©;

ii) 'application partielle ¥/(Y, a;s;-) : 8 — (Y, a5 5;0) est continue dans ©, pour tout
Y,a) €Y x A.

Les hypothéses précédentes sur S et 1 sont désignées par Cy).

Pour 6 € ©, admettons que l'application Lo (+; s;6), définie pour z € RY par
Loo(+58;0) : 2 — Loo(2;8;0) = E[(Y0, ase; 8;0) | S(Yo, aso) = 2] fs(2),

est continue en s, out E1)(Yy, aoo; 55 0)| <00, E[1)(Yo, 0o 5;0) | S(Yo, o) = 2] est une version
de lespérance conditionnelle de 9 (Yp, aoo; s;6) sachant S(Yp, ax) = 2, et fg désigne la densité
de probabilité de la variable aléatoire S(Yp, @), dont la loi est supposée absolument continue

par rapport & la mesure de Lebesgue sur IR?. On note par simplicité L (s; 5;0) = Loo(s; 0).
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Définition du paramétre fonctionnel d’intérét 0..(-)
Désignons par 6 (-) le parametre fonctionnel défini pour s € RY, comme la solution, qu'on
suppose unique (condition d’identifiabilité asymptotique), du probléme d’optimisation

mingcoLoo(s; ), (2.2.1)

c’est-a-dire,

0o (s) = Arg mingecoLoo(s;0). (2.2.2)

Définition d’un M-estimateur a noyau

Soient (Y;,i € ZZ) un processus stochastique fortement stationnaire & valeurs dans ), K un
noyau sur R?, (h,,) une suite de nombres réels strictement positifs et (@, ) une suite de variables
aléatoires & valeurs dans A. Alors, d’aprés le Lemme 2 de Jennrich [58] pg. 637, il existe, pour

s € R? et n € IN*, une variable aléatoire é\n(s) a valeurs dans © telle que

an(s) = Arg mingeo L (s;0),

n

11 s —S(Y;,a,) N
ACUEEDD ar k() v s (2.2.3)
L’estimateur é\n(), défini pour s € IRd, comme une des solutions du probleme d’optimisation
mingeo Ln(s;0), (2.2.4)

est appelé M-estimateur a noyau. On dira aussi que §n() est un M-estimateur a noyau associé
a L,(+0).
Nous étudions dans les paragraphes suivants les propriétés ponctuelles de convergence

presque siire et de normalité asymptotique de cet estimateur.

2.2.2 Convergence presque sire

Nous nous intéressons maintenant a la convergence ponctuelle presque sture d’un M-estimateur a
noyau 6,,(-). Pour s € RY, cette convergence sera obtenue en utilisant les arguments classiques

(cf. White [110] et Gouriéroux et Monfort [36]), & partir des propriétés asymptotiques des
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estimateurs & noyau appliquées & la fonction objectif L,(s;#) du probléme d’optimisation &
distance finie (2.2.4). Ainsi, nous montrerons la convergence uniforme presque stire (p.s.) de
L, (s;0) vers la fonction objectif Loo(s;6) du probleme d’optimisation asymptotique (2.2.1),
ce qui permet de conclure que la solution é\n(s) du probleme a distance finie converge vers la
solution unique 0 (s) du probleme asymptotique (cf. Gouriéroux et Monfort [36], vol. 2, pg.
431-432). Notons que le caractére d’uniformité concerne le parametre 6 et non s, comme il est

usuel dans I'estimation non paramétrique.

Les hypotheses générales suivantes concernent le processus observé, la suite (hy,), le noyau

K et la suite de variables aléatoires (a,).

Hypothéses générales (GA)

Hypotheéses sur le processus
(Y;,i € ZZ) est un processus stochastique fortement stationnaire géométriquement a-mélan-

geant. Nous supposons donc qu’il existe C' > 0 et p€]0, 1] tels que
a(i) < Cp', pour i € IN*,
ot (i) est le coefficient de mélange d’ordre 7 du processus Y;, ¢ € Z, défini par (1.2.1).

Hypotheses sur le noyau K
K est un noyau différentiable sur R, quon suppose borné & support borné. De plus, nous

admettons que les dérivées partielles, %, j=1,...,d, sont bornées.
J

Hypothéses sur (h,,)
On suppose que

h, —0, lorsque n— 400,

et qu’il existe €0, 1] tel que

n(1—-8)/2pd
n

— = —+400, lorsque n— +o0.

logn

Hypothéses sur (a,)

Q, converge presque siirement vers une constante ., lorsque n tend vers linfini, et

Oy, — oy = o(hiﬂ).
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Nous avons besoin de considérer des conditions de régularité sur les applications ¢, S et Lo,
autres que la condition Cg) introduite dans §2.2.1. De la méme fagon que Cy), ces conditions
concernent le point s de IRd, fixé au départ. Elles seront donc désignées par “hypotheses locales”.
Six=aie;+...+anyey est un élément d’un espace vectoriel réel de dimension finie dont une

base est {e1, ..., en}, nous désignons || une norme quelconque du vecteur (ay, ..., ay) € RY.

Hypotheéses locales

246
} < o0, ou 3 est le parametre

C;) 1l existe § > 0 tel que E[sup(,e@ [1(Yo, oo 55 0)]

intervenant dans les hypotheses sur (hy,), et de plus

B[ sup [¢(Yo, awei s:0)] [* | S(¥o, acc) = - | f() € By
€O

C;) Pour tout € > 0, il existe un voisinage V (s) de s tel que

sup sup|Loo(z; s;0) — Loo(s;s;e)‘ < e
z€V (s) 0€O©

Nous admettons aussi que les applications partielles § — (Y, awo; 83 6), a— (Y, a; s, 6) et

a— S(Y, a) satisfont pour tout Y € Y et 6 € O, les conditions de Lipschitz suivantes:

Cs) Pour tout 61,60, € O,
|¢(Y, o3 83 01) — V(Y oo 3;92)‘ < MY, aoo; )01 — 02], ot E|M (Y0, aso; 8)| < 005
C,) Pour tout o € A,
‘w(Y,a;s;H) — (Y, aoo;s;ﬁ)‘ < Ny (Y, 0o 85 8) |a — o |, Ol E[gggNw(Yo,aoo; 5;9)] < 00;
Cs) Pour tout o € A,

[S(Y,a) — S(Y, ax)| < N(Y, o) |0 — |, O E[sup [(Yo, ttoo; 3;9)|N(Y0,aoo)] < 00.
6cO

Remarquons que si © est convexe et 1'application partielle § — ¥(Y, aso; 83 6) est différen-
tiable dans int(©) et continue dans O, la condition de Lipschitz donnée dans C3) est satisfaite
avec (cf. Jennrich [58] pg. 638)

MY, a0 8) = 95711159)”2—15(}/, Qoo S5 H)H



2.2 Définition et propriétés asymptotiques 37

De fagon analogue, si A est convexe et les applications partielles @ — (Y, a;5;0) et
a— S(Y,a) sont différentiables dans A, les conditions de Lipschitz Cy4) et Cs) sont satisfaites
avec

Ny (Y, 0o 8;60) = sup

= g e 0 et NY.) = sup

- sl

Les conditions imposées sur la vitesse de convergence vers zéro du coeflicient de mélange et
de la suite (hy,) sont lies a I'utilisation de I'inégalité exponentielle suivante (cf. Bosq [10] et
Carbon [16]), dans le théoréme de convergence qu’on établit ci-dessous pour un M-estimateur

a noyau.

Lemme 2.2.5 Soit (Z;,t € 7ZZ) un processus réel, centré, géométriquement a-mélangeant, tel
que

sup | Zy | < N, < +00, pour n € IN'.
1<t<n

Alors, ¥ A€ ]0,1[, 3no(N) : ¥V n >no(N),Ve>0:
(1-X)/2
<‘2Zt >ne> <3exp< c n7>

14 N,
Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme de convergence déja cité.

Théoréme 2.2.6 Soit © une partie compacte de RP. Sous les hypothéses générales (GA),
étant donné un point s de R? pour lequel nous supposons valables les hypothéses locales Co)yeens
Cs), soit pour 6 € ©, Ly (s;0) donnée par (2.2.3). Si0,(-) est un M-estimateur ¢ noyau associé
G Ly(+;0), alors

o~

lim 6,(s) =0x(s), presque sirement,
n—-+o0o

0l 0 (s) est défini par (2.2.2).

Dans les conditions du théoreme précédent, et de la méme fagon que pour les M-estimateurs
paramétriques, 'hypothese de compacité sur © peut étre remplacée par la condition: © est

d’intérieur non vide et O (s) € int(O).

Démonstration du Théoréme 2.2.6: Soit s € R? et # € © dans les conditions de I'énoncé.

Considérons la décomposition

Ly (5:0) — Loo(s;0) = [Ln(5;0) — L (5;0)] + [Ln(s;60) — EL,(5;0)] + [ELn(s;0) — Loo(s:6)],
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ou
- 7lni s =S¥, ax) : o
Ln(S,Q) - n ; thK< hn > w(Y;aOéOO,S,G)a et
Loo('§3§9) = E[?ﬂ(Yo,aoo;S;H) | S(Y07aoo) = ]fS()

Chacun des termes de la décomposition précédente est étudié dans les points suivants.

A) Convergence uniforme de EL,(s;-)

Comme h, —0,n— +00, et K est a support borné, on conclut que si W (s) est un voisinage
quelconque de s, il existe ng € IN* tel que, pour n > ng on a

sup |ELn(s30) — Loo(s;0)] < sup/ |Loo(s — yhns 810) — Lo (s 5;0)| | K (y)|dy
[ISC) 0co Jrd

sup sup|Loo(Z;s;9)—Loo(S;s;é’)\/ | K (y)|dy-
zEW (s) 0€O© R

IN

Ainsi, d’apres 'hypothese Cs), on obtient liIJIrl sup |Ef/n (8;0) — Loo(s; 9)‘ =0.

B) Décomposition de Ly (s;-) — ELy,(s;-)

Pour 0 € ©, considérons la décomposition suivante de in(s; 0),

La(s:0) = Ly(s:60) + Ly(s:)
11 s =SV, an)
= n ; @K<7hn > D (Yi, oos 0) Ly (v a;:0) | < Mo

1<n 1 s —=8(Yi, )
g ; @K(T ?ﬁ(Yz‘,aod 3§9)H\w(m,am;s;9)\>1vfna

ou M, =n?, avec 76](% +6)_1, (%)_1[, et 3 et 0 sont donnés dans les hypotheses sur (hy,) et

dans Cy). Le choix de la suite M, permet d’établir la convergence

lim sup |L!(s;0) — EL"(s;6)| = 0, presque siirement (p.s.).
n—-4o0o 0cO

En effet, d’apreés 'inégalité de Bienaymé-Chebyshev et I’hypothése C;), on a, pour € > 0
(24§ 246
P(sup [V(YVn, doo; 850)] > eMn) < e BTN, 5+ )E[sup‘w(YO,am; 5;9)” o
4SS e
et donc, on conclut d’apres la définition de M,, avec v > (% + 5)_1, et le théoreme de Borel-

Cantelli, que
suPgeo [P (Yns Qoo; 53 6)]
M,

—0,n— 400, p.s..



2.2 Définition et propriétés asymptotiques 39

Ainsi, comme la suite M,, est croissante, on obtient (cf. Mack et Silverman [64] pg. 408)

i SUPj—1,...n SWoee [ (Y, oo 3 6)|
1m sup <1, ps.,
n n

et donc

sup |L!(s;0)] = 0, p.s., pour n assez grand.
0€0

D’autre part, et encore d’apres 'hypothese Cy), on a
sup E|L” (s;0)| = O(L>7
6co Mn

ce qui permet d’obtenir la convergence souhaitée.

C) Convergence uniforme presque siire de Ly (s;-) — ELy(s; ) vers zéro

Considérons un recouvrement fini Oy, ¢ = 1,..., N, du compact ©, dont les éléments sont
de diametre (par rapport & la norme du maximum) inférieur ou égal & 1/n: diam(O0,) < 1/n.
Ce recouvrement peut étre choisi de facon que N < (n diam(© ) + 1)p.

D’apres le point B), et pour n assez grand, on a
Slelg |f1n(s, 0) — EL,(s; 9)‘

= Ln(s;0) — EL,(s;0
D g2 En(5:6) = L (s:6)

< max sup ‘En(s, 0) — EL,(5;0) — Ly(s;6¢) + ELy(s; 94)|
(=1,....Ngco,

T . _ 7! .
+Z:IIII{§?(,N|LR(S’9€) ELn(Sa9€)| +O(]‘)’

ouly, €Oy pourl=1,... N.

D’apres ’hypothese Cs), on a pour 61,05 € O,

. . 161 — 2] 1 ,
|Ly(s501) — Ln(s:602)| < useu]gd |K (u)| TE;M(YZ-,%O,S),

n

et donc de I'application du théoréme ergodique, et pour n assez grand, on a

sup |En(s; 0) — Ein(s; 9)‘
€O

”‘9 95” 71 71
< L -t . .
[Jax Gseup@ O( i +, max |L,(s;0¢) — EL,(s:0¢)| + o(1)

.....

1 - -
= O(n—h‘jl) + ezrﬁgXN‘L%(s;Hg) — EL}(s;0,)| + o(1).

L]
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Comme nhe — +00,n— —+00, la convergence presque siire de supgce ‘f/n(s, 0) — Ein(s; 9)‘

vers zéro s’obtient de la convergence presque siire de maxy;—; N}E%(s; 0p) — Ef/;m(s, 94)} vers

.....

zéro, qu’on établira en conséquence du Lemme 2.2.5 et d’apres les hypotheses générales (GA).

Pour/=1,...,N,
-, 1<
Ln(s;ol)* 5 92 EZ imny
oupouri=1,...,n,

1 Yz,%o
|Zin| = ‘—K< ) (Y, oo 85 00) Wi (v e s5:00) | < M

- S(Y;, «
_E|:hd ( ( OO)) "b(naaoo;S;HK)I['QZJ(Yi,aOQ;s;OZ)<I\/In:|

2
< oM, sup K (u).
hn uelR?

Ainsi, Papplication du Lemme 2.2.5, avec A €]0, 1] choisi tel que (1 —\)/2 -~ > (1 — ()/2

(toujours possible puisque v < [3/2), permet de conclure que pour n assez grand, et pour tout

e€e>0,
~ N ~ ~
P (l max | (s:00) — BL (s:00)| > e) < ZP(\L;(S;W) — BL,(s:00)] > e)
=1
(1-X)/2p,d
€ n
< 3N - n
. eXp( 28 My sup, e [ K () )
(1-5)/2pd
< 3N exp< ‘ ”—)
28 sup,cga | K (u)|
n(1=5)/2d
D’apres la condition lim ————= = 400, et en tenant en compte que N = O(nP), nous

n—+00 logn
obtenons alors

Z ( max ‘L (s;00) — Ei;(s;94)|>e) < +o00,

ce qui entraine la convergence presque stre souhaitée.

D) Convergence uniforme presque siire de Ly (s; ) — Ly(s;+) vers zéro

Les hypotheses C4) et Cs), le fait que K et ses dérivées partielles soient bornées, et

I’application du théoreme ergodique, nous permettent d’écrire

sup‘L (5;0) — L, (s;0)]

0€O
1= 1 S(Y;, an - =SV, aco
52;7;3{ (%)W,%&@_K(is (hno‘ ))wm,am;s;@)}\

i=1

= sup
0cO
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1 n
n—gZ{Cl supr Yi, too; 83 0) |0 — o

IN

i=1

+Cs sup |¢(Yi,aoo; 3;9)| N(Yi, ) "an;iam”}, avec C1,Cy > 0,
6cO n
Jan — as|
- O(W '

Ainsi, d’apres les hypotheéses sur @, nous avons lim sup |L $:0) — Ly (s; 9)‘ =0,p-s..
n—-4o0o 0cO

D’apres les points précédents nous obtenons uniformément en O, la convergence presque
stire de la fonction objectif du probléme d’optimisation & distance finie L, (s; 6), vers la fonction

objectif Loo(s;0), du probleme asymptotique. Ceci permet d’obtenir le résultat annoncé. [

Dans le cas particulier ou la variable conditionante ne dépend pas de «, c’est-a-dire, si
S(-,a) = S() pour tout o € A, observons que la convergence presque siire vers zéro de
suppee|Ln(s;0) — En(s;9)| établie dans la démonstration précédente, et donc le Théoreme
2.2.6, peuvent étre obtenus sous des conditions plus faibles sur le noyau K et sur la vitesse
de convergence de @, — a, vers zéro. En effet, en admettant que K est un noyau borné a
support borné, que E‘supge@ Ny (Yo, aoo; 5;9)|%+6 < 00, pour un ¢ > 0, ou 3 est donné dans
les hypotheses sur la suite (h,), et que E[supgeg Ny(Yo,a0;s:0) | S(Yo) = | fs() € B,

nous obtenons d’apres les propriétés de convergence presque stre de ’estimateur a noyau, la

(=)

("an - aoo")-

majoration

IN

Sup Ny (Y3, @oo; 85 0) | O — o
€6

sup | Ly, (s;6) —En(s;9)| - Z

€0 i =

Contrairement au cas général ou la variable conditionante dépend de «, nous n’avons pas besoin
d’introduire des conditions sur la vitesse de convergence de @&, vers a.,. Par conséquent, si
la variable conditionante ne dépend pas de «, et si h,, = O(n_’y), pour v > 0, les conditions

imposées sur h, sont satisfaites si 0 < v < Dans le cas général, et en admettant que la

1
2d
suite de variables aléatoires &, satisfait une loi du logarithme itéré, c’est-a-dire, que la suite de
variables , /@ (@G, — o) est presque siirement bornée, les conditions imposées sur h,, sont

satisfaites des que 0 < v < 2(d+1)
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2.2.3 Normalité asymptotique

La normalité asymptotique d’un M-estimateur a noyau é\n(s), pour s € IRd, est obtenue a
partir des propriétés asymptotiques des estimateurs a noyau appliquées a la premiere et seconde
dérivées de la fonction objectif L, (s;6) par rapport & 6, en considérant le développement de la
condition du premier ordre

< 5= S(Yi,@n)\ OV xr ~ 5
izzl \/WK( hn )%(Ygaanﬂ%en(s)) _07

dans un voisinage de 0 (s) et de aoo, Olt 0n suppose que O (s) est intérieur a O.

Pour cela, on suppose valables les hypotheses générales introduites dans le paragraphe

précédent, ainsi que les hypotheses suivantes:

Hypothéses générales additionnelles (GB)

Hypothéses additionnelles sur (a,)
Q, converge en probabilité vers a., et
Qp — Qoo = O (hd+2) et Qp — Qoo = 0 <;>
n oo T n oo T .
p n p m
Ainsi que dans I’étude de la convergence presque siire des M-estimateurs & noyau, quelques

hypothéses techniques, concernant le point s de IR? fixé au départ, sont aussi nécessaires.

Hypothéses locales additionnelles

On suppose que O (s) € int(O), et soit V(fxo(s)) C © un voisinage ouvert de O (s) qui

satisfait les conditions suivantes:

Ny) L’application v satisfait les conditions i) et ii) de 'hypothese Cyp) et:
ili) lapplication partielle (Y, a;s;-) : 0 = (Y, «; 8;0) est deux fois différentiable dans
V(0 (s)), pour tout Y € Y et a € A;
iv) les applications partielles S(Y,-) : a— S(Y, a) et %(Y, 580) a— %(Y, «; s; 0) sont

différentiables en ., pour tout Y € Y et 0 € V(Hoo(s)).

Désignons maintenant par N1),...,N5), les hypotheses C;),...,C5) introduites en §2.2.2 ot

on suppose O =V (0(s)).
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Afin de développer la condition du premier ordre dans un voisinage de oo et de O(s),

admettons que (voir 1.1 pour la définition des ensembles d’applications B, Cs et Ds(m)):

Ng) Pour tout Y e Y, a € A, 0 € V(Goo(s)) et h>0,o0na

HK<87£)> ‘?g(y a; 5:.0) — K<%) g‘é’(y s 5:0)

Y, aso) 8_1/1 o, 08; O — Qoo
gau] <7> o (¥: 003 53 0) 55V, aro0) = (2.2.7)

K — S(K aoo) 82’¢ "Oé - 0&00”2
353 — <L - =7 g
( h ) Jgacr 1 @i si0)(@ = ase)| £ T PY oo 0),

ol les variables aléatoires  sup H 8060/ (Yo, ao; 83 0) || sup  P(Yy, axo; s;6) sont inté-
96\/(90@(6)) 0€V (0(s))

grables, et E[  sup H 806a (Yo, s 53 0) || | S(Yo, oe) = ] f5(-) € Bs
0V (0o (s))

N7) Pour tout Y € YV et § € V(o (s)),

o 2 .
H oo} S5 9)7%(}/ Qoo 85 000 (s))f6989,(}’,0400,5,900(5))(97900(5))H
<10 = oo ()P QY oo 53 00 (5))
ou les variables aléatoires sup H%(YO,aoo;s;G)HH%(Yo,aoo)” et Q(Yo,aoo;s;eoo(s))
0EV (00 (5))

sont intégrables et les applications données par E[Q (YO, Qoo S5 00 (s)) | S(Yo, ano) = ] fs(-) et

E[ sup H 8969, (Yo, aoo; ;0 H” (Yo, o) H | S(Yo, aoo) = } fs(+) appartiennent & Bs.
0V (0(s))

La normalité asymptotique des M-estimateurs & noyau étant obtenue & partir des propriétés
des estimateurs a noyau étudiées dans le premier chapitre, et en particulier en tenant compte

des observations (1) et (4) du §1.4.3, nous considérons finalement les hypotheses suivantes:

Ng) Pour ¢ > 1, les applications f( ) sont uniformément bornées dans un

S(Yi,a00):S(Y0,000)

voisinage de (s, s), ou f ( ) désigne la densité de probabilité du vecteur aléatoire

S(Yi,ae0),8(Yo,0000)
(S (Y, aso), S(Yo, ozoo))7 qu’on suppose de loi absolument continue par rapport a la mesure de

Lebesgue sur R x R™.

No)
B[] 34 (Yo, oo 5:000(5)) | ] < 00, pour un 6 > 0;
ii) B[ 92 (Yo, oo 53 0 (5)) 2 (Yo, oo 53 0o (5)) | S(Yo, o) = -] fs(-) €C
ii1) B[]/ 2% (Yo, oo; 83 000 () |7 | S(Yo, 00) = -] f5(-) € B
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Nio)
E[ |22 (Yo, oo 53 00 (5)) | ] < 00, pour un § > 0;
ﬁ)E[%(YOa%oiSﬁ (8)) | S(Yo,a00) = - | fs(-) € Cs;
iii) B[ | 35557 (Yo, @toos 83 60 () )HQH | S(Yo,000) =+ | f5(-) € B

H }2+5

1)E[| < oo, pour un § > 0;

a_w(YO;aoo;Slooo(S))aa/(Ym
i) B[22 (Yo, aoo; 53 000(5)) 2 Yo,aoo ) | S(Yo, a0) = - | f5(+) € Ds(1);
1 8(¥0, a00) = f5() € Bs.

iii) [ |6—w(Y0,aoo;s;9 (s)

ac

Théoréme 2.2.8 Soit © une partie compacte de RP. Sous les hypothéses générales (GA) et
(GB), soit s un point de R tel que 0 (s) € int(O), 0t Ouo(s) est défini par (2.2.2), et pour
lequel on suppose valables les hypothéses locales No),...,N11). Soit pour § € ©, L, (-;0) donnée
par (2.2.3). Si é\n() est un M-estimateur & noyau associé & Ly(-;0), et si

é)Qw

005 (Y0 oo 83000 (5)) | S(Yo, a00) = s | fs(s),

A(s)=FE [
est inversible, la variable aléatoire

VB (0 (5) = Boc (5) = Als)"'bu(s) ),

avec

ba(s) = [ ()2

o 50 ( fuhn;s;Ooo(s))du,

est asymptotiquement normale de moyenne zéro et de matrice de covariance

C(s) = A(s)"'B(s)A(s)™* - K?(u)du,
o
6

o

B(s)=F 50

(Yo,aoo,s Ooo(s )) (Yo,ozoo,s 0o )) |S(Y0,ozoo) =s|fs(s).

Remarques 2.2.9 (1) Nous obtenons l’expression classique A(s)~*B(s)A(s)~! pour la pré-
cision asymptotique d’'un M-estimateur paramétrique (cf. White [110]), mais ol chaque matrice
est évaluée conditionnellement & S(Yp, aoo) = et ol ce terme est multiplié par leffet provenant

du noyau.
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(2) Comme les matrices A(s) et B(s) sont évaluées conditionnellement & S(Yp, o) =8, on

peut conclure que les estimateurs 6, (s) et

= ) 1< 1 s —8S(Y;, an, - A
Oule) = Argminoce £ 3 ot (S50 ) v s.a0:0),
i=1 " "

ont la méme précision asymptotique. En étant un cas particulier de 'estimateur précédent,

~

f,,(-) sera étudié en détail plus tard.

Démonstration du Théoréme 2.2.8: Soit s € IRd, fixe, et admettons satisfaites les condi-
tions de I’énoncé. Comme par hypotheése 0, (s) est a U'intérieur de I'espace des parametres et
limy . 450 On (s) = Oo(s) p.s. d’apres le Théoreme 2.2.6, on conclut que b, (s) satisfait asymp-
totiquement et presque stirement la condition du premier ordre (cf. Gouriéroux et Monfort [36]

pg. 438)

n s—S(Y, n)) 81/1 (Y;,Oénﬂs 9 ( )) 0, (2.2.10)

Z \/W < hn 90

car lapplication partlelle 0 — (Y, ; s;0) est différentiable dans un voisinage ouvert de 0(s),
V(00(s)) C O, pour tout Y € Y et a € A.

Nous allons dans un premier temps développer ’égalité précédente dans un voisinage de

Q. D’apres 'hypothese Ng), (2.2.10) s’écrit

T 52’3’%))3‘5

(Y3, oo 53 00 (5))

d ~
. S_S(}/i7aoo) aw aS Oy — Qo
_;; \/W 8u ( hy, ) o0 (}/l;aoomg 9 ( )) o /(Y;,QOO)T
; —S(Yi,a00)\ 0% R -
Z \/W ( I ) 900/ (Yi, oo 830n(5)) (G — i)
1 An - Qoo 2 ~
+0, ( v la h2a || P(Yiaaoo;s;Hn(s))) =0,

ol les deux derniers termes sont encore d’apres 'hypothese Ng), de Uordre de \/nh |, — axo|,
en tenant compte de & — ase = O)p (h;il”).
D’apreés hypotheése N7) et le théoreme de la moyenne, un deuxieme développement dans

un voisinage de 0 (s) nous conduit &
s — S(}/Z; Oéoo) 1/}
Yi, 0too; 85 000
Zs/nhd ( I )ae< (oo} 5 020 (5))
Z S(Ylv ao@) 52¢
AV4 nhd hn 0006’

(Y, oo 800 (5)) (B (5) — Ooo(s))
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+o,,(i k() (3 a0 9) 5~ 91

£\ /nhd
*ZZ N K (S0 00 1 50 0) e Vi) S
722 wlzT ou; ( - Sg’%)) e <E,aoo;s;én<s>>(5n<si SYNE)
xgs, (YVL;O&OO)%

+0, ( nhd |a, — oo ||) =0,

oll 6, (s) appartient au segment de droite ]8,,(s), a0 (s)[-

L’idée de la démonstration est de montrer que les différents termes de la décomposition
précédente, autres que les deux premiers, sont négligeables. L’hypothése N7) permet immédiate-

ment de conclure que le troisiéme et le cinquieme termes sont, respectivement,
0, (i 8n(5) = 6 ) = 0y (Vb 18,(6) ~ 691 ),

N Gy — Oy N
0, (o 19,(5) ~ 0 =) —o, (Vb 18,66) - 091
n
Ainsi, pour n assez grand, on a ’égalité

5 ()

S — iy Qoo 82 0,
+Z hd < ngi )) 898121(1@,%0;8;900(5)) y/ 1 (0n(s) = Ooc(s))

(K,aoo,s O (s ))

(2.2.11)

1 s — S(Yi, o)\ OO a5, G — (o
ZZ@M(T)%“’%””>a—cﬁm""°°>T

j=11:=1

+0, ( nhd |a, — aoo||) +o, ( nhd |0,,(s) — 900(3)”) =0.

Chacun des termes précédents est étudié dans la suite.

A) Etude du premier terme

Le premier terme de (2.2.11) admet la décomposition

n{ <+ao.g> g@é’(}/z,ao@,s9 (s))

- () )]
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]- *SY;'; o0 a
o [ (S 0=D) By i),

olt le premier terme de cette somme est, d’apreés le Théoreme 1.3.10 et les hypotheéses Ng) et

Ny), asymptotiquement normal de moyenne zéro et de matrice de covariance

B 5

Y0, (oo 85 000 (5)) ggi (Y0, Qoo; 8; 000 (8)) | S(Y0, o) = S:|fs(5) N K?(u)du.

De plus, d’apres N3), on conclut que

e (P ) By 506

= K(u)E{?;g (Yo,aoo,s 0o )) ‘S(Yo,aoo) =s—uhn]fs(s—uhn)du
R4

= K(u) ag;o (5 — uhp; 5;000(s))du = by (s).
R

B) Etude du deuxiéme terme

D’apres les hypothéses Ng) et Nyg), la convergence en probabilité de la variable aléatoire

n

1 S_S(Y;',Oéoo) 02¢ o
2 n—hziK( T ) o0 (Vi» oo 51 8oc(s)),

i=1

vers
0%
—A(s) = E[W(Yo,aoo;s;eoo(s)) | S(Yo, ace) = s | fs(8),

lorsque n tend vers l'infini, est une conséquence immédiate du Théoreme 1.3.9.

C) Etude du troisiéme terme

Comme K est un noyau différentiable a support borné, on a

K
/dgu()dufo pour j=1,...,d.
R4 OUj

Ainsi, au facteur —

R S(Y;, oo 98,
2 nhﬁz{au]<h7n) (¥ o 0(2)) G (i )

j:1 =1
oK Y;,aoo o 08,
E[auj< ) (Vi 055 Oc(5)) o ,(m,am>]}

d
1 0K (s—S(Yi,ax)\ O¢ 05,
+Z\/nhd E[Ea—%(T) %(Yi,aoo;s;t%o(s))a /(Yz,ozoo)}

. {%(%7am;s;ew(s)) gS/ (Yo, o) | S(Yo, toc) _s}fS( )/]R aK( )du}

d 8uj

Q=0
}71

pres, le troisieme terme de (2.2.11) admet la décomposition

<.
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En tenant compte du Théoreme 1.3.10 et de la démonstration du Théoreme 1.3.14, on
conclut que le terme en étude est négligeable. En effet, d’apres les hypotheses sur (a,,) il s’écrit
sous la forme

op(w) + op( nh h, w) = 0,(1).
Finalement, d’apres les points précédents, I'inversibilité de la matrice A(s) permet de con-

clure la démonstration du Théoréme 2.2.8. [ ]

Dans le cas particulier ou la variable conditionante ne dépend pas de o, admettons satisfaite

I’hypothese E[ sup Ng_w (Yo, aso; 8;0) | S(Yo) = ]fs() € B, et remplagons 'hypotheése Ng)
0EV(0s(s)) %7

par ’hypothese Ny) avec ¢ = g—g’. La condition du premier ordre (2.2.10) devient

1 - S(Y;)\ 0 ~ -
> e 1 (S ) 8 (i ,(6) + 0, (18, ) =0,
i=1 n n

00
Le Théoreme 2.2.8 est donc valable en admettant la convergence presque stire de i, vers aio

et que Q, — Qoo = op(ﬁ) Ainsi, si la variable aléatoire /n (4, — ) est bornée en
probabilité, et h,, = O(n‘"’), pour un v > 0, les conditions imposées sur (h,) sont satisfaites
si0 <y < %1' Dans le cas général ol la variable conditionante dépend éventuellement de «,

et en admettant valable une loi du logarithme itéré pour la suite (@), les conditions sur (h,,)

1

sont satisfaites si 0 <y < IR

2.2.4 Conditions de normalité asymptotique dans le cas convexe

Nous discutons maintenant le cas particulier ou la fonction criteére est convexe en 6. Nous
verrons qu'en utilisant des arguments classiques (cf. Huber [52]), la normalité asymptotique des
M-estimateurs a noyau, décrite dans le Théoreme 2.2.8, peut étre obtenue avec des conditions
moins restrictives sur la vitesse de convergence vers zéro du coefficient de mélange et de la suite
(hy). En particulier, la convergence presque siire de @, — oo vers zéro peut étre maintenant
remplacée par une convergence en probabilité.

Considérons les hypothéses générales suivantes:
Hypothéses générales (GC)

Hypotheéses sur le processus

(Y;,i € ZZ) est un processus stochastique fortement stationnaire de type Alpha(fi&), pour

un § > 0.
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Hypotheses sur le noyau K

K est un noyau positif sur IR?, borné & support borné.
Hypothéses sur (h,)

hy,—0 et nhfI — 400, lorsque n— —+oo.
Hypothéses sur (a,)
&, satisfait les conditions imposées dans les hypotheses générales (GB).
Considérons encore 'hypothese

Hypotheése locale additionnelle

N12) Il existe un voisinage V (6o(s)) de foo(s) tel que:
. 245
1) E[SUPeeV(HOC(s)) ||g—1g(Yb, Qoos S5 9)” ]

i) B| %(Yo,am; $;0) | S(Yo, ee) = -] fs(+) € Cs, pour tout § € V (0s0(s));

111) E[Supeev(gx(s))||g—lg(%,0600;5;9)“2+6 | S(Yb7aoo) = ]fs() S Bs.

< 00,

Le résultat suivant peut étre obtenu pour des processus (Y;,i € Z) de type Alpha(%),
pour un é > 0, si des conditions convenables sont imposées sur certains moments conditionnels
croisés. Par simplicité d’exposition nous considérons seulement le cas des processus de type

Alpha(ﬁ), pour un 0 > 0 (voir le commentaire (1) du §1.4.3).

Théoréme 2.2.12 Soit © une partie compacte de RP. Sous les hypothéses générales (GC),
soit pour @ € ©, Ly(-;0) donnée par (2.2.3) et §n() un M-estimateur & noyau associé ¢ Ly (+;0).
Pours € RY, et 0o (s) défini par (2.2.2), admettons qu’il existe un voisinage ouvert V(0s0(s)) C
O de O(s) tel que é\n(s) € V(bx(5)), et sur lequel Uapplication partielle (Y, a;s;-) + 0 —
(Y, a;8;0) est convexe, pour tout Y € Y et a € A. Supposons valables les hypothéses locales
No), N3), Ng),..., N12) (par rapport a V(Hoo(s)) et a la valeur § donnée dans les hypothéses

sur le processus). Alors, la variable aléatoire

\/nhe (B (s) = O (5) = As) " ba(s) ),

est asymptotiquement normale de moyenne zéro et de matrice de covariance C(s), ot by(s),

A(s) et C(s) sont définis dans le Théoréme 2.2.8.
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Démonstration: Soit s€IR? dans les conditions de ’énoncé. En tenant compte des hypotheses
No), Ng),-.-,N11), la normalité asymptotique de la variable \/nhd (an(s) —0oc(s5)—A(8) b (s))
est obtenue, comme dans le Théoreme 2.2.8, a partir du développement de la condition du
premier ordre (2.2.10). La validité d’un tel développement est fondée sur la convergence en
probabilité de an(s) vers 6 (s), que nous établissons dans la suite. La convexité en 6 de
la fonction objectif L, (s;#), que nous pouvons déduire d’apres la convexité de 'application
partielle (Y, a; s;+) : 0 = (Y, a5 8;0) et de la non négativité du noyau K, permet d’obtenir la

convergence désirée. Pour cela, étant donné € > 0, il suffira de noter que

P([6(5) = e ()] > €)
< zp: [p ((im-(s) > Ooei(s) + e) + P(é\nyi(s) < Ooei(s) — e)}

%[P(%—Z(S;em(s) teei) < 0) + P(%(S?9m<s> o) 2 O)]

i=1

ol anl(s) et O ;(s) désignent les composantes d’ordre i des vecteurs B,.(s) et Oo(s), Tespe-
jeme

ctivement, et e; le ¢ vecteur de la base canonique de IRP. Ainsi, la convergence en proba-

bilité annoncée s’obtient d’apres les hypotheses N3), Ng), Ng) et Nya), car pour i = 1,...,p,

%Le:‘ (8;000(8) +e€€;) et %Lej(s; 0 (s) —€e;) convergent en probabilité, lorsque n tend vers 'infini,
respectivement vers 8;7?(3; O (s) +€ei) > 0 et 88LT°;’(5; 0o (s) — €e;) < 0. |

2.3 Diagnostic non paramétrique de modeles structurels

Les résultats obtenus en 2.2 sont maintenant utilisés dans la formulation de diagnostics sur
I’hypothese
Ho = {00(s) = 0,Vs € R?}.

Cependant, le caractere local de tels résultats ne nous permet pas de présenter des tests de
niveau asymptotique «, avec a € |0, 1] fixe, de ’hypothese Hy. Nous nous confinerons & présenter
des régions ponctuelles de confiance au niveau asymptotique «, pour le parametre fonctionnel
0 () sous ’hypotheése nulle.

Nous expliquons dans la suite comment utiliser le Théoreme 2.2.8 pour construire ces régions

ponctuelles asymptotiques de confiance, et proposons un estimateur asymptotiquement équiva-
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lent a é\n() sous ’hypothese nulle, mais plus facile a calculer dans un cas général. On ter-
mine cette section en présentant quelques exemples d’application et une expérience sur données

simulées.

2.3.1 Régions ponctuelles de confiance asymptotique

La méconnaissance de la fonction z — 65—5" (z; 85000 (s)), intervenant dans le terme

bn(s) = /]Rd K(u)ag—;o(s — uhp; 8;000(s))du, s € RY,
introduit dans le Théoreme 2.2.8, ne nous permet pas d’utiliser directement ce théoreme pour
obtenir des régions ponctuelles de confiance asymptotique pour le parametre fonctionnel 6 (+).
Un développement de Taylor de la fonction 65—; (-; $; 000 (s)) dans un voisinage du point s, nous

permet de contourner cette difficulté. Celui-ci est 'objectif de la

Proposition 2.3.1 Si pour s € R?, %(-;5;6’0@(3)) € Ds(m) pour un m > 1, et si K €
Kd(m), alors le terme by, (s) admet le développement

by (s) = thm(ag—;(-; 5; eoo(s)),K) (s) +o(h),

ot Am(ag—g’(-;s;em(s)),K)(-) est défini par (1.3.16).

Démonstration: Conséquence immédiate de 1’égalité BLW“ (s; $; 050 (s)) =0, et des hypotheses

sur Zse (55;050(s)) et sur le noyau K (voir la démonstration du Théoreme 1.3.14). |

Sous les conditions du Théoreme 2.2.8 et d’apres la proposition précédente, le terme de
biais A(s)~1b,(s) peut étre asymptotiquement négligé, si on admet que la suite (h,) satisfait

la condition supplémentaire nhét?™ —0, n— +oo. Dans ces conditions la variable aléatoire

V1hd (6,(s) — 00(s) ),

est asymptotiquement normale de moyenne zéro et de matrice de covariance C(s). Si 6n(s) est
un estimateur convergent de C' (s), nous pouvons construire des régions ponctuelles asympto-
tiques de confiance pour le parametre fonctionnel 0, (-), sous 'hypotheése Hy, en approchant la

L7 . . . . Co(s
loi de 6,,(s) par une loi normale de moyenne zéro et de matrice de convariance %:

0,(s) ~N<0, %}E;))
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Un premier désavantage de cette démarche concerne les conditions assez restrictives qu’on a

besoin d’imposer sur la suite (hy,). Sih, = O(n*V), pour v > 0, telles conditions sont satisfaites

si 5 +12m <y< 5 d1+2) . Nous devons alors choisir m > % +2, ce qui exclut la possibilité de prendre
pour K un noyau positif. Cette condition de positivité est cependant essentielle pour obtenir
la normalité asymptotique d’'un M-estimateur a noyau dans le cas convexe, sous les conditions
décrites en §2.2.4. Deuxiemement, la variable aléatoire é\n(s) est, a distance finie, affecté d’un
biais égal & A(s)~1b,(s), qui n’est pas considéré dans la loi asymptotique précédente.

Nous allons voir que ce probleme peut étre résolu si on utilise dans la construction des régions
ponctuelles asymptotiques de confiance pour le parametre fonctionnel 6 (+), sous 'hypothese

Hy, Vestimateur

= , 1.1 s—S(Y;, an N N
On(s) = Argmingee — > h—ﬂ((#) (Y, G S(Vi, @n); 0),
i=1 " "

~
~

au lieu de 6,,(s). Rappelons que (cf. Remarque 2.2.9 (2)) les estimateurs 6, (s) et ,(s) ont la

meéme précision asymptotique.

Proposition 2.3.2 Admettons que la fonction critére (Y, a;s;0) est indépendante de s et
satisfait Uhypothése N3). Si 0o(s) = 0, pour tout s € RY, alors bn(s) =0, pour tout n € IN* et

s e R%

Démonstration: Notons (Y, «;s;0) = 1[)(Y, a;0). D’apres la définition de 0(s), et 'hypo-
these N3), on a

aLOO . . —
0= W(s,s,ﬂm(s)) = E{

ge,

(Yo,aoo;()) }S(Yo,aoo) = s] fs(s), pour tout s € R

Ainsi, lapplication z — E[%(YO, Qoo O) | S(Yo,a00) = z} fs(z) est identiquement nulle ce

qui permet de conclure que, pour n € IN* et s € RY,

o

bn(s) = K(u)E{%(YO,am;O) ‘S(Yo,aoo) = s—uhn]fs(s—uhn)duzO. ]
Rd

En résumé, dans la construction de régions ponctuelles asymptotiques de confiance pour

le parametre 0.,(-) sous Hy, il est donc préférable de considérer l’estimateur §n(s), solu-

tion d’un probléeme d’optimisation dont la fonction critere est égale & (Y, a; S(Y,);0), a

I'estimateur 0, (s) solution d’un probleme d’optimisation de fonction critere (Y, ; s;6). En
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effet, le Théoreme 2.2.8 et les propositions précédentes nous conduisent a approcher, sous

o~
~

I’hypothese Hy, la loi des estimateurs é\n(s) et 0,(s) par une loi normale de moyenne zéro

2;;) Cependant, la loi de §n (s), est a distance finie, plus “proche”

et de matrice de covariance

de cette loi asymptotique que celle de é\n(s)

2.3.2 Me-estimateur local a noyau

Dans la suite, et en tenant compte des résultats du paragraphe précédent, nous admettons
que la fonction critére est indépendante de s. Nous la désignerons par ¢(Y, a;6). Le calcul
de Pestimateur é\n() peut étre difficile dans la pratique, puisque il demande un grand nombre
d’optimisations (autant que la grille de valeurs de s considérée) des que la fonction critére est
de forme complexe. Il sera donc utile de proposer un estimateur facile a calculer et asympto-
tiquement équivalent & é\n() sous I’hypothese nulle.

Un tel estimateur peut étre facilement déduit a partir des développements asymptotiques
obtenus pour §n() dans la démonstration du Théoreme 2.2.8. Des formes alternatives du
résultat suivant peuvent étre obtenues dans les cas particuliers ou la variable conditionante ne

dépend pas de « ou ou la fonction critere est convexe en 6.

Proposition 2.3.3 Sous les conditions du Théoréme 2.2.8, soit s un point de R? tel que
Oso(s) = 0. Si on suppose que les hypothéses locales Ny4) et N5) sont aussi valables pour
P = %, lestimateur
-1
~ "L 0% . s —S(Y;,an)
On = q- Y, ;) K | ————=
() { a0 Vi Oni0) < Fin )

i=1

n

N o s — S(Yi, an)
— Y, an 0) K ————— ),
X ; g (Yo @ni0) < h
est asymptotiquement équivalent a é\n(s)

() — () = (ﬁ)

Démonstration: Si s est un point de IR? tel que fso(s) = 0, d’apres la démonstration du

Théoreme 2.2.8 on conclut que

n

1 s = S(Yiax)\ OV, .
> _nth( - )%(Yz,awm

i=1
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}/17 aOO 82w d -~
+Z hd ( ) 8989, (K)awyo) nhn en(s)
0,

~ Op — Qoo
( nhd || ( )”) ( nhg ||Oén — Oéoo") + Op ("hi”) =0.

Les hypotheses locales Ny) et N5) étant valables pour ¢ = %, on peut écrire

G| s—S(Yi,a0)\ 0%
K Yi, oo
; nhd ( hon ) A

"1 (s—S(Yian)\ 0% R
-y Lk Y& lom — ool ).
; i ( o ) g0 Vo i 0+ Op (T ar

De plus, d’apres 'hypothese Ng) et en tenant compte de la discussion faite dans la démons-

tration du Théoreme 2.2.8, on a

=1
- s —S(Y;,d,)\ 0
Y 7L7
- nhd ( hon )ao(“o‘ 0)

‘o, ( b ”anawn)mp <"hioo")

L’égalité

@) =) = o (futd 10,01 ) + 0, (/un 16, — axcl) + 0, (1=l

qu’on dérive d’apres les développements précédents, la définition de gn (s) et inversibilité de la
matrice A(s), permet d’obtenir I’équivalence souhaité, compte tenu de la vitesse de convergence

Vers (oo imposée a la suite (Qy,). [

2.3.3 Quelques exemples d’application

Nous décrivons maintenant quelques problemes ou les techniques développées peuvent étre

appliquées.

Exemple 2.3.4 (Adéquation de la régression a une famille paramétrique de courbes)
Soit (X,Y) un vecteur aléatoire & valeurs dans IR* x IR. Nous voulons formuler un diagnostic sur
Ihypothese d’adéquation de la fonction de régression E[Y | X = -] & une famille paramétrique

de courbes donnée au départ:

Ho: B[Y | X =] € {u(sm),me M}, ot M C R".
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En étant donné un estimateur paramétrique M, de m, nous pouvons pour z € IR?, considérer

P'estimateur

~ 11 r—X; _
Hn(x)Argmmgﬁzh—dK< - ) (Yi*u(Xi,mn),g)Q.
=1 " n

Pour m, nous pouvons en particulier prendre l’estimateur des moindres carrés non linéaires
pondérés (cf. [36] pg. 237-238), c’est-a-dire,
& 2
iy = Argminmer Y (Vi — p(Xi;m)) w(X,),
i=1

ol w est une fonction strictement positive donnée. Dans un modele linéaire a k£ parametres,
p(sm) = maha () + ...+ myhi(),

otth = (hi, ..., hi)" est une fonction & valeurs dans IR*, i1, est Pestimateur des moindres carrés

linéaires pondérés,

n -1 n
i=1 i=1
a condition que la premiere matrice soit inversible.
L’hypothese nulle s’écrit alors de fagon équivalente
Hy: {0(-) =0},
ol 0o () = E[Y|X =] — p(-; Moo ), €6 Moo = limy,—, 4 o0 My, Presque siirement.

Dans ce cas, les estimateurs é\n() et 6, () définis dans la Proposition 2.3.3 sont égaux, et

convergent vers zéro sous I’hypothese nulle. Pour x € IRd, ils sont définis par

- (S5} (S wnnn (52}

i=1

Les diagnostics fondés sur une procédure d’estimation en deux étapes comme celle que nous
venons de décrire, avec une premiere étape d’estimation paramétrique, et une deuxieéme non
paramétrique, peuvent étre comparés avec la solution usuellement proposée pour le probleme
précédent. Elle concerne I'estimation non paramétrique de la régression en utilisant I’estimateur

& noyau my, (x) défini par

o= (S r(5)} B (5))
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et sa comparaison & u(x; M, ). Cette procédure équivaut au calcul de

. ol 1 (z-X, _
On(x)Argmm(;EZh—dK< " ) (Yifu(:c;mn)fG)Q,
i=1"" "

~

(puisque 0, (z) = my, () — p(z;M,)), et dans la comparaison & zéro de cette fonction. D’apres

§2.3.1, la démarche fondée sur 8, (-) est préférable a celle fondée sur 6, (-).

Exemple 2.3.5 (Sur une conséquence de ’adéquation de la densité conditionnelle &
une famille paramétrique de densités conditionnelles) Soit (X,Y) un vecteur aléatoire
A valeurs dans R? x IR et désignons par fo(- | z), = € IRd, la densité de la loi conditionnelle
de Y | X = z, quon suppose inconnue. Considérons une famille paramétrique de densités
conditionnelles {f( | 50),c€ C}, ol C € R*. Soit pour z € R, ¢oo () la pseudo-valeur vraie

de ¢ au sens de la distance de Kullback,

foly | @)
fly|ze)

Nous voulons inférer sur I'hypothése Hy = {coo(2) est indépendant de x}.

Coo() = Argmin, /]Rd log foly | z)dy.

Si ¢, est 'estimateur de la pseudo-maximum de vraisemblance de ¢,
n
n = Argmazcee Y log f(Yi | Xisc),
i=1
et comme 'hypothése Hy est {f(z) = 0,Vx € IRd}, elle peut étre analysée en comparant a
zéro 'estimateur

N e 1 - X; N
O, () Argmaxgﬁzh—dK<x - ) log f(Y; | Xi;¢0 +6).
i=1 " "

Remarquons qu’en particulier le rejet de Hy entraine le rejet de ’hypothese H) d’adéquation
de la densité conditionnelle fo(-|-) & la famille { f(:|-;¢),c € C}: Hy={3c € C: fo(:|") = f(:|;0)}.
Admettons que, pour z € R, Y | X =z ~ N(:cao,wQ(:c)) ol ag € IR est fixé. Si on prend

2
la famille de densités conditionnelles f(y|z;a) = \/% exp (—@), paramétrée par a € IR,

I’hypothese Hy s’écrit H) = {Ha Y| X=zx~ N(aca, 1) } Lorsque Hj est satisfaite la démarche
précédente ne permet pas de détecter I'erreur de spécification. Si on considere maintenant la

famille paramétrique f(y|z;a,b) = \/2;? exp (—(yggf)2> pour a € R et b € R\ {0}, nous

avons H)) = {Ha,b Y| X =2~ N(aca,bQ)}. Comme dans ce cas ¢ () n’est pas constant,

nous pouvons détecter I’erreur de spécification.
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Exemple 2.3.6 (Détéction de ’oubli de variable dans une régression) Considérons le
modele de régression linéaire: Y; = aX; + b+ u;,1 € Z, et soient a,, et En les estimateurs des
moindres carrés de a et b, respectivement. On se demande s’il est nécessaire d’introduire une
nouvelle variable Z dans ce modele de régression. Cette variable peut étre introduite avec un
effet additif (c’est-a-dire dans le parametre b), ou avec un effet multiplicatif (c’est-a-dire, dans
le parametre a). Ces deux possibilités sont analysées en simultané si on consideére, pour z € IR,

le probleme

. 11 z—Z; R -
ming, g, — Z h_K< " > (YZ- —anX; — by, — 01 X; — 92)27
o= "

dont la solution est donnée par

BRI

X12 X’L' n Z—Z,L'
[t 2e(52)

X 1

L’hypothese d’absence d’effet multiplicatif est {91,00(2) =0, Vz}, et d’absence d’effet additif
est {02,00(2) = 0,Vz}.

Exemple 2.3.8 (Spécifications ARCH(1) pour les erreurs dans un modeéle de ré-
gression) Considérons le modele de régression Y; = bX; + ¢;,7 € Z. Nous voulons “tester”
des spécifications de type ARCH(1) pour le processus (g;,¢ € Z) (cf. Gouriéroux [35] pg. 61),
c’est-a-dire,

Ele;lei—1] =0,

Veilei—1] = ¢+ ae?_;, pour i € Z.

Les divers parametres b, ¢ et a, peuvent étre estimés par la méthode du pseudo-maximum

de vraisemblance (cf. [35] Chap. IV). Notons ces estimateurs par En, ¢, et a,, et par

g = Y, — b,X;. Les spécifications précédentes peuvent étre analysées en simultané d’apres

la résolution, pour € € IR, du probleme

~

. 1o~ 1 € —&; SR Eir1 —m)?
MAN 2 E;EK( - ’) {1og(cn—|—an§—1-02)—|—(“‘1—)}7

Cp + U2 + 02

et d’apres la comparaison & zéro de sa solution (7, (¢),72(¢)).
L’hypothese nulle d’une spécification correcte de la moyenne conditionnelle est

{moo(e) = O,Vs} et celle d’une spécification correcte de la variance conditionnelle est
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{Ugo(e) = O,VE}. Notons que, dans ce cas, la variable conditionante dépend de la premiere

étape d’estimation et que nous n’obtenons pas une forme explicite pour les estimateurs m,, ()

et 52 (g). 1l sera donc préférable d’utiliser les estimateurs modifiés m,,(¢) et 52(¢) (cf. Propo-

sition 2.3.3). Ils sont définis par
—1

n c_ 2 1 . EA72,)+1 S
~ ~92 li o — Cq Crtané? Cntanés
My (), 07 (e = K i !
(7in(2),52(£)) > (hn )[ B ]

Cntane?  (Cntant?)® 2 (Entanél)?
n PS ~ A~ 7
(-5 €74 1 1 N 1 &y
X E = = —T= = == = .
B Crn +@nE27 20, +@nE2 2 (Cp + anE2)?

2.3.4 Une illustration

La démarche développée dans les sections précédentes est maintenant illustrée par une expé-
rience sur données simulées, en reprenant ’Exemple 2.3.6 de détection de ’oubli de variable
dans un modele de régression.
Données simulées
Nous considérons des données simulées engendrées de la facon suivante
Yi=ao(Z)Xi+bo+u;, t=1,...,n,
ou (X;), (Z;) et (u;) sont des bruits blancs gaussiens standard indépendants, ag(-) est une
application réelle et by un nombre réel. Dans notre étude nous considérons les deux cas suivants:
I) ao(Z;) = Zi, bo = 1
) ao(Z;) = Z2, bo = 1.

Régression linéaire
Supposons que nous estimons un modele de la forme
Y; :aXi—i-b—i—Ui, 1€ .

Les estimateurs des moindrés carrés ordinaires a,, et b,, des parametres a et b, convergent res-
pectivement vers les pseudo-valeurs vrais Eag(Z;) et bg. Par rapport aux données considérées,

nous avons

I) an(Zz) = EZZ = 0, b() = ].,
II) EGQ(Z,L') = L?Z,L2 = 17 bO =1.
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Graphique de résidus contre i (n = 50)
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Figure 2.3.9: Graphiques de résidus contre 7 et contre Z; pour I), avec n = 50 et 200.
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Figure 2.3.10: Graphiques de résidus contre 4 et contre Z; pour II), avec n = 50 et 200.
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-~

Si on considere le résidu v; = Y; — a, X; — by, on voit que pour chaque i, U; converge en
probabilité, lorsque n tend vers l'infini, vers vy° = [aO(ZZ-) — an(Zi)} X; 4+ u;. Ceci entraine
que Evi®Z; = E[(ao(Zi) — an(Zi))ZZ} EX; =0, puisque EX; = 0, et donc, un test usuel ne
va pas détecter la présence de la variable Z. De plus, comme v{°,i € Z, est un bruit blanc et
Elvg°|Z;] est égal a zéro, un graphique de résidus de v; contre 4, ou contre Z;, ne permet pas,
probablement, de détecter aucune anomalie.

Les graphiques de résidus contre i et contre Z;, pour I) et II), et pour n = 50 et n = 200,

que nous présentons dans les Figures 2.3.9 et 2.3.10 confirment les prévisions précédentes.

M-estimateurs a noyau

Nous considérons maintenant les M-estimateurs & noyau é\ln() et é\gn() définis par (2.3.7),
des parametres 61 o () et 02 00(+) qui mesurent respectivement, l'existence d’un effet multipli-
catif et d’un effet additif de la variable Z dans le modele de régression linéaire considéré. Sous
le modele simulé, et pour z € IR, (§1n(z), é\gn(z)) converge en probabilité, lorsque n tend vers

I'infini, vers (91,00(2),92,00(2)) = (GO(Z) - EGO(Zi)vO)-

Les estimateurs éln() et (?2"() dépendent du noyau K, de la fenétre h,, et du nombre
d’observations n. Nous avons considéré trois noyaux: le noyau d’Epanechnikov (K(u) =
%(1 - u2)]I|u‘S1), le noyau quadratique (K(u) = %(1 - u2)211|u‘§1), et le noyau gaussien
(K (u) = (2m)~1/2 exp(f”;)). Les résultats obtenus avec ces noyaux ont été trés semblables et
dans la suite nous considérons uniquement le noyau d’Epanechnikov.

Nous nous intéressons par 'hypothese nulle Hy = {(61,00(2),02,00(2)) = (0,0), V2 € R}.
Sous Hy, la matrice de covariance asymptotique du vecteur aléatoire v/nh,, (gln(z), §2n(2)) est

donnée par (cf. Théoreme 2.2.8 et Proposition 2.3.2)

Cl2) = A(z)"'B(2)A(z)~! /]R K2(u)du,

ou A(z) et B(z) peuvent étre estimés de fagon convergente respectivement par

X'X S X'X
- fz(z) et 403 - fz(2),

—2

olt X est la matrice dont les lignes sont égales & (X;,1) pouri = 1,...,n, 52 est I'estimateur des

moindrés carrés de la variance de v;, et fz(-) est Vestimateur de la densité de Z ol on utilise le
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méme noyau et la méme fenétre que dans l’estimateur (é\ln(), é\gn()) De plus f]R u)du = 2
pour le noyau d’Epanechnikov. Ainsi, sous Hy, la distribution du vecteur (91 n 92 n( ) est,

pour z € IR, approchée par
352
5fZ (Z)hn

ce qui permet d’obtenir des intervalles asymptotiques de confiance pour les valeurs 0 o (z) et

N (o, (x'x)7),
02.00(z), des parametres fonctionnels 01 (-) et 02 () au point z.

Dans les Figures 2.3.11, 2.3.12, 2.3.13 et 2.3.14, on trouve les graphiques des estimateurs
é\ln() et 1/9\27"(~), ainsi que les intervalles ponctuels de confiance au niveau asymptotique 0.05,

pour les problemes I) et II). Pour chacun de ces problémes nous avons considéré deux valeurs

de h,: 0.5 et 1, et deux valeurs de n: 50 et 200.

D’apres les graphiques, on voit que 1/9\2"() est pour toutes les valeurs de z, dans 'intervalle
asymptotique de confiance, tandis que é\ln() est, pour quelques valeurs de z, au-dehors de cet
intervalle, pour toutes les valeurs de h,, et n considérées. On peut aussi remarquer, que les
curves sont plus régulieres pour h,, = 1 que pour h, = 0.5. Sa régularité augmente aussi avec
n.

Cette démarche ne nous permet pas simplement de détecter ’oubli de la variable Z dans le
modele de régression linéaire considéré, mais elle permet aussi de conclure que cette variable
doit étre introduite dans le modele a partir du parametre b. De plus, le graphique de éln()

nous suggere qu'un tel effet multiplicatif est de type quadratique.



Chapitre 3

Théoremes de limite centrale
pour des U-statistiques
dégénérées

Nous dérivons dans ce chapitre des conditions suffisantes pour la normalité asymptotique de
la somme de U-statistiques dégénérées d’ordre 1 et 2, engendrées par une suite de processus
stochastiques fortement stationnaires et géométriquement absolument réguliers. Ces résultats

généralisent ceux de Hall [42] obtenus dans un cadre d’échantillonnage.

3.1 Définitions et notations

Soient (X;n,i € Z)nen- une suite de processus stochastiques & valeurs dans RY, fortement

stationnaires. Considérons les U-statistiques d’ordre 1 et 2 (cf. Hoeflding [51]),
G = 3 gu(%0) (3.1.1)
n — \/ﬁ Pt gn wm /s e
ol gn(-) est une application mesurable de R? dans IR, avec E[g,(Xo,)] = 0, et

H, = % > {ha(Xin, Xjn) = Elhn(Xin, Xjn)]}, (3.1.2)

1<j<i<n

ol hy(+,-) est une application mesurable symétrique de RYxR? dans IR.

Nous admettons que la U-statistique (3.1.2) est dégénérée, c’est-a-dire,
E[hn(Xon, )] =0, Px,, . presque strement.

67
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En interprétant la condition E[g,(Xon,)] = 0 comme un cas limite de la condition précédente,
nous dirons aussi que la U-statistique (3.1.1) est dégénérée.

Nous nous intéressons dans ce chapitre par I’étude du comportement asymptotique de la
suite de vecteurs aléatoires (gn, Hn).

Dans un cadre d’indépendance asymptotique, des théoremes de limite centrale pour la vari-
able aléatoire G,, sont bien connus. Pour cela nous faisons uniquement référence au travail de
Ibragimov [54]. Une dérivation différente du résultat de Ibragimov se trouve dans Hall et Heyde
[44] pg. 132. Dans le cas de la variable H,, les travaux de Khashimov [59] et Yoshihara [113] et
[114] établissent des conditions suffisantes pour sa normalité asymptotique. Si dans Khashimov
[59] les conditions de mélange imposées sont assez restrictives, dans Yoshihara [113] ces con-
ditions sont beaucoup plus faibles, mais ils restent d’autres hypotheses assez restrictives pour
les applications envisagées dans cette these. Le théoreme de limite centrale que nous obtenons
pour la U-statistique dégénérée de second ordre H,, dont la technique de démonstration est
basée en Takahata et Yoshihara [99], généralise au cas mélangeant le Théoreme 1 de Hall [42].
L’ensemble de conditions suffisantes que nous obtenons pour la normalité, n’est sirement pas
le plus général mais il établit un compromis entre la généralité et la simplicité. Ce résultat,
ainsi que ceux obtenus pour G, et (gn,Hn), sont fondés sur une inégalité de Yoshihara [113]
pour les processus absolument réguliers, et sur un théoreme de limite centrale de Dvoretzky
[29] pour des suites triangulaires. Nous commencons par rappeler ces résultats dans les deux

sections suivantes.

3.2 Processus f-mélangeants. Quelques inégalités

Soit (X;,i € Z) un processus stochastique fortement stationnaire a valeurs dans RY. Jusqu'a
maintenant nous avons utilisé le coefficient de mélange a(i) comme mesure de dépendance entre
le passé F°__ et le futur Ff‘>O du processus X;,i € Z. Dans ce chapitre nous considérons une
autre mesure fondée sur le coefficient (i) dont 'introduction est attribuée en Volkonskii et
Rozanov [106] & A.N. Kolmogorov. Il est défini, pour ¢ € IN*, par

B(i)=E| sup |P(A[F°,)—P(A)|]|. (3.2.1)
AeF;>

Nous disons que le processus (X;,i€Z) est S-mélangeant (ou absolument régulier) si 5(i) — 0,
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lorsque 7 — 4-00. Des rapports entre ce type de mélange et ceux considérés dans les chapitres
précédents peuvent se déduire des inégalités 2a(i) < (i) < @(i), pour i € IN* (cf. Bradley
[12]). Le cas de certains processus ARMA multivariés ou bilinéaires réels fondés sur des bruits
blancs i.i.d. déja cités en §1.2.1, sont des exemples de processus J-mélangeants. De plus, leurs
coefficients de mélange de type 3 convergent vers zéro de fagon exponentielle. D’autre part, on
rappelle qu’une caracterisation des processus gaussiens (J-mélangeants en terme de la densité
spectral a été obtenue par Ibragimov et Solev [56].

Les inégalités que nous obtenons dans ce paragraphe, concernant le coefficient de mélange
introduit ci-dessus, ont été obtenues dans les travaux de Yoshihara [112] et [113]. Contrairement
a celles qui concernent les coefficients de type a ou ¢, les inégalités pour le coefficient de mélange
de type (8 ne sont pas usuelles dans la littérature. Pour cela, et parce qu’elles seront souvent
utilisées dans ce chapitre, nous passons a leur présentation.

En étant donnés

i <idp < <y <djpq < coe <,

on désigne par @), R et P respectivement, les lois des vecteurs aléatoires Y = (Xj,,..., Xj,),
Z = (Xijprson X)) et (Xap, oo, Xy, Xij 000, Xy, ), et par QxR la mesure produit de @ par
R.

Le résultat suivant est dii & Yoshihara [113]. Nous l'obtenons ici, en employant la technique

de démonstration du Lemme 1 de Yoshihara [112] (Corollaire 3.2.3 suivant).

Lemme 3.2.2 Soit h une application mesurable. S’il existe M >0 et v>0 tels que

/( aye |h’(x17"'7l‘k)|1+’ydP§M et/( aye |h’(x1a"'a1’k)|1+’yd(QxR)SMa
R R

alors

1 0

E|ER(Y, Z)[Y] = H(Y)| <4 M7 77 (ij41 — i),

ot H(u) = E[h(u, Z)].

Démonstration: Désignons par S(-|y) laloi de Z conditionnée par Y = y, et par | S(-|y)—R(:) |
la variation totale de S(-|y) — R(-) (cf. Halmos [45] pg. 122). On a

B|EL(Y, Z)|Y] - H(Y)|
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N /]Rd)a /Rd)k i h(y, 2)S(dzly) — /(]Rd)k ) h(y, z)R(dz)
/Rd)J /]Rd)k Iy, 2 [ SCly) = R() | (d2)Q(dy).

Soient maintenant D = {(ml, . xp) € (RYF [|h(21,. .. 2)| < Mﬁﬁfﬁ(iﬂ_l - ij)},

Q(dy)

IN

D¢ le complémentaire de D dans (R?)* et B(E) la tribu borelienne de E. Nous avons,

/ /D h(y. 2)| | SC1y) — RC) | (d2)Q(dy)
< MEFH =) [ |SC) - RO (RY)Q(y)

(R*)7

< oM g (i - i)) / sup | S(Bly) — R(B) | Q(dy)

(R%)7 BeB((R)k~7)

I
o

M3 (141 — mE[ sup | P(B|F") — P(B) |

BGFL”CH

2M T BT (i1 — i),

IN

et aussi,
[ w118t - RO | @)aw)
=[] I A b2 I SC) - RO | (d2)Q)
M5 i) { [ [ st

[ o Rz ot |

IN

< 2MTE BT (i1 — ).

Ainsi, d’apres les inégalités précédentes, on obtient

~

E|Eh(Y, 2)[Y] = H(Y)| < 4MT5 875 (ij41 — ij). n

En reprenant la démonstration précédente, on conclut facilement que sous les conditions
du Lemme 3.2.2, si Iapplication h satisfait |h| < C, avec C' > 0, alors I'inégalité y présentée
devient

B|BIh(Y, Z)|Y] = H(Y)| < 2CB(ij1 — iy).

Les inégalités suivantes sont des conséquences immédiates du Lemme 3.2.2.
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Corollaire 3.2.3 Sous les hypothéses du Lemme 3.2.2, on a
|EIW(Y, 2)] — EH(Y)]| < 4M™5 375 (i1 — ).

Corollaire 3.2.4 Soient g et h des applications mesurables telles que E|g(Y)|* < oo et

Eh(Z)|' < oo, avec s,t>1 et L + + < 1. Alors

|E[g(Y)h(Z)] - Elg(Y)E[MZ)]] <4577 (ij41 — i) E*|g(Y)|* E7|h(Z)[".

Corollaire 3.2.5 Soit g une application mesurable telle que E|g(Z)|**7 < oo, pour un v > 0.
Alors
. N
B|E[g(2)|Y] - Elg(2)]] < 487 (ij41 — i) BT |g(Z2)'7.

3.3 Théoreme de limite centrale pour des suites triangu-
laires

Le théoreme de limite centrale pour des suites triangulaires que nous présentons dans la suite,
joue un role fondamental dans 1’étude de la loi asymptotique des U-statistiques dégénérées
d’ordre 2. Nous utiliserons le Théoreme 2.2 présenté dans Dvoretzky [29] (voir aussi le troisieme
chapitre de Hall et Heyde [44]) en choisissant une suite de tribus plus fine que celle engendrée
par les sommes partielles (voir remarque 3.1 de Dvoretzky) et une condition iii) impliquant la

condition de Lindeberg conditionnelle imposée dans le Théoreme 2.2 de Dvoretzky.

Théoréme 3.3.1 Soient Xg,, k=1,2,...,k,, n > 1, des variables aléatoires Fi,,-mesurables,
ot les tribus Frn satisfont Fr_1n C Fin, k=1,2,...,ky, n > 1 (on prend pour Fo, la tribu

grossiére). On suppose:
kn
i) ZE[leu—k—l,n] = 0p(1);

k=1
k

ii) Y Var(Xen| Fi1.n] = 0” + 0,(1);
k=1
k

iii) il existe 6 >0 tel que ZE|X;M|2+5 =o(1).
k=1
kﬂ,
Alors S, = ZX’“” est asymptotiquement normal de moyenne zéro et de variance o?.
k=1
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3.4 Théorémes de limite centrale pour G,, H, et G, + H,

Dans cette section nous désignons par (X, 1€ Z),en- une suite de processus stochastiques de

dimension d, fortement stationnaires. On suppose qu'il existe C' > 0 et p€]0, 1], tels que

sup B,(i) < Cp', Vi € N,
nelN*

avec

Bn(i)=E } sgg( )‘P(A|Fﬂoo(n))fP(A)| : (3.4.1)

ol pour 4,j € Z U {—00,+0}, Fij (n) désigne la tribu engendrée par les variables aléatoires
Nous établissons dans la suite, des théoremes de limite centrale pour les suites de variables
aléatoires G, Hn et G, + M, définies dans 3.1. Notons pour r > 0, |£], = E+|¢|", pour toute

variable aléatoire ¢ telle que E[§|" < co.

3.4.1 Loi asymptotique de G,

Dans le lemme suivant nous présentons un développement asymptotique de la U-statistique

dégénérée d’ordre un, G, définie par (3.1.1).

Lemme 3.4.2 On suppose qu’il existe dg > 0 tel que:

i) |gn(Xon)l2+s, = O(1);
i) Elgn(Xjn)gn(Xon)]|=cj + o(1), pour tout 7=0,1,2,....

Alors la wvariable aléatoire G, est asymptotiquement équivalente a Zzzl Ty, ou pour

a=1,2,...,k,
Topn=— In(Xin), (3.4.3)
\/ﬁ i=a(r+m)—m-+1
avec k=k(n)=[-"5], m=m(n)= [n%], r=7r(n)=[n%] ([z] désigne la partie entiere du réel ),

et 0<62<51<%(1i050)'

De plus, on a:

k
D1) Z E[Tun|Fa 1] = o0,(1),
a=1
k
D2) > Var[Tun|Fa-1n] =07 +0p(1), et (3.4.4)

a=1
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k
D3) Y E|Tan|*t =o(1),
a=1

Floz('r'+m)+1 (n)

ot a7 est donné par co+2377 ¢, et Fyp désigne la tribu L pour a=1,2,... k.

Démonstration: Considérons la décomposition

1 k  ba 1 k aayr1—1
= — Xz — Xz )
Gn \/ﬁaz::lizza:agn( n) + \/ﬁ;izg-i_lgn( n)

ouby=0,a,=bi1+r+1,b=a;+m—1(i=12,...,k) et ary1 =n+ 1, et k(n), m(n)
et r(n) sont définis dans I’énoncé. Cette décomposition introduit des sommes comportant
respectivement des paquets de termes successifs de tailles m et r respectivement et distants de
r et m. On conclut facilement que le terme correspondant aux paquets de taille petite converge

en probabilité vers zéro, lorsque n tend vers 'infini. Ainsi, on a
k
gn - Z Ta,n + Op(]-)v
a=1
ou pour a=1,2,...,k, Ty, est défini par (3.4.3).

Etablissons maintenant les conditions D1), D2) et D3) de (3.4.4).

A) Etablissement de la condition D3)

D’apres la stationnarité du processus X,,, i € Z, ’hypotheése i) et le choix de d; avec

51<%(1f_—%0), on a

k
> BlTanl™ = KE|T1 0"
a=1
1 m 2+43d0
(7 22 bnXinlesa )

- ofe)

- 0 <n51(1+50)750/2) = o(1).

IN

B) Etablissement de la condition D1)

Nous montrons la convergence L; qui impliquera la convergence en probabilité. Comme

d’apres le point précédent |Ty nl2+s, = O(\/ﬂﬁ), I’application du Corollaire 3.2.5 avec v = 1+,
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nous permet d’écrire

k
Z E|E[Ta,n|Fa—1,n] - E[Ta,n”

a=1

E

IN

k
Z E[Ta,n|Fa71,n]
a=1

14489

o(vastm).

et le majorant est négligeable d’apres la convergence exponentielle vers zéro des coefficients de

mélange, et du fait que r tend vers l'infini avec n.

C) Etablissement de la condition D2)

Il résulte du point précédent que Z];:l ‘E[Ta,n|Fa,17n]| = 0p(1). Il suffit alors pour établir
la condition D2), de montrer que Zzzl E[T2 ,|Fa—1n]) = of 4+ o(1). Pour cela, nous allons

montrer que

k k
D EITE =0t +o(1) et Y {E[T2,[Fac1a] = EIT2 ]} = 0,(1).

En effet, d’apres les hypotheses i) et ii),

k m 2
SoBirz = kBl = e (=3t

= k_m<E[gn(X0n)]2+% '7 (m])E[gn(X]n)gn(XOn)]>
= Co+2icj +0(1) =07 +0(1),

puisque kTm —1,n— +o00. De plus, en tenant en compte que ||Ta27n||1+50/2 = O(mT?), I’application

du Corollaire 3.2.5 avec v = /2, nous permet d’écrire

k k
B Y {BIEFoc ) - 2,0} < 3 B|BE2,0Facr] - BITE ]
a=1 a=1
km? ;%
= oM ) = ot
d’apres la convergence exponentielle vers zéro des coefficients de mélange. [

La normalité asymptotique de la variable aléatoire G, , découle maintenant du lemme pré-
cédent et de I’application du Théoreme 3.3.1 a la suite doublement indéxée de variables Ty, ,, et

de tribus Fi n, pour a=1,2,... k.
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Théoréme 3.4.5 Sous les conditions du Lemme 3.4.2, la variable aléatoire G, est asym-

. . . 2 . [}
ptotiquement normale de moyenne zéro et de variance o donnée par co + 2 ijl cj.

3.4.2 Loi asymptotique de H,,

Soit, pour n € N, ‘H,, la U-statistique dégénérée d’ordre 2 définie par (3.1.2). Pour n € IN",

notons par (X;,,? € Z) une copie du processus (X;,,7 € ZZ) qui lui est indépendante. Pour

r >0, introduisons les notations suivantes:

tn(r) = max{ max |hn(Xin, Xou)lr [ (Xons Xon)lr |

1<i<
va(r) = max{ max |Guo(Xin, Xou)lr. [Goo(Xon Kol }

U}n(’l’) = "GTIO(XOTHXOn)”r

zar) = max G (Xin, Xon)lrs |G (Xons Xin)lr |G (Xon, Xon)lr }

0<i<n,1<j<n

(3.4.6)

oll an(u,v):E[hn(Xjn,u)hn(XOn,v)], pour jEeN et u,ve R%

Nous présentons dans le lemme suivant un développement asymptotique de la variable H,.
La technique de démonstration que nous employons est fondée en Takahata et Yoshihara [99].
Si dans un cadre d’indépendance la variable aléatoire H,, est une martingale (cf. Hall [42]), dans
le cas présent d’indépendance asymptotique, il découle du lemme suivant qu’elle est asympto-

tiquement équivalente a une martingale.

Lemme 3.4.7 On suppose qu’il existe 5o >0, vo < % et v > 0, tels que:
i) up(4+ d0)=0(n");
i) vn (2 + %) =0(1);
iii) wn (2 + %0):0 n%);
w) zp,(2)n"r =0(1);
v) E[Gno(Xon, Xon)] = 203 + o(1).

Alors la variable aléatoire H,, est asymptotiquement équivalente a Z’;Zl Uan, ot pour

a=1,2,... k,
1 a(r+m) (a=1)(r+m)+1
Uapn = — ; ; A.
an== D Z hi(Xin, Xjn), (3.4.8)
i=a(r+m)—m+1 j=1
avec k=k(n)=["=], m=m(n)= %], r=r(n)=[n%] et 0< 8y <d1 <min(y1/2, (1 —2v0)/3).

De plus, on a:
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k
D1) > E[Uan|Fa-1n] = 0p(1),

a=1
k
D2) Y Var[Usn|Fa 1] =03+ 0p(1), et (3.4.9)

a=1

k
D3) > E|Uanl* =o0(1),
a=1
ot Fy.p, est la tribu Fla(r+m)+1(n), pour a=1,2,...,k.

Démonstration: Prenons la décomposition

. k i
aa+1—1 i—1

+ lzlz Z Bn(Xm,XjnH%zl i P (Xins Xim)s

ou l_zn(Xm,Xjn) = hp(Xin, Xjn) — Elhn(Xin, Xjn)], b0=0, a; =b;1 +7r+1, b=a; +m—1
(i=1,2,...,k) et a1 =n+ 1. Les suites k(n), m(n) et r(n) sont définies dans I’énoncé.

Les trois derniers termes de 1’égalité précédente contiennent des paquets de petite taille.
Une démarche analogue & celle employée dans Yoshihara [113] nous permet de conclure que
d’apres les hypotheses i), iv), v) et du choix de J; et o, ces termes convergent en probabilité
vers zéro.

Ainsi, nous avons

k bo aq—T
> D A Xins Xjn) = Elhn(Xin, X))} + 0p(1).

i=aq j=1

Hn =

S|

L’application du Corollaire 3.2.3 avec v = 3+ dg, ’hypothese i) et la convergence exponentielle

vers zéro du coefficient de mélange permettent de conclure que




3.4 Théoremes de limite centrale pour G,,, H,, et G, + H,,

7

bo aq—r 3438

4un(4 + 50)ﬁ7§+60 (7“)

IA
S|
-

B O(kmnun(4+5o) Zigg(r)) .

n

On a alors .
Ho =3 Uan+0p(1)
a=1

ou pour a=1,2,...,k, Uy, est défini par (3.4.8).
Etablissons maintenant les conditions D1), D2) et D3) de (3.4.9).

A) Etablissement de la condition D1)

En appliquant le Lemme 3.2.2 avec 7 = 3 4+ dg, on obtient, comme ci-dessus,

k

E ZE[Ua,n|Fa71,n]
a=1
bo aq—r
_Z Z Z E‘E vaXJn |Fa 1n”

a=li=aq j=1
bo aq—r
a li=an j=1

< —Z i a§74un 1+ 00)B5 (1),

a=li=a, j=1

et le majorant est négligeable d’apres ’hypothese i) et la convergence exponentielle vers zéro

des coefficients de mélange.

B) Etablissement de la condition D2)

Il résulte du point précédent que Zzzl‘E[UaﬂFa,LnH = 0p(1), et done, il suffit, pour

établir la condition D2), de montrer que

k
Z ozn|FOt 1n]*0—2+op(1)

a=1
Notons pour a = 1,...,k,

aq—T

1
E[Uaana 1" = Z Z G, Ji—i| XJmXJ n)v

zz_aaj]_l

ott G, est défini pour u,v € R par Gp;(u, v) = Elhn(Xin, ©)hn(Xon, v)].

(3.4.10)
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L’application du Lemme 3.2.2 avec v = 2 + /2, permet de conclure que

k k
E ZE[U27n|Fa—1n Z an|F0€—17"]
a=1 a=1
1 k (29 Ao —T
< n_ Z Z Z E‘E inaX]n)hn(Xi’naX]'/n)|F04*17"] - Gnvﬁ—i"(Xj"’Xj/n”
a=1i,i'=aq j,j’'=1

44359

= 0 (km%i(zx +00)Bn 0 (7’)> =o(1).

11 suffit donc, de montrer (3.4.10) avec E[UZ ,,|Fs_1,n] remplacé par E[Ui,nwa—l,n]-

Considérons la décomposition

E[Uo%,n|Fa*1,n] = Sin + Son + 2S3n,

Q
M-
i

avec
m k aq—r k an—r
Sin = — Z Gno(Xjn, Xjn), San = ) Z Z G0 (Xjn, Xjrm) et
n a=1 j=1 a=1j;'=1
J#3’
1 k m—1 Ao —T
Son =13 2 D m=1) 3 GuilXn, Xyn)

a=1 i=1 G’ =1

On montrera dans la suite que chacun des termes Sy, — E[S1,], Son et Ss, converge en
probabilité vers zéro, lorsque n tend vers I'infini, ce qui permettra de conclure, puisque d’apres

Ihypothese v) on a

k aq—1 k
E[Si] = 53 Y ElGuo(Xon Xon)] = 25 3 €aBlGuo(Xon, Xon)] +O(+)
a=1 j=1 a=1

- n "’27;)121 u k)kE[GnO(XOn7X0n)] +o(1) = 03 +o(1).

Bl) Sln — E[Sln] = Op(l) .

On a

Ao —T Qpt —T

k
E[Sln* [Sln :m_4 Z Z j’l’lé ( )]a

Jj'=1
ot pour u € IR?%, on note Gy (u) = Gpo(u,u) — E[Gno(Xon, Xon)]- L’application du Corollaire

3.2.4 avec s =t = 2+ dp/2 nous permet d’écrire

454“00 3'DIGn0 (Xjn )28 /21 Gino (Xrn) 260 2

166““00 — i hwi 2+ %),

|E[Gno(Xjn)Gno(Xjm)]|

IN

A
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et donc, d’apres 'hypothese iii) on obtient pour E[Sln - E[Sln]]2 la majoration

O(m%?nwi@ + %”)) _ 0(%) = o(1).

n4 n

Bs) Son = 0,(1) .

On a

aq—T aa/ -

Am? &
E[SQn]QZF Z Z Z E[Gno(Xjins Xjan)Gno(Xjan, Xjan)]-
R O N S

On determine maintenant des majorations pour le terme général précédent, olt on suppose

que j1 < js < jo < j4 (de fagon analogue on étudie les autres cas).

a) Si max(js — j1,ja — j2) > 7, on trouve d’apres 'application du Corollaire 3.2.3 avec

v = 80/4, la majoration
%0
‘E[GnO(ijaijn)GnO(ngijm)H < 41]721(2 + %o) 00 (r),

puisque E[Gno(X jyn, Xjon)Gno(Xjan, Xjin)] = E[Gno(Xjin, Xjon)Gno(Xjan, X jin)] = 0.

b) Si max(js — j1,74 — j2) < r et jo — j3>r, on considere la décomposition

‘E[GHO (XjﬂH Xan)GnO (Xj:sm Xj4n)] |

< ‘E[Gno (len; Xj2n)Gn0 (Xj:sm Xj4n)] - E[GHO (Xj1n7 Xan)GnO (Xj:sm Xj4n)] |
+ |E[Gn0 (lem XjQH)GnO (Yj:sm Xj4n)] |
Pour le premier terme on obtient la méme majoration que dans a). Pour le deuxiéme, on
montre qu'il est majoré par |G j,—i, (Xon, Xon)21Gn.js—j» (Xon, Xon)|2, et done par 22(2) si

min(jz —j1, ja—Jj2) > 0, par v2(2) si max(jz — j1,ja—j2) = 0, et par 2,(2)v,,(2) en cas contraire.

c) Finalement, si max(js — j1,j2 — j3,ja —j2) <7, ona
‘E[GnO(ijaijn)GnO(Xj:szjw)H < UZ(Q)-

Les majorations trouvées dans les points précédents nous permettent de conclure, d’apres

les hypotheses ii) et iv) et le choix de §; avec §; < max(~v1,1/3), que E[S2,])? = o(1).
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B3) Ssn =o0p(1) .

On a

m—1 aq—7r Qg —

k
S?m = Z Z Z Z i,)E[G"i(lemXj2n)Gni’(Xj3n7Xj4n)]'

a’=114,i'=1j1,j2=1 j3,ja=1

Soient s1 < s9 < s3 < 84 les indices j1, jo, J3, ja écrits par ordre croissant.

a) Si max(sy — 81,84 — s3) > 1, on a d’apres le Corollaire 3.2.3 avec v = §y/4,
|E[Grni(Xjyn, Xjan) Grir (Xjgns Xjun)]| < dup(4+60)Bn T (r).
b) Si max(sy — s1,84 —s3) <r,ona
‘E[Gni(ijanzn)Gni’ (Xjananw)” <z (2).

Ces majorations permettent de conclure, d’apres 'hypothese iv) et le choix de 7 et Jo avec

81,02 < 71/2, que E[S3,]? est négligeable.

C) Etablissement de la condition D3)

Finalement
k 1 k b aq—T 4 4
4
LRI NS U D C) CC e R s e |
a=1 a=11i1,....ia=a j1,....5a=1 t=1 t=1
1 k ba Qo —T 4
D SR oI 2| (RE e
a=141,....i4=0q j1,...,ja=1 t=1

Le premier terme de la somme précédente est négligeable puisque d’apres I’application du
5o

Corollaire 3.2.3 avec v = dg/4, on conclut qu’il est d’ordre kmu? (4 + §0)Bn 5 (r), car

max{ } < ut(4+0).
1+60/4

Pour I’étude du second terme, il nous faut analyser divers cas. Il est égale a

4

H hn(Ximv ij)

t=1

4
th(Ximanm)

t=1

)

1+50/4

Ao —T

k ba
%Z Z Z ‘E[gil,myu(inna'"an4n)]|a

a=1i1,...,i4=0aq J1,..-,ja=1

otl pour ug, . ..,us € R,

Gir,...\ia (ulv ) u4) =K |:H hn(Xitna ut)] .

t=1
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En supposant j; < jo < 73 < j4, On a:

a) Si max(jo — j1,74 — j3) >r, on trouve comme ci-dessus la majoration

3,

_90__
| Elgis i (Kjims -, Xjan)]| < i (4 +60) 6" (7).

.....

b) Si max(jo — j1,74 — j3) < r et j5 — jo >r, on considere la décomposition

‘E[Qil,...,u (len; v 7Xj471)]|
< | Elgir,is (Kiins Xjons Xjsn, Xjan)l = Elgin . is Xjins Xjan, Xjgns X jan)]|

| Elgin..o.ia (X Xjons X jan> Xjin)]|-

Pour le premier terme on obtient la méme majoration que dans a). Pour le deuxiéme, qui

est égal & ‘E[ij?_jl (Xions Xivn)Gnojs—ijs (Xign, Xign)]|, on trouve:
bl) Si min(jg _j1;j4 —jg) > O7

Jamns ij)” < 2721(2)

P

|E[gi17-~-,i4 (leanJém
b2) Si 0= j2 — j1 < ja —ja (vesp. 0 = js — j3 < j2 — j1),

2n(2)wn (2),  siiy =g (resp. i3 =i4),
|E[gi1,..,,i4(Xj1nan2n;ngnan4n)” S

Z2n(2)n(2),  siidy # io (resp. i3 # ia).
b3) Si maX(jQ 7j1,j4 *]3) = 0,

\Elgin...ia (X Xjon, X jsn, X jan)|

v2(2), si iy # ig et i3 # iy,
U (2)wn (2), si iy # g et i3 =14 (ou si iy = ig et i3 # iy),
S w%(Q), si il = iQ = i3 = i4,

Lo}

4B (Jig — da|)w2 (2 + %)
+E2[Gn(X0n;X0n)]a si i1 :Z‘27éi3 = 4.

Les majorations trouvées dans les points a) et b), les hypotheses i)-v) et le choix de §; et

02, nous permettent de conclure que la somme des termes correspondants est négligeable.
c) Si max(jz2 — j1,J3 — ja2,Ja — j3) <, on déduit

|Elgir...is(Xjins -, Xjan)]| < uh (44 6o).
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D’apres 'hypothese i) et le choix de d7 et d2 avec 61,2 < (1 —279)/3, on obtient pour la somme

des termes correspondants, la majoration

O(M) = O (30302 H072) — o(1).

n2
Comme l'ordre imposé aux indices ji,...,Js ne restreind pas la généralité de l’analyse
précédente, la condition D3) est donc satisfaite. ]

Le lemme précédent et le Théoreme 3.3.1 nous permettent de déduire le

Théoréme 3.4.11 Sous les conditions du Lemme 3.4.7, la variable aléatoire H,, est asympto-

tiquement normale de moyenne zéro et de variance o3.

Le théoreme précédent généralise au cas mélangeant le Théoréme 1 de Hall [42]. En effet,
dans le cadre d’échantillonnage analysé par Hall, on peut prendre dy = 0, et comme, dans ce cas,
zn(r) =0, pour n € IN* et r > 0, il suffit pour obtenir la normalité asymptotique de la variable
H.,,, de vérifier 'existence de vy < 1/2 tel que |h,(X1n, Xon)[a = On), |Gro(Xin, Xon)|2 =
0(1), [|Gno(Xon, Xon)|2 = 0(n?) et E[Gpno(Xon, Xon)] = 202+ 0(1). Cet ensemble d’hypotheses

est en effet moins restrictif que celui utilisé dans Hall [42].

3.4.3 Loi asymptotique de G, + H,
Finalement, en conséquence des résultats précédents, on établit la normalité asymptotique de

Gn + Hn, ou, de facon équivalente, celle du vecteur (Qn, Hn).

Théoréme 3.4.12 Si on suppose satisfaites les hypothéses du Lemme 3.4.2 avec §g = 2, et
celles du Lemme 3.4.7, alors G, + H, est asymptotiquement normale de moyenne zéro et de

variance donnée par o? + 03.

Démonstration: D’apres les Lemmes 3.4.2 et 3.4.7, nous savons que

k
G+ Hn =3 (Tam + Uan) +0p(1), (3.4.13)
a=1
ou pour a = 1,...,k, les variables aléatoires Ty, et U,,, sont définies respectivement par

(3.4.3) et (3.4.8), avec k=k(n) =[-=2

i, m=m(n) = [n%] et r =r(n) =[n%], et 6; et do sont
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tels que 0 < 8y < d; <min(y1/2, (1 —27v9)/3), ot 7o et 71 sont donnés dans les hypotheses i)
et iv) du Lemme 3.4.7. De plus, les conditions i) et iii) du Théoreme 3.3.1 appliqué a la suite
doublement indéxée de variables aléatoires Ty, ,, + Uq,n €t de tribus Flb “(n) pour @ = 1,...,k,

2

sont satisfaites avec § = 2, et la condition ii) est satisfaite avec 02 = 0% + 03 si la somme des

covariances conditionnelles est négligeable, c’est-a-dire, si
k k
Z Ta nUa n|Fa ln - Op Z a,n|Fa71,n]E[Ua,n|Fa71,n] = Op(]-);

ou F, , est la tribu Flb" (n) pour a=1,... k.
D’une part, la premiere de ces inégalités, découle d’apres les hypotheses i) des Lemmes 3.4.2

et 3.4.7 et de 'application du Lemme 3.2.2 avec v = 1. En effet,

k
E Z E[Ta,nUa,n|Fa—1,n]
=1

o

e
|

o a—T

S E‘E[hn(Xi'mXjn)gn(Xi’n)lFa—l,nH

1

5l
M)~

Q
Il
—

4,4’

3

n2+7"51/ ( )

(e

<.
Il

(inann)gn( i/n)|Fa71,n] - E[hn(inayjn)gn(Xz/n)”

[l
-~ g~
IIMF
I M

=0

N———

= o(1).

D’autre part, de facon analogue a ci-dessus

k
> E[Tan|Facr.n) ElUan|Faz1.n)

a=1

E

bo Aa—T

> ’Il\/_ Z Z Z E‘E gn 'Ln [hn(Xinann”Fafl,n] | Fafl,nH = 0(1)

a=1li4i'=aq

Le Théoreme 3.3.1 et (3.4.13) nous permettent maintenant de conclure. ]
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Chapitre 4

Tests d’ajustement a une densité
fondés sur un estimateur non
paramétrique a noyau

Dans ce chapitre nous proposons des tests d’ajustement a une densité donnée, fondés sur des
mesures quadratiques d’écart entre cette densité et un estimateur non paramétrique a noyau.
Les résultats établis ici, en utilisant les techniques de U-statistiques dégénérées développées dans
le troisieme chapitre, sont des généralisations, au cas multivarié et dans un cadre d’indépendance

asymptotique, des résultats obtenus par Bickel et Rosenblatt [4].

4.1 Les écarts quadratiques I et I2

Soit (X;,i€Z) un processus stochastique de dimension d fortement stationnaire, de loi margi-
nale absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur RY. On note f la densité
marginale du processus. Dans ce chapitre on considere le probleme de test de I'hypothese
que X1q,...,X,, provient d'un processus stationnaire a densité marginale fj, c’est-a-dire, on
s’intéresse au probleme de test de I’hypothese
Ho = f=fo,

au niveau asymptotique «, ou fp est une densité supposée connue. Suivant la ligne de Bickel
et Rosenblatt [4], les tests proposés sont fondés sur Pestimateur par noyau f, de la densité f

commune aux variables aléatoires observées X7, ..., X,,, défini par (cf. Rosenblatt [83], Parzen

85
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[75] et Cacoullos [15])

1 < - X;
fal@) = — ZK<x - ) , (4.1.1)
n =1 "

ol (hy,) est une suite de nombres réels strictement positifs convergeant vers zéro, lorsque n tend
vers linfini, et K est un noyau sur IR? (cf. §1.5.1).

Il est dans un premier temps naturel de construire des statistiques de test a partir de
I’écart entre l'estimateur par noyau f,, et sa moyenne sous I'’hypothése nulle, I'estimateur
étant asymptotiquement sans biais, ou par I’écart entre f,, et la vraie densité fy sous I'hypo-

these nulle. De tels écarts peuvent étre mesurés par

1= [ Uale) = Eofula)Pr(a)da,

ou par
= [ (@) - h@Pra.

ou 7 est une fonction de poids et Ey f,,(x) désigne 'espérance de f,(x) sous Hy.
La construction de tests de niveau asymptotique a et asymptotiquement convergents pour
tester Hy contre H§, ou on désigne par H§ I’hypothese alternative f # fo, est basée sur les

variables aléatoires

nhd/2{1} — EoIl} et d(n){I? — EoI?},

dont la normalité asymptotique est établie en employant des techniques de U-statistiques
décrites au Chapitre 3, et ou (d(n)) est une suite de nombres réels positifs tendant vers I'infini,
dépendant de la fenétre h,, de I'ordre du noyau, et de 'ordre de dérivabilité de fy. Puisque
dans le cas des variables dépendantes, les termes déterministes EoI! et Egl2 ne peuvent pas
étre évalués avec la seule connaissance de fj, nous introduisons dans la section suivante des
dévellopements asymptotiques de ces quantités qui permettront de corriger les statistiques na-

turelles I} et I2 de tels effets de biais asymptotique.

4.2 Développements asymptotiques de l’erreur quadra-
tique moyenne intégrée

Les hypotheses introduites dans les points suivants sont désignées par (P) et (N), respective-

ment, selon qu’elles concernent le processus, ou le noyau.
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Hypothéses sur le processus (P)

Soit (X;,i € Z) un processus stochastique de dimension d, fortement stationnaire de loi
marginale absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur R?. On note f sa
densité, et on suppose que son coefficient de mélange de type 3 défini par (3.2.1) décroit vers
zéro de fagon exponentielle.

On suppose aussi que les lois des vecteurs (X;, Xo), i>1, admettent des versions des densités
f(x:,x,) qui satisfont les contraintes

sup f(z) < oo et

rcR?
sup sup filylz) < oo,
1€EIN* ze{ucR|f(u)>0}
ye]Rd
N . » T I oy 1. S .
ou fi(ylz) = f()(;((i‘;’;)(y) La premiere de ces conditions est souvent utilisée dans ’obtention

de théoremes de limite centrale pour ’erreur quadratique intégrée comme on peut le voir dans
Bickel et Rosenblatt [4], Hall [42] et Takahata et Yoshihara [99]. La deuxi¢me condition, qui
se réduit a la premiere dans un cadre d’échantillonnage, est dans cette étude avec dépendance
une condition importante permettant, par exemple, d’obtenir le développement asymptotique de
Perreur quadratique moyenne intégrée que nous allons présenter ci-dessous. Elle est par exemple
satisfaite dans le cas d’un processus gaussien stationnaire, parce que la variance conditionnelle

ne dépend pas de la variable conditionante.
Hypothése sur le noyau (N)
On suppose que K est un noyau borné sur IR%.
Il est classique de décomposer 'erreur quadratique moyenne dans les termes de variance et

de carré de biais. Nous rappelons cette décomposition dans le théoréme suivant et présentons

un développement asymptotique du terme de variance.

Théoréme 4.2.1 On suppose satisfaites les hypothéses (P) et (N), et soit m une application

mesurable et bornée de R? dans R. Alors

— x 271'1' Tr = X)) — x 271'1' X xT)— x 271'1' X
B[ @)= f@Pr@is = B [ (@)= Bhe)Pr)des | {Bf@)- @) r@)ds

ou, si h, —0, n— 400, le terme de variance est tel que

— T 27'('3’) x:i 2u xT)m(x u Tau OL
B [ )~ Bu@Prae = o [ ] K20 @it s undni o ).
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Démonstration: Pour z€IR?,

o onn - S (55) o (52}

Définissant, pour u,veR?,

Hn(“;”) (4.2.2)

e L) () () o

on obtient, en utilisant la stationnarité de (X;,i € Z) et la symétrie de la fonction H,,, I'égalité

E/IRd{fn(x) - Efn(x)}27r(x)dx = #E[H,L(XO,XO)] + ﬁ Z E[H7L(Xi7Xj)]'

1<j<i<n

Chacun de ces termes est analysé dans les points suivants.

A) Développement asymptotique de E[H,(Xo, Xo)]

On a

E[H, (XO,XO

]
_ 3d/2 /]Rd{EKQ( ) E%(%:(O)}w(x)dx

1 z— X
3d/2 /]Rd/]Rd K2< ) f(y)dym(z)dx — e /]Rd E2K<Tno> m(x)dx

puisque, en désignant par K * K le produit de convolution de K par K ot pour u € ]R”l7

K(u) = K(—u) désigne le symétrisé du noyau K, on obtient la majoration

()
- '/R/R K (55 s /K("”,j)fu)dw(x)dx
we Sy / ( yhnz)dvﬂ(y-f—vhn)dydz

< hd sup |r(z |/ / fly |K*K|( )dydz
z€RY ha,

= h% sup |7r(x)|/ / f(z +uhy)f(2)|K * K|(u)dudz
zeR4 R4 JRA

< sup fn(o)] sup f(o) [ 1K Kl

xeR4 zeR?
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Il reste maintenant & analyser le terme de covariance ﬁ Di<jcicn BH (X, Xj)], et
a montrer que ce terme est d’ordre inférieur a #51/2 Si jamais les variables X;,¢ € 74, sont
indépendantes, ce terme est identiquement nul. L’idée de la démonstration est alors d’examiner
I’écart entre ce cas et celui de la dépendance. Pour cela nous utiliserons le Corollaire 3.2.3.
Notons X une copie de Xy indépendante du processus (X;,i € 7Z). Etablissons alors la

majoration adéquate pour

un(r) = max{lrgﬁxn |Hp (X5, X0) s ||Hn(XO,Y0)||,.}, avec r > 1.

B) Majoration de wu,(r)

D’apres la définition de H, (-, "), on conclut que pour u,v € RY,

Hy(u,v)
1 T—u T —v 1 T—U z — Xo
= — K K - — K EK
o ) (o= i [ (57 ) (5 o
1 T —v z — Xp 1 9 z — Xo
R /]RK< i >EK< T, >W(z)d“hid/2 /]REK< T >”(I)d‘f’

ot chacun de ces derniers termes est majoré par (voir le point A))

hfL/Q sup |7(z)| sup f(x )/d|K|*|f(|(u)du
R

reR4 zeR?

Uniformément par rapport & u,v € IR%, on peut donc écrire

Hy(u,v) = #/Rdfcchn“)K("”m”)w(x)dwo(hg/?). (4.2.3)

Il est donc évident que pour r > 1 et i > 1, on a

~X; _ X
]RdK(x - )K(x - O)ﬂ(x)dx

E‘/RdK(x;Xi) K(x;XO)w(z)d:c ' ,,
S ol L G ) ()
()" sop ol [ [ (5115 (i

(b)) sup |r( / / (5] % K1) (2)filot + hz ) f (u)

zeR4

(hZ)v-+1 sup |m(z)[" supsup f;(y|z) /]Rd(lKl* |I_(|)T(z)dz

zeR? Ty

r

+O(h2Y),

W32 H, (X, Xo)|r < E7

ou

filv|u) f(u)dvdu

IN

) fi(v|u) f (u)dvdu

IN
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Nous en déduisons que hy’ /2||Hn(Xi,X0)||,. < C(hZ)H_%, avec C' > 0. Une majoration du
méme ordre peut étre obtenue pour Rd/? |H. (X0, X0)|:, si on remplace dans les développements
précédents f;(v|u) par f(v). Ceci permet de conclure que pour r > 1, il existe C' > 0 tel que,
pour n assez grand,

un(r) < C(h4)7 2. (4.2.4)

C) Ordre du terme de covariance

En utilisant le Corollaire 3.2.3 et I'inégalité (4.2.4), nous concluons que pour ¢ > 1 et r > 1

|E[H, (X5, X0)l| = |E[Hn(Xs, Xo)] — E[H,(Xo, X0)]|
< 4B (Dun(r)
< 405 (@)(h)T

et donc

hd/2

d/2 > E[Hn(Xi,Xj)]‘ < —Znﬂw (X1, Xo)]|

2
n?hy 1<j<i<n

IN

Z|E n(Xi, Xo)]|

IN

40 (hd)* §26 (i).

Puisque d’apres I’hypothese sur les coefficients de mélange, la somme Z?:_ll = (1) est

convergente, nous en déduisons que le majorant est négligeable des que r < 2. ]

Remarquons que le résultat précédent peut s’obtenir avec des conditions plus faibles sur les
coefficients de mélange. En effet, il suffit d’admettre la convergence de la série Zj:f (7 (i) pour
un r €10, %[ Sous des conditions plus générales, un résultat analogue, mais d’un ordre moins
précis a été obtenu par Meloche [65].

Remarquons que, si les variables aléatoires (X;,i € 7Z) sont indépendantes, la parcelle
résiduelle du terme de variance ne comporte pas d’effet de corrélation temporelle, en étant

donc d’ordre 1/n.

Sous certaines conditions supplémentaires, on peut trouver des développements du terme

S Jga K2(w) f(2)7 (2 + uhy)dzdu qui permettent d’éviter le calcul explicite de cette intégrale
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double. Notons d’abord que pour m = 1, nous trouvons simplement

/ K?(u) f(z)n(x + uhy)dedu = K?(u)du.
R4JRA

R

Dans le cas plus général ou 7 est éventuellement différente de 1, nous pouvons encore écrire

/ K?(u) f(x)n(x 4+ uhy)dedu = FE K2(u)m(Xo + uhy)du
R*JR? ]Rd

= —Z T(X; + uhy, )du+op<%>,

ce qui permet d’énoncer le corollaire suivant,

Corollaire 4.2.5 Sous les conditions du Théoréme 4.2.1, si de plus nhe — +o00,n— +00, alors

E/W{fn(gc)—Efn(:c)}2 7(x)dr = nhd / K?(u)n(X; + uhy, )du—i—op(ﬁ).

n

Supposons maintenant que f admet des dérivées partielles jusqu’a l'ordre m continues,
bornées et intégrables, et que le noyau K satisfait [a [u|™K?(u)du < co. En admettant que
7 est presque partout continue (c’est-a-dire, ’ensemble de ses points de discontinuité est de
mesure de Lebesgue nulle), un développement de Taylor et application du théoréme de la
convergence dominée nous conduisent a

/ K?(u) f(x)n(x + uhy)drdu = K?(u)du f(@)m(x)dz + M(f, hn,m) + o(h]),

R4JRE R4 R4

ot on note M(f, h,,0) =0 et pour m > 1,

m ; d ;
o f
j=1 zl,m,ij:l 1 i

avec u = (U1, U, ..., Ud).
Ainsi,

B[ {le) = Bf@)Pr(a)da

- L K2(u)du f@)m(z)dr + ——

nhd R4 R4 nhn

hm
M(fahmm)""o(nhd)'

n
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Corollaire 4.2.7 Sous les conditions du Théoreme 4.2.1, si la densité f admet des dérivées
partielles jusqu’a l’ordre m continues, bornées et intégrables, si le mnoyau K satisfait

fRd Ju|K?(u)du < oo, et sim est presque partout continue, on a, pour m > %

B[ {50 - Bf @i

1 2
= hi ]RdK (u)du o f(:c)ﬂ(x)d:chW

M(f,hn,m)Jro(L),

nhﬁl/2

n

et pour m > %

B[ () = Bf@)ra)ds

_ n_}llg [ [ famds -

1 1
(fa hna m — 1) ( >
hn Tlhd/2

On retrouve évidemment la simplification correspondante au cas m = 1. En effet, on déduit
que M(f, hy,,m) =0, car f]Rd %(x)dx =0,pour j=1,...,m,etiy,...,5;, =1,...,d.
i

Notons que dans le cas réel d = 1, si on prendre m = 1 ou m = 2, on obtient

du/f dx—i—o( h11/2)
n

Dans le cas d = 2, nous pouvons également prendre m = 1. Nous obtenons alors

B [ {5u0) - Bf @)l = o=

2 1 2
B[ 4@ - Ef @Y = = [ K [ f@ns

nihn{ » K2(u)u1dUA2§—£(x)W($)d$+ - KQ(U)UQd“/R2 552( )m(z)dz }+0<nilz )

Nous pouvons remarquer que si le noyau est symétrique, par exemple s’il s’agit d’'un noyau

gaussien, les termes du type f]R2 K?(u)ujdu sont nuls et 'approximation se réduit &

1 1
B [ o)~ Bn@Priie = o [ [ s o ).

4.3 Quelques tests convergents

En plus des hypotheses (P) et (N), nous considérons dans la suite des hypotheses sur la suite

h, et sur la function de poids, désignées par (S) et (), respectivement.
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Hypothéses sur la suite h, (S)
On suppose que

hp,—0 et nhi—>—|—oo7 lorsque n— +o00, (4.3.1)

et qu’il existe v€]0, 1] tel que

limsup n7h¢ < co. (4.3.2)

n
Les conditions (4.3.1) sont classiques dans I’étude des estimateurs par noyau. La condition
(4.3.2) est peu restrictive et est vérifiée par exemple si hy, :O(n"s), 0<i< é, des qu’on choisit

~v€10,4d].

Hypothéses sur la fonction de poids 7 ()

On suppose que 7 est une application non négative et presque partout continue de IR dans

R, satisfaisant sup,cre 7(z) < 00, et w(x) > 0 pour presque tout « dans le support de fo.

Les résultats suivants présentent la région critique de tests de niveau asymptotique « et
asymptotiquement convergents fondés sur les statistiques T)1'! et T>'! définies par

Tyt = nhf/Q{Il -

n W/]Rd - KQ(U)fO(IE)W(eruhn)d:cdu} et

T2 = d(n){IZ - %h% /Rd » K?(u) fo(z)m(x + uhy,)dvdu — /Rd{Eofn(ac) - fo(x)}27r(ac)da:},
ou f, est défini par (4.1.1) et (d(n)) est une suite tendant vers l'infini que nous préciserons
ci-apres.

Les statistiques de test précédentes sont obtenues & partir des écarts I} et I2 respective-
ment, par la correction donnée dans le Théoreme 4.2.1 de leurs biais asymptotiques. Nous les
comparerons sous I’hypotheése nulle et discuterons ensuite des équivalents de ces statistiques
déduits de développements de I'erreur quadratique moyenne intégrée.

On désigne par ¢ la fonction de répartition de la loi normale standard, et par K * K le

produit de convolution de K par K, ot K est le symétrisé du noyau K, défini pour u€IR? par

K(u) = K(—u).



94 Tests d'ajustement a une densité

4.3.1 Le test fondé sur 7!

Théoréme 4.3.3 On suppose satisfaites les hypotheses (P), (N), (S) et (w). Soit fo bornée sur
R, Alors la statistique TH1 est asymptotiquement normale sous I’hypothése nulle, de moyenne

zéro et de variance 2v3 avec

Vi :/ fg(x)w2(x)dx/ (K + K)?(2)dz.

Rd Rd
On en déduit que

{1 > 071 - a)2) 2},
est la région critique d’un test de niveau asymptotique «. Ce test est asymptotiquement con-
vergent pour tester Hy contre H§.
Démonstration: Dans les points suivants on établit la normalité asymptotique de T)>' sous
Hj et la convergence asymptotique du test proposé.

A) Equivalent asymptotique de T)}!

Notons U,, = nhfﬂ{]}b — EolI}}. Dapres le Théoreme 4.2.1 U, est asymptotiquement
équivalente & T1'!. En étant H,(-,-) défini par (4.2.2) sous I'hypothese nulle, considérons

la décomposition

1 < 2
1 v e
In - thd/Q ZHTL(XMXZ) + n2hd/2 Z Hn(X’LaX])
n i=1 n 1<j<i<n
= Iy + 1
Nous pouvons alors écrire
Un = nh@2{I}, — BoI',} + nh@/2{1}, — EoIl,}. (4.3.4)

Nous allons montrer que le premier terme de cette décomposition est négligeable et que le

second terme est asymptotiquement normal.

B) Etude de nht/*{I}, — EoI',}

D’aprés la définition de H,(u,u), il est facile de conclure qu’il existe C' > 0 tel que

SUp,erd |[Hn(u,u)| < C’(h;i/2)71. Nous pouvons alors majorer le moment d’ordre deux de
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nhim{f}ﬂ — Eol},}. En désignant par H,(-) = Hy,(-,-) — EoH, (X0, Xo) et en tenant compte

de la majoration précédente et du Corollaire 3.2.4, nous avons

nhd/2(1 Eoz,lﬂ}r ~B[H,(X Z n — i) E[H, (X;)Hn(Xo)]

—(2<>)

1
= O(n—hg) = o(1), puisque nhe — +o0,n— +oo.

IN

On conclut alors que

”hiﬂ{ﬁn - EOIvln} = Op(l)-

C) Etude de nh/*{I, — EoI',}

Il reste maintenant a étudier le comportement asymptotique de la variable aléatoire
nhiP{Ik — Eoll,} = % > {Hu(Xi, X)) — BoHy (X, X;)}-
1<j<i<n
La normalité asymptotique de cette variable découlera de I’application du Théoreme 3.4.11.
Soient pour r > 0 et n € N, u,(r), v, (r), wn(r) et z,(r) définis par (3.4.6) pour le processus
(Xi,i€7ZZ), avec hy, = H,. Sous les hypotheses (P), (N) et (), et pour r > 1, il existe C' > 0

tel que, pour n assez grand

un(r) < C(hd) ,
onlr) < Chn)T (4.3.5)
w,(r) < C, et

)

INA
Q
=

Sa

La premiere inégalité est 'inégalité (4.2.4). Les autres inégalités s’obtiennent avec une
technique analogue.
Les quatre premieres conditions du Théoréeme 3.4.11 sont alors satisfaites avec dg > 0 fixé,

Yo = 82f25§0 < 1 et 71 €]0,7], ot v est tel que limsup, n7h¢ < oo (hypothese (4.3.2)). En effet,

d’apres les hypotheses (4.3.1), nous vérifions que

wnd+dp) O<M> O(ﬁ) _ o),

no nyo Tlh,,d.b

w+%) = O((h)T) = o),
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wa2+%) (L) — o(1), et

nl/2 nl/2

zo (20 = O(n"hl) =0(n"hl) = O(1).

Il nous reste a déterminer la forme de la variance asymptotique. Nous allons montrer que

- 2
EO[# Jra K(x;fo )K(””;l—j(o)w(z)d:c] tend vers une limite. D’apres (4.2.3) celle-ci coincidera

alors avec celle de Ey[Gro(Xo, Xo)], ot pour u,v € RY, Gro(u,v) = Eo[Hp(Xo, u)Hp(Xo, v)].
Puisque toute fonction de carré intégrable est limite dans L2(IR?) d’une suite de fonctions

continues, il suffit de considérer fy continue dans IRY. D’apres le théoréme de la convergence

Eo{ 542 /WK< hfo) <xTn70) 7T(g;)das}
- hi/]R /]R </ < h_nu> K<x,;v> w(:c)d:c>2fo(u)f0(v)dudv
/]Rd /Rd ( (y+ uf;v> m(u +yhn)dy)2fo(u)fo(v)dudv

1
hd
- /]Rd /]Rd ( K(y+2)m(v+ (y+z)hn)dy)2f<)(v+zhn)f0(v)dzdv
/Rd f3(@)m® (z da:/ (K + B)2(2)dz + o1).

dominée, on a

2

Sw

Ainsi,
ngmm FEo[Gno(Xo, Xo)] = v = /IRd fe(x)n?*(x)dx /Rd (K * K)?(2)dz. (4.3.6)

D’apres le Théoreme 3.4.11 et 1'égalité (4.3.4), on conclut que U, et donc T}'1, convergent,

lorsque n tend vers I'infini, vers la loi normale de moyenne zéro et de variance 2v/3.

D) Convergence asymptotique du test

On suppose maintenant que f est la densité marginale du processus (X;, i€ 7Z). Nous avons

2 [ {nl) = B fol@)}{Erfole) — Bof(e)}n(o)do
+ [ A0@) = Bl rta)da + [ (B ful) = Eofule) Pradde,

ou, d’apres le Théoreme 4.2.1, les deux premiers termes convergent en probabilité vers zéro,

lorsque n tend vers 'infini. Pour le dernier terme, en utilisant les arguments de densité employés
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auparavant, il suffit de considérer fy et fi continues dans IR?. D’apres le théoréme de la

convergence dominée, on a

/ (Bufu(t) — Eofula)2r(z)da
Rd

- /Rd </Rd th< > (fi = fo)(U)dU)Qw(:c)d;c

/ (/R hld (0)(F1 = fo) (@ — Uhn)dU)QW(x)dx
- /]Rd /}Rd ]RdK K)(f1 — fo) (@ — uhn)(f1 — fo) (& — vhn)m(x)dadudy

- / (1) — fol@)Pr(e)de +o1).

Si f1 # fy, on obtient,

L = - 1/ K2 fo(e — uha (e}
T2 = T o w) fol(z — why)7(x)dzdu

/ (@) — fo(@)Pr()dz + op(1),

et donc, T'H1 converge en probabilité vers +oo, si n— 400, puisque d’aprés ’hypothese (), ©

est strictement positive dans le support de fy. Ceci entraine la convergence du test. [ |

4.3.2 Le test fondé sur T>!

Si on compare les statistiques I} et I2 on note qu’elles ne different que par le remplacement par
fo de 'espérance de f,, prise sous I’hypotheése nulle. On analyse dans la suite cet écart. Pour
cela on a besoin de quelques hypotheses supplémentaires sur la densité fy et sur le noyau K.
On désigne par W¥(m) (m € IN*), I'ensemble des densités de probabilité sur R? qui admettent
des dérivées partielles d’ordre m continues, bornées et intégrables dans RY.
Si fo € Wim) et K € K%m) (cf. §1.3.4) pour un m € IN*, nous avons vu dans la

démonstration du Théoreme 1.3.14 que pour :cEIRd,

Eofu(z) = fo(z) = by A (fo, K) (), (4.3.7)
Anlfo, K)(2) (4.3.8)
= (71)m U; LU U ' & T — hou _ \m—1 w
= o1 /]R in e Ui K )/0 axil---axim( hput)(1 — )™ dtdu.

i1y im =1
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Etant donné que les dérivées partielles d’ordre m de fj sont continues et bornées, on conclut

d’apres le théoreme de la convergence dominée que, pour z€IR?,

dim  AR(fo, K)(2) = A(fo, K)(x),
avec
™ fo

[ —
é)xil c '6$im

m, _ (71)m
A™(fo, K) () = ~— | > |t g, K (u)d (z). (4.3.9)
Par simplicité nous notons A'fo = AT(fo, K) et A™fy = A™(fo, K).

Théoreme 4.3.10 On suppose satisfaites les hypothéses (P), (N), (S) et (). Soient fo bornée
sur RY, et foeWd(m) et K€K(m), pour un meIN*. Notons

1/12:/ fg(x)ﬂ'2(x)dx/ (K*K)?(2)dz, (4.3.11)
R4 R

+oo
vi = Varg((A™fo - 7)(Xo)) + 2Zcov0((Amf0 -m)(X;), (A™fo - 7)(X0)), (4.3.12)

(Varg et covg désignent la variance et la covariance évaluées sous 'hypothese Hy), et choisissons

la statistique T>' avec un coefficient d(n) donné par

/2 .
nhy' °, st A€ (0,400

d(n) = [ | avec A = lim nhdt?m, (4.3.13)
Vnh, ™, si\ =400 e

i) Si nhdt2m™ — X\ € [0, +oo[, n — +o0, ce qui implique nh? = O (v/nh,™), alors la
statistique T>1 est asymptotiquement normale sous I’hypothése nulle, de moyenne zéro et de

variance 2v3 + 4\v3. On en déduit que
2,1 -1 2 2)1/2
{Tnv > ¢ (1 — ) (20f + 4M3) } :

est la Tégion critique d’un test de miveau asymptotique «. Ce test est asymptotiquement con-
vergent pour tester Hy contre Hf.

ii) Sinhd*+?m X\ = 400, n— 400, ce qui implique /n h;,;™ = o (nhim), alors la statistique
T2 est asymptotiquement normale sous I’hypothése nulle, de moyenne zéro et de variance 4v3.

On en déduit que
{1212 2671 (1 = a)lual},
est la Tégion critique d’un test de niveau asymptotique «. Ce test est asymptotiquement con-

vergent pour tester Hy contre Hf.
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Remarques 4.3.14 (1) Dans un cadre d’échantillonnage le terme de variance v3 qui se réduit
a Varo((Amfo . W)(Xo)) peut étre évaluée sous Hy. Dans le cas général la seule connaissance
de fo ne permet pas d’évaluer v3. Cette quantité devra, dans ce cas, étre estimée de facon

convergente. Soit

=1

m(n) n—j
o= Varo (Ao 7)(X0)) +2 3 { 1= S (Ao (XA o  )(Xi)

(% i(Amfow)(Xi))Q},

=1

3
mT(") — 0, lorsque n— +0o0, on peut

ot m(n) est une suite d’entiers convergeant vers l'infini. Si
montrer la convergence en probabilité de ﬁ%m vers v2, lorsque n tend vers l'infini. Le théoréme
précédent reste alors valable, si on remplace v par cet estimateur, dans la définition des régions
critiques.

(2) De plus, remarquons que si les variables aléatoires X;, i € Z, sont indépendantes, les
résultats précédents peuvent étre obtenus en remplacant 'hypothese (S) par la seule hypothese

(4.3.1). En effet, 'hypothese additionnelle (4.3.2) est utilisée pour déduire la condition iv) du

Lemme 3.4.7, et cette condition est toujours vérifiée dans un cadre d’échantillonnage.

Démonstration du Théoréme 4.3.10: Dans les points suivants on établit la normalité

asymptotique de T sous Hy et la convergence asymptotique du test.

A) Equivalent asymptotique de 721

Notons V,, = d(n){I? — EoI?}. D’apres le Théoreme 4.2.1, V;, est asymptotiquement équi-
valente & T2, car d(n) = O(nhf/Q). On a, alors,
1 1 1
= U, + W,
d(n) nhi/? vnhy™

(4.3.15)
oit U, a été défini dans la démonstration du Théoreme 4.3.3 par U, = nhi/*{I} — EyI1}, et

Wy = 2y /R An(2) = Bofal@)HBofux) — fo(@)}r(e)de.

B) Normalité asymptotique de U,

Dans la démonstration du Théoréme 4.3.3, nous avons établi que U,, et T'1! sont asympto-
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tiquement équivalentes et que
> {Hu(Xi, X)) = EoHp(Xi, X;)} + 0p(1),
1<j<i<n
ol H,(-,-) est défini par (4.2.2). Il découle aussi de la démonstration de ce théoréme que les
conditions du Théoreme 3.4.11 sont satisfaites permettant ainsi de conclure que U, tend vers

la loi normale de moyenne zéro et de variance 2v/%.

C) Normalité asymptotique de W,

D’apres (4.3.7) et pour Afy définie par (4.3.8), la variable aléatoire W,, s’écrit

Wn

2/t [ 4u(o) = Bofu@HEo (o) = ofo)}e(a)ie
= 2 [ () = Bofu @ (A7) @)

S () ()

G(X)

Sl Gl
i Mz ||‘M:

ot pour ueRY,

() = ;—%A{K(Iil“) —EOK(IanO)}(AﬁfO-w)(m)dax.

Vérifions maintenant que les conditions du Lemme 3.4.2 sont satisfaites avec §y = 2 et

cj =covg ((A™fo - m)(X;), (A™fo - 7)(Xo)), pour j=0,1,2,..., et A™f, définie par (4.3.9).

Comme 7 est bornée ainsi que les dérivées partielles d’ordre m de fy, il est alors facile
de conclure que sup,,cp- SUp,cra |[Gn(u)| < o0, et donc la condition i) du Lemme 3.4.2 est
satisfaite. Etablissons maintenant la forme de la variance asymptotique, en démontrant que

pour j =0,1,2,..

lim EO [Gn(X])Gn(Xo)] = COU()((Ame . W)(Xj), (Amf() . ’/T)(X()))

n—-+o0o

D’apres la définition de G,,,

Eo[Gn(X;)Gn(X0)]

= B [ [ () () (A m) @) Ao m) ey
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—E? {é /]RK(x hnXO) (A,Tfo-w)(z)dz]

_ /]R [ KK @) Bo[(A7fo ) (X5 + b ) (Ao - 7)(Xo + vh)] dud

- ( - K (u)Eo[(A7'fo - m)(Xo + uhn)]dU)Q :
Pour presque tout u, veIR?, les termes
Eo[(AT'fo - m)(X; + uhn ) (Ao - m)(Xo + vhy)] et Eo[(Alfo - m)(Xo + uhy)],
convergent, d’apres le théoreme de la convergence dominée, respectivement vers
Eo[(A™fo - m)(X;)(A™fo - m)(Xo)] et Eo[(A™fo - m)(Xo)]-

Une nouvelle application de ce théoréeme nous permet de conclure.
On conclut alors, d’apres le Théoreme 3.4.5, que W,, est asymptotiquement normale de

moyenne zéro et de variance 4v/3.

D) Normalité asymptotique de V,,

L’égalité (4.3.15) s’écrit encore

d(n) d(n)
Uy + ——=——
nhd/? Vnhy

olt d’apres les points précédents et le Théoreme 3.4.12, on conclut que V;, et donc T'>!, conver-

V, =

Wh,

gent, lorsque n tend vers 'infini, vers la loi normale de moyenne zéro et de variance donnée par

207 + 43, si A€[0, +oo| et par 413, si A=+o0.

E) Convergence asymptotique du test

Supposons maintenant que f; soit la densité marginale du processus (X;,i€7Z). D’apres le

point D) de la démonstration du Théoreme 4.3.3, nous avons

- / (1) — folw)Ym(a)de +2 / (@) — Bofu@)}{Eofu(x) — folx)}m(a)dz + op(1).
Rd IRd

Comme foeW?(m) et K €K%(m), on a

/ (Bofu(z) — fole)Y2m(z)de = h2" / (A™fo(@) m (),
R4 R4
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ce qui permet de conclure que

T21 9
i /{f1 (2)}2r(x)dz + 0p(1).

Donc, si f1 # fo, T>! converge en probabilité vers +o0, si n — 00, puisque 7 est strictement

positive dans le support de fy. Ceci entraine la convergence du test. ]

4.3.3 Comparaison des statistiques de test T} et T>!

Les résultats concernant les lois asymptotiques reposent sur des développements des statistiques

de test sous 'hypothese nulle. Ces développements sont résumés ci-dessous:

ST {HW(Xi, X)) — BoHo (X5, X))} + 0,(1), et

1<j<i<n

d(n) 2 d(n
1= S S (X X))~ B (X X))+ \FZG )+ (1),
nhn 1<j<i<n

ot H, et G, sont données pour u,veIR?, par

i {52 () () () s
o= [ {r(5?
8).

avec A"f définie par (4.3

Le couple

(% Z {Hn (X3, Xj) — EoHn (X3, X;)} % Z Gn(Xi)),

est asymptotiquement gaussien, ce qui explique les résultats obtenus dans les Théoremes 4.3.3

et 4.3.10. A partir de ces développements on déduit aussi le résultat suivant.

Théoréme 4.3.16 Sous les conditions du Théoréme 4.3.10, si nhd+?™ — X\ =0, n— +o0, les

statistiques de test TH1 et T>! sont asymptotiquement équivalentes sous lhypothése nulle.

4.3.4 Statistiques modifiées

En tenant en compte les divers développements des termes Egl! et EqI2 obtenus d’apres les

Corollaires 4.2.5 et 4.2.7, nous discutons dans la suite des modifications asymptotiquement
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équivalentes sous I’hypothese nulle, des statistiques de test T2t et T2!. Les résultats des
paragraphes précédents restent valables pour ces modifications.

D’apres le Corollaire 4.2.5, les statistiques T)}1 et

11
1.2 _ 3d/2) 71
T.* =nh; {In nhd E

ainsi que les statistiques T,%’l et

K2(u)m(X; + uhn)du},
]Rd

sont asymptotiquement équivalentes sous I’hypothese nulle.

De facon analogue, sous les conditions du Corollaire 4.2.7, les statistiques 7)}3 et T'}* définies

par
T3 = nhd/21h — L K?(u)du fo(x)m(x)dx — LM(fo hn,m) ¢, sim > d et

n n n nhg R4 R4 nh% ’ ’ ’ - 27
Th = nhd/2 1) — ! K2(u)du fo(x)m(x)de — —— ! M (fo,hn,m —1) sim> 2
n hd Rd nhn Y Y ) 2’

et les statistiques 723 et T3’4 définies par

12 —d{ 1 - o [ K [ o

N

, et

_#M(fo, P, m) — /]Rd{Eofn(ac) - f(x)}Qﬂ'(ac)da:}, sim >
KQ(u)dU - fo(x)ﬂ'(x)dx

_n—dM(an hnam - 1) - /]Rd{EOfn(I) - fo(I)}Qﬂ'(.ﬁ)d.}?}, sim > ga

sont, sous ’hypothese nulle, asymptotiquement équivalentes a T)1! et & T2'1, respectivement.
Dans le cas réel d = 1, si on prend m = 1, T}* est précisément une des statistiques
considérées dans Bickel et Rosenblatt [4].

Finalement, remarquons que si la suite (h,) est choisie de fagon que nhi/ Fham

— 0, ou
que nh2d+2m — 40 lorsque n — +00, nous pouvons, & partir de la statistique 72! et de cha-
cune des statistiques précédentes qui lui sont asymptotiquement équivalentes, obtenir d’autres

statistiques encore asymptotiquement équivalentes & T>1. En effet, pour h, satisfaisant les

conditions précédentes, nous avons, respectivement, [pq{Fofn(z) — fo(z)}*m(z)dz = 0(#)
n n
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(cf. (4.3.7)) et —7 = 0( 1 ) Si par exemple dans le cas réel d = 1 on prend m = 2, la

statistique

nh}/Q{Izn—]lln/RKQ(u)du/Rfo(x)w(z)d:c},

obtenue & partir des statistiques T2 ou T>*, est asymptotiquement équivalente & T2>1 si
hn = o(n_%). Cette statistique a été aussi considérée dans [4].

Puisque les différences TF! — TF3 et TH! — TF4 pour k = 1,2, sont déterministes et
négligeables, nous nous limitons dans la section suivante a I’étude de la puissance locale des

tests asymptotiques définis par les régions critiques
Ot = {1 2 71— ) @22) 2} k= 1.2,
o2k = {T,f”“ > ¢l (1—a) (202 + 4Au§)”2} L k=1,2, et A € [0,+ocf, et

C2F = {T?" >2¢7 (1 —a)|va|}, k=1,2, et A = 400,

olt V2, v3 et A, sont définis respectivement par (4.3.11), (4.3.12) et (4.3.13).

4.4 Puissance locale des tests

De facon a décrire les propriétés de puissance des tests jusqu’a maintenant introduits, nous
nous intéressons au comportement asymptotique des écarts I} et I2, sous une suite, notée
(Xin,t € Z)nen-, de processus stochastiques fortement stationnaires dont la suite de densités

marginales (g, )nen+ (suite d’alternatives locales pour fy), est de la forme

gn(x) = fo(x) + any(x) + 0o(an)yn(2), (4.4.1)
pour z€IR?, on
sup |y(z)| < oo, sup sup |ya(z)| < oo, (4.4.2)
z€R? nelN* zcRe
/ |v(z)|dx < 0o, sup / [y (x)|dz < oo, (4.4.3)
R4 neN- JR4

et (a,) est une suite de nombres réels positifs convergeant vers zéro, lorsque n tend vers l'infini.

Les hypotheses introduites dans le paragraphe suivant sont désignées par (AL).
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4.4.1 Hypotheéses sur la suite d’alternatives locales (AL)

Admettons que (Xip,i € Z)nen+, est une suite de processus stochastiques de dimension d,
fortement stationnaires dont les coefficients de mélange de type 3, définis par (3.2.1), décroissent
vers zéro de facon exponentielle, uniformément par rapport & n. Pour n € N, soit g,, définie
par (4.4.1), la densité marginale du processus (X;,,1€ZZ), et désignons par g;,(-|z), la densité

de la loi conditionnelle de X;,|Xo, = 2, qu’on suppose satisfaire la contrainte

sup sup gin(ylz) < 0.
n,tEN* zc{uecR?|gyn (u)>0}
yeR?

Discussion des hypothéses précédentes

Il est a ce niveau utile de discuter ces hypotheses et notamment de donner leur interprétation
en terme de variables aléatoires. Plus précisément, nous allons montrer que les hypotheses (AL)

sont satisfaites dans le cas d’une suite de processus définis pour n € IN*, par
Xin =Xi+6nZ;, i € L,

ou (X;,i€7Z) satisfait 'hypothese (P) avec f = fo, (0,) est une suite de nombres positifs qui
tend vers zéro, lorsque n tend vers Uinfini, et (Z;,i € ZZ) est un processus stochastique forte-
ment stationnaire de dimension d, indépendant de (X;,i € Z), avec un coefficient de mélange
décroissant vers zéro de facon exponentielle.

D’apres 'indépendance entre les processus (X;,i € Z) et (Z;,i € ZZ), on peut déduire que
les coefficients de mélange de la suite de processus (X, 1€ Z)nen+ satisfont aussi la condition
de décroissance exponentielle (cf. Bradley [12] pg. 173-174). De plus pour i,n € IN*, y eIR? et
z€{u € RYg,(u) > 0}, nous avons

gin(ylz) < sup sup fi(y|z),
€N 3y
puisque, pour z,yeR?,
gn(z) = E[fo(:c - 5nZ0)} ,

FxinXom) s @) = E folx — 6,20 fi(y — 0nZilx — 6,.20)],

et donc

Bl = T )

i
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apparait alors comme une moyenne pondérée des f;(y — 6, Z;|x — 6,Zp), d’ol1 la majoration.
Les formes des alternatives locales different selon les hypotheses concernant la loi marginale
de Zy. 1l faut distinguer deux cas selon que ces variables sont ou non centrées.
Si E[Zy] # 0 et E|Zg;|> < 0o, pour i = 1,2,...,d, ot Zy; désigne la i*™* composante de Zj,
et si fo admet des dérivées partielles jusqu’a I'ordre 2 continues, bornées et intégrables dans

R?, on a pour ze R,

gn(z) = E[fo(z —0,2)]
= fo(z) + dny(x) + 572L’Vn(x)v
avec .,
0
2(a) = - ;E[Zm]a—ﬁ(w), et
d 1 anO
’yn(x) = i]zzzl E |:Z0iZ0j . azzaz] (I — 5nZQt)(1 — t)dt .

Si E[Zo]=0 et E|Zy;|> < oo, pour i = 1,2,...,d, le développement doit étre mené & I'ordre
supérieur; si fo admet des dérivées partielles jusqu’a ’ordre 3 continues, bornées et intégrables

dans R?, on a pour zeR?,
gn(@) = fo(x) + 057(2) + G (2),

avec .
1 & fo
v(z) = 5 Z E[ZOiZOj]iaxiaxj (z), et

1 < L 93,
n(x) = —= FE | Zy; Z0i 7, —— (-6, Zpt)(1 —t)%dt]| .
=3 3 ot | G =z 1)

On conclut que si Zy est de moyenne non nulle, a,, = §,, et si Zy est de moyenne nulle,
an = 02, ot a,, est donné dans (4.4.1). Ceci permet de relier les ordres des alternatives locales

exprimés en terme de densités (a,) et en terme de variables (dy,).

4.4.2 Propriétés asymptotiques des écarts [! et I> pour une suite
d’alternatives locales

Nous considérons les écarts étudiés précédemment, en introduisant un double indice n pour

insister sur le fait que la loi du processus varie avec n le long d’une alternative locale. Ces
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écarts sont
B = [ fnle) = Eofuo) (ol
IRd
et

By = [ hnle) = fo@) Py,

ot frn(z), pour z€R? et neIN*, est défini par

- _Xin
Jan(@) = #ZK(I = )

n =1

Dans les résultats suivants, nous commencgons par mettre en évidence des expressions asymp-
totiquement équivalentes de ces écarts. Dans le théoreme ci-dessous v? est défini par la formule

(4.3.11).

Théoreme 4.4.4 On suppose satisfaites les hypothéses (AL), (N), (S) et (7). Soit fo bornée

sur R, On a

1 2
Irlm = hd/2ﬁ Z {Hnn(Xianjn)_EHTm(Xi"’Xj")}
2 1<j<i<n

+a;, /Rd v (z)m(z)dx + L /]Rd » K2(u)gn(z)7(z + uhy, )dedu

nhd
1
roled) <o )

n

ot pour u,v € R,

Hpp(u,v) (4.4.5)
B 1 T—Uu z — Xon T —v z — Xon
- o A () e (e e () - (5 e

De plus, la variable aléatoire

2
_ Z {Hnn(invXjn) *EHnn(Xin;Xjn)}a

1<j<i<n

converge, lorsque n tend vers linfini, vers la loi normale de moyenne zéro et de variance 2v3.

Démonstration: Considérons la décomposition

1 = xXr) — X 2’/TZ T — xTr) — x 2’/TZ X
Bo = [ @) = Bfunla)rla)ds = B [ {fun@) = Bfunla)r(a)a
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+E [ {funle) = Bfun(0)Pr(o)do
42 [ (o) = Blan@HESun@) = Bof(a)r(a)de

+/]Rd{Efnn(:c) — Eofn(2)} m(z)de

1
= —dU,erE1 +2E% + E3 .
/2 nn nn nn

nhy

Nous analysons dans la suite chacun de ces termes.

A) Etude de la variable U,

De fagon analogue a la démonstration du Théoreme 4.3.3, on déduit que la variable aléatoire
U,n sécrit

2
Upn = E Z {Hnn(Xin7Xjn) - EHrm(Xin; X]n)} + Op(1)7

1<j<i<n

ou H,, est défini par (4.4.5). De plus, on déduit que les hypotheses du Théoreme 3.4.11 sont
satisfaites et que la variance asymptotique de U, est égale & 217 (voir la preuve des relations

(4.3.5) et (4.3.6)).

B) Etude de la variable E}

De fagon analogue au développement établit pour le terme de variance dans la démonstration

du Théoreme 4.2.1, on a

1 = xT) — nn T 2 X
Enn - E/]Rd{fnn( ) Ef ( )} d
1

1
— K?(u)gn Ry )dad — ).
i /]Rd o (w)gn(z)m(x + uhy,)dx UJrO(nhf/Q)

C) Etude de la variable E2

On a

P = [ Uonle) = Efanl@)HEfon(0) ~ Bolole)}la)ds

en désignant par p,(z) = a; {Efon(x) — Eofa(z)} = hLd f]Rd K(l};y) (’y(y) + o(l)fyn(y))dy.

D’apres les conditions (4.4.2) sur 7 et y,, on a sup,,cn- SUPLerd [Pn ()| < 00, et donc

b o {(E52) - (2

=0(),

sup
ueR?
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ce qui permet, de la méme fagon que dans le point B) de la démonstration du Théoreme 4.3.3,

2
d’obtenir E{‘({—fE%n] = O(1). Ainsi,

2
3
I
Q
Y
R
)
S
~

D) Etude de la variable E3

En supposant que v est continue dans IR?, on a d’apres les conditions (4.4.1), (4.4.2) et

(4.4.3), et le théoreme de la convergence dominée, que
B3 = /d{Efm(ac)—Eofn(x)}27r(ac)da:
R
1
— K
IRG: /W (%
RCIRIC
= S KOO
R4JRIJRE

= an/ 72()()d:c+0( )
IRd

1Y anlo) ~ folo)e }2w<x>dm
) y}Qﬂ(x)dx—i-o(ai)

()77 (y + (u — v)hy )7 (y + uhy)dydudv + o(a?)

Des arguments de densité permettent d’étendre le résultat pour v bornée et intégrable dans IR¢

(hypotheses (4.4.2) et (4.4.3)).
D’apres les points précédents, on déduit finalement le résultat énoncé. [

Dans l'analyse de ’écart I2, admettons que fo € W%(m), pour un m € IN*. Nous supposons

en autre que la suite d’alternatives locales vérifie la condition supplémentaire suivante:

Hypothése additionnelle (AL1)

On dit que la condition (AL1) est satisfaite, si pour ¢ € IN, il existe e; € R tel que, pour
deux suites quelconques u,, et v, sur R?, qui convergent vers zéro, lorsque n tend vers I'infini,

on ait

E[(Afo - 7)(Xin + un ) (Ao - 7) (Xon + vn) | — €5, si n—+o0, (4.4.6)

ou A"fo est définie par (4.3.8).
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Théoréme 4.4.7 On suppose satisfaites les hypothéses (AL), (N), (S) et (7). Soit fo bornée

sur R, et on suppose foe W (m) et K €K% (m), pour un meIN*. On a

1 1 2 —
I2 = Hnn X’Ln;X n EHnn in;Xn + = Gnn in
n nhiﬂ Z{ (Xins Xin) = BHan (Xin Xin)} + 5= 75 > Gon
+a? / 72 (z)m( d:c+—/ / Y (z + uhy)dzdu
R¢ JR4
+onm / / ~ Fo(@)) (Ao - 1) (& + whn)dedu
R¢ JRY

+/}Rd{E0fn(x) — fo(x)}?m(z)dx + op(ay) +O;D<#Z/2)’

ot Ao est défini par (4.3.8), H,, est défini par (4.4.5) et pour u € RY,

Gn(u) = %/}R {K(xhn“) EK(%)}(A%«)@W. (4.4.8)

De plus, sous Uhypothése supplémentaire (AL1), le vecteur aléatoire

( > {Hun(Xin, Xjn) — EHnn(Xm,X]n},\/_ZGm m))

1<j<i<n

converge, lorsque n tend vers l'infini, vers la loi normale de moyenne zéro et de matrice de

2020
covariance ( ! ), ou v est défini par la formule (4.3.11) et
0 432
+oo
= Varo((A™fo - 7)(Xo)) +2) _ (e — Eg [(A™fo - m)(X0)]) - (4.4.9)
j=1

Remarques 4.4.10 (1) D’apres les conditions de mélangeance imposées a la suite de proces-
sus (Xin,i € Z)nen-, on conclut que la suite (e; — EZ[(A™f, - ﬂ)(Xo)])iE]N* est absolument
convergente.

(2) Si pour i € IN*, la suite de densités f(x,, x,,), convergeant vers une densité f(x,  x,..)s
lorsque n — +o0o, est sous les conditions du théoreme de la convergence dominée, alors la
condition (AL1) est satisfaite avec e; = E[(A™fq - m)(Xioo ) (A™f0 - 7)(Xooo)] -

(3) Admettons que 7 est continue et que, pour x € R , les dérivées partielles d’ordre m de
fo appartiennent & A, (). Si pour chaque ¢ € IN*, la loi du couple (X, Xo,) converge, lorsque
n — —+00, vers la loi d’un couple noté (X;c0, Xooo), alors nous sommes dans les conditions du

Théoreme 3.1 de Ranga Rao [78] ce qui permet de conclure que la condition (AL1) est satisfaite

avec e; donné dans (2).
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(4) Dans un cadre d’échantillonnage et d’aprés la forme retenue pour la densité marginale de

la suite d’alternatives locales, la condition (AL1) est toujours vérifiée avec e; = 0, pour i€ IN".

Dans ce cas V32 = 13 = Varg((A™fo - 7)(Xo)). L'égalité 13? = 13, est vérifiée dans les cas (2)

et (3) précédents si, par exemple, pour tout i € IN*, la loi du couple (X;o0, Xooo) coincide avec

celle de (X;, X) sous Hy.

Démonstration du Théoréme 4.4.7: Considérons la décomposition,

2, = IL,+2 / {Fun () — Efun (@)} Bofu(®) — folz)}(z)de
IRd
42 [ {Bfan(o) = Bofu (@) HE (o) — (@)} n(a)ds
Rd
+ [ ABofu@) = @)oo

A) Développement asymptotique de 12,

D’apres le développement trouvé pour I}, dans le Théoréme 4.4.4, on peut écrire

1 1
N e

+aj, / ﬂz)w(x)dw% / K?(u)gn(z)n(z + uhy,)dzdu
R4 nhg Jra Jra

2 _
Inn -

+2h7’f/ K(u)(gn(:c) — fo(:c)) (Ao - ™) (z + uhy)dzdu
R4 JRA
2 2 1
[ B 0) = o) Fr(o) + 0002+ 0, — ).

ot Upp = %Z1§j<ign{Hnn(Xina Xjn) = EHpn(Xin, Xjn)} + 0p(1), et

W = 2V [ {hual@) = Efnle) HE () = fola)r(e)ds

= 2vm / (@) = Efun (2) Ao - 7) (2)de
R

- Qﬁ#g/w {K(x_hX") —EK(JC;LA)}(AZLfO-ﬂ)(x)dx

n n

B) Normalité asymptotique du vecteur (Unpn, W)

D’apres la démonstration du Théoreme 4.4.4, nous savons que la variable U, satisfait les

hypotheses du Théoreme 3.4.11, ce qui a permis de conclure sa convergence vers la loi normale
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de moyenne zéro et de variance égale & 2v2. Suivant le point C) de la démonstration du
Théoréeme 4.3.10 on conclut que sous 'hypothese (AL1), la variable W, satisfait les conditions
du Théoréme 3.4.5 avec &g = 2, co = Varg((A™fo - 7)(Xo)) et ¢; =e; — EZ[(A™fo - m)(Xo)],
pour j=1,2,..., ot A™f; est définie par (4.3.9). On en déduit que W, converge en loi vers la
loi normale de moyenne zéro et de variance 4v32.

La convergence en loi annoncée pour le couple (U, Why) découle maintenant de 'applica-

tion du Théoreme 3.4.12. [ ]

4.4.3 Quelques remarques et définitions

Asymptotiquement équivalents sous I’hypothese nulle, les estimateurs introduits pour les ter-

mes de biais Eol} et EyI?

2, ne le sont déja plus sous la suite d’alternatives locales. En effet,

Papproximation introduite pour ces termes dans le Théoreme 4.2.1, n’est pas toujours adéquate
pour corriger le terme n# fRd fRd K2(u)gn(z)7(x + uhy)dzdu, intervenant dans les biais des

écarts I} et I2

o, lequel ne résulte pas de 1’éloignement de 'alternative locale g,, par rapport a

fo- De ce fait, les tests définis par les régions critiques C}1 et C12, ou C?1 et C2-2, présentent
différentes propriétés de puissance. En particulier, on trouve dans les statistiques de test 7)1+
et T>1 un effet de biais égal & # Jra K2 (w)du [ay(x)m(z)dx, si hi/? = O(an). Remar-
quons aussi que le terme 2h77" [pa [ra K (w)(gn(x) — fo(x)) (AR fo - 7) (2 + uhy )dzdu intervenant
dans EI?

nn?

et qui sous I'’hypotheése Hy est égal & zéro (g, = fo, pour tout n), sous la suite
d’alternatives locales considérée, introduit dans les statistiques fondées sur I'écart I2 un effet

de biais égal & 2a,h]d(n) [pa A™fo(x)y(z)m(z)dx, si \/Lﬁ = Ofay).

Les définitions que nous introduisons dans la suite, nous permettent une description plus
précise des caractéristiques des tests précédents au niveau de la puissance locale. Nous notons
C,, la région critique d’un test de niveau asymptotique « et asymptotiquement convergent pour

tester Hy contre H, et par Py, la probabilité prise sous la suite d’alternatives locales (4.4.1).

Définition 4.4.11 On dit que la suite (a,) de nombres réels positifs convergeant vers zéro,
lorsque n tend vers linfini, est une suite inférieure du test asymptotique défini par la région

critique Cy,, si pour toute suite (g,) d’alternatives locales de la forme (4.4.1) avec v # 0, on a

lim Py, (Cn)=aq, si I _ o(1).

n—-+o0o
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De plus, si la suite inférieure (al) satisfait a,, = O(al), pour toute suite inférieure (a,,), on dit

I

que (ay,) est une suite limite inférieure du test asymptotique défini par la région critiqgue C,,.

Les suites inférieures caractérisent les vitesses de convergence vers fy de la suite d’alterna-
tives locales g, pour lesquelles la probabilité asymptotique de la région critique est, uni-

formément par rapport aux alternatives locales considérées, la méme que sous 'hypothese nulle.

Définition 4.4.12 On dit que la suite (G,) de nombres réels positifs convergeant vers zéro,
lorsque n tend vers l'infini, est une suite supérieure du test asymptotique défini par la région

critique Cy,, si pour toute suite d’alternatives locales (g,) de la forme (4.4.1) avec v # 0, on a

lim P, (Cn)=1, si 2 =o(1).

n—-+oo an
De plus, si la suite supérieure (al) satisfait @’ :O(En), pour toute suite supérieure (ay,), on dit
que (6{1) est une suite limite supérieure du test asymptotique défini par la région critique C,.

Les suites supérieures caractérisent les vitesses de convergence vers fy de la suite d’alterna-
tives locales g,, pour lesquelles la probabilité asymptotique de la région critique est, uni-
formément par rapport aux alternatives locales considérées, la méme que sous une hypothese

alternative fixe.

Définition 4.4.13 On dit que la suite (al) est une suite limite du test asymptotique défini par
la région critique Cy,, s’il existe des suites limite inférieure (al) et limite supérieure (@l) telles

I 0 =l
que a, = a, = .

Nous nous intéressons en particulier aux tests définis ci-dessous (cf. Bickel et Rosenblatt [4]

pg. 1082):

Définition 4.4.14 Le test asymptotique défini par la région critique C, est asymptotiquement
convergent et uniformément strictement sans biais (resp. uniformément sans biais) au seuil «
contre des alternatives locales (USSB) (resp. (USB)), s’il existe une suite limite (al) telle que

pour toute suite d’alternatives locales (gn) de la forme (4.4.1), on a

lim P, (Cn) > a, (resp. > a) sia, = al.

n—-+4oo
Nous déterminons dans les paragraphes suivants les suites limites des tests définis par les
régions critiques CJ*, j k = 1,2. Ces suites sont trouvées en examinant directement la loi

limite de la statistique de test sous la suite d’alternatives locales.
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4.4.4 Calculs de puissance pour les tests C1* k= 1,2

En désignant par T)L1 et T2 les statistiques de test sous la suite d’alternatives locales con-
sidérée, nous obtenons, sous les conditions du Théoreme 4.4.4, les développements
2
Ty%»}? = - Z {Hnn(in;X]n) *EHnn(in;X]n)}
1<j<i<n

+nhd/2q? /]Rd 72 (z)7(z)dz + 0, (nhflﬂai) + 0p(1), et

Th = Tﬁf + an K2(u)du/

an
7 [ [z -+o (55 ) + o)

ou H,, est défini par (4.4.5).

En utilisant les développements précédents et en tenant compte du Théoreme 4.4.4, nous
déterminons maintenant les suites limites des tests définis par les régions critiques C}*, k = 1,2,

en admettant satisfaite 'hypothese
Hypothése supplémentaire sur ©
La fonction de poids 7 satisfait 7(z) > 0, pour presque tout x € RY.

Ces suites dépendent du choix de la fenétre h,,. De fagon a simplifier la discussion et illustrer

les résultats a ’aide de figures, nous considérons le cas ou h,, est de la forme

—a
hp,=n"%,

avec 0 < a < %, d’apres les hypotheses (S). Dans ce cas, les suites limite inférieure et supérieure

sont aussi de la forme

ce qui équivaut a la suite limite

et pour le test de région critique C>1,

1 ad ad
b= (§_Z)H{a§%}+7]l{a>%}’ et
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1/4

0 2/3d 1/d ¢

1/4

0 1/d @

Figure 4.4.16: Ordres des suites limites pour le test de région critique C}2

- 1 ad
b=(-——)1 1—ad)l
(3= T Mazzy T (- adly 2y
ce qui équivaut aux suites limites,
oLy + hd/21 t
Ln = \/ﬁhz/4 {'rfz/?'d:O(hn)} n {hn=o(7f2/3”l)}7 €

N S Lo
T = i =000} T g Mot -2}

Ces ordres sont résumés dans les Figures 4.4.15 et 4.4.16.
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On rassemble dans la suite quelques commentaires.

(1) L’ordre af, = \/Lﬁ associé aux tests paramétriques ne peut pas étre obtenu. Cependant,
il est possible d’étre tres proche de cet ordre si on choisit une large fenétre (a ~ 0), ou pour
les tests du type C11 une petite fenétre (a ~ é) en considérant seulement des alternatives

particulieres.

I _ 1
n \/ﬁhi“’

fonction croissante de [;4 v*(2)m(2)dx. En effet, en tenant compte du fait que T,;? est asymp-

2) Si on considere a, = a la puissance asymptotique du test C1? est une
( p ymptotiq n

totiquement normale de moyenne f]Rd 72 (z)m(x)dx et de variance 2v%, on a

2(z)m(z)dx
7 ooy )

n—-—+o0o

pour toute suite d’alternatives locales (g,,) de la forme (4.4.1). Le test C}? est donc USSB,
d’apres la positivité stricte de [ v*(z)7(x)dz pour tout v non nulle.

(3) L’observation précédente reste valable pour le test Cl'! si la fenétre h,, est choisie de
fagon convenable. En effet, lorsque n=2/3¢ = o(h,,) (a < Z), ona Tl =TL2 + op(1). Sion

choisit hy, tel que h, = O(n=2/34) (a > Z), le test C1! n’est plus USSB.

Analysons un peu plus en détaille la puissance asymptotique du test défini par la région
critique 1! lorsque h,, satisfait h,, = O(n=%/34),
Si h, = o(n_2/3d) (a > 3—2d), le test C1'! n’admet pas une suite limite. Sa puissance asymp-

totique lim,,—, 4o Py, (0711,1) peut étre de méme inférieure & a. C’est par exemple le cas ou

I

I' (resp. an = o(@l) et al = o(ay)), car la statistique de test converge soit vers 400, soit

anp, = Q
vers —oo, dépendant, respectivement, du signe positif ou négatif de

Jra K2(u)du [pay(2)7(2)de + [Ra 7P (x)7(x)de (resp. [ga y(z)m(z)dx).

2

Si on considere h,, tel que nhzd/QHuE 10, +-00[, n—+00 (a = 53), il existe une suite limite

al = — 7. Cependant, il est dans ce cas préférable de considérer une version bilatérale du

1
T ik,

test fondé sur T}, si nous voulons obtenir un test asymptotique USB. Pour mieux comprendre
le probléme, considérons une suite d’alternatives locales (g,,) avec a,, = al, v(z) = §vo(z), pour

x € IR, ol 7 est fixé et § € IR. Sous cette suite nous avons

1
T 4, N((S— K2(u)du/ Yo (z)m(x)dx +52/ V2 (z)m(x)de QVf).
n—-+o0o \/ﬁ R R R4

Considérons la fonction puissance correspondante a ces alternatives locales. Elle est définie

pour § € IR, par
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B(6)

0 e 5

Figure 4.4.17: Function puissance du test unilatérale C}! (u€]0, +o0[ et a, = al)

B(8)

0 6 5

Figure 4.4.18: Function puissance du test bilatérale fondé sur T)>% (€10, +oo| et a,, = al)

46) = lm_P, (CV).

n—-+o0o

Nous avons,

1) K?(u)d dx + 62 2(x)m(z)dx
B =1-¢ (¢ (1—a)— f]Rd (u) UfRd 70(33)77(35) z ﬂfmd 75 (z)m () .
(202 1)1/
_ fRd K2(u)du fRd Yo (z)7(z)dx
\/ﬁfRd V2 ()7 (x)da
Figure 4.4.17. On remarque aussi que l'introduction d’une version bilatérale du test fondé sur

Pour § = §* = positif, cette fonction a la forme donnée dans la

T}! n’est pas une bonne solution ne nous permettant pas d’obtenir un test USSB (cf. Figure

4.4.18).
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4.4.5 Calculs de puissance pour les tests C2* k= 1,2

En désignant par T2;! et T2 les statistiques de test sous la suite d’alternatives locales con-

sidérée, nous obtenons, sous les conditions du Théoreme 4.4.7, les développements

d(n) 2
d Z {Hnn(X'Ln;X]n) EHnn(in;X]n)} — Z
nh /2 1<j<i<n \/_h

+d(n)a? /Rd V2 (z)m(x)dz + 2d(n)h™a, » A" fo(z)y(z)7(x)d

+op (d(n)ai) + o(d(n)hnman) +o0p(1), et

2,2 __
Tnn -

d(n h)g” /Rd y(x)m(z)dx » KQ(u)du—i-O(d(:;gn) +0p(1),

ou la suite (d(n)) est définie par (4.3.13), et Hp, et Gpy, sont définis par (4.4.5) et (4.4.8),

T»,%l T22 T

respectivement.

Dans le cas ol le parametre v2, intervenant dans la définition des régions critiques des
tests fondés sur I2, ne peut pas étre évalué sous Hy, celui-ci doit étre remplacé par 3227",
I'estimateur introduit dans la Remarque 4.3.14 (1). En étant 3 la variance asymptotique de la
variable ﬁ iy Grn(X;) définie dans §4.3.3, nous allons admettre dans I’étude de la puissance
asymptotique des tests C>* k = 1,2, que I'estimateur f/\in est encore sous la suite d’alternatives
locales considérée, un estimateur convergent de la variance asymptotique de la variable aléatoire

précédente. Nous admettons donc que, sous la suite d’alternatives locales,

ﬁQQ,n — 1/2*2, en probabilité, n — 400,

ol 3% est défini par (4.4.9).

La convergence précédente aura lieu si la suite d’alternatives locales satisfait la condition
E[(Amfo ) (X ) (A" f - ’/T)(Xon)] —e;,n— +00,
ol e; est défini par (4.4.6). Cette condition est satisfaite sous les conditions décrites dans les

Remarques 4.4.10.

De la méme fagon que pour les tests définis par les régions critiques C}F k = 1,2, et
en admettant que 1'hypothese supplémentaire sur 7 introduite en §4.4.4 est satisfaite, nous

déterminons en fonction de la fenétre h, = n™% 0 < a < %, les ordres des suites limite
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inférieure al

= n~t et supérieure 6711 = n_g, des tests asymptotiques Cﬁ’k, k =1,2. Nous le
ferons a ’aide des développements précédents et du Théoreme 4.4.7.

Nous trouvons pour le test de région critique C2-2,

+ (1 - a_d) et
TrEm <a< d/2+2m} 4 {a>m}’

1 ad
—)1
D i b

b

1 a
U= E]I{aﬁm} +(17§(d+2m))ﬂ{

b=aml
amlly e o (5

ce qui équivaut aux suites limite

I _ L]I N #]I
n vn {nfmzo(hn)} nhfll/2+m {hn=o(n7m)etn’mzo(hn)}
1
7]:[ L
i \/ﬁh;il/‘l {hn=0(n7M)}’

IS}

1

I _
T = It o} T R ot )

Pour le test de région critique C*!, nous avons

i) sid < 2m:

1
TF2m <0< Tr3rEm }

ad ad

1 a
b= §H{a§m} +(1- 5(d+2m))11{
( 2t g

+(2 6
2 3 €

-1
Oz} T3 Y s

7 1 ad
bmamlly, o\ A+ (G- 4 eyt (Lmad T oy,

3d

ce qui équivaut aux suites limite

;1 1

dn = %H{n*mzom)} + nh&/2tm ]I{hn:o(n*m)em’d/2—1+2m=0(hn)}
1 d/2
+\/7_lhz/4 ]I{hnzo(nfm)etn*2/3d=0(hn)} ]I{hn_o n—2/3d)}
al =hn . —al
n {n Tz *O(hn)} \/_hd/4 {h =o(n d/2+2m)etn—2/3d O(h } nhd {hnzo(n—wad)}.
ii) si d > 2m:
b= + (1= 2(d+2m)1 Ly et
T2 { <7 | 2 {7 <a<zt=} { >t )

Ezamll{aS N }—i—(l—ad)ll{a . },

d+m d+m
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b,b

N me - - - - - — - - — =
I I
I I
I I
I I I I b>Db

1/4____I_ R R =
I I I I
I I I I
I I I I
I I I I
| | |

0 1/(d+2m) 1/(d/2+2m) 2/3d 1/d q

Figure 4.4.19: Ordres des suites limites pour le test de région critique C** avec d < 2m

b,b
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|
|
|
| b>b
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| | |
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| |

0 1/(d+2m) 1/(d+m) 1/d q

Figure 4.4.20: Ordres des suites limites pour le test de région critique C*! avec d > 2m

b,b

) _—x - - - - - - - - - - L
[ I
I I
I I
I I I b>b

1 - — — 1l B
I I I
I I I
I I I
I I I
| | |

0 1/(d42m) 1/(d/2+2m) 1/d @

Figure 4.4.21: Ordres des suites limites pour le test de région critique C?:2
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ce qui équivaut aux suites limite

1

f 1
T o 1 R
nhfril/Qer {hn:o(n d+2m)etn d+m :O(hn)}

1
@ = el o)

+hd21

}-i-

{hn:o(nim)}’ et

1

—I _ 1m -
a, = h, H{n7ﬁ=0(hn)} + ’nh% ]I{hn=o(n7ﬁ)}'

Ces ordres sont résumés dans les Figures 4.4.19, 4.4.20 et 4.4.21.

Les observations faites pour les tests fondés sur 1% k = 1,2, peuvent d'une fagon générale

étre ici adaptées. On souligne simplement quelques points:

(1) Sous les conditions du Théoreme 4.4.7, le test défini par la région critique C>? est

U.S.S.B. si on choisit A, tel que h,, = o(n_ d/21+2m') (a> . Le méme résultat est valable

;)
d/2+2m

pour le test défini par C2'! dans le cas d < 2m, deés que la suite (h,,) satisfasse h,, = 0(n7 dﬁlm)
et n= 3 = o(hy,) (m <a < Z). En effet, les variables T%;! et T%2 sont, dans les conditions
précédentes, asymptotiquement équivalentes & TL:2. Si d > 2m, il n’existe pas un choix de la
fenétre h,, qui rend le test C2! USB. En résumé, on conclut qu’uniformément sur les alternatives
locales considérées, les tests définis par les régions critiques C'1, C21 et C22 n’atteignent la
puissance locale du test C1'?, que pour des choix particuliers de la suite (h,,).

(2) La remarque la plus importante porte sur la vitesse \/Lﬁ obtenue pour la suite limite
inférieure des tests fondés sur I2, dans le cas ott nhdt2™ — \€]0, +00],n — +o0 (a < m)
On conclut facilement que la puissance asymptotique de ces tests sous la suite d’alternatives

1

locales de la forme (4.4.1) avec a, = 7 ost dans le cas A = 400 indépendante du choix du

noyau K, et supérieure a celle du cas A€]0, +ool.

4.5 Sur le choix du noyau

Le développement de procédures de test fondés sur les écarts I} et I2, dépend du choix du

noyau K. Nous considérons dans la discussion suivante uniquement le cas des tests USSB. La
puissance asymptotique de ces tests sous une suite d’alternatives locales avec a,, = al = ﬁ,
n n

est maximale quand le noyau K est choisi de facon a minimiser la fonctionnelle

J(K):/IRd(K*f()Q(z)dz.



122 Tests d'ajustement a une densité

Ghosh et Huang [34] déterminent dans le cas réel d = 1, le noyau optimal dans ce sens, en
se restreignent & la classe (£, 7), on € € R et 7 > 0, des noyaux positifs Ky sur R tels que
/ tKo(t)dt = € et / (t — €)2Ko(t)dt = 12
R R
Dans l'estimation de la densité, il est usuel de considérer £ = 0 et 7 =1 (cf. Bosq et Lecoutre
[9] pg. 82, ou Silverman [97] pg. 40). Ce résultat peut étre facilement étendu au cas multivarié

d > 1. Considérons la classe K¢ (&, 7) des noyaux sur R? de la forme
d
K(x):HKO(aci), = (x1,...,2q) € R, (4.5.1)
i=1
ot Ko € K1(¢,7). Nous avons alors le résultat suivant:
Proposition 4.5.2 Soient £ € R et 7 > 0, fizes. Alors
min J(K) = J(K*) = (3v37) ",

KeKkd(g,r)

ot

1 d d

K*(x1,...,2q) = | —=— I <.
(Zla azd) (2\/§T) H {|xi7§|§r\/§}’(zl’ ,:L'd)EIR
=1

Démonstration: Conséquence immédiate du Théoréme 1.1 de Ghosh et Huang [34] et de
I'égalité

d —

valable pour un noyau K € K¢(¢,7) de la forme (4.5.1). ]

4.6 Applications des statistiques T>*, k = 1,2, au cas d’un
test paramétrique

Quand I’hypothese alternative est non contrainte, nous avons vu que la vitesse des suites limites
des tests USSB fondés sur les statistiques T7°%, 7,k = 1,2, est égale a W, inférieure a la
vitesse usuellement obtenue dans les tests paramétriques. Cependant, la vitesse ﬁ est obtenue
pour la suite limite inférieure des tests fondés sur T>*, k = 1,2, quand la fenétre (h,,) est choisie
de facon convenable. Bien que ces tests ne soient pas USSB, nous proposons de regarder dans
cette section, comment utiliser les statistiques correspondantes pour tester une hypothese simple

paramétrique contre une hypothese alternative également paramétrique. Nous montrerons qu’a
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partir de méthodes de noyau, nous pouvons construire un test USSB au seuil « dont la suite

limite correspond a la vitesse paramétrique ﬁ

4.6.1 Description des hypotheses

Les hypotheses introduites dans la suite sur le modele paramétrique et sur la suite d’alternatives

locales, seront désignées, comme auparavant, respectivement par (P) et (AL).
Sur le modeéle paramétrique (P)

Considérons une famille paramétrique de densités de probabilité (par rapport & la mesure
de Lebesgue sur IR?) bornées et strictement positives g(-;8), ott § € © ¢ R, satisfaisant la
condition d’identifiabilité V81,02 € © : g(+;01) = g(-;62) = 61 = bs.

Dans cette section on admet que les variables aléatoires X1,..., X, sont indépendantes et
identiquement distribuées de densité g(-;0), pour un 6 € ©. Pour 6y a lintérieur de ©, nous

voulons tester I’hypothese
Hy: f =g(-;00) contre HS : f = g(;6), avec § € ©\ {6p}.

Admettons encore que cette famille de densités satisfait les conditions de dérivation sous le

signe intégral, et que la matrice d’information de Fisher définie par

Odlogg
oo’

dlogyg
00

1(0) = Ey (Xo; 0) (Xo;0) |,

est réguliére pour 6 = 6.
Sur la suite d’alternatives locales (AL)

Les alternatives locales paramétriques sont définies en function du parametre 6 par
0, =00 + a9, (4.6.1)

oud = (01,...,0g) € RX et (an) est une suite de réels positifs convergeant vers zéro lorsque n
tend vers I'infini. En terme de densités, ceci correspond a la suite d’alternatives locales

0%g
06006

1
gn(z) = g(x;0,) = g(z;00) + a, & @(Jc, o) + ai/ 8 (w500 + ta,d)d (1 — t)dt,
0

00

ou on suppose satisfaites les hypotheses permettant d’effectuer le développement limité. Ainsi,

avec les notations de la Section 4.4, nous avons une alternative locale convergeant vers g(x; o)



124 Tests d'ajustement a une densité

de la forme (4.4.1), avec

1) = 52 (:0y), 2 € R

En tenant compte de la régularité de la matrice I(6p), 'ensemble des applications v de la
forme précédente, obtenu d’apres la variation de § dans IR¥, est, donc, un espace vectoriel de
dimension finie K, engendré par les dérivées partielles 5—991(-; 60),- .-, ;TQK(-; o). Ce fait est a la
base des résultats que nous allons obtenir dans cette section.

Afin de contruire un test USSB, avec af, = ﬁ, nous sommes conduits & retenir les statis-
tiques Tﬁ’k, k =1,2, et & étudier leur comportement sous la suite d’alternatives locales (4.6.1).
Supposons que g(-;6p) € W (m) et K € K%(m) pour un m € IN*, et considérons les statistiques
T,%’k, k = 1,2, avec une suite (h,) satisfaisant nh;’ll”m — 400,n — +00. En tenant compte de
leur équivalence asymptotique nous les désignons par T2. Sous la suite d’alternatives locales

(4.6.1), on a d’apres le Théoreme 4.4.7

T2 = ZnJr\/ﬁhnm{ai(V/ @(Z;Q())—g(l‘;oo)ﬂ(l‘)dl‘ (4.6.2)
R

+2h7Tan/ A"g(x;00) ==
R
+op (vVnh,™a2) + o(v/nay) + op(1),

ot A™g(+;0y) est défini par (4.3.9) et Z,, est asymptotiquement normale de moyenne zéro et de

variance 4v3 = 4Varo(A™g(Xo; 0o)m(Xo)).

4.6.2 Test fondé sur une statistique multivariée a noyau

Considérons pour p € IN", fixé, la statistique multivariée

/

Tn(Hp) = (Tg(ﬁl)vTi(WQ)a ceey Tg(ﬁp)) y

ot on note II? = (my,m2,...,m,)" et T2(m;) désigne la statistique 772 olt on utilise la fonction de
poids ;.

Introduisons sur le vecteur des fonctions de poids II?, I'hypothese suivante notée (II):

Hypothése sur le vecteur des fonctions de poids (II)

On suppose que les fonctions composantes du vecteur des fonctions de poids sont presque

partout continues et bornées sur IRY. De plus on admet qu'une de ces fonctions, m;, satisfait
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7j(z) > 0 pour presque tout x € RY.

Sous Hy et sous les conditions du Théoréme 4.3.10, ot 'hypotheése (7) est remplacée par
Ihypothese (IT), il est facile de conclure que

T,(7)/2 5 N(0,A(I)),

n—-+4oo

avec

A(TI?) = Varo [TI(Xo) A™g(Xo; 60) ]

Théoréme 4.6.3 Supposons A(IIP) inversible pour un p € IN* et admettons satisfaites les
hypotheses (P), (N), (S) et (II). Soient g(-;00) € W(m) et K € K%m) pour un m € N*. Si

hl = o(nd+12m), alors la Tégion critique
Co(I7) = { T (IP) A(IP) 7T, (1) = 433, ()},

ot X?__,(p) est le quantile d’ordre 1—a de la loi du X*(p), défine un test de niveau asymptotique

a et asymptotiquement convergent pour tester Hy contre HE.

Démonstration: Le test défini par la région critique C,(II?) est en effet de niveau asymp-
totique o d’apres la normalité asymptotique du vecteur aléatoire T,,(II?), et de la régularité
imposée & A(II?). Plagons nous maintenant sous une alternative fixe et notons g(-; 61) la densité
commune des variables aléatoires observées. D’apres la démonstration du Théoréme 4.3.10 nous

avons
1

——T,(II") = 101) — g(a;600)}?11P (z)d 1).
T ) = [ {o(a:00) = o(a:00)) P @) + 0,(1)
En tenant compte de la condition d’identifiabilité imposée au modele paramétrique et de
Phypothese (IT), nous concluons que |7, (ITP)| converge en probabilité vers +oo, lorsque n

tend vers 'infini, si 61 # 6. Ceci entraine la convergence asymptotique du test. ]

4.6.3 Calculs de puissance pour le test C,(II?)

On commence par I'étude des propriétés asymptotiques de &, (IIP) = T,,(II?)’ A(IIP) =17, (117) /4
sous une suite d’alternatives locales. On le fera a I’aide du lemme suivant qui est une conséquence

immédiate du développement (4.6.2):
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Lemme 4.6.4 Supposons A(IIP) inversible pour un p € IN* et admettons satisfaites les hy-
pothéses (AL), (N), (S) et (I). Soient g(-;60) € We(m) et K € K%(m) pour un m € IN*. Soit

de plus h,t = o(n d+12m). Sous la suite d’alternatives locales (4.6.1), nous avons

—m 2 C’(HP, 5) m —m 2
T, (I1?)/2 = Z, + v/nh,, {anT +hl anB(Hp)} § + op (Vnh,™az) + o(v/nay) + op(1),
ou
0l
B(II”) = Ep [HP(XO)Amg(Xo;90)8%%9()(0;90)} ;
dg dlogyg
C{IT0) = By | IP(X0)3 0 (X 00) " (o).

et Z, est un vecteur aléatoire asymptotiquement normal de moyenne zéro et de matrice de

covariance A(TIP).

Nous pouvons maintenant établir le comportement asymptotique de &, (II?) pour toute suite
d’alternatives locales avec § # 0, suivant les différents ordres de convergence vers zéro de la

suite a,,. Nous obtenons alors:

D d 2 ; — 1 .

2 6P) = 330), st an =0 —=);
1 P : _ 1
b) fn(Hp) n%m XQ(py(S/B(Hp)/A(Hp)7 B(H )(S), S ap = ﬁ

décentrage est non nul pour tout § # 0, si et seulement si, le rang de B(ITP) est égal a K:

, ou le parametre de

rgB(II?) = K;

¢) &, (IIP) — +o0, en probabilité, si = o(ay) et a, # h,', puisque d’aprés 1’hy-

1
vn
pothese (IT), |C(I1P; §)d| > 0, pour tout § # 0.

Finalement,

d) &,(II?) — 400, en probabilité, si a, = h]', si et seulement si, la condition

.
o@r:s)

(LU) : MP)[§ =0=6 =0,

est satisfaite.

Si la vérification de la condition rgB(IT?) = K entraine p > K, par contre la condition
(LU) peut étre satisfaite pour des valeurs de p inférieures & K. En effet, si par exemple,
K =2 (resp. K =3) et p =1, la condition (LU) est satisfaite si la conique (resp. quadrique)
[C (1175 §) /2 + B(11? )] 6 = 0 se réduit a 'origine. Remarquons aussi, que la vérification conjointe

des conditions rgB(IT?) = K et (LU) peut nous obliger a prendre p strictement supérieur a K.
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C’est par exemple le cas ot K = 1, ott pour p = 1 la condition rgB(II?) = 1 équivaut &
B(II') # 0, tandis que la condition (LU) équivaut a B(II*) = 0.

Nous avons donc le résultat suivant:

Théoréme 4.6.5 Placons nous dans les conditions du Lemme 4.6.4. Le test défini par la

I

région critique Cy, (II?) est USSB avec a}, = \/iﬁ, si et seulement si rgB(II?) = K et la condition

(LU) est satisfaite. De plus, la puissance asymptotique du test est mesurée par la matrice
J(IIP) = B(TI?)' A(T1?) ~ B(IT?),

qui satisfait la relation
J(IIP) < I(6o),

ou K est la rélation d’ordre usuelle sur les matrices symétriques.

Démonstration: D’apres la discussion précédente, il suffit de voir que la relation J(ITP) <
I(0y) est une conséquence immédiate de linterprétation de I(6y) comme borne d’efficacité

asymptotique. [ |

4.6.4 Choix optimal de II?

D’apres le Théoreme 4.6.5, nous concluons que les différentes régions critiques C,, (ITP) peuvent
étre comparées & partir de la matrice J(II?); em particulier, nous obtenons une puissance

optimale si et seulement si, pour un p > K,
J(ITP) = I(6o).

Cette puissance optimale peut étre obtenue si le vecteur des fonctions de poids est choisi de

fagon convenable.

Théoréme 4.6.6 Admettons que pour un p > K, la fonction IP = (II¥ TIP~KY 4 valeurs
dans R® x RP™X, satisfait (I1) et est telle que BITP~K) = 0 et IX(:) = CTII*(-), p.s., ot C' est
une matrice inversible et IT* est la fonction vectorielle définie pour x € R?, par

. dlogyg m 1
" (z) = 20 (25 00){A™g(2500) } Ly amg(w;00)20}-

Si la function A™q(-;6p) est presque strement non nulle dans RY, alors

J(ITP) = 1(6y).
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Démonstration: D’apres la définition de IIX, on a

0lo
X () A™g (x5 6p) = C agg(ac;t%),
pour presque tout z € IR%. Ainsi,
dlo dlo
B(IX) = B, [C %(XO; oo)Wg,g(Xo; 90)} = CI(f) et
dlogg

A(II) = Varg [C (Xo: 90)} = C1(6))C".

00

Finalement, comme B(ITP~¥) = 0, nous avons

J(II?) = B(ITX)Y A(T*) =1 B(TTI¥) = (). ]

En tenant en compte que le vecteur des fonctions de poids IIP = (HK,H”_K)' satisfait
I’hypothese (IT), la fonction IT* = C~ 111X, définie dans le théoreme précédent, doit en particulier
étre bornée. Si ce n'est pas le cas, nous pouvons prendre une version tronquée II (x) =
IT*(x)X S ]Rd, pour L > 0, et la perte de puissance peut étre prise aussi petite

{im @<}
que l'on veut.
Le vecteur des pondérations ITX = (my,..., mk)’, défini dans le Théoréme 4.6.6, est dans la

suite explicité dans les cas particuliers de tests sur un parametre de position ou d’échelle.

Exemple 4.6.7 (Parameétre de position) Dans le cas ou g(z;6) = g(xz — 0), avec d = 1 et

6 € R (K =1), et on veut tester § = 6 contre 6 # 6y, on peut choisir

m(x) = g'(x — 60) [g(z — 60)g ™ (z — 6p)] ",

si g™ (x —6y) # 0 et m(x) = 0, sinon. Si on prend m = 1, on trouve pour z tel que
9'(z = 00) # 0,
-1
m(z) = [g(z —6o)] .
On notera que cette ponderation est exactement celle intervenant dans une procédure de test

de type test du khi-deux. La statistique T)?(m;) correspondante, apparait ainsi comme une

analogue de cette procédure usuelle fondée sur un estimateur a noyau de la densité.
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Exemple 4.6.8 (Parameétre de position et d’échelle) Dans le cas ol g(z;u,0) = 1g(*%),
pour z € R, p € R et 0>0 (K=2), et on veut tester (i, 02) = (o, 03) contre (i, 0?)# (o, 02),

les fonctions w1 et mo peuvent étre choisies égales a

-1
1, I—uo> (fc—uo> (m>(x—uo)
= — —_— t
7T1(ac) 009( go g go g go ¢

—1 —1
1 T — T — T — T —

m(x) = § — + Quog'( MO) g( MO) g(m)(—uo) :
g0 0g ao ao ao

si g(m) (%) # 0, et égales & zéro, sinon.

D’apres les Théoremes 4.6.5 et 4.6.6, nous atteindrons la puissance asymptotique optimale
si le vecteur des fonctions de poids II? = (IT¥,I1P~K) est choisi de facon que les conditions
(IT) et (LU) soient satisfaites, ot II¥ est defini dans le Théoréme 4.6.6, et IIP~X est tel que
rgA(IP~X) = p — K et B(II""X) = 0. La complexité des calculs associés & la vérification
de telles conditions rend la méthodologie que nous venons de décrire de difficile application
pratique.

Dans le cas plus simple K = 1 et en reprenant 'Exemple 4.6.7, nous verrons qu’il est toujours
possible de choisir I’ordre m et une fonction de poids 72 de fagon que les conditions précédentes

solent satisfaites.

Exemple 4.6.7 (cont.) Nous avons

B(m) = —ck A[g'(x)f[g(x)}_ldx = —ci (),
Cris) = & [ [1@)[o™ @) o))
B(ms) = —ck /Rg(m)($—90)9’($—90)7‘(‘2(I)dﬂ?, et

C(my;8) = 64[9'($—90)}2w2(x)dx,

(71)711,

m!

ol cx = f]R u™ K (u)du. Indépendamment du choix de o, remarquons que si on choisit
m = 1, nous avons B(m) = —cxC(m1;0)/0 et B(ma) = —cxC(me;6)/0, et donc la condition
(LU) n’est pas satisfaite. Ainsi, la pondération m(z) = [g(x - 90)} ! west pas une pondération

optimale. Nous allons maintenant considérer deux possibles choix de ma:

mo(x) =1 et mp(x) = [g(x — 90)}71, pour z € IR.
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En chacun de ces cas, le vecteur des fonctions de poids I1? = (1, 72)" satisfait les conditions
imposées par 'hypothese (II) sauf la condition d’étre borné. Nous savons, dans ce cas, que la
perte de puissance peut étre prise aussi petite que ’on veut. Sima(-) = 1, et si on choisit m = 2
(ou m pair) nous avons B(mz) = 0. Comme C(mg;d) est non nul, pour tout § # 0, on conclut
que la condition (LU) est satisfaite. Finalement, la matrice A(II?) est inversible, puisque elle
est diagonale d’éléments diagonaux non nuls. La méme conclusion peut étre obtenue dans le

cas ma(+) = [g(- — 90)]_1, si on admet que g(z) = g(—z),z € R.



Bibliographie

1]

2]

3]

[4]

[5]

(6]

[7]

8]

[9]
[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

Anderson, T.W. et Darling, D.A. (1952). Asymptotic theory of certain “goodness of fit” criteria
based on stochastic processes. Ann. Math. Statist., 23, 193-212.

Altman, N.S. (1990). Kernel smoothing of data with correlated errors. J. Amer. Statist. Assoc.,
85, 749-759.

Azzalini, A., Bowman, A. et Hardle, W. (1989). On the use of nonparametric regression for model
checking. Biometrika, 76, 1-12.

Bickel, P.J. et Rosenblatt, M. (1973). On some global measures of the deviations of density
function estimates. Ann. Statist., 1, 1071-1095.

Bierens, H.J. (1987). Kernel Estimators of Regression Functions. In: Advances in Econometrics
(Fifth World Congress of the Econometric Society, 1985, Boston), Vol. 1, ed. Bewley, T.F.,
Cambridge University Press, 99-144.

Billingsley, P. (1968). Convergence of Probability Measures. Wiley, New York.
Billingsley, P. (1986). Probability and Measure. Wiley, New York.

Bosq, D. (1983). Lois limites et efficacité asymptotique des tests hilbertiens de dimension finie
sous des hypotheses adjacentes. Statist. Analyse de données, 8, 1-40.

Bosq, D. et Lecoutre, J-P. (1987). Théorie de I’Estimation Fonctionnelle. Economica, Paris.

Bosq, D. (1988). Prévision nonparamétrique d’un processus stationnaire non borné. DP. LSTA
81, Université Paris VI.

Bosq, D. (1989). Tests du x> généralisé. Comparaison avec le test du x? classique. Rev. Statist.
Appliquée, 38, 43-52.

Bradley, R.C. (1986). Basic properties of strong mixing conditions. In: Dependence in Probability
and Statistics, a survey of recent results, ed. Eberlein, E. et Taqqu, M., Birkh&user, Boston, 165-
192.

Brown, B.M. (1971). Martingale central limit theorems. Ann. Math. Statist., 42, 59-66.

Burguete, J., Gallant, R. et Souza, G. (1982). On unification of the asymptotic theory of nonlinear
econometric methods. Econometric Review, 1, 151-190.

Cacoullos, T. (1966). Estimation of a multivariate density. Ann. Inst. Statist. Math., 18, 179-189.

Carbon, M. (1988) Inégalités de Grandes Deviations dans les Processus. Applications & ’Esti-
mation Fonctionnelle. These de Doctorat de I’Université de Paris VI.

131



132

Bibliographie

31]

32]

33]

34]

(35]
(36]
37]

Castellana, J.V. et Leadbetter, M.R. (1986). On smoothed probability density estimation for
stationary processes. Stoch. Proc. Appl., 21, 179-193.

Cleveland, W.S. (1979). Robust locally weighted regression and smoothing scatterplots. J. Amer.
Statist. Assoc., 74, 829-836.

Cochran, W.G. (1952). The x? test of goodness of fit. Ann. Math. Statist., 23, 315-345.

Csorg8, M. et Révész, P. (1981) Strong Approzimations in Probability and Statistics. Academic
Press, New York.

Davydov, YU.A. (1968). Convergence of distributions generated by stationary stochastic pro-
cesses. Theory Probab. Appl., 13, 691-696.

Davydov, YU.A. (1973). Mixing conditions for Markov chains. Theory Probab. Appl., 18, 312-328.

de Jong, P. (1987). A central limit theorem for generalized quadratic forms. Probab. Theory Rel.
Fields, 75, 261-277.

Delecroix, M. (1987). Sur l’estimation et la prévision non-paramétrique des processus esgodiques.
These de Doctorat de I’Université des Sciences et Techniques de Lille Flandres-Artois.

Devroye, L. et Gyorfi, L. (1985). Nonparametric Density Estimation: The L1 View. Wiley, New
York.

Diebolt, J. et Guégan, D. (1990). Probabilistic properties of the general nonlinear markovian
process of order one and applications to time series modelling. Rapport Technique 125, CNRS,
Paris.

Doob, J.L. (1953). Stochastic Processes. Wiley, New York.

Doukhan, P. (1994). Mizing: properties and examples. Lect. Notes in Statist., 85, Springer-Verlag,
New York.

Dvoretzky, A. (1972). Asymptotic normality for sums of dependent random variables. In: Pro-
ceedings of the 6th Berkeley Sympo. Math. Statist. Probab., Univ. Calif. 1970, Vol. 2, 513-535.

Eubank, R.L. et LaRiccia, V.N. (1992). Asymptotic comparison of Crdmer-von Mises and non-
parametric function estimation techniques for testing goodness-of-fit. Ann. Statist., 20, 2071-
2086.

Fan, J. (1992). Design-adaptative Nonparametric Regression. J. Amer. Statist. Assoc., 87, 998-
1004.

Fan, Y. (1994). Testing the goodness of fit of a parametric density function by kernel method.
Econometric Theory, 10, 316-356.

Gastwirth, J.L. et Rubin, H. (1975). The asymptotic distribution theory of the empirical CDF
for mixing processes. Ann. Statist., 3, 809-824.

Ghosh, B.K. et Huang, W.-M. (1991). The power and optimal kernel of the Bickel-Rosenblatt
test for goodness of fit. Ann. Statist., 19, 999-1009.

Gouriéroux, C. (1992). Modeles ARCH et Applications Financiéres. Economica, Paris.
Gouriéroux, C. et Monfort, A. (1989). Statistique et Modéles Econométriques. Economica, Paris.

Gouriéroux, C., Monfort, A. et Tenreiro, C. (1994). Kernel M-estimators: nonparametric diag-
nostics for structural models. Document de travail 9405, CEPREMAP, Paris.



Bibliographie 133

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]
[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]
[53]

[54]

[55]
[56]

[57]

[58]

[59]

Gouriéroux, C., Monfort, A. et Trognon, A. (1984). Pseudo maximum likelihood methods: theory.
Econometrica, 52, 681-700.

Gozalo, P. et Linton, O. (1994). Local nonlinear least squares estimation: using parametric
information nonparametrically. Cowles foundation discussion paper 1075, Yale University.

Gregory, G.G. (1977). Large sample theory for U-statistics and tests of fit. Ann. Statist., 5,
110-123.

Gyorfi, L., Hardle, W., Sarde, P. et Vieu, P. (1989). Nonparametric Curve Estimation from Time
Series. Lect. Notes in Statist., 60, Springer-Verlag, New York.

Hall, P. (1984). Central limit theorem for integrated square error properties of multivariate
nonparametric density estimators. J. Multivariate Anal., 14, 1-16.

Hall, P. (1984). Integrated square error properties of kernel estimators of regression functions.
Ann. Statist., 12, 241-260.

Hall, P. et Heyde, C.C. (1980). Martingale Limit Theory and Its Application. Academic Press,
New York.

Halmos, P.R. (1950). Measure Theory. D.Van Nostrand, New York.
Hardle, W. (1984). Robust regression function estimation. J. Multivariate Anal., 14, 169-180.

Héardle, W. (1989). Asymptotic maximal deviation of M-smoothers. J. Multivariate Anal., 29,
163-179.

Hardle, W. (1990). Applied Nonparametric Regression. Cambridge University Press.

Hardle, W. (1990). Smoothing Techniques: with implementation in S. Cambridge University
Press.

Hardle, W. et Mammen, E. (1993). Comparing nonparametric versus parametric regression fits.
Ann. Statist., 21, 1926-1947.

Hoeffding, W. (1948). A class of statistics with asymptotically normal distribution. Ann. Math.
Statist., 19, 293-325.

Huber, P.J. (1964). Robust estimation of a location parameter. Ann. Math. Statist., 33, 73-101.
Huber, P.J. (1981). Robust Statistics. Wiley, New York.

Ibragimov, I.A. (1962). Some limit theorems for stationary processes. Theory Probab. Appl., 7,
349-382.

Ibragimov, I.A. et Rozanov, Yu.A. (1974). Processus Aléatoires Gaussiens. Editions Mir, Moscou.

Ibragimov, I.A. et Solev, V.N. (1969). A condition for regularity of a gaussian stationary process.
Soviet Math. Dokl., 10, 371-375.

Jammalamadaka, R.S. et Janson, S. (1986). Limit theorems for a triangular scheme of U-statistics
with applications to inter-point distances. Ann. Probab., 14, 1347-1358.

Jennrich, R. (1969). Asymptotic properties of nonlinear least squares estimators. Ann. Math.
Statist., 40, 633-643.

Khashimov, Sh.A. (1987). On the asymptotic distribution of the generalized U-statistic for de-
pendent variables. Theory Probab. Appl., 32, 373-375.



134 Bibliographie

[60] Kolmogorov, A.N. et Rozanov, Yu.A. (1960). On strong mixing conditions for stationary gaussian
processes. Theory Probab. Appl., 5, 204-208.

[61] Konakov, V.D. (1977). On a global measure of deviation for an estimate of the regression line.
Theory Probab. Appl., 22, 858-868.

[62] Loeve, M. (1977). Probability Theory I. 4 ed., Springer-Verlag, New York.

[63] Loeve, M. (1978). Probability Theory II. 4 ed., Springer-Verlag, New York.

[64] Mack, Y.P. et Silverman, B. (1982). Weak and strong uniform consistency of kernel regression
estimates. Z. Wahrsch. Verw. Gebiete, 61, 405-415.

[65] Meloche, J. (1990). Asymptotic behaviour of the mean integrated squared error of kernel density
estimators for dependent observations. Canad. J. Statist., 18, 205-211.

[66] Milbrodt, H. et Stasser, H. (1990). On the asymptotic power of the two-sided Kolmogorov-
Smirnov test. J. Statist. Plann. Inference, 26, 1-23.

[67] Mokkadem, A. (1990). Propriétés de mélange des processus autorégressifs polynomiaux. Ann.
Inst. H. Poincaré, 26, 219-260.

[68] Monfort, A. (1980). Cours de Probabilités. Economica, Paris.

[69] Monfort, A. (1980). Cours de Statistique Mathématique. Economica, Paris.

[70] Nadaraya, E.A. (1964). On estimating regression. Theory Probab. Appl., 9, 141-142.

[71] Nadaraya, E.A. (1965). On non-parametric estimates of density functions and regression curves.
Theory Probab. Appl., 10, 186-190.

[72] Nadaraya, E.A. (1983). A limit distribution of the square error deviation of nonparametric esti-
mators of the regression function. Z. Wahrsch. Verw. Gebiete, 64, 37-48.

[73] Nguyen, H.T. (1984). Recursive nonparametric estimation in stationary Markov processes. Pub.
Inst. Stat. Univ. Paris, 29, 65-84.

[74] O’Neil, K.A. et Redner, R.A. (1993). Asymptotic distribution of weighted U-statistics of degree
2. Ann. Math. Statist., 21, 1159-1169.

[75] Parzen, E. (1962). On estimation of a probability density function and mode. Ann. Math. Statist.,
33, 1065-1076.

[76] Pham, T.D. et Tran, L.T. (1985). Some mixing properties of time series models. Stochastic
Process. Appl., 19, 297-303.

[77] Prakasa Rao, B.L.S. (1983). Nonparametric Functional Estimation. Academic Press, New York.

[78] Ranga Rao, R. (1962). Relations between weak and uniform convergence of measures with ap-
plications. Ann. Math. Statist., 33, 659-680.

[79] Révész, P. (1972). On empirical density function. Periodica Mathematica Hungarica, 2, 85-110.

[80] Révész, P. (1978). A strong law of the empirical density function. Periodica Mathematica Hun-
garica, 9, 317-324.

[81] Robinson, P.M. (1983). Nonparametric estimators for time series. J. Time Series Anal., 4, 185-

207.



Bibliographie 135

[82]

[83]

[84]

[85]

[86]

[87]
[88]

[89]

[90]
[91]

[92]

[93]

94]

[95]

[96]

[97]

[98]

[99]

[100]

[101]

Robinson, P.M. (1984). Robust nonparametric autoregression. In: Robust and Nonlinear Time
Series Analysis, Lect. Notes in Statist., 26, 247-255.

Rosenblatt, M. (1956). Remarks on some non-parametric estimates of a density function. Ann.
Math. Statist., 27, 832-837.

Rosenblatt, M. (1956). A central limit theorem and a strong mixing condition. Proc. Nat. Acad.
Sci. USA., 42, 43-47.

Rosenblatt, M. (1970). Density estimates and Markov sequences. In: Proc. First International
Symposium on Nonparametric Techniques, Indiana University, ed. Madan Puri, 199-210.

Rosenblatt, M. (1971). Markov Processes Structure and Asymptotic Behavior. Springer-Verlag,
New York.

Rosenblatt, M. (1974). Random Processes. Springer-Verlag, New York.

Rosenblatt, M. (1975). A quadratic measure of deviation of two-dimensional density estimates
and a test of independence. Ann. Statist., 3, 1-14. [correction 10 (1982), 646].

Rosenblatt, M. (1976). On the maximal deviation of k-dimensional density estimates. Ann.
Probab., 4, 1009-1015.

Rosenblatt, M. (1985). Stationary Sequences and Random Fields. Birkhauser, Boston.

Rosenblatt, M. (1991). Stochastic Curve Estimation. NSF-CBMS Regional Conference Series in
Probability and Statistics, Institute of Mathematical Statistics, Hayward.

Roussas, G.G. (1969). Nonparametric estimation in Markov processes. Ann. Inst. Statist. Math.,
21, 73-87.

Roussas, G.G. (1988). Nonparametric estimation in mixing sequences of random variables. J.
Statist. Plann. Inference, 18, 135-149.

Roussas, G.G. (1990). Asymptotic normality of the kernel estimate under dependence conditions:
application to hazard rate. J. Statist. Plann. Inference, 25, 81-104.

Roussas, G.G. (1990). Nonparametric regression estimation under mixing conditions. Stochastic
Process. Appl., 36, 107-116.

Schuster, E.F. (1972). Joint asymptotic distribution of the estimated regression function at a
finite number of distincts points. Ann. Math. Statist., 43, 84-88.

Silverman, B.W. (1986). Density Estimation for Statistics and Data Analysis. Chapman and
Hall, London.

Stone, C.J. (1980). Optimal rates of convergence for nonparametric estimators. Ann. Statist., 8,
1348-1360.

Takahata, H. et Yoshihara, K. (1987). Central limit theorems for integrated square error of non-
parametric density estimators based on absolutely regular random sequences. Yokohama Math.
J., 35, 95-111.

Tenreiro, C. (1994). O teste de ajustamento de Bickel-Rosenblatt generalizado a processos mis-
turadores. In: A Fstatistica e o Futuro, e o Futuro da Estatistica (Actas do I Congresso Anual
da SPE, 1993, Vimeiro), ed. Pestana, D. et al., Edi¢oes Salamandra, Lisboa, 89-98.

Tenreiro, C. (1994). Estimation non paramétrique d’une fonction de moments conditionnels sous
des conditions locales. C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I, 318, 1149-1152.



136 Bibliographie

[102] Tenreiro, C. (1994). Um teste de adequagao dum modelo paramétrico de regressao sob condigoes
de dependéncia. A aparecer nas Actas do II Congresso Anual da SPE, Luso, 20 a 23 de Junho
de 1994.

[103] Tenreiro, C. (1995). Théorémes limites pour les erreurs quadratiques intégrées des estimateurs &
noyau de la densité et de la régression sous des conditions de dépendance. A aparecer em C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. 1, 320.

[104] Tiago de Oliveira, J. (1963). Estatistica de densidades, resultados assintéticos. Rev. Fac. Ciéncias
Lisboa, 2 sér., A, 9, 111-206.

[105] Tusnady, G. (1973). An asymptotically efficient test for fitting a distribution. Periodica Mathe-
matica Hungarica, 3, 157-165.

[106] Volkonskil,V.A. et Rozanov, Yu.A. (1959). Some limit theorems for random functions. I. Theory
Probab. Appl., 4, 178-197.

[107] Volkonskil, V.A. et Rozanov, Yu.A. (1961). Some limit theorems for random functions. II. Theory
Probab. Appl., 6, 186-198.

[108] Wald, A. (1949). Note on the consistency of the maximun likehood estimate. Ann. Math. Statist.,
20, 595-601.

[109] Watson, G.S. (1964). Smooth regression analysis. Sankhya A, 26, 359-372.

[110] White, H. (1982). Maximum likelihood estimation of misspecified models. Econometrica, 50,
1-25.

111] Yakowitz, S.J. (1985). Nonparametric density estimation prediction and regression for Markov
y g
processes. J. Amer. Statist. Assoc., 80, 215-221.

[112] Yoshihara, K. (1976). Limiting behavior of U-statistics for stationary, absolutely regular pro-
cesses. Z. Wahrsch. Verw. Gebiete, 35, 237-252.

[113] Yoshihara, K. (1989). Limiting behavior of generalized quadratic forms generated by absolutely
regular sequences. In: Proc. Fourth Prague Conference on Asymptotic Statistics, 539-547.

[114] Yoshihara, K. (1989). Limiting behavior of generalized quadratic forms generated by absolutely
regular sequences 1I. Yokohama Math. J., 37, 109-123.



