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Resumo

O objetivo fundamental desta dissertagdo é aprofundar o conhecimento da es-
trutura probabilista do modelo Threshold GARCH com poténcia ¢ (6-TGARCH) e
propor uma sua aplicacao as cartas de controlo Shewhart modificadas. A defini¢ao
do modelo que considerdamos inclui a possibilidade da poténcia ¢ ser negativa e impoe

restrigdes minimas ao processo gerador.

Para este modelo, sao obtidas trés representacoes alternativas, comecando pela
0-TARCH(00), uma representagao puramente autorregressiva, garantindo a sua exis-
téncia, com convergéncia quase certa, e unicidade; esta representagao permite chegar
a uma outra onde se asseguram as ordens minimas, naturalmente designada repre-
sentagao minima. Propomos ainda uma representacao vetorial, mais compacta do

que as habituais, com o propdsito de estudar os diversos tipos de estacionaridade.

Estabelecemos condicGes necessdrias e suficientes de estacionaridade forte e er-
godicidade e também de existéncia de momento de ordem §, que permitem a dis-
cussao da estacionaridade & ordem ¢ e também da estacionaridade fraca, esta tltima,
feita, primeiro, para a representagao vetorial e, em seguida, para o modelo de potén-
cia § > 1. Particularizamos algumas destas condigbes para distribuigoes concretas
do processo gerador, explicitando completamente as regioes de estacionaridade do

modelo.

Analisamos a presencga da propriedade de Taylor, que é a contrapartida teérica
do facto estilizado conhecido como efeito de Taylor, detetado em inimeras séries
temporais de natureza financeira e que indica que a autocorrelacdo de ordem n do
processo em valor absoluto é maior do que a do quadrado do processo. Esta andlise
é feita para o modelo 1-TGARCH(1,1), sendo estabelecidas as condigbes para a
sua presenca. Investigamos também a influéncia da distribuicdo das varidveis do
processo gerador na extensao da regiao de parametrizacoes do modelo que verifica
a propriedade. Um trabalho de simulacao mostra que os modelos incorporados
na classe -TGARCH nao sao igualmente favordveis ao aparecimento do efeito de

Taylor.

iii



v

Estudamos as distribuigoes de dimensao finita dos processos 6-TGARCH, para as
quais obtemos enquadramentos que dependem apenas dos pardmetros do modelo e
da distribuigdo do processo gerador. A avaliagdo do enquadramento da distribuicao
marginal de um processo -TGARCH de poténcia § # 0 ¢ feita através de simulagoes
para vdrias parametrizagoes e diversas distribui¢oes marginais do processo gerador
(simétricas e assimétricas, com especial incidéncia nas de caudas pesadas) e mostra a
boa qualidade do enquadramento determinado. As distribuigoes conjuntas de vetores
de dimensao n sao analisadas em todas as regioes de IR", sendo o seu enquadramento
estabelecido para o modelo com poténcia § > 0 e a sua qualidade ilustrada num

trabalho de simulacao para os vetores de dimensao 2.

Aplicamos os resultados obtidos no estudo da estacionaridade e das distribuicoes
de dimensao finita as cartas (ou esquemas) de controlo Shewhart modificadas para
processos -TGARCH de poténcia positiva, que sdo analisadas abrindo a possibi-
lidade de terem limites de controlo assimétricos. Para estas é estudado, através do
seu enquadramento, o average run length (ARL), que é a medida mais usual de avali-
acao de desempenho para cartas de controlo. Examinamos o enquadramento obtido
para o ARL sob controlo, recorrendo a dois estudos de simulagéo para o modelo
1I-TGARCH(1, 1), um para esquemas de controlo com limites simétricos e outro com

limites assimétricos.



Abstract

The main objective of this thesis is to develop a study on the probabilistic
structure of the 6 Power Threshold GARCH model (-TGARCH) and propose an
application to modified Shewhart control charts. The definition here considered in-
cludes the possibility of negative values for § and imposes minimal restrictions on

the generator process.

For this model, three different representations are obtained, starting with one
that is purely autoregressive, the §-TARCH(oc0) representation. We ensure its exis-
tence, with almost sure convergence, and uniqueness. This representation allows
us to deduce another one, called minimal representation, where the model minimal
orders are guaranteed. We also propose a vectorial representation, more compact

than usual, used to study the various types of stationarity.

We derive necessary and sufficient conditions for strict stationarity, ergodicity
and existence of moments of order 9, that allow for the discussion of both § order and
weak stationarity, the latter being done, firstly, for the vectorial representation and
then for the model with power § > 1. We deduce some of these conditions for specific
distributions of the generator process and obtain the corresponding stationarity

regions of the model.

Taylor property is the theoretical counterpart of the stylized fact known as Taylor
effect and has been detected in numerous financial time series. It means that the au-
tocorrelation of lag n of the absolute valued process is larger than that of the squared
process. We establish the conditions for its presence for the I-TGARCH(1, 1) model
and investigate the influence of the generator process marginal distribution in the
extension of the regions of the model parameters which verify this property. A simu-
lation study shows that the models incorporated in the §-TGARCH class are not

equally favourable to the appearance of Taylor effect.

We study the finite-dimensional distributions of §-TGARCH processes, deriving
bounds that only depend on the model parameters and on the marginal distribution

of the generator process. The quality of the bounds for the marginal distribution
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of a 0-TGARCH process, with power § # 0, is evaluated through simulations for
various parameterizations and several marginal distributions of the generator process
(both symmetrical and asymmetrical, with special incidence in the ones with heavy
tails). The results show the good quality of the bounds determined. The joint
distributions of n-dimensional vectors are examined for all regions of IR"™. Its bounds
are established for the model with power § > 0 and its quality illustrated in a

simulation work for 2-dimensional vectors.

We apply the results obtained in the study of stationarity and of the
finite-dimensional distributions to modified Shewhart control charts (or schemes)
for -TGARCH processes, with positive power, which are analysed considering the
possibility of asymmetrical control limits. For these charts, we examine and bound
the average run length (ARL), which is a widely used performance measure for con-
trol charts. The quality of the bounds determined for the in-control ARL is assessed
using two simulation studies for the 1-TGARCH(1, 1) model, one for control schemes

with symmetrical limits and another one with asymmetrical limits.
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Notacoes e convencoes

Com o objetivo de, neste texto, facilitar a localizacdo de defini¢bes, teoremas,
coroldrios, observagoes e exemplos, a sua numeragao é sequencial dentro de cada
capitulo. Por exemplo, o primeiro teorema do capitulo 1 é o teorema 1.4 pois é

precedido por uma defini¢do (definigdo 1.1) e dois lemas (lema 1.2 e lema 1.3).

Segue-se a lista de notacao bésica usada.

FPuncoes
xt max {z,0}
x” max {—z,0}
|z] a parte inteira de x
lc (7) ou Igzeey 1sex € C, 0 caso contrério
log (x) logaritmo de base e de x
Probabilidades
ii.d. independente e identicamente distribuida
q.c. quase certamente
V = (W, t € Z) processo estocastico de tempo discreto
processo V V=(V,teZ)
\'# o-algebra gerada por (V;—_;,7 € INp)

Modelo 6-TGARCH

Os processos estocdsticos designados pelas letras X, Z e o estdo sempre associa-
dos ao modelo -TGARCH. A letra ¢ é usada apenas para representar a poténcia
do modelo e as letras p, ¢ e m suas ordens.

processo X  processo que segue o modelo 0-TGARCH(p, q)
processo Z  processo gerador de X
processo o processo tal que Xy = Zyoy, para todo t € Z

ordem m m = max {p,q}

Adotamos ainda as seguintes convencoes:

Csei> g, S ()=0e [[()=1;

k=i k=i
~sed<0exz=0,2°=0.
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Introducao

Na nossa sociedade, os modelos mateméticos estao presentes nas mais variadas
dreas, permitindo, direta ou indiretamente, avangos, mas também retrocessos, civi-
lizacionais de diferentes escalas. Usamo-los para descrever fenémenos que nos im-

pressionam com o objetivo final de os compreender e prever ou mesmo controlar.

A construcao ou selegdo de um modelo parte da observagdo, ja que as cara-
cteristicas empiricas do fenémeno devem ser, por ele, respeitadas. Os avangos
tecnoldgicos tém possibilitado o registo numérico, por vezes quase obsessivo, de
inimeros fenémenos que se desenrolam ao longo do tempo e que aceitamos como
aleatdrios, pois reconhecemos-lhes uma margem de imprevisibilidade. A esses regis-
tos chamamos séries temporais e a sua diversidade justifica o leque considerdvel de

modelos estocdsticos disponiveis atualmente.

Nesta dissertacao centramo-nos na classe dos modelos condicionalmente hete-
rosceddsticos para séries temporais, especialmente adaptados a processos estocdsti-
cos em que a variabilidade instanténea (ou volatilidade) depende de modo significa-
tivo do passado. Foi, alids, a observacao deste comportamento em séries temporais

de natureza financeira que motivou a sua introdugao.

O modelo que originou a classe que agora estudamos foi o autorregressivo condi-
cionalmente heterosceddstico, vulgarmente conhecido por modelo ARCH, de Engle
(1982). Neste e pela primeira vez, a variancia condicional ao passado nao é constante,
surgindo como uma funcao linear do quadrado do passado do processo estocéstico
observado. Tal constituiu uma real inovacdo em relacdo ao que era feito na al-
tura, permitindo modelar os aglomerados de volatilidade, caracteristicos em séries

de retornos financeiros.

A primeira generalizagdo do modelo ARCH, que recebeu, muito naturalmente,
a designagao de modelo GARCH, foi devida a Bollerslev (1986), tendo a sua es-
pecificacao passado a permitir que a variancia condicional dependa também do seu
proprio passado. Esta generalizacao originou modelagoes mais parcimoniosas. Es-

tudos subsequentes, revelando que "almost every asset price series exhibits volatility
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clustering that can be modeled by ARCH/GARCH" (Engle, 2002), desencadearam
um sem nimero de trabalhos de investigagao, com extensdes dos modelos originais
aplicados a estudos empiricos relevantes, razées que justificaram a atribuicao a Engle

do Prémio Nobel da Economia em 2003.

Neste trabalho elegemos o modelo Threshold GARCH com poténcia, que repre-
sentaremos por 0-TGARCH, sendo ¢ a letra que designa a poténcia do modelo. Este
modelo faz, entao, parte da classe de modelos condicionalmente heteroscedésticos;
é, portanto, um modelo inspirado no modelo ARCH original e cuja variancia condi-
cional ao passado é uma funcéo do passado da série temporal e do seu préprio
passado. O modelo §-TGARCH apresenta, como uma das suas grandes vantagens,
a incorporagao de muitos dos principais modelos condicionalmente heteroscaddasti-
cos, incluindo os modelos originais, permitindo ter, numa sé especificacao, diversas
valéncias e fazer um estudo mais dgil e sistemdtico dos védrios modelos nele incor-
porados. Referimos, ainda, que uma das suas principais caracteristicas é o facto de
possibilitar uma resposta assimétrica de acordo com o sinal do passado da série, uma

inovagao empiricamente relevante relativamente aos modelos originais.

Franses e McAleer (2002), por ocasidao das comemoragoes dos 20 anos da intro-
dugao do modelo ARCH, alertam para o facto de que "Although the ARCH model
and its various extensions and modifications have been used intensively in numerous
practical situations, there are still several theoretical issues that remain unsolved.".
Apesar de uma década ter ja passado sobre a altura em que foi proferida, esta preo-
cupagao continua atual, j& que o contexto de utilizagao desta classe se tem alargado,
levando, por exemplo, a considerar hipéteses menos restritivas na sua definigdo. O
ambito principal desta tese insere-se na preocupacao expressa por estes autores,
concretamente, procurando aprofundar o conhecimento da estrutura probabilista do
modelo -TGARCH que, naturalmente, o valoriza, proporcionando ainda aplicacoes

a dreas menos usuais, como a que aqui apresentamos as cartas de controlo.

Fazemos, agora, uma breve revisdo da bibliografia, aproveitando para detalhar
melhor as nossas motivacoes e objetivos e para dar uma primeira indicacao das

nossas contribuicées, embora o seu sumaério detalhado seja feito no final desta tese.

A génese do modelo -TGARCH pode encontrar-se no artigo Ding, Granger e
Engle (1993), onde ¢é essencialmente discutida uma propriedade de memdria longa
em séries de retornos, sendo, em consequéncia, sugerida a especificagdo do, na altura

chamado, modelo A-PARCH. Contudo, a andlise probabilista deste modelo no caso
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geral s6 é alvo de uma primeira atencao década e meia depois, com o trabalho de
Pan, Wang e Tong (2008) para uma sua reparametrizagao designada PTTGARCH.
Assim, embora os artigos sobre modelos condicionalmente heterosceddsticos sejam

ja "incontdveis", sobre este modelo, em concreto, a literatura nao é abundante.

Quando Ding, Granger e Engle (1993) introduzem a especificacdo do modelo
6-TGARCH, ou seja, as equacoes mateméticas que o regem, sugerem certas hipéteses
para as suas componentes, especificamente os parametros e as varidveis aleatérias. A
liberdade que é dada a estes intervenientes determina, evidentemente, a sua andlise
probabilista. Na sua formulacao inicial, o parametro poténcia do modelo era posi-
tivo e as varidveis do processo gerador, independentes e identicamente distribuidas,
tinham distribuicao Gaussiana padrao. No entanto, nao existem razoes suportadas
na experiéncia que obriguem a estas imposi¢bes. Assim, o objetivo transversal que
guiou o nosso trabalho foi o de estudar, no contexto mais amplo possivel, o modelo
6-TGARCH. Quisemos, por exemplo, explorar a possibilidade do modelo ter potén-
cia negativa e avaliar quais eram as imposi¢oes minimas que terfamos que fazer a

estrutura probabilista do processo gerador em cada etapa do nosso trabalho.

Associada a definicdo, encontramos muitas vezes problemas de representacao,
especificamente, pretende-se saber sob que condigoes é possivel obter uma equagao,
equivalente & proposta na defini¢do, apresentando uma caracteristica especifica. As
representagoes que nos interessaram foram a representagao 0-TARCH(c0), que é uma
representagao puramente autorregressiva e para a qual importa também perceber as
condicoes de convergéncia, e a representacdo minima, onde se pretende assegurar
que a especificacdo usada é a mais parcimoniosa possivel. As principais referéncias
para o estudo destas representacoes sao os trabalhos de Berkes, Horvath e Kokoszka
(2003) para o modelo GARCH e de Gongalves e Mendes-Lopes (2010) para o mo-
delo TGARCH. Refira-se que este ltimo modelo € um dos modelos de resposta
assimétrica incorporados na classe 6-TGARCH mais relevantes para o seu estudo,
obtido quando § é igual a 1. A juntar a estas representactes analisémos também
uma nova representacao vetorial, inspirada na de Mittnik, Paolella e Rachev (2002)
e mais compacta do que outras anteriormente propostas, importante no estudo dos

diversos tipos de estacionaridade.

As propriedades de invaridncia no tempo, ou seja, de estacionaridade, sao incon-
tornaveis no estudo de modelos para séries temporais, jé que conferem, em alguma

medida, regularidade. A andlise dos vérios tipos de estacionaridade (forte, fraca e
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a ordem r), pela sua importancia, tem sido abordada com alguma frequéncia em

artigos da especialidade.

Tomemos como referéncia os modelos ARCH e GARCH. Para eles, Engle (1982) e
Bollerslev (1986), respetivamente, determinam uma condi¢ao necessaria e suficiente
que garante a estacionaridade fraca mas apenas considerando o caso em que a lei
marginal do processo gerador é a lei Gaussiana padrao. A estacionaridade forte
é investigada pela primeira vez para estes modelos por Nelson (1991) e, embora as
condicgoes sobre o processo gerador sejam pouco restritivas, o modelo considerado é o
modelo GARCH mais simples. O grande avango para o estudo das estacionaridades
dé-se com Bougerol e Picard (1992). Estes autores obtém uma condi¢do necessdria
e suficiente para a estacionaridade forte e ergodicidade do modelo GARCH geral,
considerando que as varidveis do processo gerador sdo centradas e reduzidas. A
sua principal inovacao estd na introdugao da representacao vetorial do modelo como
base para o desenvolvimento do estudo e no recurso ao expoente de Lyapunov a ela
associado. Desde ai, a andlise da estacionaridade forte tornou-se indissocidvel da

representacao vetorial considerada.

Destacamos ainda o estudo da estacionaridade do modelo TARCH. Para este
modelo, considerando que as varidveis do processo gerador sao centradas e reduzidas,
Gongalves e Mendes-Lopes (1994), adaptando a representacao vetorial de Bougerol
e Picard (1992), conseguem obter uma condi¢@o necessdria e suficiente para a esta-
cionaridade fraca. Mais tarde, Gongalves e Mendes-Lopes (1996), usando a mesma
representagao vetorial, determinam uma condigdo necessdria e suficiente para a esta-

cionaridade forte e ergodicidade.

No que diz respeito ao modelo -TGARCH, devemos referir Pan, Wang e Tong
(2008), em cujo trabalho encontramos condigbes necessdrias ou suficientes para a
estacionaridade forte e ergodicidade, para a existéncia de momentos e, embora sem
referir explicitamente, uma condigao suficiente de estacionaridade fraca. No entanto,
as hipdteses sobre o processo gerador impoem que tenha lei simétrica. Além disso,
os seus resultados baseiam-se numa representacao vetorial pouco compacta. Ja Liu
(2009) adota uma representacao vetorial mais interessante; contudo, devido a com-
plexidade da familia de modelos que considera, obtém uma condicdo necesséria e
suficiente de estacionaridade forte e ergodicidade e outra de existéncia de momentos
a ordem ¢, considerando, porém, que o processo gerador é centrado.

Assim, procurando partir de condi¢bes menos restritivas para o processo gera-
dor e de uma representacao vetorial mais compacta, dedicdmo-nos & obtencao e
exemplificacdo de condigOes necessarias ou suficientes para os diferentes tipos de

estacionaridade, nomeadamente: estacionaridade forte, a qual associdmos a ergodi-
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cidade; estacionaridade & ordem ¢, cuja definicao alargdmos para incorporar potén-
cias negativas e que foi obrigatoriamente precedida pelo estudo de momentos do
processo; e estacionaridade fraca. Este trabalho resultou no artigo Gongalves, Leite

e Mendes-Lopes (2012), usado como base na escrita desta parte da dissertagao.

Além da estacionaridade, ha um tipo de propriedades probabilistas que procu-
ramos quando selecionamos um modelo para ajustar a uma determinada série e que
resultam da capacidade que lhe reconhecemos de capturar factos estilizados, ou seja,
regularidades estatisticas partilhadas por um determinado grupo de séries tempo-
rais. Como refere Engle (2002), " Wide-ranging applications to financial data have
discovered important stylized facts and illustrated both strengths and weaknesses of
the models.". Um dos factos estilizados largamente documentados na literatura fi-
nanceira é o denominado efeito de Taylor, assim designado por Granger e Ding (1995)
por ter sido primeiramente detetado por Taylor (1986), que se reflete nas autocor-
relagdes empiricas de transformacdes da série temporal (!). Na versdo observada
por Taylor e que aqui adotamos, este efeito traduz-se na tendéncia da autorrelagao
da série em valor absoluto ser maior do que a dos quadrados, para qualquer hori-
zonte. Granger (2005), também Prémio Nobel da Economia em 2003, junta-o a
lista de factos estilizados "that occur for many (possibly all) assets in most (possibly
all) markets". E interessante referir que também estd, aparentemente, presente em
classes de séries temporais de natureza nao financeira, como observam Gongalves et
al. (2012) no estudo de uma série relativa & atividade solar observada no Observatorio

Astronémico da Universidade de Coimbra.

Apesar das evidéncias empiricas, a propriedade tedrica que traduz o efeito de
Taylor tem sido alvo de poucos estudos nos modelos condicionalmente heteros-
cedésticos, resultando inclusivamente, grande parte deles, apenas de simulacoes. Tal
prende-se com o facto desta andlise depender das expressoes tedricas das autocorre-
lacoes envolvidas, desconhecidas em maior parte dos casos ou de elevada complexi-
dade. He e Terésvirta (1999a) sao pioneiros no estudo desta propriedade sem recurso
a simulacdes, tendo comecado por obter as expressoes necessdrias para uma familia
de modelos mas analisando-a para uma parametrizacdo muito restrita do modelo
TARCH mais simples e apenas para autocorrelagbes de ordem 1. Procurdmos tam-
bém aqui acrescentar um contributo, ao tratar o modelo TGARCH de ordens iguais
a 1 e a propriedade de Taylor considerando as autocorrelacoes de qualquer ordem

obtidas por He e Terésvirta (1999a). A investigacao da influéncia da distribuigao

!Para uma discusséo mais detalhada sobre a presenca do efeito Taylor sugerimos a consulta de

Haas (2009), onde sao ainda indicadas vérias referéncias bibliograficas.
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das varidveis do processo gerador foi um tépico considerado. Desde a sua versao
inicial apresentada em Gongalves, Leite e Mendes-Lopes (2009), onde se tratava o
modelo TARCH e a propriedade para autocorrelagoes de ordem 1, o estudo aqui
exposto teve desenvolvimentos considerdveis também impulsionado pelo trabalho de
Haas (2009) para um caso particular do modelo TGARCH.

Devemos a Kolmogorov e ao seu teorema da extensao (?) a possibilidade de estu-
dar as propriedades probabilistas de um dado processo estocdstico a partir das suas
distribuigoes de dimensao finita. No entanto, este tema tem recebido muito pouca
atencao no ambito dos modelos condicionalmente heterosceddsticos. A primeira
referéncia que encontramos é Pawlak e Schmid (2001), que sugerem, perante a
impossibilidade de obter as verdadeiras distribuicoes, o estudo do seu enquadra-
mento. A anslise que efetuam centra-se numa transformacao do processo, concre-
tamente o quadrado, tanto para a distribuicdo marginal de um processo GARCH,
como para as distribui¢oes conjuntas de um processo ARCH. Também Gongalves
e Mendes-Lopes (2007) abordam este assunto recorrendo a uma transformagao de
um processo TGARCH, especificamente o valor absoluto. Estes estudos revelam,
desde logo, uma forte influéncia da distribui¢do marginal do processo gerador nas
distribui¢oes de dimenséo finita do processo. Acrescente-se que, embora a trans-
formagao operada por estes autores para os modelos em questdo nao seja relevante
quando a distribui¢ao marginal do processo gerador é simétrica em relagao a origem,
é-0 no caso contrario. Tal é relevante, j4 que mesmo nas séries de retornos finan-
ceiros, que sao usualmente descritas como simétricas e cujo comportamento esteve
na origem destes modelos, hé evidéncia de assimetria em algumas situacoes, como
por exemplo nas séries de retornos de acgoes de empresas pequenas e de empresas

nao sobreviventes (Taylor, 2007, p. 69).

Assim, quisemos explorar as distribuigoes de dimensao finita de um processo
6-TGARCH sem recorrer a transformagoes do processo. Para a distribuigdo marginal
deduzimos um novo enquadramento melhor do que os ja existentes e avalidmos a sua
qualidade, tentando perceber os factores que a determinam. Para as distribuicoes
conjuntas e numa primeira fase, este estudo limitou-se ao modelo TGARCH e nao
incluiu todas as regides de IR"™ (Gongalves, Leite e Mendes-Lopes, 2013a). Posterior-
mente, foi possivel alargar os enquadramentos ao modelo 6-TGARCH e ainda as

regices em falta.

2M. Métivier, Notions fondamentales de la théorie des probabilités, 2¢me ed., Dunod, Paris, 1972.
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Uma segunda motivacao para o estudo destas distribuicoes, sugerida por Pawlak
e Schmid (2001), é a sua aplicacao as cartas de controlo. Estas sdo ferramentas
poderosas do Controlo Estatistico do Processo que tem como objetivo detetar se
um processo de interesse observado se afasta de um suposto processo alvo. Embora
o Controlo Estatistico do Processo tenha as suas raizes na industria e esteja af
fortemente estabelecido, este tipo de problemas é muitas vezes encontrado noutras

dreas do conhecimento.

As cartas de controlo foram introduzidas por Shewhart nos anos 20 do século
passado (Shewhart, 1931) e o seu esquema original é ainda amplamente utilizado,
apesar das alternativas que foram sendo introduzidas. No contexto cldssico, as car-
tas de controlo sao desenhadas assumindo que as observagoes sao independentes e
que a caracteristica de qualidade que se quer acompanhar tem distribuicao Gaus-
siana (Montgomery, 2005, capitulo 5). Nas tltimas décadas, a sua aplicabilidade foi
sendo alargada a séries temporais, nomeadamente com o aparecimento de esquemas
que incorporam a estrutura das séries no seu delineamento, chamadas cartas de con-
trolo modificadas. Vasilopoulos e Stamboulis (1978) foram os precursores, propondo
a carta Shewhart modificada para o modelo linear autorregressivo. Para os mo-
delos condicionalmente heterosceddsticos, a adaptagao surge com Severin e Schmid
(1998, 1999), mais precisamente para o modelo GARCH, inspirada nos esquemas de

controlo da média do processo.

O desenho de uma carta de controlo para a média implica a definicao de uma linha
central, correspondente ao valor esperado, e dos chamados limites de controlo, mais
precisamente de um limite superior e outro inferior, que caso sejam ultrapassados
pelo processo observado daréo a indicacao de que o processo estd fora de controlo.
As cartas de controlo mais usuais tém limites simétricos, o que faz sentido para séries
temporais com distribuicao marginal também simétrica, j& que se procura que seja
igualmente provavel que um valor observado fique situado acima do limite superior
ou abaixo do limite inferior. No entanto, caso sejam usados esquemas com limites
simétricos quando a distribuicao marginal do processo nao o €, o pressuposto anterior
nao é verificado. Portanto, procurdmos que as cartas para os processos 6-TGARCH

nao tivessem essa limitagao.

Depois de construida a carta é importante fazer a avaliacao do seu desempenho.
Uma das mais usadas medidas de avaliagao de desempenho de uma carta de con-
trolo é o average run length (ARL) que, quando trabalhamos com séries temporais,
podemos definir como sendo o nimero médio de instantes que tém que passar até
que um indique uma situacao fora de controlo. O ARL deve ser avaliado no estado

sob controlo mas também fora de controlo, j4 que, numa carta eficaz, o ARL sob
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controlo deve ser alto (correspondendo a poucos falsos alarmes) e o ARL fora de
controlo deve ser baixo (para uma detecio répida deste estado). E na determinacio
desta medida que entram as distribuigoes de dimensao finita, especificamente no
cédlculo da probabilidade de nos primeiros n instantes nao haver emissao de sinal.
Quando estas distribui¢ées nao sao conhecidas, a anslise do ARL ¢é feita muitas
vezes recorrendo a simulagoes ou, quando possivel, ao método numérico de Brook e
Evans, como referem Severin e Schmid (1999). Sao estes ultimos autores que suge-
rem, pela primeira vez, a avaliagdo do ARL por enquadramento, como uma forma

de simplificar este procedimento.

Seguindo entao esta abordagem, o estudo que desenvolvemos sobre o ARL fi-
xXou-se, numa, primeira fase, nas cartas com limites simétricos proposta para proces-
sos ARCH e que estendemos para processos TARCH, bem como no enquadramento
do respetivo ARL sob controlo tratado separadamente para cada um dos modelos.
Esse trabalho resultou na publica¢do de Gongalves, Leite e Mendes-Lopes (2013b),
onde destacamos que para o modelo ARCH, reexaminando os enquadramentos para
o ARL sob controlo de Severin e Schmid (1999) e baseados em Pawlak e Schmid
(2001), deduzimos um outro com vantagens relativamente a ambos. Esse trabalho
evoluiu naturalmente para o estudo que aqui apresentamos, primeiro para cartas com
possibilidade de limites assimétricos, depois para o modelo §-TGARCH e finalmente

para a andlise do ARL nao necessariamente sob controlo.

Terminamos com uma descricao da organizacao dos temas pelos cinco capitulos

que compoem esta dissertacao.

No capitulo 1 comegamos por formalizar a definicio do modelo §-TGARCH
e listar os modelos condicionalmente heterosceddsticos mais importantes nele in-
cluidos. Segue-se, entao, a andlise das suas trés representacoes, nomeadamente, a

0-TARCH(c0), a minima e uma vetorial.

O capitulo 2 é dedicado & obtengao de condi¢Ges que permitam garantir os di-
versos tipos de estacionaridade (forte, a ordem ¢ e fraca) e a ergodicidade, acom-
panhando com a exemplificacdo destas para algumas distribuigoes particulares do
processo gerador. A preceder este estudo, sao revistas as definigoes e os resultados de

base necessarios em séries temporias, incluindo o conceito de expoente de Lyapunov.

No capitulo 3 discutimos a presenca da propriedade de Taylor para o modelo
6-TGARCH de poténcia e ordens iguais a 1, procurando dar uma ideia da extensao
da regiao de parametrizagoes onde esta se verifica e da forte influéncia da distribuicao

do processo gerador. Terminamos com um estudo de simulagdo que compara a
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capacidade dos modelos TARCH e ARCH gerarem essa propriedade.

No capitulo 4 obtemos enquadramentos para as distribui¢oes de dimens&o finita
de um processo 0-TGARCH, comecando pela distribuicdo marginal tratada para
qualquer poténcia § # 0. Passamos, entao, para as distribui¢bes conjuntas, anali-
sadas para 0 > 0, estudo que é antecedido de enquadramento preparatério. Tanto o
enquadramento da distribuigao marginal como o das distribui¢oes conjuntas é alvo de
avaliacao através de um trabalho de simulagao, onde se procura mostrar a influéncia

da distribuicao do processo gerador.

Finalmente, no capitulo 5 aplicamos os resultados anteriormente provados as
cartas de controlo para processos -TGARCH de poténcia positiva. Nas cartas
introduzidas abre-se a possibilidade dos limites de controlo serem assimétricos. E,
entao, enquadrado o ARL destes esquemas de controlo, que é particularizado para o
caso do ARL sob controlo. Finalizamos com um novo estudo de simulagao, no qual
se examina o enquadramento determinado para o ARL sob controlo, quer quando

os limites de controlo sao simétricos, quer quando sao assimétricos.

Terminamos com algumas consideragoes finais, onde destacamos, de modo sumé-
rio, os principais resultados estabelecidos neste trabalho, salientando as nossas con-

tribuigoes, e indicamos algum trabalho futuro.
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Capitulo 1

O modelo Threshold GARCH

com poténcia

Este capitulo é dedicado & apresentacao do modelo Threshold GARCH com
poténcia §, onde § ¢ um nimero real ndo nulo. Comegamos, na sec¢ao 1.1, por
apresentar a especificagao do modelo, fazendo algumas consideragoes sobre o seu
processo gerador e os seus pardmetros, e, na seccao 1.2, listamos os modelos condi-
cionalmente heterosceddsticos mais relevantes nele incorporados. Na seccao 1.3,

discutimos trés representacoes deste modelo Threshold GARCH.

1.1 Definicao

Sejam X = (X;,t € Z) um processo estocdstico com valores em R e X, | a
o-algebra gerada por (X;—;,7 € IN), ou seja, pelo passado relativo ao instante ¢ do
processo X.

Vamos definir X;" = max {X;,0} e X; = max {—X;,0}. Adicionalmente, ado-
tamos a seguinte convencgao: para todo o nimero real negativo 9, (Xt+ )(S =0, se
X; <0, (X)) =0, se X; > 0.

Definigao 1.1 (Modelo -TGARCH(p,q)) Dizemos que o processo X seque o
modelo Threshold GARCH com poténcia § de ordens p e q (com p,q € IN), que
passamos a designar por 6-TGARCH(p,q), se, para todo t € Z, temos

Xt == ZtO't (11)

p q
i=1 J=1

1
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onde 6 #0, a9 >0, a; >0, 8; 20, parai =1,...p,v; 20, para j =1,...,q, €
Z = (Zy,t € Z) é uma familia de varidueis aleatdrias reais independentes e identica-

mente distribuidas (i.i.d.) tal que Z; é independente de X, 1, para todot € Z (*).
O processo Z é chamado processo gerador de X.

Se v; = 0, para j = 1,..,q, entdo o modelo designa-se simplesmente por

5-TARCH(p).

Comegamos por notar que, partindo da especificacao (1.2) de o e considerando,
sep<q,a;=p0;,=0,parai =p+1,....,q, se p > q, 7, =0,paraj=qg+1,...p e
m = max {p, ¢}, podemos obter a seguinte especificacdo equivalente:

- s —\
o) =g+ Z [ai (X,2,)" + B8 (X)) + 'yiag,l} . (1.3)
i=1
Caso seja de interesse distinguir as especificagoes, iremos referir-nos ao modelo por
0-TGARCH de ordem m e denoté-lo por -TGARCH(m). Esta especificagdo do

modelo trard, em algumas situagoes, vantagens de simplificacao de escrita.

Sendo a especificacdo de o a condicao diferenciadora dos vérios modelos condi-
cionalmente heterosceddsticos, podemos enquadrar o modelo J-TGARCH na classe
dos modelos condicionalmente heterosceddsticos assimétricos, mais concretamente,
modelos que possibilitam uma reagao diferente de oy de acordo com o sinal do pas-
sado da série temporal, bastando para isso que, para algum i € {1,...,p}, a; # ;.
Tal permite, por exemplo, capturar o efeito assimétrico verificado nas séries de re-

tornos financeiros.

Centremo-nos, agora, no processo gerador Z, que é um processo de margens i.i.d.
tal que Z; é independente de X, ;, para avaliar de que forma é que as hipéteses

sobre ele se refletem sobre X; e oy.

Na literatura sobre modelos condicionalmente heteroscedésticos, é usual assumir

ainda a seguinte hipétese relativa a Z (?):
H1: E(Zy)=0eV (Z)=1.

No caso do modelo 6-TARCH, esta hipétese permite garantir que a lei condicional de

X; relativamente a X, ; é centrada e de variancia o?. De facto, supondo verificada

!Entendemos que desta definicdo se exclui, naturalmente, o caso em que Z; = 0 quase certamente,

j& que é o unico em que nao existe qualquer ligacdo entre os processos X e o.

’Em alguns artigos a hipétese é ainda mais restritiva, com a indicacio da distribuicdo das

varidveis Z;.
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H1, das propriedades da esperanga condicional, temos

E(X| X, 1) =E(Zioi| X, 1) =B (Z| X, 1) = 0+E(Z;) =0

V(Xi| Xyy) = E(Z}07| Xy1) = 07 E (20| X41) = 07E (27) = of,

jé que oy é X, ;-mensurdvel e Z; é independente de X, ;. Porém, considerando
E(Z)#0eFE (th) = 1, entdo 07 é 0 momento condicional de segunda ordem de X;
supondo que E (ZE) ¢ infinito ou ndo existe, o7 interpreta-se como um parametro de
escala condicional. Assim, no modelo 0-TARCH, a hipétese H1 permite interpretar

oy como a volatilidade de X; (3).

E ainda interessante notar que, para o processo 6-TGARCH, quando a lei condi-
cional de X; relativamente a X, ; é centrada e X é um processo de segunda ordem
(4), o processo X é centrado e nao correlacionado, podendo X receber a designagao

de processo de erro. Efetivamente,
E(X)=E[E(X|X,,)]=0
e, para h € IN,

Cov (X¢, Xppn) = E(XeXiqn) =B [XeE (Xogn| Xyn1)] =0
Cov (Xe, Xi—p) = E(XeXyn) =E [ XinE (X4 X, 1)] =0.

A hipétese H1 é, portanto, em alguns contextos de aplicacdo empirica, de ex-
trema importancia. Assim e atendendo também as simplificagoes que permite, sem-
pre que seja necessdrio assumir que Z é um processo de segunda ordem, adotaremos,
sem perda de generalidade, esta hipétese H1.

No que respeita as condigoes relativas ao sinal dos pardmetros, claramente que
estas se destinam a garantir a positividade de 0. Por exemplo, relativamente
ao modelo GARCH (que é o modelo §-TGARCH tal que 6 = 2 e o; = f3;, para
i=1,...,p), a especificacio (1.2) dd-nos a expressdo de o7 e as condicoes impostas
sobre os pardmetros garantem a sua positividade, possibilitando a interpretagao

como variancia (°).

q
#No caso geral do modelo §-TGARCH, como veremos no capitulo 2, se > 7; < 1, a hipdtese

j=1
H1 também assegura a interpretagdo de o; como a volatilidade de X;.

10 processo X = (X¢,t € Z) ¢ de segunda ordem se E (th) < 4o00,Vt € Z.

®Na literatura ligada aos modelos condicionalmente heteroscedasticos, surge, pontualmente, exa-
minada a possibilidade de enfraquecimento das condigdes relativas aos parAmetros, veja-se, para o
modelo GARCH, Nelson e Cao (1992) e Tsai e Chan (2008). De referir que a anélise feita por estes
autores tem por base a representagio ARCH(c0), caso particular da representagdo que analisamos

na secgao 1.3.1.
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1.2 Modelos incorporados

Da anilise da forma funcional (1.2) de ¢¢ do modelo 6-TGARCH, destacamos
a poténcia d como elemento que imprime grande versatilidade ao modelo. Com
efeito, o facto de § poder assumir qualquer valor real diferente de zero, faz com
que o modelo -TGARCH inclua muitos dos principais modelos condicionalmente

heterosceddsticos, nomeadamente, o modelo:

e GARCH (Bollerslev, 1986), tomando § = 2 e a; = f3;, para ¢ = 1,...,p, de

forma a ficarmos com (%)

p q
of = a0+ Y aXP i+ 707 (1.4)
i=1 =1

notamos que o modelo ARCH original (Engle, 1982) ¢ obtido deste considerando
7; =0, para j =1,...,q;

e GJR-GARCH, Glosten-Jagannathan-Runkle GARCH (Glosten, Jagannathan
e Runkle, 1993), fazendo 6 = 2 e considerando, para todo i € {1,...,p}, que
B; > a;, de modo a poder tomar 3, = «; + ¢;, onde ¢; > 0, para i = 1,..., p,
com vista a obter

P q

o2 = ag + Z {OéiXtQ,i +c (Xtil-)Q] + Z’Y]U?fja (1.5)
i=1 Jj=1

ja& que ain_i + ¢ (Xl;l-)2 = Q4 (XttZ)Q + (Oéz‘ + Ci) (Xti )2§

—1

e TGARCH, threshold GARCH (Zakoian, 1994), selecionando § = 1, para que
fique

p q
or=a0+ Y (X}, +B,X) + > 7005 (1.6)
=1 j=1

observamos que o modelo AVGARCH, absolute value GARCH (Taylor, 1986,
p. 78; Schwert, 1989) (7), é obtido deste, fazendo o; = j3;, para i = 1,..., p;

e power-GARCH (Liu e Brorsen, 1995; Mittnik, Paolella e Rachev, 2002), con-

siderando 6 > 0 e a; = 3;, para i = 1, ..., p, de modo a obter

p q
0d =g+ Z o | Xy’ + Z’yjaf,j; (1.7)
i=1 j=1

Fixado ¢t € Z, como X;F >0, X;7 > 0e X; X, =0, X;” e X; nunca sdo simultaneamente
positivos; entdo temos (Xj)é + (X{)(S = (X} + X{)é = |X;|°, qualquer que seja § € R\ {0}.

"Este modelo é também designado por TS-GARCH de Taylor-Schwert GARCH.
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este, por sua vez, inclui o modelo NARCH (Higgins e Bera, 1992) e, como caso
limite quando § — 0, o modelo log-ARCH (Geweke, 1986; Pantula, 1986).

Finalizamos esta lista com os modelos A-PARCH e PTTGARCH, que apresen-
tam uma forma funcional de O'? equivalente & do modelo J-TGARCH, quando ¢ > 0.
Notamos que a possibilidade da poténcia § poder assumir valores negativos foi in-
troduzida neste tltimo modelo por Gongalves, Leite e Mendes-Lopes (2012). Assim,

para & > 0, obtemos o modelo:

e A-PARCH, asymmetric power ARCH (Ding, Granger e Engle, 1993), fazendo
a; =a;(1 —bi)(S ef; =a;(l —l—bi)a, ondea; >0e—-1<b <1l,parai=1,...,p

(®), o que resulta em

p q
Ug = —i—Zai(\Xt,A —bithi)é—i-Z’ij?_j, (1.8)
i=1 j=1
uma vez que a; (| X;—;| — biXt_i)5 = q; [(Xttz —|—X;Z-) —b; (Xttl —X;i)]é =
—a; [(1=b) X+ (L 0) X]” =i | (1=0)° (X75,)" + (146 (X))

e PTTGARCH, power-transformed and threshold GARCH (Pan, Wang e Tong,
2008), definindo §=6 /2, para que

P . . q
035 =g + Z {ai (X;L_i)% + 5; (Xt__i)%} + Z’yjatzéj. (1.9)
i=1 j=1

A lista anterior ndo é exaustiva mas é representativa dos principais modelos
incorporados nesta classe -TGARCH. Todavia, modelos com algum destaque na
literatura nao estao nela incluidos, como o modelo EGARCH de Nelson (1991) ou o
modelo VS-GARCH de Fornari e Mele (1997).

Na lista que apresentamos, é imediato notar que, partindo do modelo ARCH,
foram sucessivamente propostas extensoes, sendo o culminar desta lista o modelo
6-TGARCH. Esta é, naturalmente, uma das grandes vantagens do estudo desta
classe, pois permite a sistematizacao de resultados para todos os modelos incorpora-
dos. Devemos ainda referir que, nesta lista, estamos apenas a destacar a especificagao
dos modelos no que diz respeito a forma funcional de o;. E, no entanto, importante
observar que, por exemplo, quando Engle (1982), Bollerslev (1986) e Ding, Granger e
Engle (1993) introduziram os seus modelos, assumiram a normalidade das varidveis
aleatérias Z; ou que Pan, Wang e Tong (2008) estabeleceram que a distribuicao

marginal do processo gerador Z era simétrica.

SEm Ding, Granger e Engle (1993), —1 < b; < 1, para i = 1,...,p. No entanto, a equivaléncia

entre as especificagoes s6 se verifica considerando, adicionalmente, a possibilidade da igualdade.
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1.3 Representacoes do modelo

1.3.1 Representagao §-TARCH(o0)

Na introdugdo do modelo GARCH, Bollerslev (1986) chama a atengao para a
possibilidade de existéncia de uma representacdio ARCH(c0). Adotando a formali-
zagao presente em Berkes, Horvath e Kokoszka (2003) para o modelo GARCH e
em Gongalves e Mendes-Lopes (2010) para o modelo TGARCH, vamos aqui obter
uma representagao unica do processo X = (Xt €Z) que segue o modelo
0-TGARCH(p, q) em termos do seu passado, comegando por descrever o; em funcao
de X;", e X, ,, com i > 1, ou seja, vamos obter uma representagiao -TARCH(c0)

para X.

Com esse objetivo, vamos definir os trés polinémios seguintes, cujos coeficientes

sd0 os presentes na especificacio (1.2) de o?:

Alx) = oqr+ ...+ opa?
B(x) = Bix+..+pya” (1.10)
G(r) = 1—y2—.. —y2%

Para assegurar que as ordens do modelo sao, de facto, p e ¢, vamos admitir que

ap e B, nao sao simultaneamente nulos e que v, ¢ nao nulo.

q
Comecemos por mostrar o lema seguinte, que relaciona a condigdo ) v <1
Jj=1
com os zeros do polinémio G ().

q
Lema 1.2 Os zeros de G (x) sio, em mddulo, superiores a 1 se e s6 se Y v; < 1.
i=1

q
Demonstragao: Se ) 7v; > 1, entdo G (1) < 0. Como G(0) =1>0e G (x) &
j=1

uma fungdo continua em [0, 1], entdo existe uma raiz real de G () = 0 no intervalo
10, 1].

Suponhamos que existe um zero de G (z), que denotamos por &, cujo médulo é

inferior ou igual a 1. Nestas condigdes, G (&) = 0 e temos

a q a a
1:nyj§cj= Z’ijj SZ%‘WPSZ%‘-.
j=1 j=1 j=1 J=1
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q
Assim, se tivermos ) v; < 1, todas as raizes de G (z) = 0 estdo fora do cfrculo

j=1
. . . . q y
unitdrio, o que implica que, para todo z tal que |z| < 1, |~ ;27| < 1, logo
j=1
k
1 1 400 q ) 400 N
_ _ e _
G@) 7 ,_Z Dol =) diat,
k=0 \j=1 k=0

onde os coeficientes di sao nao negativos e decrescem exponencialmente a medida

que k — 400 (?). Desta forma, tem-se, para todo x tal que |z| < 1, que

onde ¢ = ardp—1 + ... +apdy—p e & = Prdp_1+ ... + Bpdp_p, para k > 1, tal
que di—; = 0, se ¢ > k, com ¢ e ¢k, nao negativos, a decrescer exponencialmente

quando k — +o0.

Como vamos ver no teorema 1.4, os coeficientes ¢ e ¢, sdo os parametros da
representagao 0-TARCH(00). Segue-se um lema que nos vai auxiliar na prova deste
teorema. Detalhamos aqui a prova do lema que foi apresentada por Berkes, Horvéath
e Kokoszka (2003, lema 2.2).

Lema 1.3 Se (§,k € Ng) é uma familia de varidveis aleatdrias reais identicamente

400

distribuidas tais que E(logJr \§0|) < +oo, entio a série Y. &,2* converge quase
k=0

certamente (q.c.) para todo z tal que |z| < 1.

Demonstragao: Comecemos por mostrar que, para todo ¢ > 1, Z P (|£ 6l > C k)

é convergente. De facto, como a distribuicao de £;, nao depende de k entao

400 400
»op (Ifkl > C’“) = ) P (log"|¢] > klog()
k=1

k=1

+o00o
= ) P (log" [¢] > klog()

k=1
E (log+ |§0|)
log ¢

Notamos que, como Z dir* & 1= (1—yz— ... — 7,29 Z drz®, entdo do = 1,

G(:c)
di =74, d2 = d1v; +72,..., dg dq 1’}/1+ At diy,_ e de = di— 1’yl+ +dk aVq Darak > q.
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+oo

Além disso, como, por hipétese, E (log™ [£o]) < 400, concluimos que Y P (|| > Ck)
k=1

¢é convergente.

Assim sendo, pelo lema de Borel-Cantelli,

<hmsup 6] > C") _o,

o que é equivalente a
+o00 +00
k
P(U ﬂ|fk|sc>=
n=1k=n
Atendendo, agora, a que, para todo z tal que |z| < 1,

+o00o +oo
{ U Ml )l <¢* }z{w:aneNszn,|fk<w>||z|’“s<k|z|’“}

n=1k=n

podemos afirmar, usando também o 1.° critério de comparagao para séries, que a

“+oo
série S €.z converge q.c.. m
k=0

Teorema 1.4 Seja X = (X;,t € Z) um processo de margens identicamente dis-

q

tribuidas sequindo o modelo 0-TGARCH(p,q) tal que ) ~v; < 1 e também
i=1

E [log* (00)] < 400, E (log" | Z|) < 400. Entio, para todo t € Z,

+oo
Uf:co—i-Zci( ) —i-z:cZ i) ac (1.11)
i=1

+oo
=ag ) d; e os coeficientes ¢; e ¢; decrescem exponencialmente.
i=1

d el

onde cg = ——
G (1)
Se, adicionalmente, ZJ e Zy sao varidveis aleatdrias nao degeneradas, entao a

representacao obtida é unica.

Demonstragao: ~ Comegamos por observar que, como E [log" (00)] < +oo e
E (log™ |Zy|) < +o0, entdo E [log™ (XJ)] e E [log* (Xy)] sdo finitas. Além disso,
como (X;",t €Z) e (X; ,t € Z) sao duas familias de varidveis aleatérias identica-

mente distribuidas, entao, pelo lema 1.3,

+o0o
E :CZ — E :cl t z
i=1

sao q.c. convergentes, ji que ¢; e ¢; decrescem exponencialmente quando ¢ — +oc.

Assim sendo, também

+o0
co+ Y (X +Zcz i)
=1
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é q.c. convergente.

Vamos agora considerar o processo & = (§;,t € Z) tal que, para todo t € Z,

p P
§=o0+ Y i (X5)"+ )8 (X))
i=1 i=1
“+o00 +o0o s 400 _ - Fy
Comecamos por observar que » di&_; = co + Yo (Xttl) + 3G (thi) » O
=0 i=1 i=1

o0
que implica que dj&;_; ¢ q.c. convergente. Assim, pretendemos mostrar que
Jj=0

;X
j=

Como, para o operador atraso L,
q q
0 0 j 1 0 0
G(L)o; =o0; — Z’Yj [Lj (Utﬂ =0 — Z’Yjatfj =&
j=1 j=1

q
Z - < 1, entao G (L) é invertivel e temos

1
a?=G( )stmt Zd [ (&)] & 0f = Zdét]

Consideremos agora que ZJ e Z; sao varidveis aleatérias nao degeneradas. Para
estabelecer a unicidade da representacao obtida para o, vamos considerar, para um

t arbitrariamente fixo, que

O't_C()+ZCZ (X;2,) —|—ch i) qc

f0+z,fz +Zfz _ q.c..

Vamos fazer esta prova por contradigdo. Sem perda de generalidade, conside-
remos que existem 71 > 0 e ro > 0 que s@o os menores inteiros tais que ¢, # fr, €
Cry 7 f;2 (notamos que se ¢; = f; e ¢ = ﬁ-, para todo ¢ > 0, entdo ¢y = fy). Entao,

recordando que X; = Z;o0¢, obtemos

(fn - CTl) O-t*Tl t r1 (sz 5T2) X; ro —
+00 too

=co— fo+ Z (ci — fi) (Xtti)é—i_ Z <5i_fi) (Xt:i)é‘

1=r1+1 i=ro+1
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Se r1 < ro, ficamos com

Z,, = ! K@Q sz) t—ry T (co— fo)] +

(le - CTl) Ot—ry

+00 100
R e [Z R )+ Y (a-7) <X;i)6].

—Cpy ) O
r1) Ot—ry i=rp+1 P—

Atendendo a que oy, > ag > 0, Z;~ r, estd bem definida. Como, para todo
ke, X ,j e X, sdo Z,-mensurdveis, o segundo membro da igualdade anterior (e,
consequentemente, também Z, ,) ¢ uma varidvel aleatéria mensurédvel com respeito
aZ; 1. Ora, Z = (Z;,t € Z) é¢ uma familia de varidveis aleatérias independentes.

Portanto, Zr

+r €dq.c. constante. O que contradiz a hipétese.

A conclusao é andloga para r; > 79. B

Usando o operador atraso L, o resultado anterior pode ser escrito da seguinte

forma:

+ AL (X7)" + B(L) (x7)]
(

_> B()
G() )(X ) ST (x7)°. (1.12)

Desta representacao podemos deduzir uma representacao inica para X; = Zyo; em

A = g [
+

termos do seu passado, para qualquer processo gerador Z arbitrariamante fixo.

1.3.2 Representagao minima

Vamos agora estudar a representa¢do minima do processo X = (Xy,t € Z) que

segue 0 modelo -TGARCH(p, ¢). Para este processo temos

P p q
5 _ Z (vt )9 Z —\0 Z )
gy = O + (67} (thi) + 67, (thi) + fyjat_j'

i=1 i=1 j=1
A semelhanga da representagao anterior, vamos admitir que oy, e 3, nao sao simul-
taneamente nulos e que 7, ¢ nao nulo, para garantir as ordens p e ¢ do modelo.
Procuramos, entao, saber em que condigoes é que a representagao anterior é mini-
ma, ou seja, sob que hipéteses é que nao existe um par (p*,q¢*) tal que p* < p ou

¢ <qe
p* p*
Uf:a3+2a;" (Xj_i)aJrZ Bi (X, +Z'yj0t s (1.13)
i=1 i=1

para algum og, of, B; (i=1,...,p") ey; (j=1,....q") (nao necessariamente nao

negativos).
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Teorema 1.5 Suponhamos verificadas as hipdteses do teorema 1.4 que garantem a
unicidade da representagio 6-TARCH(o00).

(a) A representacao da defini¢io 1.1 é minima se
A(z) e G(x) sao coprimos ou B (z) e G(x) sao coprimos (1.14)

no conjunto dos polindmios com coeficientes reais, com A(zx), B(z) e G(x)
definidos em (1.10).

(b) Se a representagao da defini¢ao 1.1 é minima, entao
A(z), B(z) e G(x) sao coprimos (1.15)
no conjunto dos polindmios com coeficientes reais, com A(z), B(z) e G(x)

definidos em (1.10).

Demonstracao: (a) Comecemos por admitir que A (z) e G(z) sdo coprimos ou
B () e G(x) sdo coprimos (!°) mas que existe o par (p*,¢*), com p* < p ou ¢* < ¢,

e os mimeros g, o, 87 (i=1,..,p"), 7} (1 = 1,...,q%) tais que (1.13) & verificada,
q*

com ;<1
j=1

Entao, considerando

A*(z) = ofz+..+aa?
B*(z) = plz+..+ B}mp*
G'(zx) = 1—7yjz—..— ’y}xQ*,

obtemos, pelo teorema 1.4,

Ae) X5 B@) X

G o)~ 29" ¢ G =Y
J=1 7j=1

e, portanto, da unicidade da representac¢ao §-TARCH(oo) vem

Assim, se A(x) e G (z) sdo coprimos, podemos concluir que existe um polinémio
Q(z) tal que
A% (z) = A(2)Qx) e G"(2) =G () Q).

100s polinémios Ai (), A2(x), ..., An(x) dizem-se coprimos se mdc (A1 (z), A2(z), ..., An(2)) = k,

com k uma constante nao nula.
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Entao p* > p e ¢* > ¢, o que é uma contradicdo. Analogamente, ao admitir que

B (z) e G (x) sdo coprimos, obteriamos também p* > p e ¢* > q.

(b) Vamos agora supor que a representacao da defini¢ao 1.1 é minima mas falha
a condicao (1.15), isto é, o maximo divisor comum (mdc) entre A (z), B (z) e G (z)

nao é uma constante.

Seja mdc (G (x),A(z),B

Entao:

—~

x)) = S (x), com o grau de S (z) maior ou igual a 1.

G(z) =5 (z)G(z), A(x)=S(x)A(x) e B(x)=S(z)B(z),

onde o grau de G(x) é inferior a g e os graus de A (z) e de B (x) sdo inferiores a p.

De (1.12), podemos escrever

é é —\0
o= T a0+ A(L) (X7)" + B (L) (X7)']
— L. +10 —\9
= 50 a0+ A(L) (X)) +B(D) (X7)'],
com &gy = S—OE% Atendendo aos graus dos polinémios G (z), A (z) e B (z), temos
uma contradi¢io com o facto de ¢ = ﬁ [ao +A(L) (Xj)(S + B(L) (X[)a] ser a

representacao minima. m

E interessante notar que, quando o; = f3;, para i = 1,...,p, tanto (1.14) como
(1.15) se reduzem a A (z) = B (x) e G(z) s@o coprimos, obtendo-se, neste caso, uma

condicao necessdria e suficiente que garante que a representacao ¢ minima.

Para terminar, podemos acrescentar que, sob as hipéteses do teorema 1.4 e
supondo que os polinémios A (z) e G(x) s@o coprimos ou que os polinémios B (z) e

G(x) s@o coprimos, nao existem
(CMS, a;kaﬁ;k ('L = 17 7p) 77; (,7 = 17 7q)) 7é (a07ai76i (2 - 17 7p) 77] (,7 = 17 veey q))

p p q
tais que o) = o + >_ af (X;r_i)a + > B; (X{_i)(S + Y2750}, 0 que assegura a
=1 =1 i=1

1=

unicidade da representagao minima de J?. De facto, seguindo um processo de prova
semelhante a primeira parte da demonstracao do teorema 1.5, chegamos a conclusao
que existe um polinémio @ (x) tal que A* (z) = A(z) Q(z) e G* (2) = G (x) Q(x)
mas como agora G* (z) e G (x) tém o mesmo grau e o mesmo termo independente,
entdao Q(z) =1 e, portanto, G* () = G (x) e também A* (z) = A (z), o que implica
que B* (z) = B (x).
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1.3.3 Representagao vetorial

O desenvolvimento da andlise probabilista dos modelos condicionalmente hete-
rosceddsticos, concretamente no que diz respeito aos modelos de ordens superiores a
1, estd estreitamente ligado & introdugao de uma sua representacao vetorial. Nesta
subseccao, vamos apresentar a representagao vetorial para o modelo §-TGARCH(m),
seguindo a ideia presente no artigo de Mittnik, Paolella e Rachev (2002). Obtemos
uma solucéo para a representacao vetorial e também para o modelo J-TGARCH.

Terminamos, mostrando que esta solucao da representacao vetorial é markoviana.

Para obter uma representagao vetorial do modelo §-TGARCH, comecemos por
fixar a familia Z = (Z;,t € Z) de varidveis aleatérias reais i.i.d. e os pardmetros
0 € R\{0}, >0, ; >0,8,>0er~; >0, parai=1,...m.

Podemos, entdo, definir a familia de matrizes (A, t € Z) aleatérias, i.i.d., qua-

dradas de ordem m e de coeficientes nao negativos, tais que

a1 (ZEL)6+/31 (Zt_)é‘i"h ]
&2(Z;r)6+52(zf)6+% o1 .0
Ay = : R (1.16)
Qm—1 (Z;r)é +Bm—1 Z;)a + VYm—1 00 -1
i (Z5) 4B (Z7) + 4 0 0 - 0]
e o vetor de R™ (11)
T
B:POO.”O @. (1.17)

Seja o = (04, t € Z) um processo estocdstico real estritamente positivo. Estao
bem definidos: o processo X = (X, t € Z) tal que X; = Zioy, para todo t € Z, e o
processo vetorial Y = (Y}, t € Z), de R™, tal que, para todo t € Z,

(k) o sek=1
KBS s - 5 (1.18)
t ; [O‘i (Zipa)” + 8 (Zina)” + ’yi] ol i pq sek#1

onde Yt(k) é a k-ésima componente de Yz, para kK =1,2,...,m.

Relativamente a estes processos X e Y podemos fazer a seguinte afirmacao: o
processo X verifica a especificacdo (1.3) do modelo 6-TGARCH(m) se e s6 se o

processo Y verifica a equag@o autorregressiva de coeficientes aleatdrios

Y41 = AY; + B. (1.19)

" Como os espacos vetoriais M1 (R), das matrizes reais do tipo m x 1, e R™ sdo isomorfos,
escreveremos, em beneficio da simplifica¢do da escrita, que um elemento de My, x1 (R) é elemento
de R™.
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Vamos mostrar esta equivaléncia comecando por admitir que X verifica a es-
pecificagao (1.3) do modelo 5-TGARCH(m). Vejamos que o processo Y verifica a
equacao (1.19) componente a componente, ou seja, que Y;(ﬂ é dado pela soma do
produto da linha k& de A; por Y; com o elemento da linha k de B. De facto, temos,

para k=1,

Linhay (Ar) Vi + Linhal (B) =
- Oq( +Bl( )6+’yl)af+

+§:{[ z\ z+1) +8i (Z,_ z+1) +’Yz} U?fi+1}+010

(
=2
= ot Z [ai (X(irl —i) +Bi ( (t+1)— ) +’Yia((st+1)—i]
=1
= U?H
=14,

pois X é tal que X; = Z;0y, para todo t € Z, e verifica (1.3); além disso, para
k=2,...,m—1,

Linhay, (A¢) Yy + Linhay, (B) =
= (e (25)" + 8 (20)" + ) of +

+ il [al( t—it(k+1)— ) + 8 ( tit (k1) — >6+’Yﬂf—i+(/€+1)—1] +0

k
m 5
:Z[O‘Z (t+1 z+k—1) +8; ( (t+1 H—k—l) +via‘€t+1)_i+k_1}

e, para k = m,

Linhay, (A¢) Yy + Linha, (B) =
— (o ()" + B (27" +vm) ;
= Qm ( ) + B ( ) + ’Ymo-t

Suponhamos agora que o processo Y verifica a equacao (1.19). Entao, por um
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lado,

Y\ = Linhai (A;)Y; + Linha; (B)
(al(Z ) 4B (20) ) ol +

— é )
"‘Z [O‘Z Fis1) "‘Bi (X is1) +’7i0t—i+1} + ao

- a0+2[ ( e )+5( (1) >+% O11) }

e, por outro lado, sabemos que Yt(ﬁ = at 1; assim sendo, podemos afirmar que

O'? = ag + z [az (X;FZ) + B, ( ) —i—’yzat Z}, 0 que permite concluir que X
satisfaz a espemﬁcagao (1.3) do modelo 0-TGARCH(m).

Estamos, entdo, em condigoes de definir representacao vetorial do modelo
0-TGARCH(m).

Definicao 1.6 (Representagao vetorial) Designamos por representagdo vetorial

do modelo 6-TGARCH(m) o sequinte modelo vetorial de coeficientes aleatdrios:
Yij1i =AY +B

com Ay definido em (1.16), B definido em (1.17) e Y; definido em (1.18) tal que Z;
¢ independente de Fi_1, onde Fy—1 é a o-dlgebra gerada por (Zi—joi—;,i € IN).

As matrizes A; vao desempenhar um papel central no estudo feito no préximo
capitulo. Assim, importa perceber em que é que a representacao vetorial do mo-
delo -TGARCH(m) da defini¢do 1.6 difere das representagoes vetoriais usuais para
os modelos condicionalmente heterosceddsticos, definidas & custa de uma equagao
de recorréncia idéntica a Y;11 = A;Y; + B e inspiradas na representacao original
de Bougerol e Picard (1992) para o modelo GARCH. Vamos focar os trés aspetos
principais: (i) o primeiro estd relacionado com a validade da representacao; (ii) o se-
gundo é relativo & dimensao das matrizes envolvidas; (iii) o terceiro estd relacionado

com a forma das matrizes.

Sobre o ponto (i), a representacdo que apresentamos é vélida para qualquer
ordem m (recordamos que m € IN), contrariamente as representagoes usuais, validas
apenas quando p > 2 e ¢ > 2. Embora estas iltimas representacées possam incluir
as ordens em falta, tal é feito rescrevendo o modelo como um modelo de ordens p = 2
e ¢ = 2 e considerando alguns coeficientes nulos. O que significa, na pratica, que as

representagoes usuais sao sempre vetoriais, isto é, Y tem valores em R", com n > 2;
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porém, na representacao da definicdo 1.6, caso m = 1, o processo Y tem valores em
R. Este facto traz simplificagoes considerdveis quando se trata de um modelo de

primeira ordem, tao frequente em estudos empiricos.

Relativamente ao aspeto (ii), na representacdo que apresentamos, as matrizes
A; sdo quadradas de ordem m; noutras representagoes, caso o; = 3;,Vi € {1,...,p},
veja-se Bougerol e Picard (1992), estas matrizes sao de ordem p+q—1, caso contrario,
como em Gongalves e Mendes-Lopes (1994, 1996) e em Pan, Wang e Tong (2008),
estas matrizes sao de ordem 2p+¢q—2. Em termos préticos, a dimensao das matrizes
A; érelevante, por exemplo, em estudos de simulagao com aplicagoes computacionais

intensivas.

Finalmente, no que diz respeito a (iii), fixada a ordem m, na representagao
da defini¢do 1.6, toda a informagao passivel de ser alterada na matriz A; estd na
primeira coluna e é muito semelhante em todas as linhas, tal nao acontecendo com as
demais representacoes, como, por exemplo, as representacoes de Bougerol e Picard
(1992), de Gongalves e Mendes-Lopes (1994, 1996) e de Pan, Wang e Tong (2008).

Atendendo as vantagens da representacao da defini¢cdo 1.6, ela serd a unica re-
presentacao vetorial do modelo §-TGARCH usada, pelo que, no que se segue, omi-

tiremos essa referéncia.

z

Observagao 1.7 Se o processo vetorial Y ¢é solugdo da representagdo vetorial do
modelo 6-TGARCH(m), entao o processo X tal que, para todo t € 7,

Xt = Zy [Yt(l)]%, seque o modelo §-TGARCH(m); atendendo & forma como estd
definido, este processo X é inico. Do mesmo modo, dado o processo X que seque o
modelo 6-TGARCH(m), temos um unico processo o = (o4,t € Z) a ele associado por
definicao e, portanto, sé temos uma solu¢do Y da representac¢do vetorial do modelo

0-TGARCH. Dizemos, entdo, que Y é a representacdo vetorial de X.

Podemos acrescentar que, se Y é a representacdo vetorial de X, entdo Y é um

processo de componentes ndo negativas.

Uma solugdo da representacao vetorial do modelo 6-TGARCH é o processo
Y = (W,t € Z), dado por

k
Yi=B+ lim (¢.c)> A1 A 4B, (1.20)

n=1

desde que a série seja q.c. convergente, para garantir que o processo ) estd q.c.

definido (*?). De facto, assumindo que o processo ) est4 q.c. definido, temos:

12 As condicbes que asseguram que Y estd q.c. definido serdo estabelecidas no capitulo seguinte.
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(i) em primeiro lugar, que

k
YVir1 = B+ lim (q.c.)ZAt...AHl,nB

k——+oo 1

k
= lim (q.c.) (AtB + ZAt---At—i—l—nB) + B

k—+o00 -
k—1
= A kETm (g.c.) (B + ;Atl...AtnB> + B
= A+ B,

ou seja, o processo ) dado por (1.20) satisfaz a equagao de recorréncia (1.19);

(ii) além disso, o processo ) definido em (1.20) verifica a especificagao (1.18), pois,

para todo t € Z, como, para k =1,...,m,

y 1 = Linhay (A) [y( ) t(Q) e yt(m)}T + Linhay (B),
temos
yt(l) = :0‘1 (Zttl)é + b1 (Ztil)a +’Yl] yt(i)l + yzg)l +ao
yt(z)l = |* (Ztt2)6 + 52 (Zf—z)a + 72] yt(PQ + 3’,53)2
(m—1) — [ Z+ (1)
yt m+2 _amfl( t—m+1) +5m 1( t— m+1) +’7m—1 yt—m+1 +y m+1
Yihia = o (ZE0)" 4 B (Zm)” 4| Y00

logo temos, para k =2, ...,m,

W = 3[04 (2 iai)” 4 51 (Bimasics)” + 7] Wi

e, para k =1,
t(l) =g + Z [Oéz‘ (Ztti)é + B; (Zt_—i)é + ’Yi] yt@l
i=1

e, portanto, basta considerar af = yt(”, para todo t € Z; notamos ainda

que Z; é independente de F;_i, pois, atendendo a (1.20), yt 1 C Zy o€

Z = (Zy,t € Z) & um processo de margens independentes.
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E interessante notar este processo ) é um processo de Markov, pois, para todo

o boreliano C de R™, temos, tal como em Gongalves e Mendes-Lopes (1993),

P(YVu1€ClY,) =
=P (Vi1 €Cl (Ve Vi-1,--))
=P (Vi1 € Cl (Ve Vi1, -2) = (Yt Yt—1,---)) P(yt,ytfl,...) —q.c.
= FE (1c (Awe + B)| Ve, Ye-1, ) = (Ut Y1, -+-))
= E (¢ (Aw: + B))

PV e€eClYy) = P11 €ClVr=u), Py, —q.c
= E(lc(Awi+ B)| Vi =)
= E(lc (A + B)),

uma vez que A; ¢ independente de ), (visto que Y, C A1), logo
P(Vi1€ClY,) =P (Vi1 €C|V), P—qec.

Adicionalmente, podemos acrescentar que )} é um processo de Markov homogéneo,
pois o valor das probabilidades calculadas nao depende de ¢, e de margens identica-

mente distribuidas, ja que (A, t € Z) é uma familia de matrizes i.i.d..

Finalizamos sistematizando, na proposicao seguinte, as conclusoes desta seccao

relativas ao processo ):

Proposigao 1.8 Sejam (A, t € Z) a familia de matrizes definidas em (1.16) a custa
do processo Z = (Zy,t € Z) de margens i.i.d. e B o vetor de R™ definido em (1.17).

Se o processo vetorial Y = (Y, t € Z) tal que, para todo t € 7Z,

——400

k
YV, =B+ khm (g.c.) Z A 1. A B
n=1
estd q.c. definido, entao o processo X = (X, t € Z) dado, para todo t € Z, por
1
X =7 | yV]"

onde y§” é a primeira componente do processo vetorial Y, é solu¢cdo do modelo
0-TGARCH(m). Além disso, Y é a representacdo vetorial de X, sendo Y um

processo de Markov homogéneo de margens identicamente distribuidas.
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Nesta secgao 1.3 explordamos trés representacoes para um processo X seguindo
o modelo -TGARCH: a representacao 6-TARCH(c0), a representagdo minima e a
representacao vetorial. As hipdteses estabelecidas para a obtencao destas represen-
tagoes levantam, agora, novas questoes, nomeadamente: Como é que vamos garantir
que X é um processo de margens identicamente distribuidas de modo a poder asse-
gurar a existéncia da representacao 6-TARCH(o0) e da representagao minima? Sob
que condicbes é que o processo vetorial da proposicao 1.8 estd q.c. definido? Numa
perspetiva de aplicabilidade dos resultados, é importante que as respostas sejam
dadas em termos dos parametros do modelo e do processo gerador. No capitulo
seguinte, partindo da representacao vetorial do modelo que serd usada para o estudo

da estacionaridade forte, vamos dar resposta as questoes colocadas.
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Capitulo 2
Estacionaridades e ergodicidade

As hipéteses de invaridncia no tempo, ou seja, de estacionaridade, desempe-
nham um papel central na andlise de séries temporais pois substituem, de um modo
natural, a hip6tese de observacoes i.i.d. considerada na andlise estatistica cléssica.
Assim, dedicamos este capitulo & obtencao de condicoes necessdrias ou suficientes de
estacionaridade forte, fraca e & ordem 0 para o modelo §-TGARCH, o que envolve,

naturalmente, a andlise de momentos destes processos.

A estacionaridade forte juntamos a ergodicidade, carateristicas que, em conjunto,

sao muitas vezes determinantes para o estudo de uma série temporal.

Temos, entao, este capitulo organizado do seguinte modo: na seccao 2.1, apre-
sentamos as defini¢oes dos diversos tipos de estacionaridade e de ergodicidade, bem
como os resultados de base em séries temporais relativos a estes conceitos; na secgao
2.2, introduzimos o conceito de expoente de Lyapunov; nas seccoes seguintes estu-
damos condic¢Ges necessédrias ou suficientes de estacionaridade forte e ergodicidade,

de estacionaridade & ordem § e de estacionaridade fraca para o modelo 6-TGARCH.

2.1 Definicoes e resultados de base em séries temporais

O objetivo principal deste capitulo é, como j4 referimos, o estudo da estaciona-
ridade nos vérios sentidos e da ergodicidade de um processo -TGARCH. A repre-
sentacao vetorial do processo vai aqui desempenhar um papel central. Assim, nesta
sec¢ao, formalizamos alguns destes conceitos nao sé para processos univariados mas
também para processos vetoriais; referimo-nos concretamente as defini¢bes de esta-
cionaridade forte e fraca. Os restantes conceitos e resultados, atendendo & sua

aplicabilidade neste texto, sao apresentados apenas para processos univariados.

21
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Seja V' = (V},t € Z) um processo estocdstico vetorial com valores em IR" (n € IN).

Definicao 2.1 (Estacionaridade forte) O processo V é fortemente estaciondrio
se, para qualquer k € IN e quaisquer ti,....tx,h € Z, os vetores (Vi,,...,Vy,) e

(Viy4hy s Vig+n) tém a mesma lei.

Os processos fortemente estaciondrios sao, entao, processos em que a estrutura
probabilista é invariante para qualquer translacao do tempo. Em particular, se V' é

fortemente estaciondrio, temos que as margens de V' sdo identicamente distribuidas.

Um exemplo imediato de um processo fortemente estaciondrio é um processo de
margens i.i.d.. Outro exemplo, é um processo de Markov homogéneo de margens

identicamente distribuidas.
No caso em que n > 1, isto é, quando V é efetivamente um processo veto-
T
rial, tendo-se V; = Vt(l) Vt(n) , podemos afirmar que, se V é fortemente

estaciondrio, entdo qualquer seu processo componente V(*) = (V;(k),t € Z), com
kE € {1,...,n}, é também fortemente estaciondrio. No entanto, a reciproca desta

afirmacao nao é verdadeira.

A nocao seguinte, de estacionaridade fraca, requer a existéncia de momentos até

a ordem 2.

Definigao 2.2 (Estacionaridade fraca) Seja ||-|| uma norma em R™. O processo

estocdstico V' é fracamente estaciondrio se:

(i) E (||Vt||2) < +oo,Vt € Z (i.e., V' é um processo de sequnda ordem);
(ii)) E(Vi) = p,Vt € Z (i.e., E(V;) é independente de t);

(1) Cov (Vi,Vign) = vy (h),Vt,h € Z (i.e.,a fungio de autocovaridncia de V de-
pende apenas de h).

Assim, de acordo com estas definicbes, um processo fortemente estaciondrio é

fracamente estaciondrio desde que seja de segunda ordem.

Recordamos que um processo vetorial é de segunda ordem se e s6 se os seus
processos componentes sao de segunda ordem. Nao obstante, se um processo é
fracamente estaciondrio, qualquer seu processo componente ¢ também fracamente

estaciondrio, nao sendo verdadeira a reciproca desta afirmacao.
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No que se segue, restringimo-nos ao caso em que V = (V;,t € Z) é um processo

com valores em IR.

Apresentamos, em seguida, a definicdo de estacionaridade a ordem r, com r um

numero real ndo nulo, que generaliza a definicao de estacionaridade fraca.

Definicao 2.3 (Estacionaridade a ordem ) O processo V' é estaciondrio a or-
dem r, com r € R\{0}, se, para qualquer k € 1IN e quaisquer
t1,....tx, h € Z:

(a) caso r > 0, todos os momentos conjuntos de ordem inferior ou igual a r de
(Viys s Vi), desde que definidos (*), existem e sio finitos, sendo iguais aos

momentos conjuntos correspondentes de (Vy, +n, ..., Vi, 4n), isto é,

B (Vi Vik) = B (VityViks)

onde r1,...,m, € RY sdo tais que r1 + ... + 1, <15

(b) caso r < 0, todos os momentos conjuntos de ordem inferior ou igual a |r| de

(th_l, v Vt;l), desde que definidos (), existem e sdo finitos, sendo iguais aos

' -1 -1 : p
momentos conjuntos correspondentes de (th+h= - ‘/tk—&-h)’ isto ¢,

B (Vi Vi) = B (Vi Vi)

onde r1,....m, € R™ sao tais que |ri|+... + |rg| <|r.

Abordamos agora a nogao de ergodicidade de um processo fortemente esta-

ciondrio, seguindo Azencott e Dacunha-Castelle (1984, pp. 31-32).

Seja, entao, Py a lei de probabilidade sobre (]RZ, B (]RZ)) do processo V', onde
B (IRZ) denota a o-algebra de Borel sobre RZ.

Consideremos a funcao de translacao 7 : R — IR? definida por:
T [(at,t € Z)] = (bt,t S Z), onde b; = Qt41-

E imediato que esta funcao é invertivel, sendo também B (]RZ)—mensurével, ja
que, dado B € B(]RZ), temos 771 (B) € B(]RZ), onde 771 (B) ¢ o conjunto

!Como o processo estocédstico V assume valores em R, importa assegurar que a expressao V;,

comt€Zes€RT, estd efetivamente bem definida.

?Estende-se aqui a nota da alfnea (a), sem prejuizo da convengao referente ao caso dos expoentes

negativos (pdgina 1).



24 CAPITULO 2. ESTACIONARIDADES E ERGODICIDADE

{(at,t € Z) : T [(ar,t € Z)] € B}. Podemos, entao, dizer que B € B (]RZ) é um acon-

tecimento invariante por T se 7! (B) = B.

Usando esta funcao de translagdo, podemos afirmar que V é fortemente esta-
ciondrio se e somente se a lei Py é invariante por 7, o que é o mesmo que dizer que
Py (r71(B)) = Py (B),VB € B(R?).

Assumindo a estacionariade forte, temos entao a seguinte definicado de processo

ergddico:

Definicao 2.4 (Ergodicidade) O processo estocastico V' é ergddico se é forte-
mente estaciondrio e se qualquer acontecimento tnvariante por T tem probabilidade

ZETO OU um.

Assim, de forma intuitiva, a ergodicidade de V' pode ser interpretada como signi-
ficando que qualquer trajetéria de V' preenche, por translagoes sucessivas, o espaco
R”. Esta carateristica de V permite uma generalizacdo da lei forte dos grandes

nimeros conhecida por teorema ergddico e devida a Birkhoff e von Neumann.

Teorema 2.5 (Teorema ergédico) Seja V' um processo estocdstico ergddico. Se

g:R? — R ¢é uma funcio integravel relativamente a Py, entio tem-se

lim (q.c.) 7—11 [g(V)+gor(V)+..+gor" (V)] = /RngPV.

n—-+00
Consideremos g da forma

g (:‘C) = g(:rlv 751714:) , para T = (:Etvt € Z) )

onde g: R¥ — IR é tal que E [g(V4, ..., V})] existe. Entdo, fazendo uso do teorema

ergédico, temos

lim (g.c) —[g(V1,... Vi) +oc. + & Vag1y o, Virw) = E g Vi, ..., Vi)] -

n—-+o0o

SR

Em particular, para g = 14, com A C R¥, vem

. 1
lim (q.c.) - M4 (Vi oy Vi) + oo + 14 (Vg oo, Voge) = PL(VA, ., Vi) € A,

n—-+o0o

o que permite afirmar que a lei de (V7, ..., Vi) (ou, mais geralmente, a familia de leis
de dimensao finita de V') fica completamente determinada pela sucessao Vi, ..., V,,,
com n — +oo. As séries temporais ergédicas sdo, entao, identificdveis a partir de

uma trajetoria infinita.
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Ao facto, jé referido, de que um processo de margens i.i.d. é fortemente esta-

ciondrio, podemos acrescentar que é também ergdédico.

Um problema importante é o da construcdo de um processo fortemente esta-
ciondrio a partir de outro processo também fortemente estacionario. De acordo com

Azencott e Dacunha-Castelle (1984, p. 30), tal pode ser feito do seguinte modo:

2

Proposicao 2.6 Se V ¢é um processo fortemente estaciondrio e se f : R* — R é

uma fungdo mensurdvel, entdo o processo W, onde
W= f (s Vier, Vi, Viga, )

com t € Z, é ainda fortemente estaciondrio.

Este resultado relativo a construcao de processos fortemente estaciondrios pode

ser estendido para processos ergédicos (Rosenblatt, 1978, p. 33):
Proposicao 2.7 Se V' é um processo ergddico e se f : R* — R é wma fungdo
mensurdvel, entao o processo W, onde

W= f (s Vi1, Vi, Vg, )

comt € Z, é ainda ergddico.

2.2 Expoente de Lyapunov

Vamos agora introduzir o conceito de expoente de Lyapunov associado a uma
familia de matrizes aleatérias quadradas e i.i.d., (A, t € Z), conceito que vai desem-

penhar um papel central nas provas de estacionaridade.

Para tal, comegamos por recordar o conceito de norma matricial e algumas pro-
priedades associadas (Lancaster e Tismenetsky, 1985, capitulo 10). Seja M, xm (IR)
o conjunto das matrizes reais quadradas de ordem m. Uma norma de M,xm (R) é
uma funcio ||-|| : Muyxm (R) — R tal que, para todo A, B € Mpyxm (R) e A € R,

(i) |A]|>0e [|[Al =0seesése A=0,
(i) [IAA[l = [A[[[Al
(iii) [[A+ Bl < Al + B,
sendo designada por norma matricial se verificar adicionalmente

(iv) [|AB] < Al ]IB]l-
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Uma forma de obter uma norma matricial é considerar a norma induzida por uma

(qualquer) norma de IR™, mais precisamente, diz-se que ||-|| ¢ uma norma induzida
pela norma ||-||, de R™ se, para A € My,xm (R),
_ Az, . m _ : m _
|A|| = sup Tl z € R™ z # 0 =max {||Az||, : = € R™, ||z|, = 1}.
v

Uma norma induzida apresenta a vantagem de ser compativel com a norma vetorial

a custa da qual foi definida, isto é,
| Az[l, < [|A] |, ,

para todo A € M, xm (R) e z € R™.

Seja A = [a;j], =1 Seguem-se agora alguns exemplos de normas matriciais:

1/r
m
4], = ( > |a¢j|r> , desde que 1 < r < 2 (norma de Holder); [|Al, = )\/14/2,
ij=1
onde A4 é o maior valor préprio da matriz A7 A (norma espetral, que é uma norma

m
induzida); || 4| = max 21 la;j| (norma induzida pela norma infinita).
—=v = ]:

Consideremos, entao, uma norma induzida em M., xm (R). O expoente de Lya-

punov associado a (A, t € Z), denotado por 7y, é

. 1
v = inf {E <n+ 1 log || Ao A_1 A_nH> 'n € ]N} .

Segue-se o teorema que garante, sob determinadas condig¢bes, a existéncia do ex-

poente de Lyapunov (Kingman, 1976, teorema 2.1; Cohen, 1988, teorema C).

Teorema 2.8 (Expoente de Lyapunov) Sejam (A, t € Z) uma famdlia de matri-

zes aleatorias quadradas e i.i.d. e ||| uma norma matricial. Se E(log™ || Agl|)<+o0,
entao temos )
v = lim —FE(log|ldoA_1...A_,]), (2.1)
n—-+oo M
com 7y, € [—o0,+oo[. Além disso,
. 1
v = lim (g.c.) —log||ApA_1... A_,|. (2.2)
n—-+oo n

Este resultado permite observar que, se E (log™ [ 4g]]) < +o0, o expoente de
Lyapunov, v, é uma constante independente da norma escolhida, ji que, como
Minxm (R) € um espago vetorial de dimenséo finita, todas as normas em M, x, (IR)
sdo equivalentes (%) e, portanto, a convergéncia para 7, estd garantida com qualquer

norma.

Duas normas [|-||, e |||, definidas no mesmo espago vetorial S, sio equivalentes se existem dois

nimeros positivos 71 e r tais que r1 ||z]|, < ||lz||, < r2 ||z, ,Vz € S.
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Além disso, admitindo que v, existe, como (A, t € Z) é uma familia de matrizes
i.i.d., entao, para todon € Nget € Z, E(log||4o... A_,||) = E(log||A¢ ... Ai—nl|)

e, portanto, vy; = lirf (g.c.) %logHAtAt_l ... A4—pn||. Analogamente, obtemos
n—-+0oo

v = lim (q.c) Llog|AgA;... Ay

n—+00o
Temos também que v; < E (log||Agl|), verificando-se a igualdade quando Ay,
t € Z, sdo varidveis aleatérias reais. Com efeito, como |[|-|| € uma norma matricial,

podemos escrever

E(log || AoA_1... A_p||) <
< Elog (| 4ol | A=l [l A—u])
= B (log | o) + E (log [ A_1[[) + ... + E (log | A_]))
= (n+ 1) E (log || 4o])) .

atendendo a que as matrizes aleatérias A; sdo i.i.d. e, portanto, também as varidveis
aleatérias log || A¢|| sao i.i.d., o que, aplicado a (2.1), permite concluir o pretendido.

Observamos que o expoente de Lyapunov pode ser estimado de forma relativa-

mente simples por simulagao usando a expressao (2.2).

O lema seguinte deve-se a Bougerol e Picard (1992, lema 2.1) e fornece uma

condigao suficiente que garante que vy, < 0.

Lema 2.9 Seja (A4, t € Z) uma familia de matrizes quadradas aleatdrias i.i.d. que

verifica E (log® ||Agl|) < +o0. Se
ngrfm (g.c.) [JAgA—1...A_,]|=0

entdo o expoente de Lyapunov associado a (At,t € Z) é estritamente negativo.

2.3 Estacionaridade forte e ergodicidade

Nesta sec¢ao vamos obter condigOes necessdrias ou suficientes para a estaciona-
ridade forte do modelo 6-TGARCH, recorrendo & representacio vetorial do modelo

e ao expoente de Lyapunov a ela associado.

Comecemos por recordar que na representacao vetorial do modelo §-TGARCH

é definida a familia (A, ¢t € Z) de matrizes i.i.d., quadradas de ordem m, com A;
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definido em (1.16), concretamente,

[ i (ZD) 48 (Z) 10 ]
Qg (ZEL)(S‘FBQ (wa_)6+72 0 1

1 (Z5) 4 Brr (7)) + ey 0 0 oo 1
am (Z5) + B (Z7) + 7m0 0 - 0]

onde (Z;,t € Z) é um processo estocdstico real de margens i.i.d. e onde § > 0,
a; > 0,08, >0ey, >0, parai = 1,...,m. Se existir, o expoente de Lyapunov
associado a (A, t € Z) é

. 1
v = lim (q.c.) ElogHAoA,l...A,nH.

n—-+o0o

Consideremos, entao, a seguinte hipétese:

H2: O limite q.c. da sucessdo (2 log[|AgA_; ... A*”H)neN existe e pertence

a [—00,0].
Observamos que H2 implica a existéncia do expoente de Lyapunov se admitirmos
adicionalmente que E (log™ || 4g||) < +oc.

Vejamos agora que esta hipdtese é suficiente para garantir a existéncia de uma

solucao fortemente estaciondria da representacéo vetorial do modelo o-TGARCH.

Teorema 2.10 Se a familia de matrizes (A¢,t € Z) satisfaz a hipétese H2, entao

existe uma unica solu¢ao fortemente estaciondria da representacao vetorial do mo-
delo 0-TGARCH(m). Essa solugao é o processo vetorial Y = (Y, t € Z) tal que

k
YV, =B+ khm (g.c.) ZAt—l---At—nB,

e n=1

T
com B = [ao 0O ... 0 O] e ag > 0, que sob a hipdtese H2 estd q.c. definido.

Demonstracgao: Comecemos por mostrar que a hipdtese H2 garante que o

processo ) estd q.c. definido.

Sob a hipétese H2, existe v € [—o0, 0] tal que

. 1
lim (q.c.) m log ||[AgA—1... A_pi1]| =7 &

n—-+oo
1
& tim(ge) log (|41 Ars. . A7) =7

1
& lim (gc) [|[A—1Ai—a... Arp|™ = €.
n—-+00
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Além disso, sabemos também que v < 0, entdo e” < 1 e, portanto, pelo critério de

400
Cauchy para séries numeéricas, a série »_ ||Ai—1...Ar—yn|| € g.c. convergente.
n=1

+o00
Entao também a série Y ||A¢—1...A:—n]|| || B|| € q.c. convergente e, atendendo a
compatibilidade da norma matricial induzida com a norma vetorial, pelo 1.° critério
“+oo
de comparagao para séries numeéricas, > ||A;—1...A;—,B|| ¢ ainda q.c. convergente.

n=1
Da equivaléncia entre a convergéncia de uma sucessao de matrizes e a convergéncia

em norma dessa sucessao (Lancaster e Tismenetsky, 1985, p. 361), temos entdo

assegurado que o processo vetorial ) estd q.c. definido.

O processo )V é fortemente estaciondrio, pois, como vimos na proposi¢cao 1.8, )

é um processo de Markov homogéneo de margens identicamente distribuidas.
Passemos agora & prova da unicidade.

Suponhamos, entao, que W = (W, t € Z) é também uma solucdo fortemente
estaciondria da representacao vetorial do modelo §-TGARCH(m). Fixemos ¢ arbi-

trariamente em Z.

Assim, os processos )V e W sao solugoes da equagao Yi+1 = AY; + B. Entéo,

para n € IN, temos que

Wt = At_1Wt_1 + B
= A1 (AW, o+ B)+B
= A1 A oW o+ A B+ B

n
= A 1. A Wi+ ZAt*l A LB+ B
k=1

e, analogamente, para );. Pelas propriedades das normas consideradas, para n € IN,

vem

|V — Wil

A=t A1 Vien—1 — A1 o A Wi
NAi—1 .o A1 [ ([ Veen—1l] + |Ai=1 - - - A1 [| | We—n—1 ||
= A1 A | ([[Vien—all + [[Ween-1l]) -

IN

Logo, qualquer que sejan € Neec R™,
€ €
P (1% =Will > €) < P (| Aern- - Al 192> 5 ) + P ([ Aesn- - Al [WEl] > 5).

uma vez que as leis de ||Ai—1 ... Ar—p—1|| |Vien—1]] e de || A1 ... Apmp—1|| [|Wizn—1]|

sao independentes de t.
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Consideremos agora um real positivo ¢ arbitrariamente fixo e escolhamos (; e (5
tais que

P([M]>¢) <= e P(|Wi]l > () <

N s
NP

Temos, entao,

£
2¢y
€

2¢,

Ora, como (; e (, foram escolhidos em func¢ao de ¢ (qualquer) e, sob a hipétese H2,

PV - Wil >¢) < P(||At+n...Atu> )+P<Hytu><l>+

+P <HAt+n...At|| > ) + P (||Wi]] > Ca) -

+oo
a série > ||Aetn ... At € q.c. convergente, o que implica, pela condigao necessaria
n=1
de convergéncia de séries numéricas, que lirf (q.c.) || Agsn - - . A¢|| = 0, tem-se, para
n—-+0oo

todo e € R™,

VCERY0< P(IV = Wil > €) <0< P (Y~ Wil > €) < infC =0,

logo Ve € R™, P (||V; — Wi|| > €) = 0, o que equivale a dizer que ||V; — Wi|| = 0 q.c.,
ou seja, que Vy = Wy q.c.. ®

Passamos para uma condicdo necessdria de existéncia de uma solugao fortemente

estacionadria.

Teorema 2.11 Seja E (log™ [|Aol|) < +o00. Se existe uma solugio fortemente esta-
ciondria da representagdo vetorial do modelo 6-TGARCH(m), entdo a familia de

matrizes (Ag,t € Z) satisfaz a hipétese H2.

Demonstragao: Vamos, entao, assumir que existe uma solucao da representacao
vetorial do modelo J-TGARCH(m), que designaremos por Y = (Y;,t € Z). Como
Y verifica a equagao Y;11 = A:Y; + B, entao, para k € IN,

k
Yo=A1.. A 1Y 41+ A1...A,B+B.
n=1
Atendendo a que todos os coeficientes dos vetores B e Y_;_1 e das matrizes A; s&o
nao negativos, entao, para todo k£ € IN, podemos escrever (4)
k
ZA,l .. A_,B<Y,.

n=1

m

1Para z e y em R™, z < y significa que y — x € (R+)
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Assim sendo, a série Ji):oA_l...A_nB é g.c. convergente e, portanto, temos
dim (g.e) A A" B =0

Seja (eq, ..., ey) a base candnica de R™. Logo B = agpe; e, para 2 <i < m — 1,
temos A_pe; =e;_1 ¢ A_pem = 0. Assim, ngrfoo (g.c.) ||A=1... A_,B|| = 0 implica
que ngg-loo (g.c.) [JA=1...A_pei|| = 0, com i = 1,...,m. Podemos, entdo, afirmar
que, para qualquer vetor U de IR™,

lim (g.c.) ||[A-1... A_,U|| =0,

n—-+o0o

0 que permite concluir que lirf (g.c.) ||[A—1...A_,|| = 0. Tal implica, pelo lema
n—-+0oo
29, que vy, <0.m

Estamos agora em condigOes de apresentar uma condicao necessdria e suficiente

que garante a existéncia da solugdo fortemente estaciondria do modelo -TGARCH.

Coroldrio 2.12 Seja E (log™ [|4g|) < +oc0. Eziste uma solugio fortemente esta-
ciondria do modelo 6-TGARCH(m) se e sé se v < 0. Além disso, a solugao

fortemente estaciondria é tunica e ergddica, sendo a referida solugdo o processo
X = (X, t € Z) dado, para todo t € Z, por

S

X =7 | y]"

onde yt(” é a primeira componente do processo vetorial Y do teorema 2.10.

Demonstragao: A prova de que existe uma solugao fortemente estaciondria do
modelo §-TGARCH (m) se e s6 se 77, < 0 e de que a solugao fortemente estaciondria
¢ unica, e é o processo X, é uma consequéncia imediata do facto de ) ser a repre-

sentagao vetorial de X' (proposicao 1.8) e dos teoremas 2.10 e 2.11.

A ergodicidade de X resulta de, para todo t € Z, &; ser uma fungao mensurdvel

de (Z;, Zy_1,...) e da proposicao 2.7. m

Observagao 2.13 A hipdtese E (log+ HA0||) < +o0 € importante para garantir a
existéncia do expoente de Lyapunov. Vejamos uma forma de a traduzir em termos
do processo gerador Z = (Z,t € Z) quando § > 0. Concretamente, vamos mostrar
que se 3£ €10,6]: E (|Zt|5> < +o0, entdo E (log* || Agl|) < +oc.

Comecemos por notar que, como as normas em Mpyxm (R) sdo equivalentes,

basta mostar que E (log™ || Aol|) < +o0, para uma norma de Muyxm (R). Calcule-
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mos, entdo, ||Ag|| usando a norma de Hélder com r = 1:
Mol = > (i (28)"+8: (25)" +7) + (m—1)
i=1
= (Z0)' it (25)" Y B+ Yot (m=1)
i=1 i=1 i=1

< A((Z)"+(%)") +24

= A2 +725) +2A

= A1zl +2),

m m m

para A = max { i, Y Biy > v, m — 1}. Seja £ > 0. Como é verdade que existe
=1 =1 =1

C € [1,+oo] tal que log™ (z) < 2¢/%, para todo x > C (°), podemos escrever:

log™ {A (\ZOP + 2) + C] < {A <|Zo\‘5 + 2) + Cr/é.

Como, por um lado, temos
log™ || Ao|| < log* [A (|ZO|5 + 2)] < log* [A <|Zo\5 + 2) + C}
e, por outro lado, temos, para & €10,3] (%),
[A (\Z0|5 + 2) + Cr/é < NS/ (\ZOF + 25/5) + ¢/,

logo
E (log" || 4o])) < A% (B (120]f) + 25/7) + €% < 400,

Mostramos, entao, que se existe € > 0 tal que F (\Zt|§> é finita, por menor

que este & seja, fica garantida a existéncia do expoente de Lyapunov associado a
(A, t € Z).

Recordamos que, quando o expoente de Lyapunov, 7y, associado as matrizes
(As,t € Z) existe, temos v, < E (log||Ao||), verificando-se a igualdade quando as

matrizes A; sdo varidveis aleatorias reais. Assim, para m > 2, a referida de-

sigualdade permite obter condigbes suficientes, que dependem da norma escolhida,

1
®Com efeito, como liT L(x) = 0, para todo r € R™, entdo é possivel garantir que existe
rz—+oo T
1
C € [1,4o00[ tal que 0 < %(1:) < 1, para todo = > C.

"
SEm Hardy, Littlewood e Pélya (1952, p. 4), para ai,..,a, € RJ, quando 0 < r < s,
(a3 +..+a)"* < (af+..+al)"/". Basta, entdo, fazer s = 1, para assegurar que

(a1 + ... +an)” <af + ... + aj, para qualquer 0 < r < 1.
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para a existéncia da solugao fortemente estaciondria e ergddica para o modelo
0-TGARCH(m). Para m = 1, ou seja, para o modelo §-TGARCH(1), como temos

uma igualdade, entao
7 <0 B{log [y (7)" + 8, (47)" +] | <o.

No coroldrio seguinte vamos conseguir generalizar esta equivaléncia para o modelo
5-TGARCH(m) tal que 0 = o + vy (Xj_m)a + B (X[_m)é + V0o, (tendo-se,

portanto, o; = 5; =~,; =0, para todo i =1,...,m — 1).

Corolario 2.14 Se E {log [am (Zt+)(s + B (Zt_)é + ’ym} } < 400, uma condi¢do
necessaria e suficiente para a existéncia de uma unica solugio X = (Xt € Z),

fortemente estaciondria e ergédica, do modelo §-TGARCH(m) tal que

00 = ag + am (Xi) 4 B (X7 0) + V02

E{log [am (Z:“)é + B (Zt_)é + ’ym]} < 0.

Demonstracao: Comecamos por notar que o expoente de Lyapunov

) 1

v = lim (q.c.) —log|ApA_1... A,
n——+oo n

existe, pois, como FE {log [am (Z,fr)(S + B (Z{)a + ’ym} } < 400, temos que

E (log™ [|Ao||) < 4o0.

Atendendo a forma particular das matrizes A; para a especificacio considerada
de af, o produto de quaisquer m matrizes é uma matriz diagonal; concretamente,
ApA 1. A 1= Dferl,O = [dij]i7j:1,...7m )
. . s _ 5 . .
onde, para i = j, diy = oum (Z27,,.,)" + B (Z22,44)" + Ym © para i # j, dij = 0.
Como o produto de matrizes diagonais é ainda uma matriz diagonal, temos, para
n € N,

_ (=nm41) o
Dfm+1,0Dfm,f2m+1---D—(n—l)m,—nm+1 - DO - [dz]] ij=1,.m’

7

. . 5 _ 5 . .
onde, para i = j, d; = [] [am (kam+i) + B (Z—km+i) —i—’ym} e, para i # 7,

. k=1
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Consideremos a sucessdo (Uy),cn de termo geral U, = Llog|AgA_1... A_,||
e a sua subsucessao (V,),cn tal que V;, = Uppm—1. Como, por hipétese, (Un),cn €
q.c. convergente, temos (Uy),c @.C. convergente para 7y, se e s6 se (Vy,), cn d.C.

convergente para vy .

Por outro lado, considerando a norma induzida pela norma infinita, temos que

Vo = log [[AdgA—1 ... A_pmi1llo
nm —1
1 —nm+1)
nm—1 8" o
= o e | |n (Z5m15)” + B (Zmss)” + Vo]
nm—1 1<i<m 44 m AT —km+i m \Z —km+i m

1 i 5 B 5

Como estamos a admitir que F {log {ozm (Z;L)é + B (Zt_)é + ’ym} } < 400 e como
as varidveis aleatdrias Z; saoi.i.d., entao, pela lei forte dos grandes nimeros, podemos
afirmar que (V},), cn converge q.c. para %E {log [ozm (Zt+)6 + B, (Zt_)é + ’ym} }

Assim sendo, podemos afirmar que, para este modelo -TGARCH (m) particular,
= %E {log [am (Z:“)é + B (Zt_)é + ’ym] } e, portanto, o coroldrio 2.12 permite

concluir que uma condicdo necessdria e suficiente para a existéncia de uma tnica

solucdo fortemente estaciondria e ergédica do modelo 5-TGARCH(m) é

E {10g o (Z7)" + B (27) + 7] } < 0.

Vamos agora ilustrar este resultado nos dois exemplos seguintes para o modelo
0-TGARCH tal que as varidveis Z; do processo gerador seguem a distribuicao de

Cauchy padrao, Z; ~ C (0,1), concretamente, tém fungao densidade



2.3. ESTACIONARIDADE FORTE E ERGODICIDADE 35

Exemplo 2.15 Suponhamos que Z; ~ C(0,1). Sob as hipdteses do coroldrio 2.14,

se considerarmos § = 2, obtemos (7)

B {iog [an (2" + B (2)° + ]} =

_ /+°° log (am2z® +7,,) s+ /0 10g (B2 +Ym) p
0 (1 + 22) o T(1422)

zlog(M+M)+log(m+m>
=1og | (v +vm) (VB + V)| -

desde que oy, > 0, B, >0 ey, > 0.

Entao existe uma solugao X fortemente estaciondria deste modelo 6-TGARCH

se e 86 se (m, By Vm) PErtence ao conjunto

R; = {@m) e (R :q <7 N(wa— VB) +a-(va+ ﬁ)] }
Efetivamente,

log [(Va +v7) (VB+VA)| <0
o 7+(\/&+\/E)\/§+(J&\/E—1) <0

o 0T | (v V) (v ) e (Ve )|

- 0§7<}1[\/(¢_—\/B)2+4—(\/a+\/5>r

Na figura 2.1 apresentamos a parte da fronteira da regido Ry correspondente a
condi¢ao indicada no conjunto, encontrando-se a referida regiao abaixo desta fron-

teira.

+°log (a222 + bz)
"Em Gradshteyn e Ryzhik (2007, formula 4.295.7), / sz = mlog (a +b), onde
0 z

a>0eb>0.
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Figura 2.1: Representacao do limite superior da regidao de estacionaridade forte de
X ~ 2-TGARCH(m) tal que 07 = ag + am (X;r_m)Q + B (Xt__m)2 + VOt ©
Zy ~C(0,1).

Exemplo 2.16 Continuamos a admitir que Z; ~ C(0,1). Sob as hipdteses do
coroldrio 2.14, se 7y,, = 0 (i.e., se temos o modelo §-TARCH), entao (®)

B {iog [on (2)" + 5 (2] } =

B +00 Jog (ozmz5) 0 log (Bm (—2)5)
—/0 ———=d / dz

(1 + 22) ? oo (14 22)

1 o g T2 Jog (2)
— — l
7r[og(ozm)/o 1+22dz+5/0 dz+

1+ 22
0 0
1 log (—z

= % [g log () + g log (5m)]

1
= 5 ].Og (amﬂm) )
desde que oy, >0 e 3, > 0.

Assim, existe uma solu¢ao X fortemente estaciondria deste modelo 6-TGARCH

se e 86 se (ay, B,,,0) pertence ao conjunto

Ry = {(a,ﬁ,é) e (R)? x R\ {0} : a8 < 1}.

Também neste caso apresentamos, na figura 2.2, parte da fronteira da regiao Ry
correspondente a condicao indicada no conjunto e 6 > 0, encontrando-se a referida

regido a esquerda desta fronteira.

1 “+ oo
8Em Gradshteyn e Ryzhik (2007, férmula 4.231.12), Mdz = —/ log (2) dz.
o 1+ 22 1 1422
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Figura 2.2: Representacao do limite a direita da regiao de estacionaridade forte de
X ~ 6-TARCH(m) tal que o) = ag + aup, (X;r_m)é + Bm (X{_m)é e Zy ~C(0,1).

Deixando o caso particular analisado nos dois exemplos anteriores, no teorema
seguinte fornecemos uma condicao necessaria para a existéncia de uma solugao forte-

mente estaciondria do modelo -TGARCH geral.

Teorema 2.17 Seja E (log™ || Aol|) < +oc. Se existe uma solugio fortemente esta-

q
ciondria do modelo §-TGARCH(m), entdo ) v; <1.
j=1

Demonstragdo: Seja A a matriz obtida da matriz A; substituindo Z;" e Z;
por zero. Entdo, para todo t € Z, temos que A < A; (?) e, portanto, também
APt < Ay A_,. Além disso, como as matrizes A e A_;, para t = 0, ...,n, sdo
matrizes de elementos nao negativos, entao temos HA”H H < ||Ap...A_,|| e, portanto,

podemos escrever log || A" || < log || Ag...A_p|.

Assim sendo, p(A) < 1, onde p(A) ¢é o raio espetral de A (i.e., p(A) é o maior
valor préprio, em mdédulo, de A). De facto, por um lado, temos que
ngrfm% log [|A™|| = log[p(A)] (Horn e Johnson, 1985, p. 299) e, por outro lado,
sabemos que existe uma solugao fortemente estacionaria do modelo §-TGARCH(m),
portanto, pelo coroldrio 2.12, o expoente de Lyapunov associado a (A¢,t € Z), vy,
é estritamente negativo. Logo podemos concluir que log[p (A)] < v, < 0, ou seja,

que p(A) < 1.

Como p (A) < 1, as raizes do polinémio caracteristico de A, ou seja, os zeros do

polinémio em A dado por det (A — Al,), sdo, em médulo, estritamente inferiores a

9Para A,B € Muyxm (R), A < B significa que B — A € Muxm (]R+).
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1. Calculemos, entdao, o polinémio caracteristico, usando exclusivamente o teorema

de Laplace (aplicado sempre a primeira linha):

det (A— M) = (—1)™det (A, — A)

)\ — ")/1 _]. O
*72 )\ *1
= (=" :
~Ym—1 0 0 -1
—,, 0 0 A
= (=D A=) A" =N = =y A = ]
= (DA 1= A
j=1

Atendendo ao que foi referido, podemos afirmar que a funcéo continua definida por
q :
f(x)=1- 3 v;27 ndo tem zeros em [—1,1]. Adicionalmente, como f(0) = 1, tal
j=1
q q
implica que f (1) =1— ) v; > 0. Portanto,  v; <1.m
j=1 Jj=1

Observagao 2.18 Com este tltimo teorema, podemos garantir que o processo X
Jortemente estaciondrio, tal que E (log™ [|Aol]) < +oo e E [log™ (00)] < +o0,
solug¢ao do modelo 6-TGARCH(p,q) admite representagio §-TARCH(o0) (vejam-se

as condigoes do teorema 1.4).

2.4 Estacionaridade a ordem §

Nesta seccao analisamos os momentos de ordem § de um processo X solucao do

modelo -TGARCH, o que permitird estudar a sua estacionaridade & ordem 4.

Vamos comegar por avaliar em que condi¢bes podemos garantir a finitude e

independéncia de t de F <|Xt|5). Para tal, vamos considerar a seguinte hipétese:
5 q
H3: E<|Z()| ) <tooe ) v; <1l
=1

Notamos que, sob esta hipétese, como as varidveis do processo gerador Z sao iden-

ticamente distribuidas, podemos usar as notagoes:

E (‘Zt|6> =¢5 E [(Z?)é} =¢15 € B [(Zt_)é} = Pa5,



2.4. ESTACIONARIDADE A ORDEM § 39

onde ¢5, ¢ 5 € ¢ 5 580 constantes reais positivas (independentes de t).

Assim, como temos o; > 0, 0? ¢, da hipétese H3, X, ;-mensurdvel e como Z; é

independente de X, ;, vem
B(X1)' | Xins| = B [(Z)"| Xima| = 0B [(2)'] = o115

Portanto, podemos formalmente escrever F [(Xt+ )6} =F (Uf) ¢1 5. Analogamente,
E [(X[)é} =F (Uf) ¢a,5- Ou seja, a finitude e independéncia de t de F [(Xj)é] e

de F {(X; )6] e, consequentemente, também a de F <|Xt\5>, dependem da finitude
e independéncia de t de E (af).

Teorema 2.19 Seja X = (X¢,t € Z) um processo 0-TGARCH(m) wverificando a
hipétese H3. Entao, E (\Xt\é) ¢ finita e independente de t se e s6 se

m

Z (Cidy 5+ Bidas +7i) < 1. (2.3)

=1

m
Demonstragao: Comecemos por assumir que > (i 5+ Bidg s+ 7;) < 1.
i=1

As propriedades de integracao de fungoes mensuraveis positivas, permitem-nos

escrever "
E(of) = a0+ (aitns+ Bibes +7) B (o14)
=1

igualdade esta que nao é mais do que uma equacao de recorréncia com incégnita

E (af). O polinémio associado a equacao homogénea correspondente é

pol (L) =1 (i 5+ Bibo 5 +7i) L,
=1

(2
onde L representa o operador atraso. Podemos, entao, afirmar que esta equacgao tem

uma solucao, F (af), que ¢é independente de ¢ se todas as raizes de pol (L) estiverem

m
fora do circulo unitdrio, o que acontece se e s6 se Y (aidy 5+ Bidg s +7;) <1 (1°).
i=1

Vamos agora assumir que F <|Xt|6> ¢ finita e independente de ¢. Assim, como

E (|Xt|6> =E (o)) ¢5 e ¢5 # 0, entdo E (o?) & finita e independente de ¢. Logo

E (af) =ap+ i (qtipy 5 + Bithas +7:) E (gfﬂ) o
=1

1-— Z (Ozigblﬁ + Bi¢2,6 + ’Yi)

1=1

<~ E(O?) = .

10A prova desta afirmacéo ¢ idéntica a do lema 1.2.
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Entao, atendendo & positividade de E (Uf) e de g, temos como consequéncia a
m

positividade de 1 — > (i 5+ Bipo s+ ;). W

1=1

Para a obtencdo do valor de E <|Xt|6), basta notar que F <|Xt|6> = E (0?) ¢;.
Coroldrio 2.20 Seja X = (X, t € Z) um processo 6-TGARCH(m). Se o processo
gerador Z = (Zy,t € Z) é tal que E <|Zo\6) < 400 e, adicionalmente,
Z (vicpy 5 + Bitdos +7:) <1,
i=1

entio <|Xt|6> é finita e independente de t e temos

B (1x,) = 209 . (2.4)

m

1= 3" (@igy s+ Bidas +75)

1=

—

Consideremos agora 0 € Z ou § = coma € Z e b € IN. Para 0 nestas

a
2b+1’
condigoes, podemos garantir que Xf estd definido. Assim, sob as condigdes do
coroldrio anterior, como £ (Xf ) =Fb (af ) E (Zf ), temos

g (Xf) _ _ awE (Z)) _ (2.5)
1= (iy 5+ Bidas + i)

=1
Vamos agora mostrar que a condigao (2.3) é suficiente para a existéncia de uma
solugao fortemente estaciondria do modelo §-TGARCH. Este resultado ¢ muito in-

teressante na prética, atendendo a facilidade com que a condicao (2.3) pode ser

verificada.

Teorema 2.21 O processo X = (X¢,t € Z) verificando o modelo 6-TGARCH(m),

tal que E <|Z0|5> <400 e Y (g 5+ Bidas + i) <1, é fortemente estaciondrio.
i=1

Demonstracao: Comecemos por observar que podemos garantir a existéncia do
expoente de Lyapunov, v, associado a (A¢,t € Z), pois E (log* || 4o||) < E (||4ol|)
e E (| Ao|) ¢ finita se E (|Zt\5) < foo.
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Fixemo-nos na matriz F (Ap) e calculemos o seu polinémio caracteristico, seguin-

do o procedimento também usado na demonstracao do teorema 2.17:

det[E (Ag) — A] = (—1)™det[My — E (Ag)]
)\—Oz1¢175_/31¢2,6_’>’1 -1 0 --- 0
70‘291)1,6 - ﬁ2¢2,6 — Y2 A -1 .-+ 0
= (-D" : . . )
—m-1¢15 = Bn-1926 = VYm—1 0 0 - —1
—m®1 5 — BmP2.s — Ym 0O 0 --- )
i=1

Por um lado,

|det [E(Ao) — ALm]| = || (1 =Y (i 5+ Bidos + i) P\_j|> ;

1=1

m
logo, se |[A] > 1, temos |det [E (Ag) — Mp]| > 1 — 3 (i1 5+ Bida 5+ ;). Por
i=1
m
outro lado, temos, por hipétese, que 1 — > (a1 5+ Bipas +7;) > 0. Assim,
i=1

podemos concluir que os valores proprios de E (Ap) pertencem necessariamente ao
intervalo |—1, 1], ou seja, o raio espetral de E (Ay), p(E (Ap)), ¢ menor do que 1.
Ora, como v, <log[p(F (Ap))] (Kesten e Spitzer, 1984, desigualdade (1.4)), entao
v, < 0, o que, pelo corolario 2.12, permite concluir que o modelo J-TGARCH (m)

tem uma solucao fortemente estaciondria. m

A estacionaridade & ordem ¢ surge como consequéncia imediata dos dois ltimos

teoremas e da desigualdade de Holder.

Coroldrio 2.22 Seja X = (X;,t € Z) um processo 6-TGARCH(m) que verifica a
m

hipétese H3. X é estaciondrio & ordem § se e s6 se » (ai¢175 + Biba s +7;) < 1.
i=1

Demonstragao: A prova de que i (cvipy 5+ Bia,5 +7;) < 1 é uma condigao

necessdria para a estacionaridade a olrjilem ¢ é imediata, usando o teorema 2.19.
Admitindo agora que i (cipy 5+ Bidas +7:) < 1, pelo teorema 2.21, X &

fortemente estaciondrio. Azs:slim, para mostrar que X é também estaciondrio a or-

dem ¢, basta garantir que, para todo k& € IN e t1,....,tx € 7Z, existe e € finita
E(| X4 ™ ...| X¢,|™), onde ni+... + np = &, com nq,...,n, € R, caso § > 0, e
ni,....,ni € R7, caso § < 0.
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k
Atendendo a que E (| Xy, ™ ... | X3, ") = /H | X1,|"* dP, entdo, pela desigual-

dade de Holder generalizada para expoentes positivos (1)

— caso d > 0, como ny,...,n; € RT sdo tais que ny + ... +ny = J, temos
k k g k ny
[ <fi(fimra) -fi(e ()
i=1 i=1 i=1

— caso 6 < 0, como n1,...,n; € R~ sao tais que ny + ... + ny = J, temos

i) o< (/ () o) "L )™

Assim, como, pelo teorema 2.19, E<|Xti|5) < +o00, podemos concluir que
E(|Xa|™ . [ X [™) < 4o00.m

Vamos agora concretizar as condigoes necessdrias e suficientes do coroldrio 2.14
e do teorema 2.19 para um processo X seguindo o modelo §-TARCH(m) tal que
o) = ap + am (X;L_ m)6 + B (Xi— m)é, considerando, adicionalmente, uma dis-
tribuigdo marginal simétrica para o processo gerador Z. Denotando por f a densi-

dade das varidveis Z;, que, atendendo & simetria da distribuicao, é uma funcao par,

temos
E{10g [am (2) + 8,0 (27)"| } =
— /(:OO log (amz‘s) f(z)dz+ /(; log {/Bm (—2)6] f(z)dz
= /0+00 log (amz‘s) f(z)dz+ /OJFOO log <5mzé> f(z)dz
+o0 +o0
= [log (o) + log (B,,)] ; f(z)dz+ 25/0 log (2) f (2)dz

amFE [(Zj)‘shﬁmE [(Z{)a} = (am+Bn) [(T)}

E
= (am+B,,) /

"Desigualdade de Holder: Sejam pi, ..., p, em ]0, +oo[ tais que >

L
1pi
L

P

i=1,...,n, entdo H fie L(Q,Aup) e [ H |fil du < ﬁ (f | filP* dp) Pi (Cheung, 2001).

i=1

=1.Se f; € Ly, (Q,A,,LL),
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Logo, do coroldrio 2.14,

1 +oo
L og (amB, ) + 26 / log (2) f () dz < 0 (2.6)
2 0

é uma condicao necessdria e suficiente de estacionaridade forte de X e, do teorema
2.19,

(an 5 | (2 d <1 27

¢ uma condicao necessdria e suficiente para que E (|Xt|6> < 400 (e também uma
condigao suficiente de estacionaridade forte de X, pelo teorema 2.21). Na tabela
2.1, fornecemos estas condi¢oes para algumas distribuigdes de Z;, tendo os cédlculos
sido efetuados com recurso a Gradshteyn e Ryzhik (2007) (12).

Tabela 2.1: Condigoes (2.6) e (2.7) para vérias distribui¢oes simétricas de Z; e § # 0.
Nesta tabela, ¢ é a constante de Euler (¢ ~ 0.577215) e I'(+) é a funcdo gama.

Densidade de Z; Condicao (2.6) Condigao (2.7)
Dist. Cauchy padrao m + B
1 amBm, <1 — T A < 1
f(x):m, zeR 2Sln(%'—17r)
Dist. Gaussiana padrao
—% 10g (atmf3,,) — 6 (c+1log2) < 0 lemtBu)UOH) g 55 g
f@) =S s R (1)
V2r’
Dist. Laplace padrao 5
—la log (v f3,,) — 26 < 0 (om B, )TOFD) A5 > —1
flx)= £ zeR ?
2 )
Dist. uniforme sobre |—1, 1] :
log (amf,,) — 26 < 0 O Py pg g

@)= %1],1,1[(:5), reR 2(0+1)

A figura 2.3 ilustra a condigdo (2.6) (anteriormente representada na figura 2.2

do exemplo 2.16) e a condigao (2.7) para a distribuigdo de Cauchy padrao. Como

12Segue-se a lista das férmulas usadas e respetivas referéncias em Gradshteyn e Ryzhik (2007),

para a,b € R" e denotando por c a constante de Euler e I' (-) a fungio gama:

Ref. Foérmula Usada para a dist.
123112 [ 2EB)gy = [ lelE) g, Cauchy
oo zafl T
3.241.2 O+ mdz = mgf_) (deSde que b > a)
3.321.3 f0+oo exp (—a’2?) dz = 32@ Gaussiana
4.333 0+OO exp (—bz”) log (2) dz = —1 /% (c + log (4b))
3.462.1 0+OO 2" Vexp (—az®)dz = /7 (4a)7% %ﬁ_bL)
2
o —1 (c+1log (b)) Laplace

4.331.1 0 exp (—bz) log (2) dz
z

8.310.1 0+OO 2" texp(—2)d
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esperado, a regiao tal que £ <|Xt|5) < +o0 estd contida na regiao de estacionaridade
forte de X.

Figura 2.3: Representagao do limite a direita da regiao tal que F (|Xt|6> < 400
(cinzento claro) e do limite a direita da regidao de estacionaridade forte (cinzento
escuro) de X ~ 0-TGARCH(m) tal que 0! = ag + an, (X;r_m)(S + Bm (Xt__m)(s e
Z, ~C(0,1).

2.5 Discussao da estacionaridade fraca

Comegamos por notar que, atendendo aos resultados obtidos na secgao 2.4, sob

a hipétese H3, quando § = 2, a condicao

m

Z (Oéz‘¢1,5 + Biba s +’Yi) <1,
i=1
é uma condi¢do necessdria e suficiente para a existéncia de uma solugao fracamente
estaciondria do modelo -TGARCH(m). A titulo de exemplo, se considerarmos o
modelo GARCH(p, q), ou seja, o modelo 6-TGARCH(p,q) com 6 =2 e a; = f3

para ¢ = 1,...,p, esta condi¢ao, no contexto particular da distribuicao das varidveis

'3

do processo gerador ser a gaussiana padrao, é equivalente a

m p q
Z(ai+'yi) < 1<:>Zai+2’yj <1
i=1 i=1 j=1

pois, neste caso, @19 = Pgg = %, sendo esta a conhecida condicdo necessdria e

suficiente de estacionaridade fraca obtida por Bollerslev (1986).
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Nesta seccao analisamos condicoes para a existéncia de solugao fracamente esta-
ciondria do modelo -TGARCH(m). A semelhanca do que foi feito para a esta-
cionaridade forte, vamos recorrer & representagao vetorial para fazer esta anélise,

sendo aqui a hipétese base a considerar:
H¢vnemmEQm@J%W)<ﬂmeﬁemaEQmmAPwﬁ<L
onde [|-|| ¢ uma (qualquer) norma matricial.

Observagao 2.23 Impoem-se, desde ja, algumas observagoes relativas a esta hipd-

tese.

1. Comecemos por mostrar que ¥Yn € INg : E (HAO...An||2> < 400 € equivalente a
Egmﬂﬁ<+m.

Com efeito, esta equivaléncia é imediata, notando que, para todo n € Ny

EmmMMQSE<@MW>=ﬁEmmﬁzp%MWﬂ“ﬁ

pois a familia de matrizes (A, t € Z) € i.i.d..

2. Além disso, E (HA0||2) < 400 € ainda equivalente a E (|Zt|25> < +o0.

De  facto, como wvimos na observagio 2.13, basta mostrar que
E (||A0HC2>O) < 400 se e sd se B (\Zt|25) < +00.

Ora, atendendo a que
é —\O .
lolloe = max {a (Z)°+ 8, (Z5)" +7+ 1 m1y (0}
E (||A0Hio) < 400 se e s6 se B [(ZJ)%] <40 ekl [(ZO_)%} < 400 0 que
é equivalente a ter E (|Zt\25> < +oo0.

3. Admitindo que Yn € INg : E(HAO...AHH2> < +o0, temos que a condigdo
IreN:FE (||A0...AT,1H2> < 1 é equivalente a

. 2\
lim B (HAO...AnH ) = 0. (2.8)

De facto, denotando por |x| a parte inteira do nimero real x, podemos es-

crever, para n suficientemente grande,

E (4o 4n|?) <

<FE (HAo...Ar—lHQ HA(L%Jfl)T"'AL%JTfl‘)Q HAL%JTAn 2)

w2 e

< [B (10-aat?)] " [m 1A "
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ja que as matrizes Ay sdo i.i.d.; assim, como Ir e N: E (HAQ...AT_1||2> <1,
temos

lim [E(HAO...AT_1||2)] o

n—-+o0o

e, Y/n € N,1 <n — L%J r+1<r+41, ou seja, a sucessio (up),cn de termo

2\~ L%J’"‘H .. .
geral u, = (E Il Aol ) é limitada, podemos concluir que

w2

im_ [ (140--401)) Y [E (12012 <0

n—-4oo

o que implica (2.8). A reciproca é evidente.

. A wverificacao da hipétese H4 implica a verificagdo da hipdtese H2.

Com efeito, comecemos por mostrar que, sob a hipdtese H4, o expoente de

Lyapunov, v, existe, ou seja, que E (log® || Agl|) < +oo.

Ora, como, por hipdtese, E (HA0||2) < 400, entdo também E (|| Aol|) < +oo,
o que implica E (log || Ao||) < +oo, jd que, da desigualdade de Jensen, temos
E (log || Ao||) < log E (| Ao||). Portanto, a integrabilidade de log™ || Ao|| é uma

consequéncia da integrabilidade de || Aol|.

Vejamos, agora, que a hipdtese H4 implica que v;, < 0, ou seja, pelo teorema
2.8, que .
YL = lim EE(lOgHAQA_l...A_nH) < 0.

n—-4o0o

Como (A, t €Z) é uma familia de matrizes i.i.d. e pela desigualdade de

Jensen, entdo, para n suficientemente grande e arbitrariamente fizo,
1
EE (log |AgA_1... A_,||) =
1
1
< log [E([[AoAs ... Anl)]
L%J 1 n— LEJT+1
< L 1og [B (|| o A )] + — log ([ (| Ao L),
tendo considerado a associacdo feita ma observacdo anterior mo produto
AgAq... A,
Ora, por hipdtese E <||A0H2) < ~400, logo também || Aol € integrdvel e, por-

tanto, .
im = E n—[#]r+1) =
lim_~log ([ (| 40]))] )=o.

Além disso, como Yn € N, L%J <z,

n

i L5 10g (B (14 .. 4,1 1)] = Log B (140.... 4,1,

n—+too N
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Assim,

. 1 1
v = lim EE(log l[AgA_1 ... A_,|) < - log [E (| Ao - .. Ar—1]])] <0,

n—-+o00

pois, por hipdtese, Ir € N : E (HAU---ATAHQ) <L

Vamos agora analisar a estacionaridade fraca da representagao vetorial do modelo
0-TGARCH.

Teorema 2.24 Se a familia de matrizes (A, t € Z) verifica a hipétese H4, entdao

o processo vetorial Y = (W4, t € Z) tal que

k
yt =B+ kEIJ{loo (QC) Z At—l---At—nBa

n=1

T
com B = [ag 0O ... 0 ()] e ag > 0, estd q.c. definido. Além disso, Y é,
simultaneamente, forte e fracamente estaciondrio, sendo a inica solug¢ao fracamente

estaciondria da representagao vetorial do modelo 6-TGARCH(m).

Demonstragao: Como acabdmos de ver no ponto 4 da observagao 2.23, a hipotese
H4 implica a hipétese H2. Entao, pelo teorema 2.10, o processo vetorial ) estd q.c.
definido e é fortemente estaciondrio, sendo solucdao da representacao vetorial do
modelo 6-TGARCH(m).

Assim, para provar que ) é fracamente estaciondrio, basta-nos mostrar que
E (HMHQ) < to0,Vt € Z.

Ora,

+o00
E(1%?) < IBI? [1+23 E (|41 Acil) +

k=1
+00 400
AN E (A1 Al | A A |
k=1 j=1

com todas as esperancas do segundo membro desta expressao, por hipétese, finitas.

Vamos, entao, provar que as séries envolvidas sao convergentes.

“+oo
Comecemos por mostrar que > F (||A;—1...Ai—k||) é convergente ou, equivalen-
=1

400
temente, que Y E (||A¢—1...As—k||) é convergente. Sendo (A¢,t € Z) uma familia de
k=r
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matrizes i.i.d., temos, para qualquer r € IN,

“+oo “+o00
STE(Aa-Al) = D E(A-Agl])
P

k=r 1 oo
_ Z E (| A1... Arsi))
=0 k=1
—1 400
< Z B (| Av-- A )] [E (| Ao])]!
=0 k:l
r— +oo
_ Z (140ID)" > > [E (|| Ar-.. Ac[)]"
;:(i k=1 Ik
< S Bl Z{[E(HAL..ATHQ)F} -
7,:0

nl=

Como, por hipétese, a = E <||A1...ATH2> < 1, entao ;i { [E (HAL..ATHQ)] }k é

uma série geométrica convergente de razao y/a e vem

+o00
Vva
;E(\\At—l---z‘ltkn) S 1—Ja’

r se E (||4o]]) =1 . .

onde a; = 1-1E r , 0 que prova o pretendido, pois esta-
T E(HA n- se E([[Aol]) # 1

mos a acrescentar um mimero finito de parcelas. Sendo importante para o que se

—+00
segue, observamos que, de modo andlogo, se mostra que »  E (||At,1...At,k||2> é

k=r
convergente.

Passemos agora para a série z z E(|Ai—1... A |Ae—1... As—;])-
k=1j=

Em primeiro lugar, temos

r—1 —+oo

YN E(JAra Al A Al <

k=1 j=r+1
r—1 +oo

<}y Y E (||A,f_1...At,,€||2 ||At,k,1...At_jH)

k=1 j=r+1

=S B (M Acl?) 3 B (A o)

Jj=r+1

[
—_ =

<Y [E(14)]" % E(l4ae-

k=1 j=r+1

il
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+
logo, como j4 vimos que, para 1 < k < r — 1, f E (|| A= t1)---At—j]|) € con-

Jj=r+1
r—1 +oo
vergente, podemos concluir que > > E([[Ai—1...Ai—g|| [|As=1...As—j]|) € conver-
k=1j=r+1
r—1 +4o00
gente. Portanto, também é convergente Y > E(||Ai—1... Akl || At—1... Ar—j),
k=1j=1

pois apenas estamos a acrescentar r (r — 1) parcelas.

Em segundo lugar, observamos que, analogamente & série anterior, também

+oo k
oY E(|Ai—1... Ar—k]| [|At—1...As—;||) é convergente.

k=rj=1
+o0o +o00
Finalmente, a série Y, > E(||Ai—1...A—k|| ||At—1...A¢—j||) é convergente, pois
k=r j=k+1
+oo 400
S E(JAra A | A1 A ) <
k=r j=k+1
+oo +oo )
<3 B (A Akl A ey Ar )
k=r j=k+1
+oo “+o00
<3 B (A1 Ail?) 3 B (A Al
k=r j=k+1

sendo ambas as séries desta expressao convergentes.
O que conclui a prova de que E <||yt||2> < +o0,Vt € Z.

Resta mostrar a unicidade da solugao fracamente estaciondria da representagao
vetorial do modelo 0-TGARCH(m). Suponhamos que W = (W;,t € Z) é outra
solucao fracamente estaciondria deste modelo. Assim, ambas sao solucao da equagao

Yir1 = Y1 Ar + B e, por recorréncia, obtemos, para todo ¢ > 1,

Wi = Vil? < A Arica | (Wimica || + [ Vi—ical])?

< 20 AirAriaa P (IWieia I + it ) -
Como A;_1...A;_;_1 € independente de W;_;_1 e de Y;_;_1, entdo
2 2 2 2
E (IWe = Yil?) < 2B (A1 Ai—iaa ) B ([Wemimal® + [Veica )

Sob a hipétese H4, temos que lirf E (HAO...AnH2> = 0 (observagao 2.23.3) e,

portanto, E (||Wt — yt||2) < ¢, para todo ¢ > 0, o que implica W; = ), em L2,. ®

Voltemo-nos, agora, para a condigao necessaria de estacionaridade fraca da repre-

sentagao vetorial.
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Teorema 2.25 Seja Z = (Z,t € Z) uma familia de varidveis aleatdrias i.i.d. tal
que E (|Zt|25> < 400, para todo t € Z. Se existe uma solu¢cdo de sequnda ordem
da representacio vetorial do modelo §-TGARCH(m), entdo a familia de matrizes
(Ar,t € Z) verifica a hipdtese H4.

Demonstragao: Sejam C,, = A_;...A_,,comn € N, e (e, ..., ,) a base canénica

de R™. Seja ||-||, uma (qualquer) norma em R™.

Esta prova vai ser feita em quatro partes, mostrando, sucessivamente, que:

2
(i) E( ><+oo;

+oo
(i) 3 F (IICBI?) < +oc
n=1

—+00
S C.B

n=1

(iii) hrf E <||C’neiH2) =0, parai=1,...,m;
(v) lim E (HCnHQ) =0.

Tal é suficiente, pois, como vimos na observacdo 2.23, E<|Zt|26) < 400 e

lim FE (HCnH2> =0 é equivalente a H4.

n—-+o0o

Suponhamos, entao, que existe um processo vetorial Y = (Y}, t € Z) que é solugao
da representagao vetorial do modelo J-TGARCH (m).

(i) Entao Y verifica Y11 = AY: + B e podemos escrever, para todo r € IN,

'
Yo=A 1. A Y 1+ ZA_l...A_nB +B.
n=1

Atendendo a que A_1...A_,Y_,,_1 é¢ um vetor de componentes positivas, entdo, para
T

todor € N, > C,B <Y) e temos

n=1
2
E

n=1

Assim, novamente notando que as componentes dos vetores envolvidos sao positivas,

<E <||Y0H2> < 4o0.

podemos usar o teorema de Beppo-Levi para obter
+o0 2
>
n=1

E < E (I%0ll”) < +oo.

(i) Denotemos por cl(-;-z) um elemento genérico da matriz C),. Entao, considerando

a norma euclidiana de R™,
m

10,31 = a3 3" ()

i=1
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e, portanto,
400 m 4oo 9 +o00 2
ZE<||CnB||2) -5 lzzag (cg;w) ] <E(|YCB| | < +x.
n=1 i=1 n=1 n=1

+oo
(iii) Como > E (HC’nB||2) é finito, entao lirf E (HC’nB||2) = 0. Assim sendo,
n=1 n—-+00

notando que FE (HCnB||2> =o2E (||Cn€1||2>, também ngrfooE (||C’n€1H2) = 0. Adi-

cionalmente, como, para i = 2,...,m—1, ||Cre;|| = [|Cp-1€i-1| = ||Cr—2ei—2|| = ... =

|Crzi—nye1|| € [Creml| = 0, temos

lim F (HC’neiH2> =0, parai=1,....m.
n—-+00

(iv) Vamos admitir que a norma matricial que estamos a considerar ¢ uma norma

induzida, entdo [|Cp,|*> = ”mHax |Cpz||?. Assim, para todo w € €2, podemos escrever
z||=1

||mHax1||C'nac||2 = ||C Vo (w)||?, para algum Vp (w) tal que ||Vo (w)| = 1. Portanto,

escolhendo uma versao mensuravel de Vp, temos ||Cp||* = max ||Cpz||* = ||Cn Vo).

llzll=1
Consideremos, entao, um qualquer vetor aleatério V' tal que ||V|| = 1. Podemos
m
escrever V = > Vie;, com V; varidveis aleatérias reais tais que Vi2 < 1. Assim,
i=1

m 2
B(lCVI?) < E (Zmucne@-n)
1=1

A

= B ViVl [Cueill [ Crey

i=1j=1
< E[S3 16l 1G]
i=1j=1
< 3 [E(1cwd?)] [2 (1Ces?)]
i=1j=1

tal implica que hrf E <||C’nVH2> = 0, o que tem como consequéncia o facto de
n—-—r+:od

lim B (||cnu2) —=0.m

Juntemos, agora, os dois resultados anteriores de modo a obter uma condigao
necessdria e suficiente que garanta a existéncia de uma solucdo com momentos de
ordem 2§ do modelo J-TGARCH. Caso d seja maior ou igual a 1, esta condicao
serd necessaria e suficiente para garantir a existéncia de uma solugao fracamente

estacionaria com momentos de ordem 24.
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Coroldrio 2.26 Seja Z = (Z,t € Z) uma familia de varidveis aleatdrias i.i.d. com
momentos de ordem 29 finitos. Existe uma solug¢do do modelo 6-TGARCH(m) com
momentos de ordem 26 finitos se e s6 se a familia de matrizes (A¢,t € Z) verifica a
hipétese H4.

Além disso, esta solugdo é inica e é a solugcdo fortemente estaciondria do corold-

rio 2.12. Se § > 1, a solugio é fracamente estaciondria.

Demonstracao:  Consideremos, entdao, que Z = (Z;,t € Z) é uma familia de

varidveis aleatérias i.i.d. tal que F (|Zt\25> < 400, para todo t € Z.

Comecemos por admitir que a familia de matrizes (A, t € Z) verifica a hipétese
H4. Atendendo a que o processo vetorial Y = ()4, t € Z) obtido no teorema 2.24
¢ a representacao Yetorial do processo X = (X, t € Z), dado, para todo t € Z,
por X = Z; { t(l)} 3, onde yt(” ¢é a primeira componente do processo vetorial ), é
imediato, pelo teorema 2.24, que X’ é a tnica solugdo do modelo §-TGARCH(m),

que é fortemente estaciondrio e que tem momentos de ordem 2§ finitos, pois, como

B (1) <+ e 8 ([1]7) < +oc.

E (\Xt\%) —F [(\thyt(”ﬂ —E (\Zt|25> E <[y§”]2> < 400,

ja que Z; é independente de Zgl) e as varidveis Z; sao i.i.d..

Suponhamos, agora, que existe uma solu¢cdo do modelo §-TGARCH(m) com
momentos de ordem 2§ finitos, digamos X = (Xy,t € Z), com X; = Z,04, para todo
t € Z. Entdo o processo o0 = (Uf,t € Z) é de segunda ordem. Além disso, como
70 = (ZgS ,t € Z) é um processo de segunda ordem, a representagao vetorial de X
¢ também um processo de segunda ordem. Assim, pelo teorema 2.25, a familia de

matrizes (Ay,t € Z) verifica a hipétese H4. m

Este coroldrio fornece, entao, uma conclusao especialmente relevante para o mo-
delo 0-TGARCH quando § = 1. Nomeadamente, o modelo TGARCH(m) tem uma
solugao fracamente estaciondria se e s6 se a familia de matrizes (A, t € Z) verifica
a hipétese H4. Em particular, o modelo TGARCH(1) tem uma solugao fracamente

estaciondria se e so se

B (o (2 45 (2 +m) | <1



Capitulo 3

Propriedade de Taylor

A propriedade de Taylor é a relagdo tedrica que traduz o facto estilizado
conhecido como efeito de Taylor, detetado em muiltiplas séries temporais, em par-
ticular de natureza financeira (Taylor, 1986, 2007; Ding, Granger e Engle, 1993;
Granger, Spear e Ding, 2000) e fisica (Gongalves et al., 2012). Dizemos, entao, que
a propriedade de Taylor estéd presente numa série temporal X = (X;,t € Z) quando,
para qualquer n € IN, a autocorrelagdo de ordem n da série em valor absoluto,
pn (1) = corr (| X¢|, | Xi—nl|), € maior do que a autocorrelacao de ordem n do quadrado
da série, p, (2) = corr (X#,X?,,) (He e Terssvirta, 1999a).

Neste capitulo avaliamos a possibilidade de um processo X seguindo o modelo
TGARCH(1,1) (que é o modelo -TGARCH(1, 1) com ¢ = 1) verificar a propriedade
de Taylor. Para tal, na seccao 3.1, apresentamos as condicoes de existéncia e as
expressoes de p, (1) e p, (2). Na secgdo 3.2, demonstramos a existéncia de um
conjunto de parametrizacoes do modelo que verifica a propriedade de Taylor, fazendo
as primeiras consideragoes sobre a extensao desta regiao. Na secgao 3.3, considerando
o modelo TARCH(1) e adotando algumas distribui¢oes para o processo gerador,
exibimos a regido de verificagdo da condigao p; (1) > p; (2). Finalmente, na seccao
3.4, estendemos o estudo de simula¢do de He e Terdsvirta (1999a), considerando
uma distribuigdo nao Gaussiana para o processo gerador e fazendo uma andlise
comparativa empirica sobre os modelos TARCH(1) e ARCH(1) no que diz respeito
a verificagao da relagao p; (1) > pq (2).
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3.1 As autocorrelagoes p, (1) e p,(2) de um processo
TGARCH(1,1)

A determinacao das condicoes de existéncia e das expressoes de p,, (1) e p,, (2),
para qualquer n em IN, foi feita por He e Teréisvirta (1999a) para uma familia de mo-
delos condicionalmente heterosceddsticos de ordens p = ¢ = 1, podendo ser revista
para o modelo TGARCH(1,1) no apéndice B (}). As expressoes obtidas, embora
seja facilmente verificdvel que coincidem com as de He e Teriisvirta (1999a), surgem
com uma formulagao que, como veremos, foi crucial na obtengao dos resultados da

seccao 3.2.

Neste estudo, focamos a nossa atengao no modelo TGARCH(1, 1) cujas varidveis

i.i.d. do processo gerador satisfazem a seguinte hipétese:
H5: Zp tem distribuigao simétrica, centrada e reduzida tal que ¢, < +00,

onde ¢, = E (\Zo\k>.

Sob a hipétese H5, temos E [(quO+ + 812y +’yl)4] < 400, 0 que permite

adotar, para ¢ = 1,2, 3,4, a seguinte notagao
b= B[ (aZf + 5,75 +m)'|-

Particularizando a expressao para cada valor de ¢ = 1,2, 3,4, temos

ay + 8

?91:—2 Lo+

2 2

oy + 6

192=%+’Y%+’Y1(a1+51)¢1
3 3 2 2 2
+ 37, (a7 + 3 +
2932041 51(1)34_7:{,_‘_ ’Yl( 1 51)+ 71 (1 B1)¢1
2 2 2
_af+p

04 Gy + 71+ 271 (o + B3) d5 + 377 (o + BT) + 293 (a1 + By) 1.

2

Se ¥J2 < 1, para além de podermos jd garantir que o processo X, que segue o

modelo TGARCH(1, 1), é forte e fracamente estaciondrio, fica ainda assegurada a

'No apéndice B, para um processo X que segue o modelo -TGARCH(1,1), sdao deduzidas as
expressoes de p,, 5 (j) = corr (|Xt|5j , |Xt,n|5j), para j = 1,2 e onde § é o parAmetro poténcia do
modelo em estudo. Para a propriedade de Taylor, porém, apenas interessam as autocorrelagoes do
processo em valor absoluto e do quadrado do processo. Assim, s6 quando § = 1 é que temos estas
expressoes, que sao particularizadas para o modelo em estudo neste capitulo na iltima observagao
do referido apéndice. No que diz respeito a notagao, quando § = 1, escrevemos p,, ; () = p,, (J),

para j = 1,2, sendo esta tltima a tnica notagdo usada no presente capitulo.
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existéncia de p,, (1), para qualquer n, tendo-se

71 (1=97) (67 — 1)
(1—03) — 7 (1 —1a)

p1 (1) =v1+ (3.1)

e, paran > 1,
pn (1) =071y (1) (3.2)

A condicao de existéncia das autocorrelacbes do quadrado do processo X é

Y4 < 1, que, desde ja observamos, implica ¥ < 1. Sob esta condicao, temos

2 2 2
_ o+ 3 .0 g _gn X
p1(2) = 5 + (a1 +51)’71¢4 + y + (1 —v4) A (3.3)
e, paran > 1,
n—1 o~ “ n—i—1 .97
P (2) =05 o () + (1= 00) - 050, (3.4)
i=1
onde
T = [(al + 51) (/J)g + 2’71] (1 + 291 4+ 2099 + 191192) (1 — 291) (1 — 292) +
0}+57 ¢33 0% 201_ —92) (1— _
(P (gt B) 2+ — 1) (1401)2 (1-05) + (1-93) (1-02) (1-05)
P* = *2191 (1+’L91) (1*193) + [(a1+ﬁl) ¢3 + 2’}/1] (1 + 2’[91 + 2’[92 + 191’[92) (1*’[91)

A = ¢,U(1—101)(1—1D) —(1+01)*(1 —13) (1 —1y)
U = 14 39 + 599 + 303 + 301199 + 59103 + 3d9193 + P199903.

Notamos que o pardmetro «g do modelo ndo tem qualquer interferéncia nem nas
condicoes de existéncia nem nas expressoes das autocorrelacoes, podendo, portanto,

assumir qualquer valor positivo.

3.2 Resultado principal

Teorema 3.1 Seja oy > 0 fizo. O modelo TGARCH(1,1), verificando a hipdtese
_1

H5 e ainda as condigcoes ¢ # 1, ¢4 # 1 e ¢, * < ¢1, admite um conjunto de

parametriza¢oes, contido em C = {(al,ﬁl,fyl) € (]R(T)3 ty < 1}, para as quais a

propriedade de Taylor é verificada.

Demonstracao: Comecamos por observar que, sob a hipétese H5, para cada
n € N, p, (1) e p, (2) sdo fungoes de ay, B, e 7; e estdao definidas e sdo continuas

em todos os pontos de C, atendendo as respetivas condigoes de existéncia.
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Vamos, primeiramente, analisar o comportamento de p; (1) e p; (2) numa vizi-

nhanca de ( Zl/ 4, Zl/ 4, ) intersetada com C. Atendendo as suas expressoes,

temos, quando (aq, 31,7;) tende para <¢Z1/4,¢4 1/4 ) por valores de C, que

7 (L-9%) (61— 1) -1

ay +
5 Lo+ +

uma vez que (1 —¥7) — ¢7 (1 — J2) converge para 1 — ¢7 # 0, e, como 1 — ¥4 — 0,
entao

2, 2
p1(2) = %ﬁl + (o1 + B1) 1=

3 T -3

e SR S ]
o o TR T
j& que o denominador A = ¢, U (1 — 1) (1 — ) — (1 +91)* (1 — ¥3) (1 — 94) con-
verge para um numero diferente de zero, pois (14 91)% (1 —¥3) (1 —¥4) — 0,
o4V > ¢4 e que (1 —91) (1 —v2) converge para (1 - ¢1¢21/4> (1 - ¢21/2) # 0.
™ 14 ¢21/2

o Y 4, ) intersetada com C tal que

Assim, como, por hipétese, ¢; > ¢21 entao ¢,
1/4

e, portanto, podemos
concluir que existe uma vizinhanca de <¢4
os seus elementos, que correspondem a parametrizagoes do modelo TGARCH(1, 1),

verificam p; (1) > p; (2).

Analogamente, para cada n em IN\{1l}, quando (ai,(;,7;) tende para
<¢ Y e Mo )por valores de C,

o (1) = 92 py (1) — <¢1¢4 )

3 @* n—1 e ) 1 n
(@) =90 (2)+ (- 00) 050 — (o)
i=1
e, assim, podemos garantir que existe uma vizinhanca de (gbzl/ 4, d)ZI/ 4, ()) interse-

tada com C cujos elementos verificam p,, (1) > p,, (2). ®

No teorema anterior garantimos, entao, a existéncia de parametrizacoes do mo-
delo TGARCH(1, 1) que verificam a propriedade de Taylor. Notamos que a hipétese
gb;i < ¢1, imposta ao processo gerador, nao é muito restritiva no contexto habitual
de aplicagao deste modelo (Haas, 2009). Na sua demonstracao fica evidente que, pelo
menos, para parametrizagoes do modelo TGARCH(1,1) tais que ag ~ 5; < gb_l/ 4
e vy, proximo de zero ou, eventualmente, igual a zero (ou seja, quando nos aproxi-
mamos do modelo AVARCH(1) com parametrizagdes perto da fronteira de existéncia

das autocorrelagoes) a propriedade de Taylor estd presente.



3.2. RESULTADO PRINCIPAL 57

Interessa agora perceber se a regiao de parametrizacoes que apresentam a referida
propriedade pode ser alargada. Vamos, entao, procurar estender a regiao con-
siderando parametrizagoes do modelo TGARCH(1, 1) junto da fronteira de existéncia
das autocorrelagoes mas em que «; e 3, nao estao necessariamente préximos, man-
tendo, porém, v, préximo de ou igual a 0. Para tal, estabelecemos que 8, = kaj,
onde k ¢ uma constante real positiva. Admitindo as mesmas hipéteses do teorema an-

terior e seguindo um raciocinio semelhante ao da sua demonstragao, comecamos por

_ 1/4 _ 1/4
observar que, quando (aq, 51,7;) tende para <¢>4 1/4<k%+1) ko, 1/4(k42+1> ,())

por valores de C, entao 94 — 1. Além disso, temos ainda que, para cada n em IN,
(*)
L+k ¢ ( 2 )1/4]”
2 ¢i/4 k41

1+ k2 ¢71/2 2 2"
2 4 Et+1 ’

Pretendemos, entao, encontrar os valores de k > 0 tais que

2 @11/4 k441 4

2 k* 41
-1/4
1+k< 2 ) >L (3.5)

2 4 :
1+Ek2\kKt+1 ¢1¢i/4

pn (1) —

Pn(2) —

-1
Como ¢21/4 < ¢, (hipétese do teorema 3.1), o que é equivalente a (d)l 411/4) <1,

entao os valores de k > 0 que verificam

1+ 2 <k4+1> =1 (36)

) _ /4 1/4
?Observamos que, para (a1, 8;,7,) = ((]54 1/4 (k42+1) Jkoy 1/4 (k42+1) ,0), atendendo as
hipéteses consideradas, fica assegurado que os denominadores das expressoes de p,, (1) e de p, (2)

nao se anulam. De facto, comegando com o denominador que surge em p,, (1), como v; = 0,

2
temos (1 —97) — ¢7 (1—v2) = 1 —¢7 + %d)? # 0, pois ¢; < 1. Passando para a nao
nulidade do denominador em p,, (2), vimos, na demonstragdo do teorema 3.1, que basta assegurar

que (1 —91) (1 —92) # 0. Por um lado temos, da desigualdade de Lyapunov, que 1 < v/dJ2; por
2 2 _ 1/2
outro lado, como y; = 0, temos 192:_1;_ﬂ1. :52&2«1)41/2 ( 2 ) < M2k’ o 1, pois ¢, > 1

SRS 2 Vit

e,parak>0,ﬁ’k—2<i.Log0191<1e192<1.

Vet T V2
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também verificam (3.5). Comegando por determinar as solugdes positivas de

1+k 2 71/4—1@
1+ k2 \ k141 N

e 1+ (K +1) —2(1+k)" =0
& kS 4kT — 2K5 4 4K° — 10k + 43 — 2K 44k —1=0
& (k—1)% (k% + 2&° + 3k* + 8k® + 3k* + 2k — 1) =0, (3.7)

verificamos que 1 é raiz desta equacao e, de acordo com a regra de sinais de Decartes
(®), o mimero méximo de rafzes positivas do polinémio de grau 6 da equacio (3.7)
¢ dois. Recorrendo, agora, ao teorema de Sturm (*), cujos célculos auxiliares sdo
apresentados parcialmente na tabela 3.1, temos que uma das raizes positivas do
polinémio de grau 6 pertence a [0.2813,0.2814] e a outra pertence a [3.5546, 3.5547].
Assim, e fazendo uma andlise simples do sinal do polinémio de grau 6, podemos

concluir que os valores de k em [0.2814, 3.5546] sao solugao da inequacao (3.6).

Tabela 3.1: Cadeia de Sturm, (S;(k),7 =0, ...,6) para a resolucao da equagao (3.7),

sendo N (k) o nimero de mudangas de sinal da cadeia de Sturm calculado em k.

k So (k) S1 (k) Sa (k) Ss (k) Sa(k) Ss(k) Se (k) N (k)
0.2813 —1.26 x 1074 5.91 —0.051 —5.04 042 18.72 —127.26 4
0.2814 4.65 x 1074 5.91 —0.052 —5.04 0.42 18.72 —127.26 3
3.5546 0.052 —942.90 —506.27 3114.5 8.52 1444 —-127.26 3
3.5547 —0.043 —943.13 —-506.32 3114.75 8.52 1444 —127.26 2

Os célculos efetuados permitem, entdo, mostrar que a propriedade de Taylor esta
também presente no modelo TGARCH(1,1) com parametros «; e [3; claramente

distintos e v; proximo de ou, eventualmente, igual a 0, como mostra a figura 3.1.

3A regra de sinais de Decartes diz que o nimero méximo de raizes positivas de uma equacio
polinomial é igual ao nimero de variagoes do sinal da sucessdo dos coeficientes, considerando o

polinémio ordenado.

4O teorema de Sturm é um método numeérico de localizacdo de raizes, que, dependendo da
precisao considerada, pode também ser usado para determinar um valor aproximado de uma raiz.
Este teorema diz que o nimero exato de raizes reais distintas de uma equagao polinomial com
coeficientes reais num certo intervalo, cujos limites ndo sao raizes, é igual a diferenga entre o nimero
de mudangas de sinal da cadeia de Sturm calculado em ambos os limites do intervalo (Durand, 1960,
pp. 159-161). Seja P (z) = 0 a equagao polinomial de grau n que se pretende resolver. Entéo a
cadeia de Sturm é composta por n+ 1 polinémios, digamos So (z), S1 (x), S2 (z), ..., S, (x), obtidos
da seguinte forma: Sy (z) = P (x), S1 (xz) = P(z) e, para i > 2, S;(z) é o simétrico do resto da
divisdo de Si—2 (z) por Si—1 ().
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B1=3.5546a,

B

M<1
; p1=0.2814a;

\

Figura 3.1: Representacao, a cinzento claro, da regiao de existéncia das autocorre-
lagoes (¥4 < 1), sendo assinalado, com um cinzento mais escuro, a faixa onde estd

garantida a presenga da propriedade de Taylor no modelo TGARCH(1, 1).

E interessante notar que, tanto na demonstragao do teorema 3.1 como no alarga-
mento da regiao que acabdmos de concluir, a relagao d)Zl/ t < ¢, desempenha um
papel fundamental. Tal permite antever alguma influéncia do coeficiente de curtose
da distribuigdo marginal do processo gerador, que ¢ igual a ¢, (jd que estamos a
considerar ¢, = 1), na dimensao da regido de parametrizagdes onde estd presente a

propriedade de Taylor.

Observagao 3.2 Se pretendermos determinar o valor exato dos limites da regido

assinalada na figura 3.1, como v; =0, devemos resolver o sistema

1—94=0 - 2— (af+81) ¢y =0
P (1) = p,(2) =0 (a1 +B1) ¢y — (af +57) =0
Da segunda equagdo obtemos
B = % + \/av
coma=—a?+ ¢ja1 + (%)2 (®), logo, substituindo na primeira equagéo, ficamos
com ’ i,
(38) =5 -t

P . .
°Observamos que, para os valores de ay considerados, ou seja, a1 > 0 e tal que ¥4 < 1, temos

2
a garantia que —af + ¢ a1 + (%1-) é sempre positivo. Com efeito, por um lado, como 94 < 1 &

S0<6, < ,4/% — af, entdo 4%4 —at >0 0< a1 < 14/¢—24 e, por outro lado, sabemos que
2 ¢ : 1+v2 -3
—a1 + g1 + (—21-) >0 0< o <4 5 24,, juntando agora o facto de ¢, * < ¢, implicar

& 4%4 < 1—%@(1)1, podemos concluir o pretendido.
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Desenvolvendo a poténcia do primeiro membro e manipulando a equacdo obtida,

chegamos a

2 2 1 347

+/o=— <—0/11—1—1aa2 .
¢1 (¢7 +4a) \ by 6 2

Elevando agora ambos os membros da equa¢io ao quadrado (o que obrigard a uma

verificagao das solugdes) e fazendo algumas simplificagoes, obtemos a equagao poli-

nomial F (aq) = 0, onde

2
Flon) = —208 +4y0] - 2¢70] - <¢‘% - f) aj — %ai’ - %a% +
4o 1 < 4 3)
+ ¢)4 ay + ¢4 ¢1 ¢4 . (38)

Sem definir a distribuicdo marginal do processo gerador, nio é possivel concluir a
resolucao; podemos, porém, acrescentar, com base no estudo desenvolvido, que, caso
existam, as solugoes do sistema serao pares (ai,[(,) tais que B, < 0.2814a; ou
B1 > 3.55460 .

O trabalho apresentado nesta secgdo alarga as conclusoes obtidas para os mo-
delos em que v; = 0, mais concretamente, as conclusoes de He e Terisvirta (1999a),
que provam que p,, (1) > p,, (2) mas apenas para n = 1, em certas parametrizagoes
do modelo AVARCH(1), com distribui¢do marginal Gaussiana padrao do processo
gerador, e de Gongalves, Leite e Mendes-Lopes (2009), que mostraram haver para-
metrizagdes do modelo TARCH(1) (sem fixar a distribui¢ao marginal do processo
gerador) tais que p; (1) > p; (2). A extensdo clara para o modelo TGARCH(1,1)
com -y, nao tao préximo de zero é devida a continuidade das expressoes de p,, (1) e de
P, (2) e surge quando se conjugam os resultados aqui demonstrados com o de Haas
(2009, corolario 3) para o modelo AVGARCH(1, 1) (que é o modelo TGARCH(1, 1),

com a1 = f3).

3.3 Regioes de verificagao da condigao p, (1) > p; (2)

Na seccao anterior ficou estabelecida a existéncia de parametrizagées do mode-
lo TGARCH(1,1) que verificam a propriedade de Taylor. Devido & complexidade
das expressoes das autocorrelagoes, nesta seccao consideramos apenas o modelo
TARCH(1) e a relagdo p; (1) > p; (2), o que permitird exibir, para distribuigoes
marginais particulares do processo gerador que verifiquem d)ZI/ P ¢, 0s conjuntos

de parametrizacOes para as quais a referida relacao é verificada.
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No modelo TARCH(1), como v; = 0, todas as expressoes da secgdo 3.1 sofrem
uma simplificagao considerdvel, ficando
of + 1

¥ = =12

¢;, para i =1,2,3,4,
P1 (1) =1

201 (L= 95) (L =) |
A

[ 28 (14200 +200 +9103) (1= 00) = (14 00) (1= 0a)
1

p1(2) = o+t

com A =@ ¥ (1—91)(1—092) — (1+91)? (1 —03) (1 —V4) e U =1+ 30 + 55+
4393 + 39199 + 59193 + 39193 + 91199793.

Por exemplo, considerando o caso particular do modelo TARCH(1) em que
a1 = 31, ou seja, o modelo AVARCH(1), o problema da determinacao do conjunto
de parametrizagoes que verificam p; (1) > p; (2) apresenta-se na sua forma mais
simples, visto que se resume & determinacao de um intervalo ou, eventualmente, de
uma reuniao de intervalos de niimero reais. Neste caso e para qualquer distribuicao
marginal do processo gerador, sabemos, da demonstracao do teorema 3.1, que a
referida relacao é satisfeita para valores préximos da fronteira de existéncia das au-
tocorrelagoes, portanto, notando que ¥4 < 1 & a3 < gbf/ 4, entdo o limite superior
do intervalo é d)Zl/ % Para determinar o ou os restantes limites, ha que resolver a

equacao p; (1) — p; (2) = 0, que é equivalente a

(U1 —J2) A — ﬁ(1+2191+2192+191192)(1*191)*(1+1‘}1)(1*193) X

)
X2291(1—292)(1—294) = 0

e que, depois de devidamente simplificada, se traduz na seguinte equacao polinomial:

o { — 20104 (¢1 +o3— 2¢%¢3) of + [* PTps+ 4 (2¢3 —2¢, +4¢7 — 3¢%¢3) } o8+
+ (0105 (07 —2—5¢7da) +204 2+ 67) | Q5 + [P35 (B — 207 — Pa+ 207 by) — 26104 A+
+ 3195 — ¢34y (B3 —4— ¢%)] o+ (4¢%¢3 — 7 — 203+ 20y — 3¢?¢4) af+
+ (1 — 20103 — ¢4+ 2¢%¢4) a1+ (91 — 295 + ¢1¢4)} =0.
(3.9)
E imediato que 0 é solucio desta equacio. A determinacio das restantes solucoes,
pertencentes ao intervalo ]O, d)ZI/ 4 [, foi feita para alguns casos particulares, fixando

a distribui¢ao marginal do processo gerador e recorrendo ao ja referido teorema de

Sturm.
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As distribuicoes consideradas foram as quatro seguintes, que designaremos daqui
em diante pelo nome escrito a itédlico: (i) distribuicdo triangular de densidade
f(z) = ‘/_Lglﬂ]l]f\/g’\/g[(sc), x € R, que é tal que ¢; = \/g, Py =1, ¢p5 = 3—? e
Py = 1—52, portanto, uma distribui¢ao platicirtica; (ii) distribuigao Gaussiana padrao,
de densidade f (z) = \/42—#6_%, z € R, que é tal que ¢; = %, Py =1, 3 = 2\/2
e ¢, = 3, mesoctrtica; (iii) distribuigao de Laplace de densidade f (x) = %e_ﬁm,
x € R, que é tal que ¢; = @, Py = 1, ¢ = 3—? e ¢4 = 6, consequente-

mente, leptocirtica; (iv) distribui¢do baseada na distribuicao de Student com 6
z ~7/2
graus de liberdade de densidade f(x) = ﬁ%%)l (1 + %) , x € IR, que é tal

que ¢ = %, ¢y =1, ¢35 =2 e ¢, = 6, portanto, também leptocirtica e com o mesmo
valor do coeficiente de curtose da distribuicdo de Laplace indicada. Acrescentamos,
ainda, que o valor da diferenca ¢; — d)Zl/ ‘e aproximadamente igual, na distribuicao
triangular, a 0.013, na Gaussiana padrao, a 0.038, na de Laplace, a 0.068 e, na de
Student, a 0.111.

Para as quatro distribuigoes indicadas no pardgrafo anterior, foi determinado o
polinémio de grau 7 da equagao (3.9) e aplicado o teorema de Sturm, estando os

cdlculos resumidos na tabela 3.2 (%).

A andlise da tabela 3.2 permite concluir que, no intervalo }0, ¢Zl/ 4 [, a equacao
(3.9) tem uma unica raiz quando a distribuigdo considerada ¢ a triangular ou a
Gaussiana, pertencendo, respetivamente, a |0.7725,0.7726[ e a ]0.6227,0.6228|, ndo
tendo raizes para as outras duas distribuicbes. Assim, podemos afirmar que, no
modelo AVARCH(1), onde oy = ag + a1 |X¢—1], independentemente do valor de g
fixado, arelacdo p; (1) > p; (2) é satisfeita: sempre que oy € }0.7726, d)Zl/ 4 [, quando
a distribui¢ao marginal do processo gerador é a triangular; para o € ] 0.6228, gb;l/ 4 [,
considerando a distribuicao Gaussiana; se a1 € ]O, gbzl/ 4 [, ou seja, se 0 momento de
ordem 4 do processo AVARCH(1) existir, nas distribui¢oes de Laplace e baseada na

de Student. Atendendo agora & proposigao 4 de Haas (2009), que garante que, no
modelo AVARCH(1), a propriedade de Taylor é satisfeita sempre que p; (1) > p; (2),

50 polinémio de grau 7 da equacdo (3.9) ¢, para a distribuicgo:
Triangular  —5k= [288a] — 30v/6a$ — 3600} + 27v6a] — 84af — 40v/607 + 13501 + 15v/6]

Gaussiana  —Z a1 [(187 — 48) af + (8 — 37) V2mal + (56 — 27 — 67°) ai+
+ (3™ — 8) V2mad + (6m — 20) mai + (2 — ) V2wa1 + 7 — 271]

Laplace —1 [240] — 15v2a8 — 210} + 12v/2a1 — 1603 — 51207 + 8a1 — 2v/2]
Student — 2 [288a] — 240af — 21007 + 2400 — 2280} — 9507 + 80ay — 80]

O polinémio Sy (1) considerado para a obtengao dos valores da tabela 3.2 é, para cada dis-

tribui¢do, o polinémio entre parénteses retos.
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Tabela 3.2: Cadeia de Sturm, (S;(a1),7 =0, ...,7) para a resolugao da equagao (3.9),
sendo N(a1) o numero de mudangas de sinal da cadeia de Sturm calculado em ay,

considerando, sucessivamente, as quatro distribuicoes indicadas.

a1 So(a1)  Si(a1) SAar)  Ss(ar)  Ssai)  Ss(ai)  Selai) SHai) N(ai)
Triangular

0 36.74 135.00 —37.45 —107.51 39.85  34.91 —209.02 10.53 4
0.7725 0.02 —378.68 —39.83 —182.04  38.44 —430.86 1640.37  10.53 4
0.7726 —0.02 —378.77 —39.81 —181.70 38.42 —430.93 1640.60 1053 3
0.81 —14.76 —407.67 —30.29 —40.53 29.92 —457.13 1730.14 10.53 3
Gaussiana

0 359 —2.86 —3.55 0.14 3.55 —12.05 831.17 — 4
0.6227 9.61x10~* —10.27 —0.95 0.57 094 —-1143 831.17 — 4
0.6228 —6.61x10"° —10.27 —0.95 0.58 094 -—-11.43 831.17 — 3
0.76 —1.54 —11.80 0.18 14.00 -0.20 —-11.30 831.17 — 3
Laplace

0 —1.62 3.60 1.66 —0.55 —1.65 9.40 —964.17 —0.02 4
0.64 —4.61 —22.65 2.95 54.32 —-3.16 —4.30 433.40 -0.02 4
Student

0 —80.00  80.00 78.64 467.45 —97.91 212.88 41.73 —-217.05 4
0.64 —113.59 —262.35 94.07 2353.66 —151.05 280.54 —39.61 —217.05 4

podemos concluir que os intervalos encontrados sao intervalos de parametrizagoes

onde & verificada a propriedade de Taylor (7).

Voltando ao modelo TARCH(1), onde o, = ap + olet”L_l + B1X,_;, com oy
e 51 nao necessariamente iguais, na figura 3.2 temos representada, para as qua-
tro distribuicoes adotadas nesta seccao, a regiao de parametrizagoes que satisfaz
p1 (1) > p; (2). Esta regiao esta contida em {(ozl,ﬁl) € (IR0+)2 10 < 1} e, assim, o

limite superior da regiao ¢ obtido do gréificode ¥y =1 < (5, = ¥/ ¢%4 — o}, desenhado

entre os pontos (aq, 31) solugoes do sistema da observagao 3.2.

A figura 3.2 reflete, naturalmente, as conclusoes tiradas na seccao anterior e
ilustradas na figura 3.1, bem como as conclusoes tiradas, jé nesta secgdo, para o
modelo AVARCH(1), que, recordamos, para as distribui¢oes de Laplace e baseada
na de Student, indicavam que este modelo verificava sempre a relagao p; (1) > p; (2),

bastando apenas garantir a existéncia do momento de ordem 4 do modelo. Quando

"Haas (2009) observa que ¢ necessdrio que ¢; — 2¢5 + ¢,¢, > 0 ou que ¢; — 2¢; + 0, = 0 e
1—4¢,¢5 + Qﬁ + 3¢>f¢4 + ¢4 > 0, para que a propriedade de Taylor esteja presente em qualquer
parametrizagao que garanta a existéncia do momento de ordem 4 do processo AVARCH(1). Podemos
chegar & mesma concluséo fazendo a3 = 0 no polinémio de grau 7 da equagao (3.9) e notando que
$1 =203+ 103 =0e1—4¢d3+ (lﬁ + 3¢?¢4 +¢s =1-2¢1¢93— P4+ 2¢?¢47 ja que, para um dado
aq, esse polinémio é positivo se e s6 se o processo AVARCH(1) apresenta a propriedade de Taylor.
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Triangular Gaussiana
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Figura 3.2: Regido de verificacdo da relagao p; (1) > p;(2) para um processo
TARCH(1).

passamos para o modelo TARCH(1), ja ndo é assim mas podemos ainda afirmar que
é mais significativa quando a distribuigdo marginal do processo gerador tem caudas
pesadas. Acrescentamos ainda que, quando a distribuigdo marginal do processo
gerador tem o mesmo coeficiente de curtose, a propor¢ao de parametrizagoes que

. . ~ . —1/4
satisfazem a referida relagao parece aumentar com o aumento da diferenca ¢, —¢, /4,

3.4 Estudo de simulacao

Nesta seccao apresentamos um estudo de simulacao onde comparamos os modelos
TARCH(1) e ARCH(1) no que diz respeito a verificagao da relagao p; (1) > p; (2).

O confronto entre estes modelos impoe-se devido ao peso que ainda hoje o modelo
ARCH tem na modelacdo de séries financeiras, séries onde este efeito foi inicialmente
detetado. Idealmente a comparacao seria feita a partir das expressoes tedricas das
autocorrelacoes. No entanto, e embora ambos os modelos se enquadrem no modelo
6-TGARCH, tal ndo é atualmente possivel, visto que nao é conhecida a expressao

da autocorrelagdo de um processo ARCH(1) em valor absoluto.
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No estudo de simulagao feito por He e Terédsvirta (1999a), foram considerados
os modelos ARCH(1) e GARCH(1, 1) condicionalmente Gaussianos, concluindo os
autores que estes modelos nao parecem capazes de produzir trajetdrias com o efeito
de Taylor. No nosso estudo consideramos os modelos ARCH e TARCH com a
mesma distribuicdo marginal ndo Gaussiana e leptocirtica para o processo gerador,
especificamente a distribui¢ao baseada na Student indicada na secg¢do anterior, com

coeficiente de curtose igual a 6.

He e Teriisvirta (1999a) também referem que a curtose do processo X parece de-
sempenhar um papel na presenca da propriedade de Taylor. Acrescentamos que as
séries reais que apresentam o efeito de Taylor sao leptoctrticas, como, por exemplo,
as séries financeiras estudadas por Taylor (1986, 2007). Assim, para melhor com-
parar os modelos TARCH(1) e ARCH(1), escolhemos quatro parametrizagdes para
cada modelo de modo que o valor do coeficiente de curtose, kx (*), seja semelhante.
Fixdmos ag = 1 em ambos os modelos, ja que este valor nao aparece nas expressoes

tedricas das autocorrelagoes nem do coeficiente de curtose.

Baseando-nos em 200 realizagoes de cada série simulada com 100 000 observagoes
(depois de descartar as primeiras 50 para eliminar o efeito da escolha dos valores
iniciais) para cada uma das parametrizagoes, registdimos o nimero de vezes em que
se verificou p; (1) > p; (2) e determindmos o intervalo de confianga a 95% para a
proporcio (7). Os resultados sao apresentados para o modelo TARCH(1) na tabela
3.3 e para o modelo ARCH(1) na tabela 3.4.

Tabela 3.3: Intervalo de confianca a 95% para a proporcao de verificacoes do efeito
de Taylor para o modelo TARCH(1), com parametros ap = 1 e a3 e (3 indicados,

sendo kx o coeficiente de curtose do modelo.

ar By KX 1Cy59
0.2 0.75 357.48 10.80, 0.90]
0.58 0.65 112.20 10.84,0.93]
0.3 03 760 10.97,1.00]
02 0.1 6.40  0.96,1.00[

8No apéndice B, apresentam-se os calculos que levam & obtencéo da expressio de kx para o
modelo TARCH(1), expressao (B.8), e para o modelo ARCH(1), expressao (B.5).

90s ficheiros do programa Mathematica 8, onde foram executadas estas simulacdes, fazem parte

do apéndice C.
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Tabela 3.4: Intervalo de confianca a 95% para a proporgao de verificagoes do efeito
de Taylor para o modelo ARCH(1), com parametros g = 1 e «; indicado, sendo

kx o coeficiente de curtose do modelo.

a1 KX 1Cys59
0405 31646  ]0.22,0.34|
0.4 126.00 10.24,0.36]
0.2 758 ]0.11,0.21]
0.1 6.23  10.20,0.32[

Comparando os resultados apresentados nestas duas tabelas, podemos ver que a
relagdo p; (1) > p; (2) ocorre um mimero muito mais significativo de vezes no modelo
TARCH(1) do que no modelo ARCH(1). Olhando agora aos resultados de He e
Terdsvirta (1999a), observamos que o modelo ARCH(1) condicionalmente Gaussiano
que consideram, com coeficiente de curtose do processo gerador, naturalmente, igual
a 3, parece ser ainda menos capaz de capturar o efeito de Taylor do que o nao
Gaussiano aqui estudado, com coeficiente de curtose do processo gerador igual a
6. Este facto, a par das conclusbes tiradas na seccdo anterior, suportam a nossa
suspeita de que valores altos do coeficiente de curtose do processo gerador favorecem

o aparecimento da propriedade de Taylor.



Capitulo 4

Enquadramento das

distribuicoes de dimensao finita

Neste capitulo propomos enquadramentos para as distribui¢oes de dimensao fini-
ta de um processo X que segue o modelo §-TGARCH(p, ¢), com ¢ > 0 e, sempre que
possivel, com § < 0. Comegamos, na seccao 4.1, pela distribuicao marginal de X,
continuamos com a construcao, na seccao 4.2, de um enquadramento preparatorio,
concretamente, da fun¢ao de distribuicao do vetor (X f JX L XX ) de dimensao

2n, para terminar, na seccao 4.3, com as distribui¢oes conjuntas das margens de X.

No desenvolvimento de todos os enquadramentos, serd interessante observar o pa-
pel fundamental da distribui¢ao marginal do processo gerador. Serd também curioso
notar que as regioes de validade dos enquadramentos estabelecidas nos resultados
tedricos parecem, com base nos estudos de simulacao feitos e apresentados com o

objetivo de avaliar a qualidade dos enquadramentos, poder ser expandidas.

Em todo o capitulo, vamos considerar v, < 1, com 7, = max ;. Recordamos
1<j<q
que esta hipétese inclui todas as solucoes estaciondrias em qualquer um dos trés sen-
q
tidos definidos, pois, como vimos no capitulo 2, > 7, < 1 éuma condigdo necessdria

Jj=1
para a estacionaridade forte, fraca e & ordem §. A assuncao desta hipdtese tem, as-

sim, como objetivo e tnica consequéncia eliminar os casos degenerados descritos no

apéndice A.

4.1 Distribuicao marginal

O objetivo principal desta secgdo é obter um enquadramento para a fungao de

distribui¢ao de X;, que denotaremos por Fly,, com X um processo seguindo o modelo

67
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0-TGARCH(p,q), com 6 # 0. Como vamos mostrar, a fungao distribuigao das

varidveis Z;, Fiz (1), vai ter um papel preponderante.

Comecamos por observar que o processo X, tal que o; ¢ X, ;-mensuravel (2),
tem distribuigdo marginal simétrica (em relagao a origem) se e s6 se 0 seu processo
gerador Z também tem. Com efeito, dados a, b € IR tais que a < b, das propriedades

da esperanca e da esperanca condicional,

Pa<X;<b) = E(lgcx,<py) = BB (Lacx,<ny| Xioa)] =
b

— E[P(a< X <bX, )] :E[P(ﬂgztg—

O¢ gt

5]

visto que o; > 0. Entao, se as varidveis Z; tém lei simétrica, notando que oy é

X,_j-mensurdvel, podemos concluir que

Pla<X,<b) — E[P(—bszts—a_
Ot

Analogamente, mostra-se que se a lei marginal de Z nao é simétrica, também a lei

marginal de X nao o é.

Destacamos esta relacao existente entre a simetria da distribuicdo marginal de
um processo 6-TGARCH e a simetria da distribuigdo marginal do seu processo ge-
rador, pois vinca a importancia de tratar as distribui¢ées do processo o-TGARCH
e nao s6 as distribuicbes de transformacoes deste processo, como fazem Pawlak e
Schmid (2001) para o quadrado de um processo GARCH. A transformagao con-
siderada por estes autores para o modelo GARCH permite tirar conclusées para o

processo apenas quando a distribuicao marginal do processo gerador é simétrica.

Sobre a relagdo entre a lei marginal destes processos é ainda interessante notar
que um processo -TGARCH tem lei marginal difusa se o mesmo acontece ao seu
processo gerador. De facto, se X é um processo J-TGARCH(p, q) tal que oy ¢é

X, ;-mensurdvel e as varidveis Z; sao difusas, entao

0t

P(Xt:x):E[P (thiﬂ = 0. (4.1)

Terminadas as consideragoes iniciais, avancamos para a primeira parte do en-

quadramento da funcao de distribuicdo de X; no teorema seguinte.

'Recordamos que o processo gerador Z é um processo de margens i.i.d., pelo que usaremos a

notagao simplificada Fz para a sua distribuigdo marginal, em vez de Fyz,.

) q
2Para que oy seja X, ;-mensurdvel, para todo t € Z, basta que v; <L
=1



4.1. DISTRIBUICAO MARGINAL 69

Teorema 4.1 Seja X um processo sequindo o modelo 6-TGARCH(p,q), com Z o
1
q 4
seu processo gerador, tal que v. < 1. Entao, para 0 = [ozo (1 + ﬁ > ’yj>]
T ]:1
(a) se x >0, temos

(a.1) caso 6 >0, Fx, (z) < Fz (

).
);

S

(a.2) caso 6 <0, Fx, (z) > Fz (

I8

(b) se x <0, temos

(b.1) caso § >0, Fx, () > Fz (

).
).

I8

(b.2) caso § <0, Fx, (z) < Fz (

I8

Este resultado decorre facilmente do lema A.1 (do apéndice A), onde se prova
que o > 0,8 0 >0, e que oy <0,sed<0.

Chamamos a atencdo para o facto do resultado anterior ser valido para um
qualquer processo -TGARCH tal que v, < 1. No entanto, para completar o en-

quadramento vamos ter que considerar algumas hipéteses adicionais.

Antes de continuar, vamos mostrar a seguinte igualdade:

Fx,(x)=E [Fz <1>] , (4.2)

O¢

desde que oy seja X, ;-mensurdvel, andloga & introduzida por Pawlak e Schmid
(2001) para o modelo GARCH, aquando do estudo da distribuigdo marginal do

quadrado do processo. De facto, temos

Fx, (#) = P(X; <2) = E[E (Ix,<y| X, 1) = E [P (Zt < %‘XHH :

pois gy > 0. Ora, como o4 ¢ X, ;-mensurdvel e Z; ¢ independente de X, ;,

P <Zt <=z Ll) -
Ot
xT
=P <Zt <= (Xt_l,Xt_g,...)>
Ot

=P Zt S —_— (Xt—laXt—Qy ) :gt—l s P(thl,Xt72,...) —(.cC.
7 (2)
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Assim, podemos escrever Fy, (z) = F [F A (U%)] Esta igualdade vai ser o ponto
de partida para completar o enquadramento, como veremos na demonstracao do

teorema seguinte.

Ainda antes de passar ao enunciado do teorema, recordamos que, na seccao 2.4
do capitulo 2, mostrdmos que, se o processo gerador Z é tal que E (|Zo|6) < 400,

considerando
P

q
S5 = Z (aidhr s+ Bidas) + Z’Yia (4.3)
i=1 i=1
com F [(Zﬁ)é] =¢15e b [(Zt_)é} = ¢4, a condigio S5 < 1 é uma condigao
suficiente para garantir que X é estaciondrio & ordem § e que F (aftS ) existe, € finita

e independente de £, tendo-se

E <a;§> =< (—XOS(;' (4.4)

Estamos, agora, em condigoes de enunciar o resultado que permite concluir o

enquadramento.

Teorema 4.2 Seja X um processo sequindo o modelo §-TGARCH(p,q) tal que
E(|Zg|6> < 400 e S5 < 1. Adicionalmente, vamos admitir que as varidveis

aleatdrias Z; sao absolutamente continuas, com densidade f, diferencidvel.

Consideremos a func¢do
hs (z) = (140) fz (
onde y € [ay, +00].

(a) Sex>0ce

(a.1) se hs(x) > 0,Vy € [ag, +00[, temos Fx, (x) > Fy

(a.2) se hs(z) <0,Vy € [ap, +00[, temos Fx, (x) < Fz

(b.1) se hs(x) > 0,Yy € [ag, +o0[, temos Fx, (z) < Fyz

(0.2) se hs(xz) <0,Yy € [ag, +o0[, temos Fx, (x) > Fyz

<
b) Sex <0e (
<
|
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F z 1.
Z(W)]

Fixando z, consideremos a funcdo Rs : [ap,+oo] — [0,1] definida por

Rs (y) = Fz <i> Para esta funcéo, temos

y3
dRs T T
m W) =——17fz (—%> ;

Demonstragao: Sejamt e Ze x € R.

Partindo de (4.2), podemos escrever F, () = E

oy Y
e
d’Ry (1+40)x x 2, (=
— B —— —— JR— +— p—
dy? (y) 52y%+2 [z y% 52y%+2 Z y%
T T T T
= 1446 = |+=fz|—=
52y%+2 ( )fZ (y%> y%fZ <y%>]
T

Como X ¢é estaciondrio & ordem 4, F (0}) existe, ¢ finita e independente de ¢.
Assim, se z > 0 e hs (x) > 0,Vy € [, +0o0[, entdo Rs é convexa e, portanto, pela

desigualdade de Jensen, vem

@°) ] " \[E@)]

Analogamente, se x > 0 e hs (z) < 0,Yy € [ag, +00[, entdo Rs é concava e temos

FXt (.T) =F FZ

|

xr T
< Fyz

(o8)7 (B (of)]?

FXt (.T) =F FZ

Ficam provadas as desigualdades em (a.1) e em (a.2). Analogamente, podemos
deduzir (b.1) e (b.2). m

A aplicagdo do teorema anterior depende da andlise do sinal da fungéo
hs(z) = (1+9) fz (my_%) + xy_%f/z (xy_%> ,Vy € [ag,+00o[. Sendo o objetivo
principal o enquadramento de F'x,, esse sinal é determinado pela conjugacao dos
teoremas 4.1 e 4.2. Assim, interessa-nos ter hs nao positiva, caso § < 0, e hg néo
negativa, caso § > 0. Vejamos nos exemplos seguintes, para algumas distribui¢tes

do processo gerador Z e alguns valores de §, como é que tal pode ser feito.
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Exemplo 4.3 Suponhamos que as varidveis Z; tém distribuicao Gaussiana padrao.

Neste caso, para todo x € R, como f}, (x) = —xfz (z), temos

2
hs (z) = f2 (i> (1+6)— <i> , onde y € [a, +00].
Yo Yo

Se 6 < —1, é imediato que, para todo x € R, hs (x) < 0,Vy € [ag, +00].

Vejamos, agora, o caso —1 <46 < 0. Ora, hs () <0< |z| > y%\/1+5. Uma

vez que y > ay & y6 < ozo, podemos garantir que, pelo menos para

xe]—oo, VI + ] [ao V1446 —i—oo[ se tem hs (z) < 0,Vy € [ag, +00].

Finalmente, con51deremos 0 > 0. Como hs (z) > 0 < |z| < y% V1 + 0 mas, neste

caso, Yy > qp < y6 > ozo, é possivel assegurar que, pelo menos para

x € {—ao VI+9d,af \/1—1—5}, hs (x) > 0,Yy € [ag, +00].

Dando seguimento a este exemplo, na figura 4.1 ilustramos os enquadramentos
obtidos nos teoremas 4.1 e 4.2. Esta figura resulta de um estudo de simulagao para
o modelo 0-TGARCH(1,1), com a9 = 10, a3 = 0.3, 57 = 0.5, 7; = 0.2, tal que
as varidveis Z; tém distribuigéo Gaussiana padrao, N (0, 1), e onde considerdmos,
2, 3, é, 1, 3 e 2 (tendo-se S5 aproximadamente igual a
0.888, 0.739, 0.529, 0.520, 0.544, 0.6, respetlvamente). A vermelho est4 representada,

_1
a funcéo F (%) e a azul estd desenhada a funcio Fy (m [E(09)] 77 ) A estimativa

sucessivamente, § igual a —

de F, (x), apresentada a verde, foi obtida a partir de 10000 realizag¢oes do processo
X ~ 6-TGARCH(1,1) (*). Os segmentos a tracejado passam nos pontos de abcissa
ia§ V14 4. Assim e de acordo com o que foi visto no exemplo 4.3, a validade do
enquadramento estd garantida, pelo menos, para os valores de = entre os segmentos,

quando § > 0, e para 14 dos segmentos, quando § < 0.

Da observagao da figura 4.1, hd a salientar trés aspetos principais: (i) o en-
quadramento parece ser valido para valores de x para além dos intervalos indicados;
(ii) o enquadramento no que diz respeito a fungao Fz (x [E (Uf)] 7%) é, em todos
os casos, de grande qualidade; (iii) o enquadramento parece melhorar & medida que
os valores de 6 aumentam. Relativamente ao ponto (i), sabemos que no exemplo 4.3
apenas determindmos um subconjunto de valores de = para os quais estd garantida

a validade do enquadramento; é, portanto, natural que ele seja vilido para mais

3Para cada uma das 10000 trajetérias do processo, foram geradas 101 observacdes, tendo sido
aproveitada, para a fungdo de distribui¢do empirica, apenas a ultima. Pretendeu-se, desta forma,
eliminar o efeito da escolha dos valores iniciais. O ficheiro do programa Mathematica 8 onde foram

corridas estas simulagoes consta do apéndice C.
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Figura 4.1: Representacao gréfica de Fz (%) (vermelho), de Fyz (ac [E (Jf)]_ )
(azul) e da estimativa de F, (x) (verde), para X ~ 6-TGARCH(1,1)e Z; ~ N (0,1).

valores de x. Mesmo assim, nao deixa de ser interessante notar que, por exemplo,
para os valores de § negativos, o enquadramento, nesta simulagao e considerando
apenas a observagao da figura, parece ser valido para todo o x. Sobre (ii), j4 era
esperado que a funcao Fz (ac [E (af )] 7%> produzisse um melhor enquadramento do
que a funcéo Fz (%), jé que a primeira depende de todos os parametros do modelo e
a segunda depende apenas de alguns. Nao obstante, mesmo tendo esta expectativa,
continua a merecer destaque a qualidade do enquadramento produzido pela fungao
Fy (ac [E (af)]f%). Em relagao a (iii), pensamos que, embora o enquadramento
pareca melhorar com o aumento do valor de 4, a melhoria estard mais relacionada

com o valor de S5 em cada caso.

Exemplo 4.4 Vamos, agora, admitir que as varidveis Z; tém distribuicao centrada

e reduzida baseada na distribui¢ao de Student com n graus de liberdade, paran > 2.
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Assim,
n+1
N ) ( @’ >_T
T) = 1+ , ¢ €R,
o= st T
e, portanto, para todo z € R, f/, (z) = —nﬂ_g—i%fz (z).

Temos, entao,

x ) A=y + G=m)a® e o, +ool.

hs () = fz | — g
ys ys (n—2) +a?
Caso § < —1, vem, para todo x € R, hs (z) < 0,Yy € [ag, +00].

1 1
Se —1 <4 <0, paraxe]oo,agg/%} U [aé«/%,+oo[, vem

hs (z) < 0,Vy € [ap, +00].

1 1
Considerando 0 < § < n, quando x € [ag \/(1+i>£§‘2> Lo (”f}ﬁ’g‘?)}, obte-
mos hs (z) > 0,Yy € [ag, +00].

Para n < ¢, temos, para todo x € R, hs (x) > 0,Yy € [ag, +00l.

Também foi desenvolvido um estudo de simulagao quando o processo gerador
tem uma distribuicao baseada na distribuicao de Student, tal como vem indicada
no exemplo anterior, fixando, no estudo, 6 graus de liberdade, ts. A obtencao da
estimativa de FY, (z) foi feita seguindo o mesmo procedimento do caso anterior
e a legenda para a figura resultante, que é a figura 4.2, é a mesma da anterior
(*). A diferenca est4, para além da distribuicdo marginal do processo gerador, nas
ordens do modelo §-TGARCH(p, q), porém, mantendo sempre § = 1, oy = 10,
a; =0.3, 81 = 0.5 ey; =0.2. Assim, considerdmos quatro situacoes: na primeira, o
modelo adotado foi o 1-TGARCH(1, 1) (sendo Ss = 0.5); na segunda, o modelo é o
1I-TGARCH(2,1), com ay = 0.1 e 85 = 0.4 (sendo S5 ~ 0.688); na terceira, o
modelo considerado é o 1-TGARCH(1,2), com v, = 0.25 (sendo S5 = 0.75); na
quarta, o modelo é o 1-TGARCH(2,2), com az = 0.1, 55 = 0.4 e 75 = 0.25 (sendo
Ss ~0.938).

Embora estejamos agora num contexto muito diferente, ja que alterdmos a dis-
tribuicao marginal do processo gerador e as ordens do modelo, os comentdrios a
figura 4.2 sdo idénticos aos da figura anterior no que se refere aos pontos (i) e
(ii). Relativamente a melhoria do enquadramento estar, aparentemente, ligada ao
diminuir das ordens do modelo, novamente entendemos que terd mais influéncia o

valor de Sy.

10 ficheiro do programa Mathematica 8, onde foram corridas estas simulacdes, faz parte do

apéndice C.
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Figura 4.2: Representacao gréfica de Fz (%) (vermelho), de Fyz (x [E (0?)]7%>

(azul) e da estimativa de Fx, (z) (verde), para X ~ 1-TGARCH(p,q) e Z; = \/gW,
com W ~ tg.

Exemplo 4.5 Consideremos, como ultimo caso, que a lei das varidveis Z; é uma
mistura de duas distribui¢oes Gaussianas (nao necessariamente simétrica), ou seja,

que

[z (x) = p1fi(z;my, 81) + pafo (z;ma, 52)

onde p1,p2 € 10,1 tais que p1 + p2 = 1 e fr(-;mg,s;) denota a densidade da

distribuicao GGaussiana de média m;, e varidncia 5%. Entao:
E(Z) =pimi +poma e V (Z) = p1 (m} +57) +pa (m3 +53) — (pimy + pama)®.

Assim, caso se pretenda que E (Z;) =0 eV (Z) =1 (°), hd que impor as seguintes

restricoes sobre os pardmetros:

2
p1my & by = L—p (m%-i-ﬁ%) _(1_171) (%)
p1—1 l—p '

pp=1-—p1, mg=

No que diz respeito a andlise do sinal da fungao hs (), vamos considerar apenas

? Admitindo estas restrigées, concretamente, admitindo que E (Z;) =0 e V (Z;) = 1, o coeficiente
de assimetria é igual a E (Z?) = pimy (m% + 35%) + pama (m% + 35%) e o coeficiente de curtose é
igual a E (Z) = p1 (m] + 6mis; + 3s1) + p2 (m3 + 6m3s3 + 355).
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o caso em que 6 = 1. Como f} (z;my,s;) = fi (x; M, %) (—@), temos
k

2fz (E) - Ef/z <£>
Yy Yy )
2
= ;pk [ka <§;mk75k> + %fé <§;mk,5k>}
2 z _ z
= > pil (Eleaﬁk) 2— (y—?k)y
p}

Y

hi ()

Observamos que temos hy (x) > 0, pelo menos quando

Gm)s,,, Gom)s
2———"—2>20N2———"—2>0%

2 2
57 55

e 2 |mp—y/m?+82 my 4 /m2 + 857
= —Gﬂ ) )
L 2

2

o que equivale a £ € [l1,ls], com l; = max il VALT LT lo = min iy 89
Y ke{1,2} ke{1,2}
Assim, pelo menos quando x € [agly, agls], temos hy (x) > 0,Vy € [ag, +00].
Uma vez que o conjunto de valores de x que garante a nao negatividade de
hi (z), para todo y € [, +0], é, regra geral, maior do que o apresentado, a andlise
do sinal de hy (x) poderd ser feita, em alternativa, recorrendo a métodos gréficos e

numéricos.

Vamos, por exemplo, considerar as duas parametriza¢oes seguintes para a mis-
tura de duas distribui¢coes Gaussianas de modo que a distribuigao resultante seja cen-
trada e reduzida: (A) para (p1,mys1) = (0.65,—0.15,0.4), temos, entao,
(p2, M2, 59) = (0.35, %, @), sendo o coeficiente de assimetria aproximadamente
igual a 0.672 e o de curtose aproximadamente igual a 6.719; (B) para
(p1,mys1) = (0.6,0.3,0.4), entao (p2,ma,s2) = (0.4, —0.45,@), sendo o coefi-
ciente de assimetria igual a —0.972 e o de curtose aproximadamente igual a 5.489.

Na figura 4.3 representamos a func¢ao h; para cada um destes dois casos.

Da andlise desta figura e recorrendo a métodos numéricos (%), podemos dizer
que hy (z) > 0,Vy € [ap, +00[, no caso A, para § € [-0.714,2.353], o que permite
afirmar que o mesmo acontece se x € [—0.714ay,2.353ap]. Do mesmo modo, na
situacao B, hj satisfaz o pretendido se % € [—2.198,0.788], 0o mesmo se verificando
quando z € [—2.198, 0.788ay).

60 ficheiro do programa Mathematica 8 que permitiu a obtencdo destes valores faz parte do

apéndice C.
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Figura 4.3: Representacao grafica da funcao h; quando a lei das varidveis Z; é uma

mistura de distribuicbes Gaussianas, centrada e reduzida, de parametros, em A,
(pl, m1,51) = (0.65, *0.15, 0.4) e, em B, (pl, m1,51) = (0.6, 0.3, 0.4) .

A semelhanga do que foi feito para os exemplos anteriores, fizémos um estudo

de simulacao quando a distribui¢ao marginal do processo gerador resulta da mistura

de duas distribuicées Gaussianas, INM, considerando as parametrizacoes dos casos

A e B analisados no exemplo 4.5, que resultou na figura 4.4.

Al

~

A2 L1r

0

23.53

23.53

Bl

B2

} 0.
} 02}

-21.98

7.88

-21.98

7.88

Figura 4.4: Representacao gréfica de Fz (%) (vermelho), de Fyz (m [E (at

)

1)

(azul) e da estimativa de FY, (z) (verde), para X ~ 1-TGARCH(1,1) e Z; ~ NM.

A estimativa de Fx, (x), apresentada na figura 4.4, foi conseguida seguindo o pro-

cedimento adotado nos casos anteriores, mantendo-se a legenda para esta figura (°).
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Consideramos, agora, ao contrdrio dos casos anteriores, distribuicoes assimétricas

para as varidveis Z;, concretamente: em Al e A2, escolhemos
(p1,m1,51) = (0.65,—0.15,0.4) (assimetria positiva); em Bl e B2, fizemos
(p1,m151) = (0.6,0.3,0.4) (assimetria negativa). Em relacdo ao processo

0-TGARCH, consideramos, nos quatro casos, o modelo 1-TGARCH(1,1), com os
parametros ag = 10, oy = 0.15, B; = 0.5 e, em Al e Bl, v; = 0.2 e, em A2 e B2,
v, = 0.6. Assim, Ss é aproximadamente igual, em A1, a 0.416, em A2, a 0.816, em
B1, a 0.430 e, em B2, a 0.830.

Mais uma vez, as observagoes feitas para as figuras 4.1 e 4.2 podem ser apli-
cadas a figura 4.4, embora a distribui¢ao marginal do processo gerador seja agora
assimétrica. Também esta simulacao reforca a nossa suspeita de que a qualidade do

enquadramento melhora para valores de S5 mais baixos.

4.2 Um enquadramento preparatoério

Nesta seccao preparamos o enquadramento das distribuigoes de dimensao finita
para o modelo -TGARCH quando a poténcia ¢ é positiva, estabelecendo um en-
quadramento preparatorio, mais concretamente, o enquadramento da funcao de dis-
tribuicao do vetor (Xfr J X XX ) O procedimento para a sua obtencao
segue 0 mesmo principio usado no enquadramento da distribui¢do marginal, como

veremos na demonstragao dos teoremas desta secgao.

Antes, recordamos que, dada uma varidvel aleatéria W, definimos
Wt = max{W,0} e W~ = max{—W,0}. Uma equivaléncia simples, mas que

se revelara ttil, entre estas varidveis é
—y§W§x<:>W+§sc/\W7§y, (4.5)
para quaisquer x,y € ]R0+.

No teorema seguinte, construimos a primeira parte do enquadramento.

Teorema 4.6 Seja X um processo sequindo o modelo §-TGARCH(p,q), com § > 0,
tal que v, < 1 e as varidveis Z; do seu processo gerador sao difusas. Entao, para

2
todo (x1,2%,...,Tn,x}) € (IR0+) " comn €N, temos

n *
* * Tt x
F(Xf,X;...,er?X;) (l‘lvl‘la ...,ZL‘n,fL'n) < H |:FZ (g) - FZ <7t>:| 5

q
com 6 = |ag 1+1+ v, .
T =

S



4.2. UM ENQUADRAMENTO PREPARATORIO 79

- . 2
Demonstracao: Seja (1,27, ..., Tn, 2)) € (]R(T) "

Como oy > 0, para todo t € Z, podemos escrever, usando a equivaléncia (4.5),

*
X X
* * t t
— - = ——< <—,t=1,... .
F(XIL,Xl ,...,X;{,Xn) (mlaxla 7$N7$n) P ( o = Zt < O't’t 1, ,TZ>

Como, do lema A.1 do apéndice A, o; > 0, para todo t € Z, entao

* *
P(—ﬁ <z, <2 - n> gP(—‘% §Zt§ﬁ,t:1,...,n>.

Ot Ot 0

Assim, visto que as varidveis Z1,..., Z, sao i.i.d. e difusas, temos

* n *
x T X Tt
Pl-Zt<z, <= t=1,.. = Pl-ZL<z, <2
< 0_ t_ea ) an> g < 9_ t_9>
n

- 0|7 () -7 (-5)|

t=1

s

Portanto, F' T1, L5, ., Ty, ) <
’ (X;r,xf ,,,,, X;f,x,j)( Ly &1y ey tmy ”)_t

(P2 (%) - Fz (-%)] m

1

Tal como na secgao anterior, a segunda parte do enquadramento é mais dificil de
conseguir. Comecamos por provar um lema que nos ird auxiliar, jd& que nos indica
que devemos comecar por procurar um enquadramento das varidveis Z1, ..., Z, por

expressoes X j-mensurdveis ou nao aleatdrias.

Lema 4.7 Seja X um processo 6-TGARCH(p,q) tal que as varidveis Z; do seu

processo gerador sao difusas. Entdo, para k € IN,

k
P(Vi<Z < Wit =1,...k) = [[ElFz W) — Fz (V)]

t=1

onde, para cada t em {1,....,k}, Vi e Wy, tais que Vi, < Wy, sao varidveis aleatorias

Xo-mensurdveis ou quantidades nao aleatdrias.

Demonstracao: Das propriedades da esperanca e da esperanca condicional, temos

PVi<Z <Wyut=1,..,.k) = E []l[Vl,Wl]x...x[Vk,Wk] (Z1y ey Zk)]

= E[E (L, wix..xviwi] (21, Z1)| Xo)]
= E[P(Vi<Z <Wit=1,...klX,).
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Recorrendo agora ao teorema da probabilidade composta, podemos escrever

EP(V; <Z <Wt=1,.. k| Xy)] =
=FE[P(Vi <Zi <Wi|Xy) x P(Va<Zy <Wh| Vi <23 < Wi, X)X ...%
XP(Ve<Z <Wil Vi < Z < Wit =1,k — 1,X,)]

k
=[[EP(Vi< 2z <),
t=1

pois as varidveis Z1, ..., Z, sao independentes e independentes de X . Assim, obte-
mos a igualdade enunciada no lema, atendendo a que as varidveis Z1, ..., Z; sao ainda

difusas e identicamente distribuidas. m

No resultado seguinte concluimos, entao, o enquadramento para o modelo
0-TGARCH(p, q), com § > 0. Optdmos, a semelhanga do teorema 4 de Gongalves e
Mendes-Lopes (2007), por nao apresentar o enquadramento para todas as ordens do
modelo. Concretamente, vamos considerar apenas os casos do modelo 6-TARCH(p)
(i.e., 71 = ... = 74 = 0, situagao que resumiremos considerando ¢ = 0) e do modelo
0-TGARCH(1,1). Entendemos que as dedugoes que faremos para estes dois ca-
sos permitem inferir o procedimento a adotar caso se pretendam considerar outras

ordens, embora produzam expressoes mais longas do que as dos casos indicados.

Teorema 4.8 Seja X wum processo sequindo o modelo 6-TGARCH(p,q), com
6 > 0, tal que E (‘Zg‘é) < 400 e Sy < 1. Adicionalmente, vamos admitir que
as varidveis aleatdrias Zy sdo absolutamente continuas, com densidade f, diferen-

cidvel.

Consideremos a func¢do

hs (x) = (1+90) fz (%) + 2 fy (%) ,
yo ) yo o \ye

onde y € [ag, +oo[. Sejan € N. Para todo (1,27, ...;Tn, x}) € (IR(J{)% tal que
xy hs (x¢) + xf hs (—xf) > 0,Yy € [ap, +00], (4.6)

1,...,min{p,n} seq=0
onde t = { {p.n} q , temos:

1,..,n, seq=1
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(a) caso ¢ =0 e
(a.1) 1 <p<m,
Fixy xpxit.x7) (21,215 s Tny ) 2>
) ()] 1 ) (5]
t=1 t ¢ t=p+1 t K
(a.2) p>n>1,

F(X X Xn ,X,f) (:El,:rT,...,iL’n,SC;kL) 2

1 90

t—1 5 5 t—1
onde u; = ; [ai (xe—i) + B; (x;f,z) ] + F (Uf) [1 — ; (CMZ‘(/J)L(; + Bigbzﬁ)] e
v = o + Zp:l [ai (z1-2)° + B; (zr_ 1)6},

(b) casop=1eq=1,

*

F(XfL,Xfpn,X;f,Xﬁ) (1‘1, .TT, ceey Ty .Tn) Z

o~
,ﬂ: 3
|
N
/N
§H|§
~|
(=21
N~
|
&
|
e 8
~|
)
~—
| S

t—1 t—1
ondewy =ap > v+ S 4] [Oq (z-3)° + By (1’2‘_]> ] +9E (0f).
j=1 j=1
Demonstragao: Seja (z1,27, ..., zn,2}) € (R§ )
(a.1) Comecemos por considerar o caso ¢ =0e 1 <p < n.

Como & > 0, entdo, para todo t em {1,...,n}, se X;” < z; e X; < z}, temos
_\s .
(X*) (z)° e (X;)° < (2)°, logo:

— para t € {2,...,p},

o :aﬁti[a, (X" + 8 (X + 30 Jos ()7 + 8, (X))
=1 =t
Sao+§[a@ (z1-)° + B; (z1_; ]+Z[az )+ B (X )]:Uta
=1 1=t

jad que, parai € {1,..,t—1},1 <t—i <p—1<ne, parai€ {t,..,p},
t—1 <0
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— parat=1, a‘f = ap + Zp: [ai (Xltl-)é + B, (Xlil-)é}, logo o1 = Uy;

1=1

—e,parat € {p+1,..,n},

p
= a0+ 3 o (X7) 48 (X))
=1
p
< ap+ Z [Oéi (Sﬂtﬂ')a + B; (Sﬂf_i)é} = U,
=1

pois, para i € {1,...,p}, 1 <t—i<n-—1.

1
Assim, como § > 0, para t = 1,...,p, 00 < Uy < 0, S UP e, t = p+1,...,n,
1

o) < vy < oy <. Portanto, usando também a equivaléncia (4.5), temos

*):

F(XIL,X;,...,X,J{,X,Z) (1‘1, .TI, ceny Ty Ty

xy Tt
>P-—~t <z <L t=1,.,p =
Uy Uy on vf

1 1
Como Uy & Xg-mensuravel (t =1,...,p) e v ¢é ndo aleatério (t =p+ 1,

sdo satisfeitas as hipéteses do lema 4.7 e podemos afirmar que

; Tt xy ;
Pl - l<Zt<_l7t:17 7p7__l<Zt§ lat:p+17 | =
Uy Uy vp v
u Tt zr - Tt zr
t t
ST fr (2 ) e ()| TT (e () (5
t=1 Uy U; t=p+1 v v

Fixando arbitrariamente a; em ]R(T e az em IR, , vamos considerar a fungao

Rs : [ag, +oo] — [—1, 1] definida por

<

ys Y

Temos, entao,
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€
d’Rs 2 i1 |(L+6)ai a [ a
dy2 (y) - Zl( ) 52y§+2 — - fz y(S 52y%+2 Z y_%
2
— I L 16 i ) i [
Z( ) 52y%+2 ( )fZ y% y%fZ y%

=1
= D ()" ———=hs (@)
=1

1
= 52y%+2 [a1 hs (a1) — ag hg (az)] .

Antes de avancar é importante notar que, como F (|Z0|6> < 400 e S5 < 1,

E (Uy), para t = 1,..., p, existe e ¢ finita, tendo-se

E(U) = a0+§{al (@-0)° + B; (xf_s }+Z{%E[ ()| + 8 [(x)"]}
= tzi [ai (2-:)" + B, (55:4)6} +E (0?) [1 - tZi (icpr5 + Bigb?ﬁ)] =
i=1 =1

uma vez que, como vimos na sec¢ao 2.4 do capitulo 2, E [(Xj)é] =F (af) ®1,55

-1
\$ P
B[(60)] = B of) bas e B (o) =au |1 - - (s + Bins) |
1=
Assim, considerando sucessivamente a; = z; e az = —xj, para cada t em
{1,...,p}, se x hs ( ) + z} hg ( ﬁ) > 0, entao Rs ¢ convexa. Nestas condicoes,

podemos aplicar a desigualdade de Jensen e temos

(e[ (i) - (55)|IL |+ () ()]

M0 () 2 ()]

t=1 t=p+1
Portanto,
* *
F(Xf,X;...,X,t,Xg) (@1, 27,5 s Tny T7,) 2
u x xy - x xy
t t t t
ZH Fzl—=)-fz|—— H Fzl—=<|-Fz|——7=||-
t=1 u) u) t=p+1 v} vp

o que prova a desigualdade do caso (a.1).
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(a.2) A prova da desigualdade quando ¢ =0 e p > n > 1, é muito semelhante &

do caso anterior.

Efetivamente, como também neste caso ¢ > 0, entdo, para todo t em {1,...,n},

se Xj <zieX; <azf, vem:

— para t € {2,...,n},

t—1 p
ol <ap+ Z [ai (2-3)° + B; (x;;i)a} + Z [ai (Xtti)é + 5 (Xt:i)é} =0
= i=t

jad que, parai € {1,...t —1}, 1 <t—i<n—1e,parai € {t,...,p}, t —i < 0;

— para t =1, 0({ = oo+ il [Ozi (Xiti)é + B, (Xl_,i)é}, logo o1 = Uj.

Assim e recorrendo a equivaléncia (4.5), temos

*

T T

* * ¢ t o,

Fixy xr,xitx0) (1,27, s Ty ) > P | — T <Z; < —%,t =1,...,n
Uy U,

A partir daqui e seguindo um raciocinio em tudo semelhante ao do caso anterior,

conclui-se o pretendido.

(b) A obtencao da desigualdade do iltimo caso também segue 0 mesmo processo.

De facto, como 0 > 0, entao, para todo ¢t em {1, ...,n}, se Xt+ <ze X, <zj,temos:

— para t € {2,...,n},
1 * 9
Of <ag+ o (-1)" + By (xt—l) +’Y1Uf—1,

desigualdade esta que permite, por recorréncia, obter

t—1 t—1
j— j— 1) _
ol < OzoZ’y]l ot Z’yjl ! [al (xt_j)5 + By () ] + 4108 = Wy
j=1 j=1

— para t =1, tem-se o1 = Wj.

Ora, como

*
X
* * 13
Fixy xpooxitx,) @120 00 Tn,2) 2 P T <Z < -
t t

1
onde W;? é Xy-mensurdvel (¢t =1,...,n), seguindo o mesmo procedimento dos casos

anteriores, obtém-se a desigualdade da alinea (b). m
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Finalizamos esta seccao referindo que, quando a poténcia § do modelo é nega-
tiva, a desigualdade apresentada no teorema 4.6 inverte-se. No entanto, no teorema
4.8, ndao é possivel fazer o mesmo, pelo menos considerando a mesma estratégia
de demonstragdo ai usada. Assim, a obtencdo do enquadramento ¢ um problema

parcialmente em aberto para § < 0.

4.3 Distribuicoes conjuntas

Estamos agora em condigoes de obter o enquadramento da funcao de distribuicao
de (Xi,...,Xpn), ou seja, de Fix, . x,)(T1,...,Tn), para (z1,...,z,) em R", quando
a poténcia § do modelo ¢é positiva (7). Com o intuito de facilitar a sua apresen-
tacao, dividimos os resultados tedricos por trés regides: em 4.3.1, consideramos
a regiao [0,+oo[", em 4.3.2, a regiao ]—o00,0]" \ {(0,...,0)} e, em 4.3.3, a regido
R"\ (]—00,0]" U [0, 400["). Terminamos com um estudo de simulagdo, em 4.3.4,

para avaliar a qualidade dos enquadramentos obtidos quando n = 2.

Porém, antes de avancar, provamos o lema seguinte, que serd indispenséavel para
algumas das demonstracoes que se seguem e onde fr{ A) designa a fronteira do con-

junto A.

Lema 4.9 Seja X um processo §-TGARCH(p, q), tal que oy é X,_{-mensurdvel e as
n

varidveis Z; sio difusas. Entao, para C C fr<H ]oo,mi]), com (1,...,x,) € R"
en € N, temos P ((X1,...,X,) € C) =0.

=1

Demonstragao: Como

n n k—1 n
fr(H]—oo,m,}) = U <H]—oo,mi] x {xp} X H ]—oo,acﬂ) ,
k=1

=1 =1 i=k+1

entao, para C C fr<H |—o0, :L’Z]>,
i=1

P((X1,...X,) €C) <P ((Xl, X)) € fr(ﬁ]oo,xi]»

i=1
n k—1 n
< ZP ((Xla---vXn) S H]*OO,LL’Z'] X {xk} X H ]OO,SL‘A)
k=1 =1 1=k+1

<Y P(Xp=m) =0,
k=1

"Como vamos ver, quando § < 0, conseguimos apenas o limite mais imediato do enquadramento.

Assim, faremos s6 breves referéncias ao caso em que a poténcia J é negativa.
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pois se as varidveis Z; sdo difusas o mesmo acontece as varidveis X;. m

E interessante notar que este lema apresenta como consequéncia imediata que
um processo 0-TGARCH que esteja nas condigoes referidas no lema tem leis de

dimensao finita difusas.

4.3.1 Regiao [0, +oo["

Comegamos por enquadrar F(x,  x,) (Z1,..., T5), quando (z1, ..., z,) € [0, 4-o00[".

A majoracdo, apresentada no teorema seguinte, é uma generalizagao imediata

da alfnea (a.1) do teorema 4.1 relativo & distribuicdo marginal (%).

Teorema 4.10 Seja X um processo §-TGARCH(p,q), com 6 > 0, tal que v, < 1.

Entao, para todo (x1, ..., z,) € [0,+00[", com n € IN, temos

Fix,,.x,) (@1, zn) < HFZ (%) ;
=1

1

q 6

onde 6 = [ao <1+ﬁ Z’y])] .
7]21

Vamos, seguidamente, completar o enquadramento para o modelo de poténcia
positiva com a minoracio da fungao de distribuicao F(x, . x,)(®1,...,Zn), obtida &
custa da func¢ao de distribuicao do vetor (X1+,X1_, ...,Xf,Xt_), parat=1,...,n.

Esta minoragao é construida tendo por base a probabilidade inicial escrita como
uma soma de probabilidades onde as varidveis sao limitadas, superior ou inferior-

mente, por 0. Por exemplo, para n = 2, partimos de

F(Xl,Xz)($17$2) = P(X1<0,Xo<0)+P(X1<0,0<Xy<m9)+
—i—P(OSXlSl‘l,XQ<0>+P(0§X1§{E1,0§X2§{E2).

O aumento de n faz crescer exponencialmente o nimero de parcelas. Assim, houve
necessidade de introduzir uma notacao que, apesar dos melhores esforgos, se reveste

de alguma complexidade de leitura.

Por esta razao, comecamos por apresentar esta notacao considerando n = 3.

Estamos, portanto, a considerar

3
F(X17X27X3) (5[31,1‘2,1‘3) =P ((Xl,XQ,Xg) € H]OO,LL}]) .
t=1

Como, para todo t, |—00, ] = |—00,0[ U [0, 2], vamos denotar estes intervalos da
)

seguinte forma: C’t(_l =]—00,0[ e C’t(+1) = [0,2¢]. Chamamos desde ja a atengao

¥No caso em que § < 0, obtém-se uma minoragao, generalizando a alinea (a.2) do teorema 4.1.
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para o facto de que o expoente usado na notacao funcionard também como nimero,
2 3
isto é, por exemplo, C’t(_l) = C’t(H) e C’t(_l) = C’t(_l).

Servindo-nos desta notagao, vamos desenvolver o produto cartesiano (°):
3

H]—Oo,wt] _ ﬁ (Ct(+1) U Ct(—l))

. = t_leJ’l) X C’éﬂ) X C'?(,H) U C’F’l) X C’éﬂ) X C'?(,_l) U
U C’F’l) X C’é_l) X C'?(,H) U C’F’l) X C’é_l) X C'?(,_l) U
U C’f_l) X C’éH) X C'?(,H) U C’f_l) X C’éﬂ) X C'?(,_l) U
U C’f_l) X C’é_l) X C'?(,H) U C’f_l) X C’é_l) X C'?(,_l).
Obtemos, entdo, a reunido de 22 produtos cartesianos, cujos expoentes formam os
arranjos com repeticao dos nimeros (+1) e (—1), 3 a 3. Para a representacao concisa
desta reunido, vamos considerar o terno <(1){%J ,(—1)L%J ,(1)L%J>, onde
||, que surge no expoente, denota a parte inteira do nimero z. Por exemplo, para
k=1, vem ((+1),(+1),(+1)), para k = 2, fica ((+1),(+1),(—1)), para k = 3,
resulta em ((+1),(—1),(+1)) e assim sucessivamente até k = 23, quando obtemos
((=1),(=1),(=1)). Podemos, entdo, dizer que, fazendo k variar de 1 a 23, este

terno nos permite obter os arranjos com repetigao dos nimeros (+1) e (—=1), 3 a 3,

exatamente pela mesma ordem da apresentada na expressao anterior. Logo

: 2l 2]l
[l = ()5 pnt)

t=1 k=1
23 3 L%
- U(Hct(” : )
k=1 \t=1

Exemplificada a notacao, passamos ao resultado referente & minoracao.

Teorema 4.11 Seja X um processo 0-TGARCH(p,q) tal que oy é X,_;-mensurd-
vel e as varidveis Z; sio difusas. Para todo (x1,...,2,) € [0,4+00[", com n € N,

verifica-se

F(Xl,...,Xn) (:rla S xn) >
n

> [Fz (0)]" + ZF(XJX* xp ) (@105, 2k, 0) [y )" * +

1 0

k=1
27’L
* *
+ Z F(xg X7 X X7 (@1, @15 Ok O )
k=1
k#2021 on

9Dados os conjuntos A, B e C' quaisquer, temos A x (BUC) = (A x B) U (A x C) e também
(AUB)xC=(AxC)U(BxQO).
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Ty Sse Léﬁn_,ltJ é par gt — { 0 se Lfn_,ltJ é par
kt —

0 caso contrario

, com Yy

sendo ap; = {

Y caso contrario

arbitrariamente fixro em [0,4+00] e onde Lf,;ltJ denota a parte inteira do nimero

k—1
on—t *

Demonstragao: Seja (z1,...,25) € [0,400[", com n fixo em IN. Pretendemos
minorar

Fixy. x) (@1, 00,20) = P <(X1, o Xn) € H]—oo,xt]> :

t=1

n
Com esse objetivo, comegamos por nos focar no conjunto [[]—oo,z¢]. Intro-
=1

£
duzindo a notagado, para t = 1,...,n, C’t(_l) = ]—00,0] e C’(H) [0, 2], temos a

seguinte igualdade, que se prova por recorréncia:
n

H — 0, 7] ﬁ( +1UC(1)—U<nCt(1 2nt>‘
t=1

t=1 k=1

(+D) Ct(_”

Parat =1,...,n, como C; = J, entao

para ki, ks € {1,...,2"} tais que k1 # ko.

Assim sendo,

n - Lknil
F(X17 5Xn) l’la Y ZP<X1""’ ) Hct( 1)Lan—t ‘

k-1
2nt

Calculemos, agora, P ((Xl, ey Xp) € H C’( 2 J), para k = 2" com j a
t=1

variar de 0 até n.

n kL n

Notando que, para k = 2°, vem [] C’t(_l)tz ) =11 C’t(+1), temos
t=1 t=1

P(Xl,..., EHC(Jrl) = P(OSXtSIEt,t:l,...,n)

= P(X; <z, X; <0,t=1,..,n)

= F(X X Xn7X77) ((El,o,...,mn,O).

10
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szﬂ 1tJ

Fazendo k = 2", obtemos [] C't(f = H C'( , portanto,

t=1

P<X1,..., GHC( 1) = P(X;<0,t=1,...n)

= P(Zt <O,t:1,...,n)

= ﬁP(Zt<0)

t=1
= [FZ(0)]",
uma vez que o > 0, para t € {1,...,n}, e as varidveis Z1, ..., Z, sdo i.i.d. e difusas.

Finalmente, vejamos o que acontece para k =2""J com j € {1,....,n — 1}. Neste

kE—1 n
caso, temos H Ct )LG - H C’tH) x 1 C't( b, logo
i=1 =1 t=j+1
Pl (Xi,..X HC(“ x H ctY ] =

t=j+1
<Xy <m,t=1,..,5,Xe <0, t=4+1,....,n)

P
P(OSXtS$t,t:1,...,j,Zt <O,t=j+1,...,n)
P

(X <w, X7 <0,t=1,...5) [[ P(Z <0
t=j+1

= F(Xfr,Xf, ,X*X )(1‘1,0,...,$j,0) X [FZ (0)]n_]

] b}
pois, para além do facto ja referido de o, > 0, para t € {j + 1,...,n}, e das varidveis
21y ey Zp, serem 1i.d. e difusas, temos também, para ¢t € {j+1,...,n}, que Z; é
independente de X, ;.

Seguidamente, para os restantes valores de k, ou seja, para k € {1,...,2"}

tal que k # 2" com j a variar de 0 até n, vamos obter uma minoracdo de
NE=d
P((Xl,..., a) € Hc .

Fixemos arbitrariamente (y1, ..., yn) em |0, +o00[".

-1) (1)

. Usando a notagao D;

Para t = 1,...,n, temos [~y 0] C C’t( = [—y,0[ e
.

D£+1) = Ct( vem

P<X1,..., GHC(lwt)ZP(Xl,..., eHD“W).

Consideremos, agora,

k-1 4 k-1 4«
a It Se LWJ € par o a* 0 se LWJ € par
kvt = /. k,t = 7. *
0 caso contrario Yy¢ Ccaso contrario
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- _ . 1 _ .
Temos entao, caso Lfn,ltj seja par, [—a;t,am} =[0,2¢] = D§+ ) e, caso Lfn,ltj seja

impar, [—a;t, ak,t} = [—y,0] = D,g_l) U {0}. Logo, atendendo ao lema 4.9,

n B %J n
P <(X1,...,Xn) e[[pi" = P (X1,... Xn) € [] [~k an]
t=1 t=1
=P (X;r <apg, Xy <apg,t=1, ,n)

= F(Xfr,Xf,...,Xﬁ,Xﬁ) (ak71,az71, ceey A myy azm) .

Assim, juntando as conclusées para todos os valores de k entre 1 e 2", obtemos

a minoracgao indicada no enunciado do teorema.

O teorema anterior é véalido para qualquer 4, positivo ou negativo, ja que o sinal
de 6 nao tem qualquer influéncia na sua demonstracdo. No entanto, é apenas 1til
quando a poténcia é positiva (10). Assim, nas observagdes que se seguem conside-

ramos sempre ¢ > 0.

Comegamos por notar que este resultado sé serd utilizdvel quando conjugado
com o teorema 4.8, onde é obtida a minoragdo da fungao de distribuigdo do vetor
(X1, X7 ,..,X;F, X,,) apenas a custa da fungao de distribui¢ao marginal do processo
gerador e dos parametros do modelo. Assim, é importante notar que as hipéteses do
teorema 4.8 s&o mais fortes, implicando todas as hipéteses do teorema 4.11. Outra
questao relevante é a da escolha dos y;. Ora, sendo a minoragao do teorema 4.11
védlida para quaisquer y; positivos mas sabendo que serd tanto melhor quanto maiores
forem os ¥, na pratica, para cada t, y; deve ser o maior real que satisfaz a condicao
(4.6) do teorema 4.8. Finalizamos referindo que, quando n = 1, a minoragao obtida
da conjugacao dos teoremas 4.8 e 4.11 coincide com a minoragao da alinea (a.1) do

teorema 4.2 relativo a distribuicao marginal.

4.3.2 Regiao |—00,0]"\{(0,...,0)}

Também para a regiao |—oo, 0] \ {(0, ..., 0)}, a primeira parte do enquadramento
¢ uma generalizacao imediata da alinea (b.1) do teorema 4.1 relativo a distribui¢ao

marginal (11).

De facto, para § < 0, a minoracio obtida no teorema 4.11, quando articulada com a adaptacio

do teorema 4.6 para este caso, é igual a minoragdo que resulta da generalizagao da alinea (a.2) do

,,,,,

"'No caso em que § < 0, obtém-se uma majoracio, generalizando a alinea (b.2) do teorema 4.1.
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Teorema 4.12 Seja X um processo §-TGARCH(p,q), com 6 > 0, tal que v, < 1.
Entao, para todo (x1, ..., 2y) € ]—00,0]" \ {(0,...,0)}, com n € IN,

L x
F(XL 7Xn) :‘["1’ oL 2H ( t)

1

q B

onde 6 = [ao <1+ﬁ Z%)] :
T]:].

Terminamos o enquadramento para esta regido no caso em que a poténcia ¢
é positiva com a majoragao da funcao de distribuicdo também obtida a custa da
funcéo de distribuicao de (X, X7, ..., X;7, X,;) (*?).

Teorema 4.13 Seja X um processo 6-TGARCH(p, q) tal que o é X, _|-mensurdvel
e as varidueis Z; sao difusas. Logo, para todo (z1,...,xn) € |—00,0]" \ {(0,...,0)},
comn € N,

F(X;[,...,Xn) (xla ceey :I"n) S [FZ (0)] F(X X

10 7Xn 7X77) (07 _m]" Tt 07 _mn) °

Demonstragao: O inicio desta prova é semelhante a do teorema 4.11, sendo aqui

o ponto de partida o conjunto |—oo, 0]".

Seja (1, ..., ) € ]—00,0]" \ {(0,...,0)}, com n fixo em IN.

Como
H( +1Uc ) U(HC 2nt>’
t=1 k=1
onde, parat =1,...,n, Ct(il) =]—o0,x¢ € Cgﬂ) = [z, 0], tendo-se leﬂ) ﬂCt(fl) =,
entao
- (_1)L2kf;1tJ
Fixy..x0) ZP (X1,... Xa) € [[ & .
t=1

Ora, Fx,.. x,) (0,..,0) = [Fz (0)]". Quando k = 2", n Y et

t=1

- 11c,
0 que permite escrever

n

P <(X17 7Xn) € HC§1)> = F(X;[,...,Xn) (xla ey xn)7

t=1

12Embora o teorema 4.13 seja vélido para qualquer & positivo ou negativo, quando § < 0 verifica-
-se facilmente que o majorante produzido pela sua conjugagéao com a adaptacio do teorema 4.6 para

este caso é pior do que o majorante que resulta da generalizagao da alinea (b.2) do teorema 4.1.



92 CAPITULO 4. DISTRIBUICOES DE DIMENSAO FINITA

nopyla=e]  n
atendendo ao lema 4.9. Finalmente, para k£ = 1, vem tljl ng ke _ tl:Il Ct( +1)’

portanto, = =

n
p ((Xl,...,Xn) € HC§+1)> = P2 <X;<0,t=1,..,n)

t=1

= Fixyxp.xixq) 0, —z1,...,0, —x,)

Assim sendo,
Fix,,..x,) (@1, .,20) = [Fz(0)]" — F(X1+7X;,...,X;7X;) (0, —x1, ..., 0, —,) +

i n ]
-Sr ((Xl, wnXo) e [[e 0 ) ,
k=2 t=1

concluindo-se, daqui, facilmente o pretendido. m

4.3.3 Regiao R"\ (]—o0,0]" U [0, +00[")

Nesta ultima regido R™\ (]—oc, 0]" U [0, +00["), com n € IN\ {1}, consideramos,
exclusivamente, o0 modelo §-TGARCH com poténcia positiva.
Nos teoremas desta subseccao utilizamos os seguintes quatro conjuntos de indices:
It ={te{l,...,n}: x>0}, comn=minZ" e #I1 = k;
I-={te{l,..,n}:2; <0}, com i) =minZ;
I ={teI" :t>q}tal que #I* = k*;
I7*={teZ :t>n}tal que #I* = K"

Comegamos por obter uma majoragao para a fungao de distribui¢do em causa.
Teorema 4.14 Seja X um processo sequindo o modelo §-TGARCH(p,q) tal que

d>0evy, <1. Seja(x1,...,x,) um elemento qualquer de R™\ (]—o0,0]" U [0, +00["),
para n € N\ {1}, com k coordenadas positivas, para 1 < k < n.

Entao:
(a) se x1 <0, temos

F(X17~~~,Xn) (1‘1, ceny mn) <
T k(B
< F(Xl,...,X,v],l) (@1, ey Ti—1) H Fy (é) X [Fz (0)] k=0 1)7

(b) se xy >0, temos

F(XL...,Xn) ($17 ) :L'n) <

T n—k*—(i—
L | R () * [Fz @)+,
telr*
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&
ao [ L+ 1=~ 2.7
J=1

Demonstragao: Sendo as provas das duas alineas em tudo semelhantes, apresen-

il

onde 0 =

tamos, de seguida, apenas a da alinea (a).

Seja (21, ...,xn) € R™\ (]—00,0]" U [0, +00["), com n fixo em IN\ {1}, tal que k

das suas coordenadas sao positivas, com 1 < k < n.

Se 1 < 0, vem
Fix,,..xw) (1,0 ) = P(Xy <@py, X1 S e, Xy < 2,0, Xy < 2p)

Iy X
= P <X1 <z1ye, Xigo1 Sapo1, Zy <= 2y < —"> .

Ty On
Portanto, para 1 <t <n—1,z; <0e, parat=mn, x; > 0.

Para 7 <t < n, vamos majorar cada coordenada do seguinte modo: se x; < 0,
entao, como o > 0, temos % < 0 e, portanto, {Zt < %} C{Z; <0}; sexy >0,
como, do lema A.l do apéndice A, oy > 0, entdo temos % < % e, portanto,
{ze<2}c{z<%) Logo

Fix,,x,) (@1, n) S P (X1 <1, 00, X1 S a1, Zy < Uiy ey Zn < Un)

0 sexy <0 o .~ ‘s
onde u; = , para t =1, ...,n, é¢ nao aleatdrio.
G sexy >0

Como as varidveis Zy, ..., Z, sao independentes e sao independentes de X F—15

entao

P(Xl < x1, ---7X7“7—1 < I‘;]_l,Z;Z < Uy «- Zn < un) =
= P(Xl <z, ...,X;]_l < SL‘;,_l) X P(Z;Z < u;,) X ... X P(Zn < un)

= (X1,...,X;,,1) (:El, ...,1:;7_1) X FZ (u;z) X ... X FZ (un) .

Assim sendo, atendendo & definicdo de u;, podemos concluir que

F(XL---,Xn) (IEl, ceey IL’n) <

x ek (1—
< Fixyoxg ) @ @) I1 72 (gt) x [Fz (0))" 07 m
telt

Os majorantes obtidos no teorema anterior dependem da funcao de distribuicao
de (X1, ..., X¢), com t < n. Nao ha aqui qualquer problema, ja que o ponto onde é
calculada esta funcao tem todas as coordenadas nao positivas, na alinea (a), e nao
negativas, na alinea (b), o que possibilita a utilizagdo dos resultados desenvolvidos
para as regioes [0, +oo[" e ]—00,0]" \ {(0,...,0)}. O mesmo vai acontecer no teorema

seguinte, onde completamos o enquadramento.
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Teorema 4.15 Seja X um processo sequindo o modelo 6-TGARCH(p,q) tal que
d>0evy, <1l. Seja(x1,...,xn) um elemento qualquer de R™\ (]—o0,0]" U [0, +00["),

para n € N\ {1}, com k coordenadas negativas, para 1 < k < n.

Entao:

(a) se x1 <0, temos

F(le“'vXn) (IEI, 71"17,) 2
z n—k*—(H—
> F(Xl,...,X,v,,l) (@1, ey T—1) H Fy (é) X [Fz (0)] (=1)

(b) se x1 >0, temos

F(Xl,...,Xn) (:I:h 7mn) 2
T e (1
> F(Xl,...,X;-],l) (1‘1, ...,.’Eﬁfl) H Fy (é) X [FZ (0)] (7—1) 7

1

q B

onde 6 = [ao <1+ﬁ Z’y])] .
7']:1

Demonstragao: Também as demonstragoes das alineas (a) e (b) deste teorema

sao semelhantes. Assim, fazemos a prova da alinea (a).

Seja (21, ..., xn) € R™\ (]—00,0]" U [0, 4+00["), com n fixo em IN\ {1}, tal que s

das suas coordenadas sao negativas, com 1 < kK < n.

Atendendo a que z1 < 0, podemos escrever

F(Xl,...,Xn) ((El, ,{En) = P(Xl < xI1, ...,Xﬁ,1 < $;7,1,X;7 < Ty, ...,Xn < {En)
Ty x
=P <X1 <@,y X1 S @1, Zy < =L, Zn < —”) :
Op On

Portanto, para 1 <t <n—1, 2, <0e, parat =19, x; > 0.

Para 7 <t < n, vamos minorar cada coordenada do seguinte modo: se x; > 0,
entao, como o; > 0, temos % > 0 e, portanto, {Z; <0} C {Zt < %}, se 2y < 0,
como, do lema A.1 do apéndice A, o; > 6, entdo temos % > 7 e, portanto,

{Z<gyc{z<2} Logo

Fixy, o x) (@1, mn) 2 P(X1 < @1y, X1 S @1, 2 < 03y ooy Zn < )

0 sex; >0 . L .
onde v = , para t =1, ...,n, é ndo aleatério.
G sex; <0
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Como as varidveis Zy, ..., Z, sao independentes e sao independentes de X F—15

entao

P(X1 <w1,00, X1 S 2521, 25 S gy ooy Zn S 0p) =
= P(Xl < X1, ...,Xﬁ,1 < {Eﬁfl) X P(Z,“7 < ’Uﬁ) X ... X P(Zn < Q)n)

= F(X;[,...,X;,,l) (I‘l, ...,1};7,1) X FZ (Uﬁ) X ... X FZ (’Un) .

Assim, atendendo a definicdo de v, podemos concluir que

F(X17~~~7Xn) (.Tl, R :L'n) Z

> F(Xl,...7X;7,1) (acl, ...,ac;,_l) tel;* Fy (%) X [FZ (0)]71—,4*—(77—1) m

4.3.4 Estudo de simulacao

Obtido o enquadramento tedrico das distribuigoes de dimensao finita de um
processo X seguindo o modelo §-TGARCH, apresentamos agora um estudo de si-
mulacao para avaliagao da sua qualidade. O estudo centrou-se no enquadramento
determinado para F{x, x,) (%1, %2), por possibilitar uma comparagao gréfica andloga
a que foi feita para a distribuicdo marginal. O modelo considerado foi sempre o
6-TGARCH com ambas as ordens iguais a 1, o que permitiu usar todas as expressoes
de majorantes e minorantes determinadas neste capitulo, a excecao das expressoes

da alinea (a) do teorema 4.8.

Comegamos por indicar, para o modelo -TGARCH(1, 1), as expressoes do en-
quadramento resultantes da concretizacao, para n = 2, dos teoremas das subsecgoes
anteriores, conjugados, sempre que necessdrio, com os resultados da secgoes 4.1 e 4.2.
Temos, entdo, para cada (71, r2), um majorante e um minorante de Fix, x,) (71, 72),
que vamos representar por LS (z1,z2) e LI (x1,x2), respetivamente. Para facilitar
a apresentacdo, consideramos IR? dividido nos seus quatro quadrantes, incluindo os

pontos da forma (0,z2) e (z1,0) no quadrante impar apropriado.

Assim, vem

Fz (%) Fz (%), (z1,72) € 1.°Q

- - (z1,22) € 2.°Q) tal que
Fz &) Fz (%
Z(w1) Z(@)’ hg(xl)ZO

LS (z1,22) = 4 [Fz (0)]? — [FZ (0) — F (ﬂ)} x
(z1,22) € 3.°Q tal que

x [FZ (0) — Fy (—fz—)} : hs(—21) > 0 ¢ h(—w2) > 0

FZ (%‘) FZ (0) s (xl,arg) (S 4.OQ
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(]
[Fz (0) + |Fz (£) = Fz (0)] 2 (0) +
+ [FZ (é];) —Fz (O)} [FZ w_f(le_)) — 1z (O)} - (z1,72) € 1.°Q talque
+ [FZ (0) — Fy (—g—)} [FZ (w—(zy—)) —Fy (0)} . hs(z1) >0ehg(as) >0
LlI(z1,29) =
(w1, 22) Fz (%) Fz(0), (z1,22) € 2.°Q
Fy (%‘-) Fy (%2) , (z1,22) € 3.°Q
re () ) s

1/5
com 6§ = (%) , w1 = [E (Ug)]w, ws (z) = [ag+ oz’ + 1 E (a?)]l/a e

w3 (z) = a0 + By2° + v E (af)] % ¢ onde y1 € escolhido de forma a ser o maior

real positivo que verifica hs (—y1) > 0.

Dando continuidade ao estudo de simulacao feito para a distribuicao marginal
de X quando a distribui¢do marginal do processo gerador é a Gaussiana padrao,
consideramos agora o modelo -TGARCH(1,1), com ag = 10, ay = 0.3, 5; = 0.5,
71 = 0.2, tal que Z; ~ N (0,1), fazendo § sucessivamente igual a 1 (figura 4.5) e 2
(figura 4.6). Em cada uma das figuras, o mesmo gréfico é apresentado sob quatro
perspetivas diferentes, tendo representado, a laranja, LS(z1,x2), a azul, LI (z1,x2)
e, a verde, a estimativa de Fx, x,)(71,72), obtida a partir de 10000 realizagoes

do processo X (13). Por uma questao de leitura dos gréficos, optdmos por exibir
2
1 1
apenas a regiao tal que (z1,z2) € [ozg v1+ 5,013 V14 4d| , onde estd garantido,

se atendermos ao exemplo 4.3, que hgs (71) > 0 e hs (v2) > 0 (**). No entanto, é im-
portante observar que a regiao onde os enquadramentos tedricos de Fx, x,) (1,2)
por LS(x1,x9) e LI(x1,22) sao validos é mais vasta, como é imediato clonstatar da
leitura das suas expressoes. Referimos, ainda, que considerdamos y; = ag V1+6.
Da observagao das figuras 4.5 e 4.6 destacamos que: no 1.° quadrante, o limite
inferior apresenta, em ambos os casos, boa qualidade, ao contrdario do limite supe-
rior, obtido do teorema 4.10 (que usa a minoragao de o; por 6), mas que parece
melhorar com o aumento de §; no 2.° quadrante, observamos uma clara melhoria
na qualidade do enquadramento com o aumento de ¢, principalmente no que diz re-
speito ao limite superior; nos 3.° e 4.° quadrantes, hd uma melhoria do limite inferior

com o aumento de d, o mesmo nao se podendo dizer do limite superior. Também

130 ficheiro do programa Mathematica 8 usado para obter estas simulacbes estd incluido no

apéndice C.

10 facto da densidade da Gaussiana padréo ser uma funcéo par, implica que hs também o é.
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100 100

zl
1

Figura 4.5: Representacao grafica de LS (x1,z2) (laranja), de LI (z1,x2) (azul) e da
estimativa de F(x, x,) (z1,72) (verde), para X ~ 3-TGARCH(1,1) e Z; ~ N (0,1).

Figura 4.6: Representacao grafica de LS (x1,z2) (laranja), de LI (z1,x2) (azul) e da
estimativa de F(x, x,) (71,72) (verde), para X ~ 2-TGARCH(1,1) e Z; ~ N (0,1).
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aqui serd interessante avaliar se a qualidade do enquadramento estd relacionada com
¢ ou, alternativamente, com outro parametro associado & estacionaridade & ordem
4, como por exemplo S5, que, neste caso em estudo, é igual a 0.529, quando § é
%, e 0.6, quando ¢ é 2. Embora nao exibindo, referimos que, aumentando a regiao
representada, o enquadramento parece ser vélido para além dos limites tedricos esta-
belecidos, tal como ocorreu no estudo da distribui¢ao marginal. Entendemos ter um
enquadramento de boa qualidade para Fix, x,) (1, x2), embora possa ser objeto de

algum aperfeicoamento no que diz respeito ao limite superior do 3.° e 4.° quadrantes.
g G

Terminamos referindo que obtivemos figuras idénticas a esta quando considera-

mos outras distribui¢oes marginais do processo gerador.



Capitulo 5

Cartas de controlo para
processos 0-TGARCH

Neste capitulo entramos no ambito do Controlo Estatistico do Processo, com
a aplicacdo de resultados dos capitulos anteriores as cartas de controlo. Concre-
tamente, interessam-nos as cartas de controlo modificadas para séries temporais,
cartas estas que pressupoem, numa primeira fase, o ajustamento de um modelo as
observagoes seguindo-se, entao, a construcao da carta propriamente dita, incorpo-
rando a estrutura da série observada que é refletida no modelo ajustado. Nas cartas
que apresentamos abre-se a possibilidade dos limites de controlo serem assimétricos,
o que alarga a aplicagao destas a processos de lei marginal assimétrica. Centramos a
nossa atencdo no ARL (') destas cartas que, sinteticamente, pode ser definido como
o nimero médio de instantes que tém que passar até que haja a indicagao de que
o processo estd fora de controlo, ji que o ARL é a medida mais usual na avaliagao
do desempenho de uma carta de controlo, sendo também tida em consideragao na

definicdo dos limites de controlo.

Este capitulo estd, entao, estruturado da seguinte forma: na secgao 5.1 introdu-
zimos a carta de controlo Shewhart modificada para processos -TGARCH, aprovei-
tando para formalizar os conceitos de cartas de controlo com que vamos trabalhar;
na secgao 5.2 abordamos o problema da determinagao do ARL, fazendo o seu en-
quadramento tedrico, que particularizamos para o caso do ARL sob controlo; na
sec¢ao 5.3 finalizamos com um estudo de simulagao cujo objetivo é avaliar a quali-
dade do enquadramento obtido para o ARL sob controlo, supondo, inicialmente, que
a lei marginal do processo é simétrica, o que nos leva a considerar cartas com limites

simétricos, e, depois, que é assimétrica, adotando-se limites de controlo assimétricos.

Do ingles, average run length.

99
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5.1 Carta de controlo Shewhart modificada

Seja X = (X4, t € Z) um processo estocdstico real, fracamente estaciondrio, tal
que E(X;) = py e V(X;) = 0%, que tomamos para processo alvo. Vamos aqui
assumir que o processo observado Y = (Y;,t € Z) se relaciona com o processo alvo
de acordo com o seguinte modelo, habitualmente designado na literatura por change
point model,

Y; = X + dy, (5.1)

para todo t € Z, onde dy = aox 15 s11,642,..1 (t), com a € R e s € IN parametros do
modelo. Diz-se que estamos perante um ponto de mudanca no instante s se a # 0,
sendo, neste caso, afetada a média do processo observado, ndo havendo alteragao
da variancia nem do coeficiente de assimetria, caso este tultimo exista. Com este
modelo, o processo observado sofre uma alteracdo brusca ou shift. Nos instantes em
que o processo observado Y coincide com o processo alvo X, Y diz-se sob controlo.
O nosso objectivo é detetar qualquer alteracao na média do processo analisando,

para tal, se se verifica F (Y;) = 1y em cada instante ¢.

Para fazer esta andlise através de uma carta de controlo Shewhart modificada,
tal como foi introduzida inicialmente por Vasilopoulos e Stamboulis (1978), defi-
ne-se, para um dado valor critico ¢ € R, que Y estd fora de controlo no instante ¢
se |Y; — po| > cox. Como refere Schmid (1995), esta definigdo ¢ uma extensao direta
da carta de controlo Shewhart clédssica, onde se assume uma distribui¢ao marginal
simétrica relativamente a pi, usualmente a distribuicao Gaussiana, para o processo
alvo. Tal justifica os limites de controlo simétricos, LC'L = ug — cox (lower control
limit) e UCL = pg+ cox (upper control limit), em relagao a linha central, CL =
(central line), garantindo que, quando Y estd sob controlo, a probabilidade de Y;
estar acima de UCL é igual & probabilidade de Y; estar abaixo de LC'L. Foi com
esta formula¢do que Severin e Schmid (1998, 1999) usaram pela primeira vez estas
cartas no contexto dos modelos condicionalmente heterosceddsticos, admitindo que o
processo alvo era um processo ARCH com distribuigao marginal do processo gerador

simétrica.

Ora, se o processo alvo é um processo §-TGARCH, a sua lei marginal nao é
simétrica quando a lei do seu processo gerador também nao o é. Para lidar com tal
facto, partindo da premissa natural de que os limites de controlo sdo definidos de
modo a garantir que, quando o processo observado Y estd sob controlo, a probabili-
dade de Y; estar acima de UCL é igual & probabilidade de Y; estar abaixo de LC'L,
devemos ter P(X; >UCL) = § e P(Xy; < LOL) = 5, onde « ¢ o erro de tipo I

(ou seja, erro que se comete quando, estando o processo Y sob controlo, somos con-
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duzidos a decidir que estd fora de controlo). Logo, quando o processo alvo X é um
processo 0-TGARCH, fracamente estaciondrio, com processo gerador de varidveis
centradas e reduzidas (?), se nfio quisermos impor mais restricoes & distribuicao
do processo gerador, somos forcados a considerar que os limites de controlo sao da
forma LOL = —ciox e UCL = cy0x, onde c¢1,c2 € ]0,+00[, com ¢; = ¢y caso a
distribuicao marginal de X seja simétrica. Estamos, assim, a propor uma versao

generalizada da carta de controlo Shewhart modificada.

Quando nos voltamos para a escolha de ¢; e de co, ou seja, dos valores criticos
da carta de controlo, nao importa apenas atender ao valor do erro de tipo I, pois
embora se pretenda que a carta emita um reduzido nimero de falsos alarmes, tal nao
pode pdr em causa a emissao de um sinal, o mais depressa possivel, caso o processo
fique fora de controlo. E aqui que entra o ARL como forma de avaliar o desempenho
de uma carta de controlo. Concretamente, pretende-se que o ARL sob controlo, que
denotaremos por ARLg e que é o nimero médio de instantes que tém que passar
até que haja indicacao de que o processo observado estd fora de controlo quando,
na verdade, o processo observado estd sob controlo, seja alto mas que o ARL fora

de controlo seja baixo (?).

Formalizando, entdo, a definicio do ARL para a carta de controlo Shewhart
modificada com possibilidade de limites assimétricos, temos que ARL = FE (Ng),

onde Ng (run length) é a varidvel aleatéria real discreta definida por
Ng=min{t e N:Y; < —cijox ou Y; > caox}, (5.2)

com ci,c2 € 0,400, ou seja, Ng é o menor instante t tal que Y; estd fora de
controlo. Assim, atendendo ao modelo (5.1), no ARLg, temos a = 0 e, no ARL fora

de controlo, temos a # 0.

5.2 Enquadramento do ARL

Nesta seccao focamos a nossa atengao no calculo do ARL. Na impossibilidade
de obter a verdadeira distribui¢ao da varidvel Ng, vamos seguir a abordagem de
Severin e Schmid (1999) e de Gongalves, Leite ¢ Mendes-Lopes (2013b), onde ¢é
obtido um enquadramento teérico para o valor do ARLy. Generalizamos aqui este

procedimento para incluir ndo s6 o ARLg mas também o ARL fora de controlo.

2Estamos, portanto, a assumir a hipétese H1, ou seja, E (Zy) =0e V (Zo) = 1.

3Severin e Schmid (1999) vdo ainda mais longe, sugerindo que, em aplica¢es financeiras que
usem valores didrios de mercados de agbes, o ARLo deveria ser 20, 40 ou 60, porque estes valores

correspondem, respetivamente, a 1, 2 ou 3 meses de transagoes.
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Notemos que o ARL pode ser calculado do seguinte modo

“+o00 +oo
ARL =E(Ng) =Y nP(Ns=n)=>» P(Ns>n). (5.3)
n=1

n=0

Como P (Ng >0) = 1, o primeiro problema a abordar é¢ o da determinagao de
P(Ng >n), para n € IN.

Da definicao da varidgvel Ng, temos
P(Ng>n)=P(—ciox <Y; <cox,t=1,..,n).

Logo, atendendo a relagao definida em (5.1) entre o processo observado e o processo

alvo, vem
P(Ng>n)=P(—ciox —di < Xy < cgox —d,t =1,...,n).

Assim, quando o processo alvo ¢ um processo 0-TGARCH, podemos usar os resul-
tados do capitulo 4, para obter um enquadramento para esta probabilidade. Vamos,
agora, restringir a nossa atengao ao caso em que —c; < a < ¢g, correspondendo a al-
teracoes do processo menos evidentes e, em principio, mais dificeis de detetar; desta
forma temos —ciox — dy < 0 e coox — dy > 0, 0 que, relembrando a equivaléncia

(4.5), permite escrever

P(Ng>n) = P(XJSCQUX—dt,X[ §010X+dt,t:1,...,n)

= F(xp xpoxit xn) (c2o0x —di,crox +dy,...,c0x —dp,c10x +dy).

Assim, os teoremas 4.6 e 4.8 permitem-nos obter um enquadramento para o ARL. No
teorema seguinte deduzimos esses enquadramentos no caso dos modelos §-TARCH(p)
e -TGARCH(1, 1). Recordamos as notagdes usadas: 7= 0ax ; 15=F [(Z;r)é]
<Ji<q
) P q
e pos=F [(Zt ) ]; S5 =2 (ipy 5+ Bibas) + 21%
1=

=1

Teorema 5.1 Consideremos o processo alvo X, fracamente estaciondrio, sequindo
o modelo 6-TGARCH(p,q), com § > 0, tal que o processo gerador verifica a hipdtese
H1. Se o processo X respeitar as hipdteses do teorema 4.8 e se o pardmetro a do
modelo (5.1) é tal que —c1 < a < ca, entdo, a carta de controlo Shewhart modificada

com possibilidade de limites assimétricos verifica as sequintes condi¢oes:
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(a) para ci,cq € ]0,+00[, tem-se
I
L= [F7 (%5%) = Fz (-25)]
Py (35 - 5520 [ (5p) -y (-t

SRR

+

5
sendo 6 = [ (1+ j— Zlfy]>] , desde que —9gx 20X 7(61+g)ax e

co—a)o L,
2 X pertengcam ao suporte das varidveis Zy;

(b) para c1,co € )0, 400[ tais que

cohs (020)() + c1hg (—010)() >0 (54)

(c2—a)hs ((ca —a)ox c1+a)hs(—(c1+a)ox) >0, (5.5)

com hs (z) = (1+9) fz (L%) L% Iy <L%>, onde y € [ag, +00],

(b.1) quando q =0, tem-se

s—1

p—1 n P p+ n p s+p—1 C
ARL > 1+> [[B+][[B: | D I & HBt IT ¢ e
n=1t=1 t=1 n=p t=p+1 t=1 t=p+1

onde B; = Fy <%/dt> — Fy <—%ﬁ{dt>, com
t t

t—1

up = Z [ai (coox— dt—i)6 + B, (ClUx+dt—i)6] +
i=1

t—1
T i( Ss [1 - ; (aidrs+ Bid)Q,é)] ;

t

Cr =y (227 ) = Fy (—228 ). om
t

vy =g+ Z [Oli (caox — dtfi)é + 5, (ciox + dtfi)a} )
i=1

eC=Fy (ﬁcz—‘?ﬁ) —Fy (—%;’Q), com

v=a0+)_{aillcs —a)ox]’ + Bl(er +a)ox]'}.

=1

desde que —(cljl%‘jx e (02;1%0" pertencam ao suporte das varidveis Zy;




104 CAPITULO 5. CARTAS DE CONTROLO

(b.2) quandop=1 e q=1, tem-se

ARL > 1+ZHDt+ (Hm) 5

n=1t=1

onde Dy = FZ<%/dt> FZ< %f‘it),com

Wy

o«
wi = ag Z’h +Z% [al caox —di—5)’ + By (1o x +di—j)’ |+ 11—055’
eD=Fy <—(62 CL/)(;UX> —Fy <—(01+f/)5ax>, com
Wq' s Wa' s
__ % @0,
Wa,s = 1—’}/1+1—S(5l
. [0‘1<Cg]IN\{l}(S)+(C2_a)6]1R\{0}(a)) +51<C‘f ]IN\{l}(S)+(Cl+a)6]1R\{0}(a))}U %
I—m 7
desde que —(cl+f”/)fx e e f”/)fx pertencam ao suporte das varidveis Z.
Demonstragao: Sejam ¢y, ¢y € ]0, +00].
(a) Do teorema 4.6, considerando A; = Fy (%X) — Fy (—%“1) e

Ay = Fy (%) — Fy (—%), obtemos, paral <n <s—1,

P(Ng>n) <[] A= A7
t=1

e, paran > s,

P(Ns>n) < [ A [[ A2 = A7 A5

Consequentemente, da expressao (5.3), vem

s—1 -1

—A] ATTA
< n s—1 n—s+1 _ 1 2
ARL 1—1—3114 + Aj ngsA 1 T S

visto que A1, Ay € ]0,1[, j4 que —&Z=, 29X _lataox  (e-a)ox pertencem ao
q ) 1 Ja g 0 > ] [Z] 0

suporte das varidveis Z;.
(b) Vamos agora admitir que ¢; e ¢y satisfazem (5.4) e (5.5).

(b.1) Comegamos por considerar p qualquer em IN e ¢ = 0, ou seja, que X segue
o modelo 6-TARCH(p).
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Do teorema 4.8, obtemos, para n < p,

P(Ng>n)> HBt
t=1

e, para n > p,

onde By = Fyz <%/§dt> — Fy <—%§dt>, com

t

1 -1
u =y [lei (coox — di—i)’ + B; (ClUXert_i)ﬂ 1 34055 [1 = (s + Bi%ﬁ)]’
i=1 =1

caox—d ciox+d
e Cy=Fy ( 201/5 t) — Fyz <— 1U1/5 t>7 com
t

t

p
w=ao+ Y [Oli (c20x — dy—i)” + B (c1ox + dH)‘S] :
1=1

Observamos agora que, para n > p + s, podemos escrever

p n D s+p—1 n s+p—1
HBt H Ct:HBt H Ct H C: HBt H Ct Cm 5= p+1
t=1 t=p+1 t=1 t=p+l t=s+p t=p-+1

onde C = Fy (%) — Fy (7(61;%0;()’ com

V=g + Z {ai [(c2 —a) UX]6 + Bi[(c1 +a) UX]6}7

i=1
pois, se t € {p+3,...,n}, entdo d, = acx e, parai € {1,....p}, s <t—i<n—1.

Logo, da expressao (5.3) do ARL, obtemos

p—1 n p+s—1 n p s+p—1 +o0
ARL21+ZHBt+HBt ST e+ (108 I o] 3 et
n=1t=1 n=p t=p+1 t=1 t=p+1 n=p+s
p—1 n pt+s—1 n s+p—1
=1+ZHBt+HBt > Il e+ HBt 11 ¢
n=1t=1 n=p t=p+1 t=1 t=p+1
pois (62;1‘%” e — (01:;%” pertencem ao suporte das varidveis Z;.

(b.2) Passamos, agora, para o caso p = ¢ = 1, isto é, estamos a admitir que X
segue o modelo 0-TGARCH(1, 1).
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Do teorema 4.8, temos, para n € IN,

n
P(Ns>n)>[] D,
t=1

com Dy = Fy <%2/;d) — Fy <M21/§L"t), onde
wy Wy

t—1 t—1

s s a
Wi :04027]1 1+Z,Yj1 1 {C\q (CQJX—dtijS—i-BI (Cldx-i-dtfj) ] +"}/i 11——055.

Jj=1 Jj=1

Foquemos a nossa atencao na segunda parcela da expressao de w; quando

t —1 > s. Neste caso, vem

! [al (c2ox —di—j)’ + By (crox + dt—j)é} =

| . o~
w |l M I
— =
2
—_t.

t—1

7 Hal(e-a)od 81 [(ara)ox’ f+ 3 9 aa(eox) 81 (o)’

1 Jj=t—s+1

~+

<.
Il

_ {oq[(cz a)ox]’ +8;[(c14a)ox] }Z'Yl [011 e20 %)+, (1o x) } Z AL

Jj=t—s+1

Olhando agora para a expressao completa de wy quando ¢t — 1 > s, atendendo a

que, por hipétese, v; < 1, temos w; < wq 5, onde

[ 13 (8)(e2-0) D goy() ) 483 B 1y (5) () I gop)) o
Wa,s = "

’ I—-m
oo a0

+1771+17‘S§7

t—s—1 . t—1 .
pois, para qualquer t em IN, ’yﬁ_l <le ’y{_l e ’y{_l sao inferiores ou

= 1
iguais a ) vy = e
i=0

Portanto, partindo da expressao (5.3) do ARL, podemos escrever

ARL > 1+ZHDt+<HDt> f (ﬁ Dt>

n=1t=1 n=s+1 \t=s+1

1+ZHDt+ <HDt> f D

n=1t=1 n=s+1

- 1+ZHDt+ <HDt>

n=1t=1

\Y
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a,s

onde D = Fy <£62—_1a/fu> —Fyz <gc1_+1a/;u> u
Wa' s

No corolério seguinte, particularizamos este teorema para o caso do ARLg, ou

seja, consideramos a = 0.

Coroléario 5.2 Seja X o processo alvo verificando as condi¢des do teorema 5.1. O
ARLgy da carta de controlo Shewhart modificada com possibilidade de limites as-

simétricos estd enquadrado por:

(a) para c1,ca € 10,400,

a1 (%) (5]

1

4

q
sendo 0 = ap 1+ ﬁ Z 7_])] 3 desde que fﬁleiz e %X- pertencam ao

suporte das varidveis Zy;
(b) para ci,co € )0, 400[ tais que
cohs (coox) + c1hs (—crox) > 0
com hs () = (1+96) fz <y%> + yi%flz <yi%_>, onde y € [, +00],

(b.1) quando q =0,

p—1 n
2 1ol () ()]
1 Uy

n=1t=

p
Al () e (o)
1

_Fy (‘;1/5 ) +Fy ( -jm‘)

t—1 t—1
onde wy = 0% Y (ich+ ;) + 2% [1 =3 (it +Bi¢2,5)] €
=1

=1

+

P
v = qap+ Uf; > (ozicg +Bic‘f), desde que —cvl—f'/{;i e —1/;’{- pertencam ao
i=1
suporte das varidveis Zi;

(b.2) quandop=1eq=1,

-1
C20 c10
ARLo 2 11 = Fy 21/§ +Fz | — 11/;( ;
’LUO wo
s 5
onde wo = ao+(a1122:;i3101)ax + 1 , desde que *(cl+f‘t/)aax € (c2 1(1/)50)(

pertencam ao suporte das varidveis Zt.
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No caso em que o processo alvo é i.i.d., o valor do ARL é conhecido. Assim,
pela simplicidade com que o podemos fazer e como forma de comecar a avaliar a
qualidade do enquadramento, observamos seguidamente o que ocorre ao enquadra-
mento estabelecido para o ARLg quando reduzimos o processo alvo ao caso clédssico

de processos i.i.d..

Observagao 5.3 Se o processo X segue um modelo 6-TGARCH(p,q) tal que, na
expressao de o, todos os pardmetros, exceto agp, sao iguais a zero, X deixa de ser
condicionalmente heterosceddstico. O processo alvo X é, entdo, um processo i.i.d.,
com ox = a(l]/é, e Ng seque a lei geométrica G (¢), de suporte IN e
¢ =1—Fz(c2) + Fz(—c1), sendo ARLqiq) = % Neste caso, podemos observar

que:

— ARLyiq) = MajARLg , onde MajARLy denota o majorante do ARLg
6-TGARCH(p,q) 0-TGARCH(p,q)

obtido na alinea (a) do coroldrio 5.2;

~ ARLqjiq) = MinARLy, onde MinARLg denota o minorante do ARLq obtido
5-TARCH(p) 5-TARCH(p)

na alinea (b.1) do coroldrio 5.2;

-1
- ARLyay > MinARLo , onde MinARLo= [1—Fy(55)+F7(~5%)]
§-TGARCH(1,1) §-TGARCH(1,1)

¢ o minorante do ARLqy obtido na alinea (b.2) do corolario 5.2.

As conclusoes desta observacao estao refletidas na sec¢ao seguinte, tendo, inclu-
sivamente, sido usadas nas simulagdes como controlo para a obtengao da estimativa
do ARLO

5.3 Estudos de simulacao

5.3.1 ARL, para cartas com limites de controlo simétricos

Para este primeiro estudo de simulagao baseamo-nos em Gongalves, Leite e
Mendes-Lopes (2013b), onde foram obtidos enquadramentos do ARLgy para cartas
de controlo com limites simétricos para processos ARCH(p) e TARCH(p). De notar
que, contrariamente ao que apresentdmos na seccao anterior, o desenvolvimento dos
enquadramentos para os dois modelos foi ai feito separadamente. Nesse trabalho
efetudmos ainda um estudo comparativo para o caso do modelo ARCH por haver
mais dois minorantes disponiveis. Nessa andlise comparativa ficam evidentes as van-

tagens do novo minorante obtido, j& que o minorante de Severin e Schmid (1999),
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embora teoricamente o melhor, depende da probabilidade P (Ng > min{p,n}) des-
conhecida, e o minorante determinado a partir do trabalho de Pawlak e Schmid
(2001), apesar de depender apenas do valor critico, da distribuicdo das varidgveis Z7
e dos parametros do modelo, é pior dos trés para valores criticos inferiores ou iguais

al.

Centrando-nos, agora, no modelo TARCH, relativamente ao trabalho desen-
volvido em Gongalves, Leite e Mendes-Lopes (2013b), verificamos que a majoragao
conseguida para o ARLg é igual & do corolario 5.2. No que diz respeito & minoragao,
a comparac¢ao nao é imediata e, por isso, vamos tratar um caso particular também
estudado em Gongalves, Leite e Mendes-Lopes (2013b), que permitird ainda ilustrar

a forma como foi avaliada a qualidade dos enquadramentos.

Consideremos, entao, o caso das cartas de controlo com limites simétricos, por-
tanto ¢; = ¢y = ¢, para um processo alvo TARCH(1) fracamente estaciondrio com
distribuigao marginal do processo gerador simétrica, centrada e reduzida. Neste
caso, temos Fy () — Fz (—x) = Fiz (), sendo of + 32 < 2 uma condigio necessaria

e suficiente para a estacionaridade fraca do processo alvo X (pelo coroldrio 2.26).

No que diz respeito & majoracao, tanto em Gongalves, Leite e Mendes-Lopes
(2013b) como pelo coroldrio 5.2, temos, para todo ¢ € R,

1

ARLg < m

- M(Ca alwé)l) .

Relativamente & minoracao, em Gongalves, Leite e Mendes-Lopes (2013b) tem-se
Fiz (c)

ARLy > 1+
co
1= F“Z‘ (ozo—l—cax mgx{al,ﬁl}

) =mi (C7 aOaalaBI)

e, pelo corolério 5.2,

F|Z| (caxgl—slg)

@

ARL021+ ) :mQ(C;CMO,al,Bl),

_ . Ox @
1 EZ‘ (a0+ca'(;:-(a1+51)

com ambos os minorantes validos para, pelo menos, todo ¢ € RT tal que
2fz (%‘K) + %f’z (%X-) >0, com y > ap. E importante observar que, como temos
da expressao B.6 do apéndice B

ag [L+ 3 (o1 + By) E(|1Z:))]
(1= (a1 +B)E(Z))] [1 -3 (e} +5])]

entdo o valor do pardmetro ag nao interfere nos valores do majorante nem dos

ok =

minorantes, tendo, porém, influéncia no intervalo de validade dos minorantes.
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Os valores de m; (c; ag, a1, B1), ma (¢; g, a1, 51) € M (¢; aq, ;) foram compara-
dos com uma estimativa do ARLy, m, quando ¢ = 0.5, para algumas para-
metriza¢oes do modelo TARCH(1), concretamente, fixando ap = 1, considerdmos
a1 =0,0.3,0.7e 8, =0,0.1,0.3,0.5,0.7,0.9. Para cada uma das parametrizagoes, o
m foi obtido de 25000 realizagoes do processo, cada uma com 150 observagoes,
tendo as primeiras 50 sido descartadas para eliminar o efeito da escolha dos valores
iniciais. O RL méximo do conjunto das 25 000 realizagoes do processo foi controlado
de modo a garantir que nao ultrapassava o nimero de observacoes consideradas, ou
seja, 100 ().

Os resultados das simulactes estao nas tabelas 5.1 e 5.2. Sendo a distribuicao
do processo alvo simétrica, os valores do ARLy, do majorante e dos minorantes
sao simétricos em «j e 1, ou seja, por exemplo, os casos (a,5;) = (0,0.1) e
(a1,81) = (0.1,0) produzem os mesmos valores, pelo que optdmos por nao os repetir,
deixando o espaco correspondente em branco. Na tabela 5.1, reportamos os resulta-
dos quando a distribui¢ao marginal do processo gerador é a Gaussiana padrao e, na
tabela 5.2, quando ¢ a distribuicao centrada e reduzida baseada na distribuicao de
Student com 6 graus de liberdade. Atendendo aos cédlculos efetuados nos exemplos
4.3 e 4.4, a validade do minorante estd garantida, pelo menos, para 0 < ¢ < gg, na
tabela 5.1, e para 0 < ¢ < ﬁgﬁ, na tabela 5.2. Quando ¢ excede o valor indicado, os

minorantes surgem em itélico.

Passamos, agora, para a anilise dos resultados. Comegamos por notar, recor-
dando a informagao da observagao 5.3, que quando o = ; = 0, podemos aceitar
a estimativa obtida para o ARLg, atendendo ao respetivo desvio padrao. Foi, deste
modo, possivel validar o procedimento usado para a obtencao de A/RTO. Nas duas
tabelas observamos que, fixando oy, a& medida que (3; aumenta também A/R?o au-
menta. Fazendo a mesma andlise para o enquadramento, verificamos que: o majo-
rante M = M (0.5; a1, #;) acompanha esta tendéncia, embora para valores altos de
oy e f3; parega perder qualidade; o minorante my = my (0.5;1, a1, ;) fica pratica-
mente inalterado; o minorante mg = mg (0.5; 1, a1, 3;) cresce com o aumento de (3;
mas apenas até um certo (31, aparentemente, 0.7, decrescendo depois. Nao obstante,
o enquadramento é melhor para os valores mais baixos de a; e ;. Fixando-nos,
agora, no caso em que o1 = 0.7 e §; = 0.9, é de salientar que, embora nao esteja
assegurada analiticamente a validade dos minorantes m; e mq, estes permanecem
védlidos, o que estd na linha do j& observado para os enquadramentos das leis de di-
mensao finita apresentados no capitulo anterior. Para terminar, no que diz respeito

& comparacao entre os minorantes, me é melhor do que m1, exceto quando o = 0.7

10 ficheiro do programa Mathematica 8 relativo a este estudo de simulacéo estd no apéndice C.
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Tabela 5.1: ARLg (respetivo desvio padrio entre parénteses) € enquadramento, para o

valor critico ¢ = 0.5 e processo alvo TARCH(1) tal que ap =1 e Z; ~ N(0, 1).

(&3] ﬁl
0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9
0 m 1.621 1.618 1.615 1.616 1.620 1.628
M 1.621 1.639 1.672 1.696 1.708 1.698
ARLy 1.617 1.635 1.686 1.783 1.936 2.260
(0.006) (0.006) (0.007) (0.008) (0.009) (0.011)
M 1.621 1.661 1.773 1.950 2.256 2.897
0.3

m 1.663 1.660 1.661 1.667
e 1.722 1.746 1.756 1.742
ARL, 1.748 1.831 2.000 2.371
(0.008) (0.008) (0.010) (0.013)
M 1.986 2.248 2.737 3.904
07 1.776 1.778
M 1.774 1.733
ARL, 2.452 3.217
(0.014) (0.019)
M 5309  13.877

Tabela 5.2: ARLg (respetivo desvio padrdo entre parénteses) € enquadramento, para o

valor critico ¢ = 0.5 e processo alvo TARCH(1) tal que g =1 e /3/27; ~ t.

aq 51
0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9
0 m 1777 1771 1.765 1.765 1.770 1.781
e 1777 1.795 1.827 1.849 1.858 1.844
ARL, 1.780 1.789 1.846 1.972 2.170 9.546
(0.007) (0.008) (0.008) (0.009) (0.011) (0.013)
M 1777 1.827 1.964 2.179 2.551 3.307
0.3

m 1.832 1.825 1.826 1.833
M 1.873 1.892 1.897 1.876
ARLy 1.941 2.051 2.288 2.713
(0.009) (0.010) (0.012) (0.015)
M 9.220 9.532 3.101 4.376
0.7 1.983 1.987
me 1.899 1.845
ARL, 2.826 3.796
(0.016) (0.024)
M 5703  11.924
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e B, = 0.7,0.9.

De referir que em simulagoes para valores de ¢ maiores do que 0.5, mantendo
as parametrizagoes e as distribuicoes marginais do processo gerador, as conclusoes
foram, genericamente, idénticas. Contudo, hd um maior nimero de casos em que
nao estd garantida teoricamente a validade dos minorantes, embora na pratica a
validade se verifique, e hd um aumento das situagoes em que m; € melhor do que

msy.

Ainda sobre a comparacao dos minorantes, recordamos que, contrariamente a mq,
me foi obtido no contexto geral, o que pode ter limitado a utilizagdo ao longo da
prova de eventuais especificidades associadas ao caso particular das cartas de limites
simétricos. Assim, podera ser interessante reexaminar o enquadramento para este

caso particular.

5.3.2 ARL, para cartas com limites de controlo assimétricos

Interessa-nos agora avaliar o enquadramento do ARLg quando a distribuigdo
marginal do processo alvo é assimétrica. Para tal, escolhemos para distribuicao mar-
ginal do processo gerador a mistura de duas distribui¢oes Gaussianas ja considerada
no exemplo 4.5, primeiro, com (p1, my 81) = (0.65, —0.15,0.4), sendo o coeficiente de
assimetria igual a 0.672, e, seguidamente, com parametros
(p1,mi181) = (0.6,0.3,0.4), cujo coeficiente de assimetria ¢ —0.972. Para cada
uma delas foram consideradas trés parametrizagoes (g, 1, 31,71) do processo alvo
TGARCH(1,1): (10,0.15,0.5,0); (10,0.15,0.5,0.2); (10,0.15,0.5,0.6). Todas estas
paramerizagoes, atendendo & condicao estabelecida no coroldrio 2.26, garantem a

estacionaridade fraca desse processo.

Para as parametrizacoes escolhidas, na tabela 5.3 sao fornecidos, em caso de
existéncia, os valores tedricos de ox (desvio padrao), ¢, (coeficiente de assimetria)
e Kk (coeficiente de curtose) relativos as varidveis do processo alvo e obtidos, respeti-
vamente, das expressoes B.6, B.7 e B.8 do apéndice B. O coeficiente ¢, interessa
na medida em que o processo alvo tem distribuicao marginal assimétrica. Notamos
ainda que o valor de o x, quando multiplicado pelos valores criticos c¢; e co, permite
obter os limites de controlo e que o valor de x, vai ajudar a perceber as diferencas

entre as estimativas obtidas para o ARL.

Do coroldrio 5.2, para o processo alvo TGARCH(1, 1), sabemos que um majo-
rante do ARLg ¢

1
L= Fz (%5%) + Fz (—25%)

M (c1,c0; 001, 81) =
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Tabela 5.3: Momentos tedricos das parametrizacoes consideradas nas simulagoes.

(p1,m1,51) (ao, a1, 81,71) 00X CX Kx

(0.65,—0.15,0.4)  (10,0.15,0.5,0) 13.246  0.790 11.384
(0.65,—0.15,0.4) (10,0.15,0.5,0.2)  17.890  0.813  12.720
(0.65,—0.15,0.4) (10,0.15,0.5,0.6)  61.062  1.214 185.883

(0.6,0.3,0.4) (10,0.15,0.5,0) 13.861 —1.297  14.100
(0.6,0.3,0.4)  (10,0.15,0.5,0.2)  18.941 —1.386  18.850
(0.6,0.3,0.4)  (10,0.15,0.5,0.6)  74.260 —8.916 ——

onde 0 = 1%%, sendo valido para quaisquer ci,c2 € R, e um minorante do ARLy
é

20X ) _ _aox
ry (25) - P (-45)

=P (55) + Py (525)

s () e ()]

m (c1, c2; a0, 1, B1) =

ao+axgc_2$11+0151) + 13% . valido
para, pelo menos, quaisquer ci,ca € R™ tais que coh (coox) + c1h(—ciox) > 0,

com h (x) =2fy (5) + Iz (g), onde y > «ap. Atendendo aos célculos efetuados no

exemplo 4.5, onde é também analisada a positividade de h (x), é possivel garantir que

onde u; = 143‘)5—1, v=og9+ox (caa1 +c16;) e wy =

o minorante é vdlido para c; € }O, % { ecy € }O, % [, quando consideramos

(p1,m151) = (0.65,—0.15,0.4), e para ¢; € ]0%[ ecy e }0,%[, quando

(p1,my,51) = (0.6,0.3,0.4).

Para cada uma das distribuigoes e parametrizagoes, foi selecionado o valor critico
c1, de acordo com os intervalos de validade do minorante, tendo o valor de ¢y sido
calculado de modo a verificar a igualdade P (X; > coox) = P (X; < —c10x). Para
tal recorremos a Iy (ﬂ%l), que é a melhor aproximagao disponivel para F, ()

(veja-se, para 7y; = 0.2,0.6, a figura 4.4). Nos casos em que ¢y nao pertence aos

referidos intervalos, o valor do minorante estd escrito em itdlico.

O m foi, entao, obtido de 10000 realizacGes do processo, cada uma com 175
observagoes, tendo as primeiras 50 sido descartadas. O RL méximo do conjunto
das 10000 realizacoes do processo foi controlado de modo a assegurar que nao ul-
trapassava o nimero de observacoes consideradas, ou seja, 125 (°). Os resultados

estao nas tabelas 5.4 e 5.5, a primeira, para a distribuicao do processo gerador que

50 ficheiro do programa Mathematica 8 relativo a este estudo de simulacio estd no apéndice C.
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Tabela 5.4: m (respetivo desvio padrio entre parénteses) € enquadramento, para os
valores criticos ¢; e cg indicados e processo alvo TGARCH(1,1) tal que oy = 10 e
Zy ~ NM(0.65,—0.15,0.4).

(a1, B1,71) c1
0.2 0.5 0.75 1
(0.15,0.5,0) ¢ 0.014  0.376 0.855 1.410
m 1.195 9.149 3.215 4.105
ARL, 1.219 9.448 4.401 7.160
(0.005) (0.020) (0.040) (0.067)
M 1.256 2.854 5.353 9.213
(0.15,0.5,0.2) ¢ 0.015  0.378 0.861 1.412
m 1.094 1.415 1777 2.130
ARLy 1.214 9.502 4.550 7.419
(0.005) (0.021) (0.042) (0.073)
M 1.284 3.107 5902  10.558
(0.15,0.5,0.6) ¢ 0.029  0.404 0.932 1.425
m 1.117 1.418 1.681 1.860
ARLy 1.284 3.204 6.221 10.634
(0.007) (0.031) (0.065) (0.110)
M 1.610 5660 15118  46.865

Tabela 5.5: m (respetivo desvio padrdo entre parénteses) € enquadramento, para os
valores criticos ¢; e ¢z indicados e processo alvo TGARCH(1,1) tal que ap = 10 e
Zy ~ NM(0.6,0.3,0.4).

(a1, B81,71) c1
0.1 0.2 0.5 0.75 1
(0.15,0.5,0) ¢, 0.398  0.464  0.606 0.688 0.765
m 1.540 1.769 2.310 2.586 2.799
ARL, 1.634 1.961 2.904 3.670 4.588
(0.011) (0.015) (0.025) (0.032) (0.042)
M 1.755 9.137 3.339 4.400 5.800
(0.15,0.5,0.2) ¢  0.395  0.460  0.601 0.683 0.759
m 1.215 1.285 1.444 1.531 1.598
ARLy 1.632 1.968 3.024 3.882 4.894
(0.011) (0.015) (0.027) (0.036) (0.047)
M 1.857 2.303 3.697 4.978 6.750
(0.15,0.5,0.6) c;  0.348  0.411  0.540 0.617 0.698
m 1.249 1.314 1.416 1.451 1.475
ARL, 1.932 2.516 4.216 5.884 7.959
(0.016) (0.024) (0.045) (0.063) (0.086)

M 2.984 4.112 8.397 16.696 36.231
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¢ a mistura de Gaussianas com (pi,my s1) = (0.65,—0.15,0.4) e, a segunda, com
(p1,m151) = (0.6,0.3,0.4).

O primeiro comentdrio que pode ser feito aos resultados é o facto do enquadra-
mento ser sempre valido mesmo quando nao hd a garantia analitica da validade do
minorante. H4, no entanto, uma diferenca de qualidade quando comparamos o mi-
norante no caso do processo alvo ser um TARCH(1) (v; = 0), que é o que apresenta
maior qualidade, com o caso de ser um TGARCH(1, 1) (y; # 0). Tal nao surpreende
se olharmos para a forma como o minorante em cada caso foi conseguido; de facto,
para o modelo TGARCH(1, 1), contrariamente ao modelo TARCH(1), houve ne-
cessidade de proceder a uma majoragao adicional. A qualidade do enquadramento
parece ser melhor para os valores mais baixos de ¢; e ¢, 0 mesmo acontecendo para

valores mais baixos de 7.

Para terminar referimos que a avaliacio da qualidade do enquadramento do ARL
precisa ainda de trabalho adicional, sendo de destacar a necessidade de analisar o
ARLgy para modelos com § # 1 ou de ordens superior a 1 mas também o ARL
fora de controlo, ja que a avaliacdo do desempenho dos esquemas de controlo com
possibilidade de limites assimétricos para processo -TGARCH depende tanto do
ARL sob controlo como do ARL fora de controlo.
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Consideracoes finais

Nesta dissertacao aprofunddamos o estudo da estrutura probabilista do modelo
6-TGARCH, que passa aqui a incluir a possibilidade da poténcia 0 ser negativa, e

avanc¢amos uma aplicagao as cartas de controlo.

Concretamente no que respeita as representacées do modelo, para a represen-
tagdo 6-TARCH(o0) obtivemos condigbes que garantem a sua existéncia, com con-
vergéncia q.c., e ainda a sua unicidade. A partir desta pudemos obter a representagao
minima, mais especificamente uma condigao necesséria e outra suficiente para a sua
existéncia. Notamos que estas duas representagoes se encontravam estabelecidas
apenas para casos particulares do modelo J-TGARCH, nomeadamente os modelos
GARCH (Berkes, Horvith e Kokoszka, 2003) e TGARCH (Gongalves e Mendes-
Lopes, 2010). Propusemos também uma representacao vetorial mais compacta do
que as usuais, que, ao contrdrio da inicialmente proposta por Pan, Wang e Tong
(2008), tem a vantagem de incluir o modelo em que alguma das ordens é igual a 1,

e que foi instrumental para o desenvolvimento do estudo das estacionaridades.

O objetivo transversal estabelecido determinava a anélise dos diversos tipos de
estacionariadade e da ergodicidade do modelo -TGARCH, adotando condi¢oes mini-
mas sobre o processo gerador. Assim, concretamente no que respeita as nossas
contribuicoes, no estudo da estacionaridade forte e ergodicidade e existéncia de mo-
mento de ordem ¢, para além de considerarmos uma nova representacao vetorial para
o modelo e § # 0, as nossas hipéteses sobre o processo gerador sdo menos restritivas
do que em Pan, Wang e Tong (2008), onde ha simetria, e mesmo do que em Liu
(2009), onde se assume que as varidveis sao centradas. Mesmo assim, conseguimos
obter uma condigao necessdria e suficiente para garantir a existéncia da solucao forte-
mente estaciondria e outra para garantir a existéncia solugao estaciondria a ordem 4,
que é ainda uma condic¢ao suficiente de estacionaridade forte. De salientar que, tendo
a poténcia ¢ a faculdade de ser negativa, o conceito de estacionaridade & ordem ¢
foi alargado. Ilustrdmos a relevancia de considerar hipdteses menos restritivas sobre

o processo gerador, quando tomamos, por exemplo, a lei de Cauchy padrao para lei
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marginal do processo gerador, j4 que, neste caso, o momento de ordem 1 nao é finito.
Além disso, traduzimos as condicoes obtidas para situagoes concretas, obtendo as
regides de estacionaridade de modo explicito. No que diz respeito & discussao da
estacionaridade fraca, obtivemos uma condi¢ao necessdria e suficiente que garante a
estacionaridade fraca da representacao vetorial. A traducao desta condicdo para o
modelo 0-TGARCH permitiu obter uma solugao fracamente estacionaria com mo-
mentos finitos & ordem 2§, para 6 > 1. Pan, Wang e Tong (2008), ainda que sem
referir diretamente a estacionaridade fraca, ficam-se pela obtencao de uma condigao

suficiente.

A exposicao feita sobre representagoes e estacionaridades foi ja objeto de publi-

cacao em Gongalves, Leite e Mendes-Lopes (2012).

A propriedade de Taylor indica-nos que a autocorrelacao de ordem n do processo
em valor absoluto ¢ maior do que a do quadrado do processo e traduz o facto es-
tilizado conhecido como efeito de Taylor. Partindo das expressoes das autocorre-
lagoes obtidas por He e Terésvirta (1999a), exploramos aqui esta propriedade no
modelo TGARCH(1, 1), provando que nao se limita a parametriza¢oes do modelo
particular AVGARCH(1, 1) nem a autocorrelagoes de ordem 1, algo que nao tinha
sido possivel fazer em Gongalves, Leite e Mendes-Lopes (2009). A propriedade de
Taylor para este modelo AVGARCH(1, 1) j4 tinha sido estudada por He e Terisvirta
(1999a), para v; = 0 e apenas para autocorrelacoes de ordem 1, e por Haas (2009),
no caso geral, que usou a importancia da condigcao sobre os momentos do processo
gerador estabelecida em Gongalves, Leite e Mendes-Lopes (2009). Refira-se que
este tipo de estudo tedrico nao tem paralelo para outros modelos condicionalmente
heteroscedasticos, devido a dificuldade de obtencao das expressoes analiticas das au-
tocorrelagoes. Analisdmos ainda a questio da extensio da regido de parametrizagoes
para as quais a propriedade se verifica, tendo observado uma clara influéncia dos
momentos das varidveis do processo gerador na regiao obtida. Acrescente-se que,
no modelo TARCH, trabalhdmos com distribuicoes leptoctrticas, tendo verificado
a validade da propriedade para praticamente todas as parametrizagdes que garan-
tem a existéncia das autocorrelagoes. Fizemos ainda um estudo de simulacao que
indica que o modelo TARCH ¢é muito mais favordvel ao aparecimento do efeito de
Taylor do que o modelo ARCH, considerando a mesma distribuigdo marginal para o
processo gerador e parametrizagoes produzindo valores de curtose préximos nos dois
modelos. Serd interessante, como trabalho futuro, procurar desenvolver condigoes
dependentes apenas dos pardmetros e da distribuigao do processo gerador que per-
mitam assegurar a presenga da propriedade de Taylor no modelo TGARCH(1,1),

bem como analisar a magnitude desta propriedade (isto é, o valor da diferenca entre
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as autocorrelagdes). A extensao do estudo a ordens mais elevadas e a outros modelos

estd, naturalmente, condicionada pela obtencao das expressoes das autocorrelagoes.

No que se refere ao estudo das distribui¢oes de dimensao finita de um processo X
seguindo o modelo -TGARCH, o facto de que a lei marginal é simétrica se e s6 se a
distribuicao marginal do processo gerador, Z, também o é, tornou evidente que nao
bastaria tratar transformacoes do processo, como o quadrado ou o valor absoluto.
Ainda para a distribui¢ao marginal, obtivémos um seu enquadramento para qualquer
6 # 0. Este estudo encontrava-se apenas feito para uma transformacao de processo
GARCH (Pawlak e Schmid, 2001) e para processos TGARCH (Gongalves e Mendes-
Lopes, 2007). Com facilidade se constata que o enquadramento aqui obtido para
o caso geral ¢ melhor do que o j& existente para os casos particulares. A funcio
Fy (x [E(c?)] -1 6), umas vezes majorante outras minorante de F, (z) (mas cuja
validade tedrica como tal nao ficou estabelecida para todo = € R), tem, de acordo
com as simulagoes desenvolvidas, elevada qualidade, confundindo-se, por vezes, com
F¥x, () e mostrando-se relevante mesmo fora dos limites de validade teéricos estabe-
lecidos. O estudo paralelo das duas funcoes anteriores merece, pelo exposto, ser
aprofundado, por exemplo no que diz respeito a investigagdo das condigoes que

determinam o nivel de afastamento entre elas.

Passando ao enquadramento das distribuigoes conjuntas, o trabalho existente
estava limitado a transformagoes do modelo ARCH (Pawlak e Schmid, 2001) e
TGARCH (Gongalves e Mendes-Lopes, 2007); aqui estabelecemo-lo para o processo
0-TGARCH de poténcia positiva, o que ampliou, inclusivamente, a analise
apresentada em Gongalves, Leite e Mendes-Lopes (2013a), onde tratdmos o mo-
delo TGARCH e apenas algumas regioes de R". A dificuldade de ilustracao do
enquadramento determinou que o estudo de simulacao para avaliacao da qualidade
fosse feito para as distribuigoes dos vetores de dimensao 2. Apesar disso, pensamos
que clarifica os pontos fortes e menos fortes deste enquadramento, que queremos,
naturalmente, aperfeicoar em trabalho futuro. Como ponto a melhorar, estd também
a extensao da regiao de validade de alguns enquadramentos ji que, também aqui,
eles parecem ser validos para além das regides que foi possivel indicar analiticamente.
Refira-se ainda que o enquadramento prévio da funcao F| (X7 X7 X X)) (1, ey )
foi fundamental para o desenvolvimento deste estudo. E interessante notar que foi

também com ele que fizemos a ligacao para a aplicagdo as cartas de controlo.

As cartas de controlo Shewhart modificadas com possibilidade de limites as-
simétricos foram aqui consideradas para processos -TGARCH de poténcia positiva,
estendendo-se o Ambito inicial quer em termos do modelo, uma vez que foram intro-

duzidas para processos GARCH, quer em termos do seu desenho, pois foram pro-
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postas com limites de controlo simétricos (Severin e Schmid, 1998, 1999). Seguiu-se
o estudo do ARL destas cartas, ja que é a medida mais usual de avaliagao de desem-
penho. Considerando um modelo de relagao entre o processo observado e o processo
alvo que prevé a possibilidade de shift (mudanga brusca de magnitude fixa), obti-
vemos um enquadramento para o ARL, depois particularizado para o ARL sob
controlo. Este tltimo foi, entdo, examinado no contexto dos esquemas com limites
de controlo, primeiro, simétricos e, depois, assimétricos. Os estudos de simulacao de-
senvolvidos para o modelo TGARCH(1, 1) ilustraram o nivel de enquadramento que
estd para ja estabelecido, que, por exemplo, ja teve melhoria no modelo TARCH
quando comparado com o enquadramento obtido em Gongalves, Leite e Mendes-
Lopes (2013b). Refira-se que em Gongalves, Leite e Mendes-Lopes (2013b) tinhamos
feito o estudo comparativo do ARL sob controlo para cartas com limites simétri-
cos, considerando apenas (mas, mesmo assim, separadamente) os modelos ARCH e
TARCH, e ja haviamos mostrado as vantagens do enquadramento para o ARL sob
controlo af determinado para o modelo ARCH geral relativamente ao enquadramento
de Severin e Schmid (1999) e ao obtido de Pawlak e Schmid (2001). O trabalho fu-
turo deverd passar por completar a avaliagdo da qualidade do ARL, ja que, por
exemplo, falta analisar outros valores de § diferentes de 0 e de 1 mas também o
ARL fora de controlo. Serd ainda interessante quantificar os ganhos da introducao
da possibilidade de limites assimétricos em termos de detecao mais rédpida do estado
fora de controlo. Mais tarde, hd que considerar a carta Shewhart para a variancia
do processo e a possibilidade da passagem a outro tipo de cartas, como as EWMA

(da qual a carta Shewhart ¢ um caso particular) e CUSUM.

Como nota final e atendendo ao exposto, é inevitdvel salientar, mais uma vez, a
agilidade e sistematizagao que este modelo 6-TGARCH traz ao estudo da estrutura
probabilista de um vasto grupo de modelos condicionalmente heterosceddsticos nele

incorporados.
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Apéndice A
Sobre a especificacao de oy

Seja X = (X¢,t € Z) um processo seguindo o modelo -TGARCH(p, ¢). Entéao,
para todo t € Z,

p q
o = a0+ Y [a (X)) + 8, (X))’ + Do vel, (A1)
i=1 Jj=1

onde 6 # 0, ag >0, a; > 0, 8; > 0, parai =1,...,p, 7; = 0, para j =1,....,q.

Adotemos a seguinte notagao: v, = max v, onde 7 € {1,...,q}.
<i<q

Neste apéndice vamos discutir a especificacado de oy, para qualquer ¢ em Z,

quando v, < 1 e quando v, > 1.

Comecemos por notar que, partindo de (A.1), temos

q
od > ag+ Z’yjaf,j (A.2)
j=1
e também
O-? = o + ’YTo-?fT‘ (A.3)

Considerando apenas a desigualdade (A.3) e procedendo de modo recursivo, obte-

mos, para qualquer n € IN,
n—1
) k n__6
Oy > Qap Z Yr + V10 t—nrs
k=0

logo

o > a0y A (A.4)
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Assim, partindo de (A.2) e fazendo as substituigoes sugeridas por (A.3), obtemos,

para qualquer n € IN,

n—1

o} Zagt+aoy 7y (et ) =0 1+Z%XZ%
k=0

Portanto, para qualquer n € IN:

n—1
e casoy, =1, como > v* =n, vem o) > ag <1+n2’y]> > 0;
k=0 J

e caso v, # 1, como ZVT:%,vema > ap <1+_szy]>

Antes de continuar, notemos que, relativamente & funcao real f, de dominio

@ >0
[0, 400, definida por f(z) = 5 e 0’ onde a € R\ {0}, podemos dizer
se x =

que, caso a < 0, f é decrescente em |0, +00| e, caso a > 0, f é crescente em [0, +00[.

Assim sendo, para qualquer n € IN:

caso 0 < 0ey,. =1, temos 0y < |

caso 0 <0 ey, #1, temos 0y < |ap

—_
+
=] =
T
3
()=
3
N———
_
|

caso 0 >0ey,. =1, temos oy > |ag

caso 0 >0 ey, # 1, temos o, > |ag

[y
+
==
1
bl 3

<
1=
3
N———
_
il

No que se segue, vamos considerar (uy),c @ sucessao de termo geral

[a()(l—i—ni’yj)]& sey, =1
j=1
Up =

[ <1+—LZ%>] se v, # 1

Sl
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Comecemos por analisar o caso § < 0 ey, > 1.

Na deducao anterior ficou evidente que, como «qg > 0, entao O'? > 0, logo o > 0.

Mostremos que, sendo as desigualdades anteriores verificadas para qualquer n em
IN, entao também temos o, < 0, o que conduz a uma contradicao.

Com efeito, por um lado, temos que oy é um minorante de {u, : n € IN} e, por
outro lado, sendo (uy),,cy uma sucessao decrescente (') tal que ngrfooun =0, temos
que 0 é o maximo do conjunto de minorantes de {u, : n € IN}, portanto, o; < 0.
Encontramos, assim, a contradigao.

Assim, caso 6 < 0 ey, > 1, o processo nao estd bem definido.

Voltemo-nos, em seguida, para o caso § > 0e vy, > 1.

Neste caso, oy = +00, pois o¢ > u,,Vn € N, e lim wu, = +oc.

n—-+o0o

Consideremos, agora, o caso v, < 1. Vamos apresentar as conclusoes para este

caso sob a forma de lema, dada a sua importancia para alguns resultados presentes
neste texto.

Lema A.1 Seja X = (X;,t € Z) um processo sequindo o modelo §-TGARCH(p, q)
tal que v, < 1. Para todo t € Z,

, -
(a) se d >0, entdo oy > |y 1+ﬁzlfyj
]:

Sl

, }
(b) se d <0, entao op < |ayg 1+ﬁ Zl’Yj
J:

=

Demonstragao: Se ¢ > 0 (respetivamente, § <

0), por um lado, temos que o; é
um majorante (respetivamente, minorante) de {u,

:n € IN} e, por outro lado, sendo

q q
Para n € N, temos n < n+ 1 & <1—|—n27j> < ap <1—|—(n—|—1) ’Yj) <
i=1 =1
1

& |:o¢0 <l+ni7j>:|a > |:a0 <1+(n+1) iVj)

Paran € N, comov, > 1, temosn < n+l & 4" < 4" o 47 > —y

J
1
5

& Unp > Un41-

1—7tl

n+1
Tz
1—v, <

el >l e

147 & 1—4nt1 &
& o 1-&-:‘;—3;71- < ap l-‘rT‘;T—J;l’yj =

1—an 4 3 1o nt1 4 3
& |ag l+ﬁf _Z:lfyj > |ap | 14+ 1:’% _Z:lfyj
i= j=

= Unp > Un+1-
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(Un)peny Uma  sucessdo  crescente (respetivamente, decrescente) tal que

1 1
q ° q 8
lim w, = [ao (1 + 171V > ’yj>] , temos que [ao (1 + 1f7 > %)] é o mi-

n—+o00 j=1 j=1

nimo (respetivamente, maximo) do conjunto de majorantes (respetivamente, mino-

rantes) de {u, : n € IN}, o que prova (a) (respetivamente, (b)). m



Apéndice B

Momentos do modelo

5-TGARCH(1, 1)

O capitulo 3 tem como base expressoes de autocorrelagoes de transformacgoes
de um processo 6-TGARCH(1,1) que foram determinadas por He e Terésvirta
(1999a). Nesse capitulo e no capitulo 5 surgem também outras expressoes como,
por exemplo, do coeficiente de curtose do processo, igualmente obtidas por He e
Terésvirta (1999a). Porém, num artigo posterior, Ling e McAleer (2002a) afirmam
que a dedugao das expressoes feita por He e Teréisvirta (1999a) s6 estd correta se o
processo for fortemente estaciondrio. Este alerta leva-nos a rever aqui as condicoes de
existéncia e o cédlculo destas expressoes para o modelo 6-TGARCH(1, 1) com potén-
cia § positiva. E, no entanto, importante referir que a partir das expressoes aqui
apresentadas facilmente reencontramos as expressoes de He e Terésvirta (1999a).
Decidimos mesmo assim manter este apéndice, pois todas as dedugoes sdo feitas
recorrendo apenas a resultados provados neste texto, o que tem a vantagem adi-

cional de o tornar mais autocontido.

Seja, entdo, X = (X4, t € Z) um processo seguindo o modelo -TGARCH(1,1)

com poténcia ¢ positiva. Assim, para todo t € Z, temos

Xt = ZtO't
s N
of = a0+ a1 (X;01)" + By (X)" +mody
onde Z = (Zy,t € Z) & o processo gerador e § > 0, ag >0, ag >0, f; >0, v; > 0.

Comegamos por recordar que, de acordo com o teorema 2.21, se 0 processo
gerador Z verifica F (|Zo|5> <+oceFE [al (Z(]L)(S + (ZO_)(S +71] < 1, entdo X

é fortemente estaciondrio. Também jd estabelecemos, no coroldrio 2.20, que estas

127
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mesmas hipdteses garantem a finitude e independéncia de t de F (\Xt|5>, tendo-se

aoE (|Zo|6)

1-E a1 (28)" + 81 (%) +m]

B (1) -

Seja k € IN fixo. Consideremos, agora, que F (\Z0|6k) < +o00. Tal implica

que E <|ZO|6) < 400, uma vez que o parametro 6 do modelo é positivo. Além
k

disso, temos F { {ozl (Z;r)5 + 54 (Z;)é + 71} } < 400, 0 que permite adotar, para

1=0,1,..., k, a seguinte notagao

9;=E { [al (25 + 8, (27)° +’yl]z} B { [al (25 +81 () +'yl} } , (B.1)

j& que as varidveis Z; sao identicamente distribuidas.

Vejamos, entao, sob que condigoes ¢ que podemos garantir que F <|Xt|5k) é

finita e independente de t.

Lema B.1 Seja k € N fizo. Consideremos um processo 0-TGARCH(1,1), X, tal
qued>0eFE (|Z0|6k) < 400. Se

19k<1,

entio E (\Xt\5k> é finita e independente de t, tendo-se E (\Xt\5k> definido recursi-

vamente do sequinte modo
E (| Zo|°%) . E
E (|Xt|6k) = 1(—019]6> ; (l;) aéﬁkiw- (B.2)

Demonstragao: Seja t € 7Z. Observamos, em primeiro lugar, que se
E (|Z(]|6k) <40 e <1, entdo F (|Z0|6> < +00 e, pela desigualdade de Jensen,

Y1 < 1, o que significa que X é fortemente estaciondrio e E (|Xt|6> ¢ finita e inde-

pendente de t.

Ora, como X ¢é fortemente estaciondrio, entao af é X, ;-mensurdvel, logo, para

i=1,...k,
B() = (o[22, )
= B (o) (e i)

B (o) e (140).
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jd que Z; é independente de X, ;. A estacionaridade forte de X também assegura

que, se (\Xt\5k> for finita, entdo ¢ independente de ¢. Portanto, para mostrar que

E (|Xt|5k) < +00 basta provar que E (o) < +o0.
Seja f (Z:) = o (Z:“) + 61 (Z; ) + 7;. Entao
o} = a0+ f(Zi1) o)y (B.3)

Comecemos por elevar ambos os membros da igualdade anterior & poténcia k. Desta

forma, obtemos

0% = [f (Zi )] 0t1+z<> b (F (Zi)ols)

Atendendo as propriedades das fungdes mensurdveis positivas, podemos integrar

k—i

ambos os membros desta igualdade e vem

£ (o) = 0 (o 1)+z< )abinik (71477,

pois 00 | é X, o-mensurdvel e Z;_; ¢ independente de X, 5. Como X & fortemente

estaciondrio, entao

B (o) =0t (o) + 3 () abua (o1470).
0 que é equivalente a

k

B (o) = 1_1%2(];) aipiE (07"
=1

uma vez que 1 — ¢ #£ 0.

Assim sendo, e atendendo a igualdade estabelecida no inicio desta prova, temos,
entao,
L G Wl ()
p(m09) - ELIL 5 (1 EE)
i=1

1 — i E <‘Z0‘6(k—i))

que ¢ finita, pois 0 < F <|Zo|5k) < +o00, logo também 0 < E (|Z |5(k ) < +o00,

para todo ¢ = 1, ..., k, o que permite concluir o pretendido recursivamente, partindo
do facto conhecido de que E <|Xt|6> < +4oo. |

Vamos, agora, particularizar a expressao (B.2) obtida no lema anterior para

alguns valores de k e de . Para além de supor verificadas as hipéteses do lema
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necessdrias em cada caso, vamos admitir que F(Zp) = 0 e E (Zg) = 1. Entao,
B(X?)
para todo ¢ € Z, temos E(X;) = 0 (1), V(Xy) = E(X?), A(Xy) = = 2)]%
E(X:
4
e K(Xy) = %}f—%%, expressoes estas que sao independentes de t. Assim, temos
t

que as varidveis do processo X sao centradas, de varidncia a§<, de coeficiente de

assimetria ( y e de coeficiente de curtose xkx. Entao:

— quando d = 2, temos

2 _ Qo
e
E (23) E(X?) 11—\ 2
2
X 1— s aoﬂlE(Z§)+a° X( a0 )
Rz (1—29%)
= B.
— quando 0 = 1, temos
E (Z3) E (X)) ]
2 0 ¢ 2
= ——~ 2001 ———% +«
T T [ “NE(Zo) T
2
OKO (1 +191)
= , B.6
(=00 (1 95) (B.5)
E (23) E (X7) 2o B (1Xil) 3 2\ %
CX = 1 _03 30[0292E(Z§) +3010291E(|ZOD +a0 (JX)
Cz s | 3agts 3
—(1 _193) O'?k 30[02920)( + 1 _01 +Olo (B?)
e
B (1xf°) E(X?) E (X))
KxY = 4ogts +601(2)192 ! +4018191 : +Oz§ X
E(12) E(Z3) E (1Zol)
E (%)
X—
(1 —94) (0%)?
kz 3 Cx 0, o  dagdy |
= ———— 4oV 22 ), B.
(1_294)0_%)((&0 SUXCZ+6C¥0 20X+17191+C¥0 ( 8)

INa introducio do modelo 6-TGARCH, concretamente na seccdo 1.1 do capitulo 1, vimos que
se as varidveis do processo Z sdo centradas e reduzidas (ou seja, satisfazem a hipétese H1) e oy é

X, _;-mensurdvel, entdo, caso exista, F (X¢) = 0.



131

onde (5 e Kz sao, respetivamente, os coeficientes de assimetria e de curtose das

varidveis Z;.

Avancamos, agora, para a expressao da autocorrelagdo de duas transformacoes

do processo X, especificamente, \Xt\é e |Xt|25. Queremos, em concreto, determinar

N ] 55\ cov(|Xt\6j,\Xt7n\6j) - ,
Pns (J) = corr (| Xe]™ | Xe—n|™ ) = — —, para j = 1,2 e onde § &
\/V(|Xt\ J)\/v(\Xt,n\ 7)

o pardmetro poténcia do modelo em estudo.

Do lema B.1, as condigoes de existéncia de p, s (j) sdo E (\Zg\5j> < +oo e
Y; < 1, que admitiremos, no que se segue, verificadas. Salientamos que, sob estas

condigdes, X ¢é fortemente estaciondrio e p,, 5 (j) ¢ independente de .

Nos calculos seguintes, retomamos a notacao (B.3) usada na demonstra(;éo do
lema B.1, ou seja, 0f = ag + f (Zi_1) 09_4, com f(Z;) = ay (Z;r) + 81 (Z; ) +71-

Comegamos pela expressdo de p; 5 (1). Atendendo a que

LB (1% 1Xea ) = |E (‘Xt‘é)r B.9
ot = e T (T ©.9)

E <|Xt\5) e B (\Xt\25> sao conhecidos, resta determinar E (\Xt\‘s \Xt,1|5>. Ora,

B (X |Xia') = B (12 |2l ool )

= B (12 12 |00+ f (Ze1) 0l | ol

= aoF <|Zt| Zi4 | o} 1) +E {|Zt|6 |Zt71|6f(Zt71)0§f1] :
Como 09_, e 02 | sdo X, ,-mensursveis e |Z|°, | Z,_1|° e f (Z;_1) sdo independentes
de X, ,, entao
E(|Xt|6 |Xt—1|6) :a0E<|Zt|5 |Zt—1|6) E(0?71>+E[|Zt|6 |Zt—1|6f(Zt—1)} E(U§f1) :
Logo, como as varidveis Z; sao i.i.d. e X é fortemente estacionédrio, podemos escrever

5 5 S\1? (-6 5 5 25
B (1X 1Xea ') = a0 [B(120°) | B(07) + B(120°) E|1 20l £ (20)] B(o?)
B(1x”)

_ aOE(\ZOP) E(\Xt\‘s) +E<|Zo\‘5) E{\Z0|5f(Zo)} m
onde
E[|ZO\5f(ZO)} - E{(Z0 +Z0 [al (Z)" + B (Zg)5+fyl}}
= B{|(@) + ()] o1 (@) + 51 (20) + ] }
E

{011 +51( ) +’71|Z0|]

= alE{ }+61E{(ZO‘) }+71E (|Z0\‘5).
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Passamos, em seguida, para a expressao de p,, (1), para n > 1. Como

B (b ) [ ()]

P (1) = : (B.10)

B (1) - B (1)

entao, analogamente ao caso anterior, basta determinar F (|Xt|6 |Xt,n|6>. Partindo

de 0 = ap + f (Z;_1) 0¢_, e usando esta igualdade recursivamente, temos

o) = aotaof (Zic1)+ f(Zim1) [ (Zie2) o)y
= a0+ aof (Zie1) + aof (Zie1) [ (Ze2) + [ (Zee1) [ (Zi—2) £ (Zi—3) 0)_3;

logo, continuando este procedimento, temos

n 1—1

ol =ao Y [ (Z-0) Hf(Zt D))

i=11=1

Assim, vem

B (1X)* (Xial’) = E(12d° |21l ool

n i—1
= aOE{‘ZtP ‘Zt—n‘a [ZHf(Ztl)
=1

i=

1
+E {|Zt|6 | Zsnl® [Hf(Zm)

i=1

1)
Jtn} +
20
at_n} .

Uma vez que o, 6 X, , y-mensurdvel e |Z|°, | Zi_n|’ ¢ f(Zi—s), parai =1,...,n

sao independentes de X, ,_;, entao

n i—1

Hf Z11) } (O’t n)—i—
i=1[=1
+E {|Zt|5 e [ﬁf(Zt—i) }E (o2)-
i=1

Portanto, como as varidveis Z; sao i.i.d. e X ¢é fortemente estaciondrio, obtemos

E (‘Xt|6 |Xt—n|6> = ooF <|ZO\‘5) E (‘Xt‘é) iﬁi_l "

B (1X |Xe-0l’) = aoE{\Ztl 12 m[

1=1
20
E(120°) {1201 1 (Z0)] %ﬂ&“
0
n—1

= 008 (120f) £ (10°) 30+ B (10l X ) 077

i=1
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usando a ultima expressao de F (\Xt|5 |Xt_1|5> determinada para o célculo de

p1,s (1). Notando, agora, que

E <|Xt‘6 ‘Xt—n‘é) - {E <|Xt|‘5>}2 =
= aoF <|Z0‘5) E (|th6> S 9L E (\Xt|6 |Xt—1|6> gt [E (|Xt|6>}2
i=1

—_

(i ) o+ () { o) L0t - o [E0)

1—1 11—
= B (1 X ) 917 + B (1) x aoE (1Z0]) 119—711;
= {B (1l 1xal?) - [ (1xr)] o
obtemos
Pns (1) =115 (1). (B.11)

Avangamos para a determinagao de p; 5 (2). Notando que

prs(2) = - (‘Xt|26 ‘XHF&) _ [E <|Xt‘26>} (B.12)

| B (1) - B (1))

e que F (\Xt\%) e B <|Xt|45> sao conhecidos, falta calcular E (|Xﬂ2(S \Xt_l\%).

Temos, entao,

B (1X |Xea ) = B (127 | Zea [ o0
=5 (1212 [o0+ £ (Zin)of 1] o)
=3 B(1 2 | Zia 030 )+ 200 B[ | 24 | Zis | F(Zi1) o |+
B |12 |2 [ (Zi)P o]

Como 0%, e 0, sdo X, ,-mensurével e 1Z%, |Zi—1]® e f(Zi—1) sdo indepen-

dentes de X, o, vem
E (1% 1Xi1?) = o3 (12|21 ) B (o3)) +
+200E | 1211 | (Z1)] B (o32)) +

B |2 |2 [f (21 B (01).
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Portanto, atendendo a que as varidveis Z; sao i.i.d. e X é fortemente estaciondrio,

podemos escrever

E (X 1) = B (120") {2aoE (120 £ (20)] ()

()

45
+a3E (1) + B || 2 [f (Z0))?] M} ,

()
onde
E“Zol%f(zo)} = EH(ZJ)%*(ZJ)%} {0‘1 (28)" +5 (%) +’71}}
= Bla1 (2)" + 51 (2)% + 1%/

= wB[(2)"] +5E[(25)"] + mE (1%/*)

B 12 1f (Z0)]] =
=B {12/ |a1 (20)" (a1 (Z8)" +20) + 1 (25)" (B (Z5)" +2m) +93] |
:E[al (zH)® <a1 (ZJ)5+271)+51 (Z5)° (51( ) +271)+71|Z\ }

:a%E[(ZO*)“]+2a171E[(ZJ)35}+/B§E[(Zg) ]+25171E[(Z5) ]+71E<\Z0\25).

Falta, ainda, a expressdo de p,, 5 (2), para n > 1. Como

2
B () - [ ()
s (2) = . (B.13)
B (1) = [ (1))
entao, tal como no caso anterior, basta determinar £ <|Xt 1?1 X,_n|*). Partindo das

igualdades at =+ f(Zi-1) at L€ a%‘S = ao +2a0f (Z;— 1)at L+ f (Ze- 1)] at 1>

podemos escrever que

op = og+203f (Zi1) + g [f (Ze1)]* + 200 {f (Zi1) f(Zi2) +
+ [ (Ze) | (Zi2) f ol + [ (Zin) [ (Zi2)) 02
= g +203f (Ze1) + 205 f (Zi1) f (Ze2) + g [f (Ze))” +
+ G [f (Ze-)P [f (Ze2)* + 205 [f (Ze-1))” f (Zia) +
- 2ao{f(Zt ) f (2 2>f<zt 3+ (2P f (Zea) £ (Zs) +
+ 1 (Z0)P 1 ( f (Zis }a? 3+
+F (Z)P [ (2 >1 [f (Zi-s)? 0P
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assim, se usarmos estas igualdades recursivamente, obtemos

n —1
o a3+2aﬁz<hf(2ti)>+aﬁz<ﬂ zm)+

= =1

n—1 — n —
—i—2a Z (H Zti)]2> Z Hf(thlﬁ +

i=1 I=j+1 \k=j

7—1 n
<Hf(Zt—i)> (Hf(Zt—i)>
=1 =1

n

+2a0{ﬂf Zi—i +Z
1=1
+ (H [f (Zi-i)] ) Utzén

} af,n +

i=1

Logo

B (1X 1Xinl) = B (127 | Ze-al” 07 02,) =

n j—1
= ofE <|Zt|26 |Zt ] Ufén) +203 Y E (|Zt|26 |Zt | (H f(Zt—z‘)> U?6n> +

=2 i=1

—i—aOZE <\Zt 26 | Z4— n|26 (H (Z1—s) ) 0t26n> +

7j=2

n—1 — n -1
+2a ZE Z)? | Zi—n]? (H [(Zi—i) ) Z Hf(Zt—k) o |+
=1 l

j=2 =j+1 \k=j
+200F [ |Z:° | Zy—n|? (Hf Zi Z)@’%) -
=1
7—1 n
+20402E <|Zt|26 |Zen|? (Hf(th’)> (Hf(%i)) 0§6n> +
j=2 i=1 i=1
+E (|Zt‘26 |Zt—n‘26 (H [f (Zt—z)] ) U?n) :
Ora, como 09, & X, -mensurdvel, |Z|°, | Zi_n|’ € f (Zi_;), para i = 1,...,n, sdo

i=1

independentes de X, ,,_;, as varidveis Z; sao i.i.d. e X ¢é fortemente estaciondrio,

temos, para j € {2,...,n},

(12 7P o) = [B (1)) B (o3),
2 <\Zt|25 Zeal” (H f(Zi- ») ot ) = [E (1)) o4 B (07),
2 (\zﬂ 7o [? (j [ (Z-)] ) a%5n> = [ (120)] 9B (o7").
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E<\Zt|26 \Zt—n|26{(ﬁji [f(Zt—z‘)]2>[l_Zl<kH f(Z- k)) }0%5n> =

= [E (|ZO|26)]21932;1 (Z?:j—f—l ) E (67°)  (exceto para j=n),

)
)
£ (12120 (117 20 ) o, )

1

< 22 oo [<7n1f<zt_i>> (i1 s)
=1

_E <|Z0|25> 9 R [|Zo|25 f (Zo)] E (o)),

26
E(12) 037 B |20 £ (20)] B (o),

Jt n)z

B (1 e (T117 o) ot ) =

= B (|12*) 057E (|2 1] (20))°] £ (o).

Entao podemos escrever que

B (1X? | Xi-al) =

n n n—1
= 312 B(o?) {szﬁngﬂmz [ﬁ (Z " )] } )
Jj=2 j=2 j=2

I=j+1

()| -

n

+200F (120 ) B |20 [f (Z0)] E (o) [ﬁ&“
j=2

+E (12017) 957 B (120 [ (Z0)] B (o)
e, portanto, aplicando a igualdade anterior a F (\Xt|25 |Xt,(n,1)|26>, obtemos

B (1% | X-al) =

2 L
— 0,E (\Xt|2‘5 |Xt_(n_1)|25) +ad [E (|Zo\25)} (1 + 220{1) E (035) +
j=2
+200F (12 ) B |1 20 £ (Z0)] 917 B (o).
A igualdade anterior permite, finalmente, concluir que

Pn.s (2) = 292pn71,6 (2) + (1)29711717 (B14)



137

2081 (1+01) [E (12/*)] i (1= 1) (1= 02)] B

B (%) - [B (1))

200 (120/°) E |20/ 1 (Z0)] E (o)

B (1) - B (1))

Observamos ainda que, usando recursivamente (B.14), obtemos

b =

n—1
Prs (2) =05 p1s (2) + @ 957 (B.15)
i=1

Observacao B.2 Vejamos, agora, como é que sio obtidas as ewpressoes de py 5 (1)
e p1s(2) quando 0 = 1, que representaremos simplesmente por p; (1) e py (2), res-
petivamente, bem como a expressao de ®, usadas no capitulo 3. Consideremos,
entdo, o modelo TGARCH(1,1) com processo gerador Z centrado e reduzido (logo é
verificada a hipétese H1) e de distribuicdo marginal simétrica, o que significa que,
em caso de existéncia, F [(Zar)z} =F [(ZJ)Z], para todo i em IN. Assim sendo, e
como temos E <|Z0\i) =F [(ZJ)Z} +FE [(ZO_)Z}, entao E [(ZSF)Z] =F [(ZO_)Z} =
=15 (1zl").

FEntao

1+ {[E (%) -1}
E(Z0))

oy + B4
2

E|Zo| f (Zo)] = +ME(|Z]) =

e, portanto, a partir das indicagdes dadas para (B.9)

0B (%)) E (X)) + B (1 %)) E | Z0] f (Z0)] B (XF) - [B (| Xa])]”
E (X7) — [E (| X))

o3[E(|Zo))]* (1=01) (1=02)+0102 (14+91) (1—01) —0d[E(| Zo|)]* (1—V2)
. (1—191)2(1—192) +
ad(1+91)(1—91) —e3[E(| Zo])]* (1-02)
(1—91)%(1—1)
71 {[E(Zo]))*—1}a3(1+91)
(1—191)(1—192)
ad(1491)(1=91)—aZ[E(| Zo])]* (1-92)
(1—91)3(1—12)

E(Zo) (1 - 92) (o) + 00 (1—3) (=9 {[E(Z)] -1}
(1—03) = [E(1Zo]))* (1 — ¥2) (1—03) = [E(1Z]))* (1 — ¥2)
1 (1-9) {B (0P - 1)

~ TR BB (B.16)

pr(1) =
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Para obter py (2), comegamos por determinar

B (12 1 (20)] = L8 (120) 41,

a2 2
B (120 17 (2] = D5 PLE (28) + (a4 B (120°) + 7,

o que permite obter, a partir dastdicago”es dadas para (B.12),
p1(2) =
02E (X2) + 200E [Z2 (Z0)] g(";;;i) +E [Zg If (Zo)ﬂ %é—g)l — [E(x2))?
B (X#) - [E(x7)]”
GRE (X2) + 200B (23 (20)] ) é”zi[(};;’”z] 1) [ ()

) E (X7 — [E (X)) !
E|Z311 (Z0)]]

_l’_

E ()
ad(1+91) n 2E[Z3 f(Z0)|af (142014202+9192) | (E[Z3[f(Z0)]’] ald(1+91)?
(1-91)(1—92) (1-91)(1-92)(1-9s) E(2}) (1=91)%(1—92)?

- T

oE(Z0)Y A0,

(1-91)(1—92)(1-93)(1-P4)  (1-991)*(1—02)?
E[Z31f (%))]

+
E(2)
_ (1-94) T N
E(Z3) W (1—91) (1 —02) —( (1 +)z91)2 (1—s) (1 — W)
2, g2 E (|2 2
ai + 1 71
TR ARG TR
(B.17)
onde ¥ = 1+ 3% + 592 + 393 + 3 + by + 3v03 + hdeds e
T = [(a1+ﬁ1)E(|zo|3) +2ryl} (14 201 + 20 + 9192) (1 — 1) (1 — ) +
a2 2 E(|Z 3 2
+<4§—51 + (@ + 807 s + e - 1)(1 9121 — (1= 92)(1 — o)1 — ).

Resta, agora, obter

—291 (1+191) QE[ng(Z())] (1+2191+2’l92+’l91’l92)
(1—91)%(1—92) (1-91)(1-92)(1—93)
E(Z)¥ _ (1491)?
(1-91)(1=92)(1-03)(1—Ys)  (1-01)%(1—02)?

- —20 (1 +91) (1 — 03)
. {E (Z3) W (1 —91) (1 —da) — (1+91)* (1 —vs) (1 — 9
{(041 +B8)E (\Zo\g) + 271} (14291 + 2095 + ¥192) (1 — ¥4)
. .(B.18)
E(Z8) W (1—01) (1— ) — (1+ 01)° (1 — ds) (1 — )

d =




Apéndice C

Ficheiros do Mathematica

Neste apéndice sao apresentados os sete ficheiros do programa Mathematica 8
usados para obter as tabelas dos capitulos 3 e 5 e as figuras do capitulo 4 que

dependem da simulacao de trajetérias de um processo §-TGARCH.

Os dois primeiros ficheiros sao referentes as tabelas da secgao 3.4:

— O primeiro ficheiro, que compoe a seccao C.1, diz respeito a tabela 3.3 da
pégina 65. Com este ficheiro foram geradas as 100 trajetérias para uma para-
metrizagao do modelo TARCH(1) e, para cada uma delas, calculadas p; (1) e

01 (2), sendo estes valores exportados para um ficheiro do Excel.

— O segundo ficheiro, que forma a secgao C.2, diz respeito a tabela 3.4 da pédgina
66. Com este ficheiro foram geradas as 100 trajetdrias para uma parametriza-
¢ao do modelo ARCH(1) e, para cada uma delas, calculadas p; (1) e p; (2),

sendo estes valores exportados para um ficheiro do Excel.

Os trés ficheiros seguintes sao referentes as figuras da seccao 4.1:

— O primeiro ficheiro, que constitui a seccao C.3, diz respeito a figura 4.1 da
pégina 73. Esta figura é composta por seis graficos, sendo o ficheiro apresen-
tado aquele que foi executado para obter o gréfico referente a 6 = —%. Para

conseguir os restantes graficos foi apenas necessério alterar o valor de §.

— O segundo ficheiro, que forma a seccao C.4, reporta a figura 4.2 da pédgina
75, constituida por quatro graficos. O ficheiro que juntamos diz respeito ao
modelo de ordens p = 1 e ¢ = 1. Os outros gréficos foram obtidos alterando

apenas as ordens e os parametros do modelo.

139
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— O terceiro ficheiro, que constitui a seccao C.5, foi usado para obter as figuras
4.3 e 4.4, da péagina 77. O ficheiro que exibimos corresponde ao grafico da
parametrizagdo Al. Para conseguir o grafico da parametrizacdo A2 apenas
foram alterados os parametros do modelo. Para as parametrizacoes Bl e B2,
para além dos pardmetros do modelo, foi necessdrio alterar os parametros

referentes & distribuicao marginal do processo gerador.

O sexto ficheiro é referente as figuras da subsecgao 4.3.4:

— Este ficheiro, que compde a secgao C.6, diz respeito as figuras 4.5 e 4.6 da
pagina 97. Cada figura apresenta o mesmo grafico sob quatro perspetivas
diferentes, sendo o ficheiro apresentado aquele que foi executado para obter o
grifico referente a § = % Para conseguir o outro grifico foi apenas necessério

alterar o valor de ¢ para 2.

O 1ltimo ficheiro é referente as tabelas da secgao 5.3:

— Este ficheiro, que forma a secgao C.7, diz respeito a tabela 5.4 da pdgina 114.
Com este ficheiro foram geradas as trajetdérias para uma parametrizagao do
modelo TGARCH(1,1), que permitiram o célculo da estimativa do ARLy.
Todos os valores de interesse foram exportados para um ficheiro do Excel.
A obtencgdo da tabela 5.5, da pdgina 114, implicou apenas a alteracao dos
parametros da distribuicao. As tabelas 5.1 e 5.2, da pdgina 111, implicaram
alteracGes mais profundas mas, sendo o resultado mais simples e as alteracoes
semelhantes as que estao feitas noutros ficheiros, optdmos por omitir o ficheiro

que lhes deu origem.



C.1. TABELA 3.3

C.1 Tabela 3.3

Efeito de Taylor

X ~TARCH(1) e Z, = § W, comW ~tg

Nota: Precisdo definida para 20 digitos (no Mathematica, “... the precision of an approximate real
number is the effective number of decimal digits in it which are treated as significant for computa-
tions.”, em Numerical Precision Mathematical Tutorial, Wolfram Mathematica 8 — Documentation
Center).

0. Func¢des auxiliares

Exps*[x_] := If[x=0, 0, x°]

Exps™[x_] :

If[x20, 0, (-x)°]
1. Parametros do modelo 6-TGARCH(1,1)

2 75
§=1;ap=1;1=—;B1=—;¥1=0;
100

2. Distribuic8o marginal do processo gerador Z

df =6; distZ =
df -2
TransformedDistribution [ W, W=~ StudentTDistribution[df] ] ;
df
StringForm[“u;="" , wp="" , wuz="" , wus=" ", Mean[distZ],

Variance[distZ], Skewness[distZ], Kurtosis[distZ]]
H1=0 , p2=1 , u3z=0 , 14=6

distAbsZ = TransformedDistribution[Abs[Z], Z~distZ];
StringForm[“¢1="" , ¢2="" , 3= , ¢4="",

¢1 = Moment[distAbsZ, 1] , ¢, = Moment[distAbsZ, 2],
¢3 = Moment[distAbsZ, 3], ¢4 = Moment[distAbsZ, 4]]

3
051::1 , ®2=1 , ¢3=2 , $4=6

3. Expressfes dos momentos d;, parai =1, 2, 3, 4

a+f

o1[a_, B_, ¥_] = b1+ ¥

141
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O(2+/32
O2[a_, B_, ¥_] = 2 + (NZ+y (a+B) $1

o8 + 3 . 3y (a®+B%) 3¥2 (a+B)
osfa_, B_, ¥_] = 2 b3+ + 2 + > 61

Osfa_, B_, ¥_] =

a4+[34

ba+¥t+2y (a®+B%) b3+ 3% (a®+B%) +2%° (a+B) 61

3. Existéncia do momento de ordem 4 do processo X. Coeficiente de
curtose. Autocorrelagdes tedricas.

1F[64[a1, B1, ¥1] <1, "Existe o momento de ordem 4 de X.",
"Nao existe o momento de ordem 4 de X."]

Existe o momento de ordem 4 de X.

x[e_, B_, ¥v_] =
b4
1-04[a, B, 7]

403[a, B, ¥]

1-063[a, B, ¥]

(((L-o01[a, B, ¥]) (1-62[a, B, ¥1))/ (L+61][a, B, ¥1))?

(302[a, B, ¥] (L+o1[a, B, ¥]))/

361[a, B, ¥] ]
—_— + 1| +
1-01[a, B, ¥l
662[a, B, ¥] (1+61[a, B, ¥]) 409;1[a, B, ¥] 1]

.

((A-61[a, B, ¥]) (1-62[a, B, ¥])) +

+

(1-61[a, B, ¥]) (1-02[a, B, ¥]) 1-061[a, B, ¥]
N[x[a1, B1, ¥1]1]
357.481
prfa_, B_, ¥_] :=061la, B, ¥1+ (¥ (1- (61la, B, ¥1)?) ((¢1)%-1))/
((1- (61la, B, ¥1)?) - (¢1)? (1 - 02[a, B, ¥]))

N[pil[ai, Bi, ¥11]

0.35625
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o? + g2 ¢3 ¥
+y (a+B) — +— +
b1 ¢a

p2la_, B_, ¥_] :=

(L-04la, B, ¥]) |((a+B) ¢3+2%) (L+2061[a, B, ¥] +202[a, B, ¥] +

61[a, B, ¥]1 621[a, B, ¥]) (1-61[a, B, ¥]) (1-62[a, B, ¥]) +

a? + B2 ¢ ¥
+y (a+B) — +— -1| (L+061[a, B, ¥])? (L-03[a, B, ¥]) +

b1  Pa
(62 (L+301[a, B, ¥] +502[a, B, ¥] +363la, B, ¥] +
301[a, B, ¥] 0z2[a, B, ¥] +501[a, B, ¥] 0s[a, B, ¥] +
36z[a, B, ¥l 63la, B, ¥] +61la, B, ¥] 02[a, B, ¥] 63l[a, B, ¥])
(1-61[a, B, ¥]1) (1-062[a, B, ¥]) -
(1+061[a, B, ¥1)? (1-063[a, B, ¥]) (1-064la, B, ¥1))

(1- (01[a, B, ¥1)?) (L-62[a, B, ¥]) (L-63la, B, ¥])

N[p2[a1, B1, ¥1]]

0.305758

4. Simulagéo das trajetorias do processo X

Namero de trajetdrias a simular do processo X

nt = 200;

Numero de observacdes a gerar para cada trajetoria do processo X

nobs = 100050;

Todas as trajetorias simuladas de X tero os mesmos valores iniciais: oy = @y € X; =0.
oy =ag; X1 =0;

Tabela aux: Tabela auxiliar que serd usada para armazenar, sucessivamente em cada trajetoria
do processo, 0s valores simulados.

aux = Table[{o1, X1}, {nobs}];

Tabela ValObs: Nesta tabela serdo armazenadas as Ultimas 100000 observagdes simulada do
processo X de cada trajetoria.

Observagao: As primeiras 50 observac@es de cada trajetéria serdo descartadas para eliminar o
efeito da escolha dos valores de o e X;.

ValObs = Table[ {0}, {i, 51, nobs}];

Sequéncia de célculo das nt trajectérias com célculo das autocorrelagfes empiricas.
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k=1;WhiIe[ksnt,
procZ = RandomVariate [distZ, nobs, WorkingPrecision - 20];
Do[{(aux[[i, 111) = (@0 + ay xExps* [aux[[i - 1, 2117 +

1
&

BixExps[aux[ [T -1, 2]1] +¥1x (Aux[[i -1, 111)°)%,

aux[[i, 2]] =aux[[i, l]]xprocZ[[i]]}, {i, 2, nobs}];
ValObs = Table[aux[[i, 2]], {i, 51, nobs}];
aa=Table[(valObs[[i]])?, {i, 1, nobs - 51}];
bb = Table[ (ValObs[[i +1]]1)?, {i, 1, nobs - 51}];
cc=Table[(valObs[[i]])?, {i, 1, nobs - 50}];
dd = Table[Abs[ValObs[[i]]1], {i, 1, nobs -51}];
ee =Table[Abs[ValObs[[i +1]]], {i, 1, nobs-51}];
ff=Table[Abs[ValObs[[i]]], {i, 1, nobs -50}1];

ag, X (Covariance [aa, bb] x (Length[aa] - 1) /Length[aa] +

) Variance[cc]
Mean[aa] xMean[bb] - Mean[cc] xMean[aa] -
Mean[cc] xMean[bb] + (Mean[cc] )2) ;

1
amg = ——  x (Covariance [dd, ee] * (Length[dd] - 1) /Length[dd] +
Variance [ff]

Mean[dd] xMean[ee] - Mean[ff] xMean[dd] -
Mean[ff] xMean[ee] + (Mean[fF])?);

{N[ame], N[ag,]} >>> StudentResul tTARCH.xIs; k++]

Nota: “RandomVariate gives a different sequence of pseudorandom numbers whenever you run

Mathematica.” (em RandomVariate Built-in Mathematica Symbol, Wolfram Mathematica 8 —
Documentation Center).
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C.2 Tabela 3.4

Efeito de Taylor

X ~ARCH() e Z, = § W, comW ~tg

Nota: Precisdo definida para 20 digitos (no Mathematica, “... the precision of an approximate real
number is the effective number of decimal digits in it which are treated as significant for computa-
tions.”, em Numerical Precision Mathematical Tutorial, Wolfram Mathematica 8 — Documentation
Center).

1. Parametros do modelo ARCH(1)

2
ap=1l;a1=—3;
10

2. Distribuicdo marginal do processo gerador Z

df =6; distZ =
df -2
TransformedDistribution [ W, W=a StudentTDistribution[df] ] ;
df
StringForm["ui="", up="" , u3= _ , ug4= ", Mean[distZ],

Variance[distZ], Skewness[distZ], Kurtosis[distZ]]
u1=0 ,  p2=1, pu3=0 , Ly=6

distAbsZ = TransformedDistribution[Abs[Z], Z~distZ];
StringForm["¢1="", ¢2="" , 3=, ¢s4= ",

¢1 = Moment[distAbsZ, 1] , ¢» = Moment[distAbsZ, 2],
¢3 = Moment[distAbsZ, 3], ¢4 = Moment[distAbsZ, 4]]

3
<Z>1:?1 . $2=1 , ¢3=2 , $4=6

3. Expressdes dos momentos &, parai=1, 2, 3,4

o1[a_] :=a

G2 [a_] iz o? [
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4. Existéncia do momento de ordem 4 do processo X. Coeficiente de
curtose

If[02[a1] <1, "Existe 0 momento de ordem 4 de X.",
""Ndo existe o momento de ordem 4 de X.']

Existe o momento de ordem 4 de X.

éa (1- (611al)?)

s

N[x[a1]]

7.57895

4. Simulacao das trajetérias do processo X

NUmero de trajetorias a simular do processo X

nt =200;

NUmero de observagdes a gerar para cada trajetoria do processo X

nobs = 10050;

Todas as trajetérias simuladas de X terdo os mesmos valores iniciais: oy = ag e X; =0.
o1 =ap; X1 =03

Tabela aux: Tabela auxiliar que sera usada para armazenar, sucessivamente em cada trajetéria do
processo, os valores simulados.

aux = Table[{o1, X1}, {nobs}];

Tabela ValObs: Nesta tabela serdo armazenadas as Ultimas 100000 observagdes simulada do
processo X de cada trajetoria.

Observagao: As primeiras 50 observacdes de cada trajetoria serdo descartadas para eliminar o
efeito da escolha dos valores de o e X;.

ValObs = Table[ {0}, {i, 51, nobs}];

Sequéncia de calculo das nt trajectérias com calculo das autocorrelacdes empiricas.
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k=1;WhiIe[ksnt,
procZ = RandomVariate [distZ, nobs, WorkingPrecision - 20];
Do[{ (aux[ [i, 111) = (a0 + aux (auX[[i - 1, 211)2)%,
aux[[i, 2]] =aux[[i, 1]]xpr0cZ[[i]]}, {i, 2, nobs}];

ValObs = Table[aux[[i, 2]], {i, 51, nobs}];
aa=Table[(ValObs[[i]])?, {i, 1, nobs - 51}];

bb = Table[ (valObs[[i +1]]1)?, {i, 1, nobs - 51}];
cc=Table[(ValObs[[i]])?, {i, 1, nobs - 50}];

dd = Table[Abs[ValObs[[i]]], {i, 1, nobs -51}];

ee =Table[Abs[ValObs[[i +1]]], {i, 1, nobs -51}];
ff=Table[Abs[ValObs[[i]]], {i, 1, nobs -50}7;

aq X (Covariance [aa, bb] x (Length[aa] - 1) /Length[aa] +

. Variance[cc]
Mean[aa] xMean[bb] - Mean[cc] xMean[aa] -

1
Mean[cc] xMean[bb] + (Mean[cc] )2) ;amg = ——m8M8M8M8M8M— x
Variance [ff]

(Covariance [dd, ee] » (Length[dd] - 1) /Length[dd] + Mean[dd] x
Mean[ee] - Mean[ff] xMean[dd] - Mean[ff] xMean[ee] + (Mean [f‘f])z) ;
{N[ame], N[ag.]} >>> StudentResultARCH.xls; k++]

Nota: “RandomVariate gives a different sequence of pseudorandom numbers whenever you run

Mathematica.” (em RandomVariate Built-in Mathematica Symbol, Wolfram Mathematica 8 —
Documentation Center).
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C.3 Figura 4.1
Distribuicado marginal

X ~6-TGARCH(1, 1) e Z; ~N(0, 1)

Nota: Precisdo definida para 20 digitos (no Mathematica, “... the precision of an approximate real
number is the effective number of decimal digits in it which are treated as significant for computa-
tions.”, em Numerical Precision Mathematical Tutorial, Wolfram Mathematica 8 — Documentation

Center).

0. Funcdes auxiliares

Exps*[x_] := If[x =<0, 0, x°]

Exps™[x_] := 1f[x20, 0, (-x)°]

1. Parametros do modelo -TGARCH(1,1)

1 3 1 1
§=-—Za0=10;1=—;B1=—5v1=—"7:
2 10 2 5

2. Distribuicdo marginal do processo gerador Z

distZ = NormalDistribution[0, 1];

StringForm["ui="", up="" , um3= _ , ug= ", Mean[distZ],
Variance[distZ], Skewness[distZ], Kurtosis[distZ]]

u1=0 , pp=1, pu3=0, pu=3
3. Estacionaridade a ordem 6 do processo X

(*Expressdes de ¢1,5 € ¢, s obtidas da tabela 3.1,
Gamma[é + 1]

sendo validas para 6>-1 e 6#0.%)¢1,5 = ¢2,5 =N[ , 20]
_5+1 S
22 Gamma[—2 + 1]

0.86003998732451953538

Sé=ay ¢1,5 +B1d2,5 +¥1

0.88803198985961562830

If[Probability[Z==0, Z~distZ] # 1 A¢1,s <+o AS6<1,

"X é estacionario a ordem §.", "X ndo é estacionario a ordem §."]

X é estacionario a ordem 6.

4. Simulacgao das trajetdrias do processo X
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Namero de trajetdrias a simular do processo X

nt =10000;

Numero de observacdes a gerar para cada trajetoria do processo X

nobs = 101;

Todas as trajetorias simuladas de X tero os mesmos valores iniciais: oy = @y € X; =0.
o1 =ap; X1 =03

Tabela aux: Tabela auxiliar que ser& usada para armazenar, sucessivamente em cada trajetoria do
processo, os valores simulados.

aux = Table[{o1, X1}, {nobs}];

Tabela ValObs: Nesta tabela serd armazenada a Gltima observagdo simulada do processo X de
cada trajetdria.

Observacao: Todas as observacdes anteriores a Ultima de cada trajetéria serdo descartadas para
eliminar o efeito da escolha dos valores de oy e X;.

ValObs = Table [0, {nt}];

Sequéncia de calculo das nt trajectdrias com armazenamento de uma observacdo de X (a
Gltima gerada) por trajetéria.

k=1;WhiIe[ksnt,
procZ = RandomVariate [distZ, nobs, WorkingPrecision - 20];
Do[{(aux[[i, 111) = (@0 + ay xExps* [aux[[i - 1, 2117 +

BixExps[aux[[§ -1, 2]1] +¥1x (Qux[[i -1, 111)°)%,
aux[[i, 2]1] =aux[[i, 1]]xprocZ[[i]]}, {i, 2, nobs}];
ValObs[[k]] =aux[[nobs, 2]1; k++]
Nota: “RandomVariate gives a different sequence of pseudorandom numbers whenever you run

Mathematica.” (em RandomVariate Built-in Mathematica Symbol, Wolfram Mathematica 8 —
Documentation Center).

5. Enquadramento gréfico funcao de distribuicdo empirica

Representacdo grafica da funcéo de distribuicdo empirica (verde)

D = EmpiricalDistribution[ValObs]

DataDistribution [ <<Empirical>-, {10000} ]
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Gl=F’I0t[CDF[1), x1, {x, 2.5a0sV1+6,2.5a0sV1+6 }
1 1
PIotRange—»{{—Z.Sao? Vi+6,2.5a05V1i+6 } (-0.1, 1.2}},

Ticks-»{{-ao': NT+56, ags Vieo } {0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1}},

PlotStyle » {Thickness[0.003], RGBColor|[oO, 1, O]}];

1

Representagdo grafica de FZ(T:)’ com @ = (1“‘; )_5 (vermelho)
=71

1
]] {x. 2505 Vis5, 2.500s Viso }.

G2 = PIot[CDF[distZ, X

1-v1
o
1 1
PIotRange—»{{—Z.SaO? VI+6,2.5a0:V1+6 } (-0.1, 1.2}},

Ticks-»{{—ao_: NT+6, as Vieo } (0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1}},

PlotStyle » {Thickness[0.003], RGBColor([1, O, 0]}];

1

Representacdo grafica de Fz[ T
[E@d]s

], com E(o?) = == (azul)

1

]] {x, 2. 5aps Vie5, 2.500s Vi o }

1-Sé

G3 = F’Iot[CDF[distZ, X [
ap

PIotRange—»{{—Z_Saoé Vi+s, 2_5ao‘i Vi+s } (-0.1, 1_2}},

Ticks—»{{—ao_: NT+6, ags Vie o } (0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1}},

PlotStyle -» {Thickness[0.003], RGBColor[O, O, 1]}];

Representacdo grafica do enquadramento da funcao de distribuicdo empirica, com indicacdo
da validade do enquadramento

Figura:Show[Gl, G2, G3, Graphics[Text["é:— {-1.75 as VIvo s 1}]] :

N R

Graphics[{Dashing[{0.0l, 0.01}1,

Line[{{-a0 VI+5 . 0}, {-a0s VI+5 . 1.2}}]}].

Graphics[{Dashing[{0.0l, 0.0131,
Line[{{ao‘i Vive . o}, {aoi Vive . 1.2}}]}]]:

Export["fig.eps", Figura]l;
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C.4 Figura 4.2

Distribuicado marginal
X ~6-TGARCH(, q) e Z; =,/ 2 W, comW ~tg

Nota: Precisdo definida para 20 digitos (no Mathematica, “... the precision of an approximate real
number is the effective number of decimal digits in it which are treated as significant for computa-
tions.”, em Numerical Precision Mathematical Tutorial, Wolfram Mathematica 8 — Documentation
Center).

0. Func¢des auxiliares

Exps*[x_] := If[x=0, 0, x°]

Exps™[x_] :

I1f[x20, 0, (-x)°]
1. Parametros do modelo §-TGARCH(p,q)

3 1 1
p=1;09=1;6=1;a0=10;a1=—;B1=—;¥1=—;a2=0;B2=0;¥2=0;
10 2 5

2. Distribuic8o marginal do processo gerador Z

df =6; distZ =
df -2
TransformedDistribution [ W, W=~ StudentTDistribution[df] ] ;
df
StringForm[“u;="" , wp="" , wuz="" , wus=" ", Mean[distZ],

Variance[distZ], Skewness[distZ], Kurtosis[distZ]]

H1=0 , p2=1 , u3z=0 , 14=6
3. Estacionaridade a ordem § do processo X

distZ* = TransformedDistribution[I1f[Z>0, Z, 0], Z~distZ];
distZ = TransformedDistribution[I1f[Z<0, -Z, 0], Z~distZ];

StringForm[“¢: s="" , ¢2.5= ",
¢1,5 = Moment[distZ*, §] , ¢, 5 = Moment[distZ™, §]]

3 3
$1,6=— » G2,6=—
8 8

151
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Sé=a1¢1,5+B1®2,6+¥1+02¢1,5+B2d2,5+72
1
2
If[Probability[Z==0, Z~distZ] # L A¢1,s <+o A 2,5 <+0o AS6<1,
"X é estacionario a ordem 6., "X ndo é estacionario a ordem §."]

X é estacionario a ordem 6.

4. Simulacao das trajetérias do processo X

NUmero de trajetorias a simular do processo X

nt =10000;

NUmero de observagdes a gerar para cada trajetoria do processo X

nobs = 102;

Todas as trajetorias simuladas de X terdo os mesmos valores iniciais: oy =0, =aq €
X1 = XZ = 0

oy =ag; X1 =0;

Tabela aux: Tabela auxiliar que ser& usada para armazenar, sucessivamente em cada trajetoria do
processo, os valores simulados.

aux = Table[{o1, X1}, {nobs}];

Tabela ValObs: Nesta tabela serd armazenada a Gltima observagdo simulada do processo X de
cada trajetdria.

Observacao: Todas as observacdes anteriores a Ultima de cada trajetéria serdo descartadas para
eliminar o efeito da escolha dos valores de o e X;, parat =1, 2.

ValObs = Table [0, {nt}];

Sequéncia de calculo das nt trajectdrias com armazenamento de uma observacdo de X (a
Gltima gerada) por trajetoria.
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k=1;WhiIe[ksnt,
procZ = RandomVariate [distZ, nobs, WorkingPrecision - 20];
Do[{ (auxrri, 111) =
(ao+a1xExp6*[aux[[i -1, 2]1]1] + BixExps - [aux[[i -1, 2]]] +
yix (QUX[ [T -1, 1]11)° + ap xExps&* [aux[[i -2, 2]]1] +
B2xEXp&™[aux[[§ -2, 2]]1] +y2x (Qux[[i -2, 1]])5)_:,
aux[[i, 2]] =aux[[i, 1]]xprocZ[[i]]}, {1, 3, nobs}];
ValObs[[k]] =aux[[nobs, 2]1;
k++]

Nota: “RandomVariate gives a different sequence of pseudorandom numbers whenever you run

Mathematica.” (em RandomVariate Built-in Mathematica Symbol, Wolfram Mathematica 8 —
Documentation Center).

5. Enquadramento gréfico funcéo de distribuicdo empirica

Representacdo grafica da funcéo de distribuicdo empirica (verde)

D = EmpiricalDistribution[ValObs]

DataDistribution| <Empirical>-, {10000} ]

Gl-= PIot[CDF[D, x1,

B (1+6) (dF -2) 1 (1+6) (dfF -2)
{x, 2.5aqps | — " 2 5as \| — }
df -5 df - s
1 (1+6) (dF -2) 1 (1+6) (dF -2)
PIotRange-»{{—Z.Saoa ——  ,25ayps . —mM—— }
df -5 df -5
1 (1+6) (dF -2)
(-0.1, 1_2}}, Ticks—»{{—aoé -,
df -
2| (1+6) (dF-2)
s A — } (0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1)},
df -5

PlotStyle » {Thickness[0.003], RGBColor[0, 1, O] }] ;

1
Representagdo grafica de Fz(g), com @ = (a'o + % )5 (vermelho)
= 1,72
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1
1 A
G2 = PIot[CDF[distZ, X | — ]
ap+ap (¥1+¥2)

1-Max[¥1,¥2]

1 (1+6) (dF -2) 1 (1+6) (dF -2)
{x, 25aps | — " 2. 5aps | — """ }
df -6 df -5
1 (1+6) (dF -2) B (1+6) (dF -2)
PIotRange—»{{—Z.Saos -  ,25ap g — }
df - 5 df -5
1 (1+6) (dF-2)
(-0.1, 1.2}}, Ticks-»{{—aoa -
df -5
1 (1+6) (dF -2)
ags A ———————— } (0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1}},
df -5

PlotStyle » {Thickness[0.003], RGBColor[1, 0, O] }];

Representacio grafica de Fz[ — ] com E(a?f) = % (azul)
[E@ls

1-56)2
63 = PIot[CDF[distZ, x [ ] ]
ap

1 (1+6) (dF -2) 1 (1+6) (dF-2)
{X, -2.50ps ,| ———— , 2.5aps 4| —— },
df -6 df -6
1| (1+6) (dF-2) 1| (1+6) (dF-2)
PIotRange—»{{—Z.Saoa — ,2.5aqps 4| ——mm },
df -6 df -6

(1+6) (dF-2)

(-0.1, 1.2}}, Ticks—»{{—ao_a —ar s

1 (1+68) (dfF-2)
a0 o| —————— }, (0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1}},
df -5

PlotStyle » {Thickness[0.003], RGBColor [0, O, 1] }] ;

Representacdo grafica do enquadramento da funcao de distribuicdo empirica, com indicacao

da validade do enquadramento



C.4. FIGURA 4.2 155

Figura = Show[Gl, G2, G3,

} . . 1 (1+6) (dF-2)
Graphlcs[Text[ p=1", {—1.75&06 JT , 1}”

} . . 1 (1+6) (dF -2)
Graphlcs[Text[ q=1", {—l.75a051/ ____E;__g____ , 0 9}]]

Graphlcs {Dashlng[{o 01, 0.01371, Llne

(1+6) (dF-2) (1+6) (dF-2)
(o L2600 g 1/ I

Graphlcs[{Dashlng[{0.0l, 0.01}1, Llne[

1 (1+6) (dF-2) 1 (1+6) (dF-2)
(f | O ) o [0 )

Export["fig.eps", Figura]l;
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C.5 Figuras 4.3 e 4.4

Distribuicado marginal

X ~ & —TGARCH(p, q) e Z; ~NM

Nota: Precisdo definida para 20 digitos (no Mathematica, “... the precision of an approximate real
number is the effective number of decimal digits in it which are treated as significant for computa-
tions.”, em Numerical Precision Mathematical Tutorial, Wolfram Mathematica 8 — Documentation

Center).

0. Funcdes auxiliares

Exps*[x_] := If[x =<0, 0, x°]

Exps™[x_] := 1f[x20, 0, (-x)°]

1. Parametros do modelo -TGARCH(1,1)

1
§=1;a0=10;a1=—;B1=—;¥1=—""7:
5

2. Distribuicdo marginal do processo gerador Z

13 3 2
Pr=—7M=-—;Vi=—3
20 20 5
R - -— -— P1 My
StrlngForm["p2= » Me="", Vo= ", p2=1l-pg, m= »
p1-1
p1my )2
V2 = (1/(1—D1) [1-D1 (m?+v1%) - (1-p1) [ ] ]] ]
p1-1
7 39 /11959
Pa=—— . Mp=——, Vo= —
20 140 70

distZ = MixtureDistribution[{p1, P2},
{NormalDistribution[m;, vi1], NormalDistribution[m,, v21}1];
StringForm["ui="", o=~ , u3= = , pg= =",
Mean[distZ], Variance[distZ], Skewness[distZ],
N[Skewness[distZ]], Kurtosis[distZ], N[Kurtosis[distZ]]]
263601

H3=
392000
368713857

Ha=—"—"—"
54880000

p1=0 , =1, ~0.6724515306122449"

=6.718546956997084"
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(X - my) X
hi[x_] :=p1 PDF[NormalDistribution[my, vi], X] [2 -—] +

V]_2

(X -mp) X
p2 PDF[NormalDistribution[my, Vo], X] [2 - —]

V22

hFigura = Show[Plot[h; [Xx], {X, -5, 5}, PlotRange » {-0.3, 1.6},
PlotStyle » {Thickness[0.003], RGBColor[0, O, 01}1,
Graphics[Text["A", {-4, 1.25}111;

Export["hFfig.eps", hFigura];
FindRoot[hi[X], {X, -0.5}]
(X > -0.714555)}

1,=-0.714;

FindRoot[hy [X], {X, 2}]

(X > 2.35302}

1,=2.353;
3. Estacionaridade a ordem 6 do processo X

distZ* = TransformedDistribution[1f[Z>0, Z, 0], Z~distZ];

distZ" = TransformedDistribution[1f[Z<0, -Z, 0], Z~distZ];

StringForm[“¢1,s="" , ¢z s= ",
¢1,5 = Moment[distZ*, , ¢2,5 = Moment[distZ™, §]]
104 23918
39
P1.6=0 e9/128 1521/95672 +39 |1+Erf N Erfc[
800 ! ! 2+/23918
2 23918 3
$2.5=]104 | = 42 83295/1530752 + 39 9/128 Erf[ ] . Erf[
7T 7T 8+/2
39
/ (800 @9/128)
2 /23918

S6=a1 ¢1,5 +B1d2,5 + Y15
StringForm["Sé="""", N[Sé&]]

S56=0.4660229908103973"

IT[Probability[Z==0, Z~distZ] # 1 A¢1,s6 <+ Ad2,s <+ ASE< 1,
"X é estacionario a ordem 6.", "X ndo é estacionario a ordem &§."

X é estacionario a ordem 6.

82
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4. Simulagao das trajetdrias do processo X

Namero de trajetdrias a simular do processo X

nt =10000;

Numero de observacdes a gerar para cada trajetoria do processo X

nobs = 101;
Todas as trajetérias simuladas de X terdo os mesmos valores iniciais: oy = ag e X; = 0.
o1 =ag; X1 =0;

Tabela aux: Tabela auxiliar que ser& usada para armazenar, sucessivamente em cada trajetoria do
processo, os valores simulados.

aux = Table[{o1, X1}, {nobs}];

Tabela ValObs: Nesta tabela serd armazenada a Gltima observagdo simulada do processo X de
cada trajetdria.

Observacao: Todas as observacdes anteriores a Ultima de cada trajetéria serdo descartadas para
eliminar o efeito da escolha dos valores de o e X;.

ValObs = Table [0, {nt}];

Sequéncia de calculo das nt trajectdrias com armazenamento de uma observacdo de X (a
Gltima gerada) por trajetoria.

k=1; While[ksnt,
procZ = RandomVariate [distZ, nobs, WorkingPrecision - 20];
Do[{(aux[[i, 111) = (@0 + ay xExps* [aux[[i - 1, 2117 +
BixExps~[aux[[i -1, 2]]] +y1x (Qux[[i -1, 11])‘5)':,
aux[[i, 2]1] =aux[[i, 1]]xprocZ[[i]]}, {i, 2, nobs}];
ValObs[[k]] = aux[ [nobs, 2]];k++]

Nota: “RandomVariate gives a different sequence of pseudorandom numbers whenever you run

Mathematica.” (em RandomVariate Built-in Mathematica Symbol, Wolfram Mathematica 8 —
Documentation Center).

5. Enquadramento gréfico funcao de distribuicdo empirica

Representacdo grafica da funcéo de distribuicdo empirica (verde)
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D = EmpiricalDistribution[ValObs]

DataDistribution| <<Empirical>, {10000} ]

Gl =Plot[CDF[D, X],
{X, -5apMin[Abs[1,], 12], 5ap Min[Abs[l1,], 1,]}, PlotRange -»
{{-5aoMin[Abs[l1], 121, SagMin[Abs[I;], 121}, {-0.1, 1.2}},
Ticks -» {{ap 11, ao 12}, {0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1}},
PlotStyle » {Thickness[0.003], RGBColor[0, 1, 01}1;

1

)_5 (vermelho)

@g
17

X

Representacéo gréafica de Fz(g), com 6 = (

l—n]‘i]1

G2 = PIot[CDF[distZ, X
ap

{X, -5agMin[Abs[1:], I2], S5ap Min[Abs[l1,], 1,]}, PlotRange -»
{{-5aoMin[Abs[I1], I2], SaoMin[Abs[l;], 121}, {-0.1, 1.2}},
Ticks -» {{ap 11, ao 12}, {0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1}},

PlotStyle » {Thickness[0.003], RGBColor[1, 0, O] }];

Representacéo gréafica de Fz[ — ] com E(a?f) = 1'_’26 (azul)
[E@]s

1-S613
G3 = PIot[CDF[distZ, X [ ] ]
aop
{X, -5apMin[Abs[1,], 12], 5ap Min[Abs[l1,], 1,]}, PlotRange -»
{{-5aoMin[Abs[l1], 121, SagMin[Abs[I1], 121}, {-0.1, 1.2}},
Ticks » {{ap 11, ag 12}, {0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1}},

PlotStyle » {Thickness[0.003], RGBColor [0, O, 1] }];

Representacdo grafica do enquadramento da funcéo de distribuicdo empirica, com indicacio

da validade do enquadramento

Figura =

Show[G1, G2, G3, Graphics[Text["Al", {-4.5 a9 Min[Abs[I1:], 121, 1}1]1,
Graphics[{Dashing[{0.01, 0.01}], Line[{{ao 11, O}, {ao 01, 1-2}}1}]1,
Graphics[{Dashing[{0.01, 0.01}], Line[{{ao I2, O}, {ao 12, 1.2}}13}11;

Export["fig.eps", Figura]l;
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C.6 Figuras 4.5 e 4.6

Distribuicao conjunta
X ~&=TGARCH(1, 1) e Z; ~N(0, 1)

Nota: Precisdo definida para 20 digitos (no Mathematica, “... the precision of an approximate real
number is the effective number of decimal digits in it which are treated as significant for computa-
tions.”, em Numerical Precision Mathematical Tutorial, Wolfram Mathematica 8 — Documentation

Center).

0. Funcdes auxiliares

Exps*[x_] := If[x =<0, 0, x°]

Exps™[x_] := 1f[x20, 0, (-x)°]
1. Parametros do modelo -TGARCH(1,1)

1 3 1 1
§=—3;0a0=10;a1=—;B1=—;v1=—";
2 10 2 5

2. Distribuicdo marginal do processo gerador Z

distZ = NormalDistribution[0, 1];

StringForm["ui="", up="" , um3= _ , ug= ", Mean[distZ],
Variance[distZ], Skewness[distZ], Kurtosis[distZ]]

u1=0 , pp=1, pu3=0, pu=3

Fz[x_] :=CDF[distZ, x]
3. Estacionaridade a ordem § do processo X

(*Expressdes de ¢1,5 € ¢, s obtidas da tabela 3.1,
Gamma[é + 1]

sendo validas para 6>-1 e 6#0.%)¢1,5 = ¢2,5 =N[ , 20]

23+t Gamma[izs + 1]
0.41108947933122927617

Sé=ai ¢1,5 + B1 d2,5 +¥1

0.52887158346498342093

If[Probability[Z==0, Z~distZ] # L A¢1 s <+ Ad2,s <+ ASE5<1,
"X é estacionario a ordem 6.", "X ndo é estacionario a ordem §."]

X é estacionario a ordem 6.
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4. Simulagao das trajetdrias do processo X

Namero de trajetdrias a simular do processo X

nt =10000;

Numero de observacdes a gerar para cada trajetoria do processo X

nobs = 102;
Todas as trajetérias simuladas de X terdo os mesmos valores iniciais: oy = ag e X; = 0.
o1 =ag; X1 =0;

Tabela aux: Tabela auxiliar que ser& usada para armazenar, sucessivamente em cada trajetoria do
processo, os valores simulados.

aux = Table[{o1, X1}, {nobs}];

Tabela ValObs: Nesta tabela serdo armazenadas as duas Ultimas observacGes simulada do
processo X de cada trajetoria.

Observacao: Todas as observagdes anteriores as duas Ultimas de cada trajetoria serdo descartadas
para eliminar o efeito da escolha dos valores de o; e X;.

ValObs = Table[ {0, 0}, {nt}];

Sequéncia de calculo das nt trajectdrias com armazenamento de uma observacdo de X (a
Gltima gerada) por trajetoria.

k=1; While[ksnt,
procZ = RandomVariate [distZ, nobs, WorkingPrecision - 20];
Do[{(aux[[i, 111) = (@0 + ay xExps* [aux[[i - 1, 2117 +
BixExps~[aux[[i -1, 2]]] +y1x (Qux[[i -1, 11])‘5)':,
aux[[i, 2]1] =aux[[i, 1]]xprocZ[[i]]}, {i, 3, nobs}];
ValObs[[k]] = {aux[[nhobs -1, 2]], aux[[nobs, 2]1]}; k++]

Nota: “RandomVariate gives a different sequence of pseudorandom numbers whenever you run

Mathematica.” (em RandomVariate Built-in Mathematica Symbol, Wolfram Mathematica 8 —
Documentation Center).

5. Enquadramento gréfico funcao de distribuicdo empirica

Fungéo de distribuigédo empirica (que sera representada a verde)
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D = EmpiricalDistribution[ValObs]

DataDistribution|[ <Empirical>, {10, 2}]

Expressdes do limite inferior e superior do enquadramento

Expressoes auxiliares

1

5 ao
; Eob =

1-85°

ag
6=(

l-v1

1
y1=aoé V(1+8) ;w = (EO’(S)i;WZ[X_] I= (ao+a1 X% + y1 EO’(S);;

1 1
@3 = (a0 + a1 y1° +¥1 Ec8) e ; wa[X_] 1= (a0 + B1X° + ¥1 E08) s ;

Expresséo do limite inferior (que sera representado a azul)
LI[x1_, x2_] :=

Piecewise[{{(Fz[O])2 + [Fz[ﬁ] - Fz[O]) Fz[0] + (Fz[ﬁ] - Fz[O]]
wy w1

x2 Y X2
[Fz[wz[xl] ] —FZ[O]] + [Fz[o] —Fz[—é]] [FZ[:S] ‘FZ[O]],

x150A x2>o}, {Fz[ﬁ] F2[0], X1 <0 A x2>o},
e

FIS]R[Z ] ac0nxe <o) [ =] R[S ]. x>0n x2<0}]]
w1
Expressédo do limite superior (que sera representado a laranja)

LS[x1_, x2_] := Piecewise[
(e[S R[] xason x>0} fro[ ] R[] xa<0n 250},
w1

{(Fz101)? - [FZ[OJ -Fz[:—j]] [sz] -] x1<O0A x2 <0},

@4 [-X1] ]]

{pz[g] F2101. x15> 0 A x2<0}}]

Representacdo grafica do enquadramento da fungéo de distribuicdo empirica

Grafl = Plot3D[CDF[D, {X1, X2}],
{x1, -y1, y1}, {X2, -y1, y1}, PlotRange » {0, LS[y1, y11},
AxeslLabel -» Automatic, ColorFunction - "AvocadoColors™] ;

Graf2 = Plot3D[LI[X1, X2], {X1, -y1, ¥1}, {X2, -y1, y1},
PlotRange -» {0, LS[y1, ¥1]1}, Exclusions - {x1==0, x2 ==0},
AxesLabel -» Automatic, ColorFunction - "DeepSeaColors"] ;

Graf3 = Plot3D[LS[x1, x2], {X1, -y1, y1}, {X2, -y1, Y1},
PlotRange -» {0, LS[y1, ¥1]}, Exclusions - {x1==0, x2==0},
AxesLabel -» Automatic, ColorFunction - "SolarColors™] ;
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Figura = Show[Grafl, Graf2, Graf3, ViewPoint-» {-3, -2.7, 1.3}];

Export["fig.eps", Figural;
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C.7 Tabela 5.4

ARL sob controlo para cartas de

controlo com limites assimétricos
X ~TGARCH(L, 1) e Z; ~NM

Nota: Precisdo definida para 20 digitos (no Mathematica, “... the precision of an approximate real
number is the effective number of decimal digits in it which are treated as significant for computa-
tions.”, em Numerical Precision Mathematical Tutorial, Wolfram Mathematica 8 — Documentation
Center).

0. Funcdes auxiliares

Exps*[x_] :

If[x<0, 0, x]

Exps™[x_] := 1f[x20, 0, (-x)°]

1. Pardmetros do modelo 6-TGARCH(1,1)
1
§=1;a0=10;a1=—;B1=—;¥1=—""7:
5

2. Distribuicdo marginal do processo gerador Z

13 3 2
Ppr=—iM=-—35Vi=—3
20 20 5
R - - - p1 mg
StrlngForm["p2= , Ma="", Vo= ", p2=1-p1, M= ,
p1-1
2 2 p1 M1 \?2
Vo = 1/(1-p1) [1-p1 (m?+va?) - (1-p1) ]
p1 -1
7 39 /11959
pP2=— mp=——, Vo=——"—"—
20 140 70

distZ = MixtureDistribution[{p1, P2},
{NormalDistribution[m;, vi], NormalDistribution[m,, v,]}1;

StringForm([“uy="", wp="" , uz= = , = = ,
u1 = Mean[distZ], u, = Variance[distZ], u3 = Skewness[distZ],
N[Skewness[distZ]], us = Kurtosis[distZ], N[Kurtosis[distZ]]]
263601

H3=
392000
368713857

p1=0 , p2=1, =0.6724515306122449"

Ha=———=6.718546956997084 "
54880000

distZ* = TransformedDistribution[I1f[Z>0, Z, 0], Z~distZ];
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distZ = TransformedDistribution[I1f[Z<0, -Z, 0], Z~distZ];

3; 1 = Moment[distZ*, 1]; &, 1 = Moment[distZ™, 1];

3; » = Moment[distZ*, 2]; &, , = Moment[distZ™, 2]; &; 3 = Moment[distZ*, 3];

3, 3 = Moment[distZ™, 3]; &, 4 = Moment[distZ*, 4];
{N[&1,1], N[&2,2], N[&1,2], N[&2,2], N[&1,3], N[&2,3], N[&1,4], N[32,4]}
(0.332529, 0.332529, 0.590334,

0.409666, 1.49219, 0.819738, 4.5433, 2.17525}

3. Momentos do processo X

G1=a1 81,1 +B182,1+¥1;
O2=a1?812+20a1y1 81,1 +B1° 82,2+ 2 B1¥1 B2,1 + ¥123 O3 =
01® @ 3+ 3 y1 @12+ 31 ¥12 @11+ B2 T2,3+3B17¥1 82,2 + 3B v1% B2,1 + v1 s
O4=01B14+4a 18 3+6® ¥ ? B2+ 4oy ¥ @0+
B1* @24 +4B1°v1 82,3+ 6812 %1% 82,2 + 4 B1v1% B21 + 11?;

StringForm[“®1="", O="", O3 ", O4= ", N[O1]

» N[02], N[03], N[04]]

©91=0.41614368003344776~, ,=0.24215643102603115",
93=0.2108600503927296", 194=0.2605400836094412"

(l+(91)
StringForm["ox=“, Bx="", N[ ]
(1-01) (1-062)
U3 (1-061) (1-02) 302 (1+061) 3061
§X=N[ ( + +l]],
1-03 1+01 (1-01) (1-02) 1-01

(1-061) (1-062))2
g e
1-04

1+(91
403 362 (1+061) 36; 66, (1+061) 481
( ( + +l]+ + +1]”
1-63 \(1-61) (1-02) 1-o& (1-061) (1-02) 1-o

ox=17.89002229025639",
£x=0.8130780935194123", xx=12.719780324464095"

a02 (1+061)
Ox =

(1-061) (1-02)

4. Valor critico ¢,

c2[x_] :=

X ox (1 191)
[InverseCDF[distZ, 1 -CDF[distz, ] ao]/ (ox (1-061))

5. Expressdes do majorante e do minorante

) yox (1-v1) ) Xox (1-v1)
M[x_.y_] :=1 l—CDF[dlstZ, —] +CDF[d|stZ, -—]
ap ao

; 82,4 = Moment[distZ™, 4];
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mix_,y_]:= If[yl =0,

} yox (1-61) ) X ox (1 -61)
1+ [CDF[dlstZ, —] -CDF[dustz, _—]]/ 1-
ao ag

Y ox

CDF[distZ, ] +CDF[distZ, - X ox ])

ap + ox (Y a1 +XB1) ag + ox (Y a1 + X B1)

_ Y ox
- i ,
1/ 1 CDF[d stz ]+
Ao

Qo+0x (Y a1 +X B1) +

1-v1 1-6;
. ag + ox (Y a1 +XB1) ag
CDF[dlstZ, - (X cx)/ + ] ];
1-v1 1-01

6. Simulacéo das trajetdrias do processo X e célculo das estimativas do
ARLg
Namero de trajetorias a simular do processo X

nt =10000;

Namero de observagdes a gerar para cada trajetéria do processo X

nobs = 175;
Todas as trajetorias simuladas de X terdo os mesmos valores iniciais: oy = ag e X; =0.
o1 =ag; X1 =0;

Tabela aux: Tabela auxiliar que sera usada para armazenar, sucessivamente em cada trajetoria do
processo, os valores simulados.

aux = Table[{o1, X1}, {nobs}];

Tabela simRL: Nesta tabela serd armazenada, sucessivamente, em cada realizagdo do
processo, 0 RL.

SimRLO1 = Table[0, {nt}];
SIimRLO2 = Table[0, {nt}]; simRLO5 =Table[0, {nt}];
simRLO75 = Table[0, {nt}]; simRL1 =Table[0, {nt}];

Sequéncia de calculo das nt trajectérias com armazenamento do RL.
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k=1; While[k =nt,
procZ = RandomVariate [distZ, nobs, WorkingPrecision - 20];
Do[{(aux[[i, 1]]) = ap + ay xExpé*[aux[[i -1, 2]]] +
BixExps [aux[[i -1, 2]]] +yvix (aux[[i-1, 1]1]),
aux[[i, 2]] =aux[[T, 1]]1xprocZ[[i]1}, {i, 2, nobs}];

ValObs = Table[aux[[i, 2]], {i, 51, nobs}];

RLO1 = LengthWhile[ValObs, #> -0.1 0 && #<c2[0.1] oc &];
simRLO1[[k]] =RLO1 +1;

RLO2 = LengthWhile[ValObs, # 2> -0.2 ce && # <c2[0.2] oe &] ;
SImMRLO2[ [k]] =RLO2 + 1;

RLO5 = LengthWhile[ValObs, # 2> -0.5 0 && # <c2[0.5] ce &] ;
SIMRLO5[ [K]] =RLO5 + 1;

RLO75 = LengthWhile[ValObs, #> -0.75 ce && # < c2[0.75] oe &] ;
simRLO75[ [k]] = RLO75 + 1;

RL1 = LengthWhile[ValObs, # 2> -1 0e & # < Cc2[1] oe &];
SIMRLI[[Kk]] =RL1 +1; K++]

Nota: “RandomVariate gives a different sequence of pseudorandom numbers whenever you run

Mathematica.” (em RandomVariate Built-in Mathematica Symbol, Wolfram Mathematica 8 —
Documentation Center).

Valores de controlo.

MaxControlOl = Max[simRLO1] ;
MaxControl02 = Max[simRL0O2] ; MaxControl05 = Max[simRLO5] ;
MaxControl075 = Max[simRLO75] ; MaxControll = Max[simRL1] ;

Calculo das estimativas do ARL,,.

ARLO1 = N[Mean[simRLO1]1];

StandardDeviation[simRLO1]

Vnt

ARLO2 = N[Mean[simRLO2]1];

SDARLO1 = N[

E

StandardDeviation[simRL02]

Vnt

ARLO5 = N[Mean [SimRLO5]] ;

SDARLO2 = N[

E

StandardDeviation[simRLO5]

Vnt

ARLO75 = N[Mean [SimRLO75]] ;

SDARLO5 = N[

E

StandardDeviation[simRLO75]

Vnt

SDARLO75 = N[

E

ARL1 = N[Mean[simRL1]];

StandardDeviation[simRL1]

vVt

SDARL1 = N[

I:
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7. Outputs

{N[p1], N[my], N[vi]l, N[p2], N[m2], N[v2]} >>>sim.xls
distZ >>> sim.xls

{Mean[distZ], Variance[distZ],
Skewness[distZ], Kurtosis[distZ]} >>> sim.xls

{a0, a1, B1, ¥1} >>>sim.xls

{N[ox], &x., kx} >>>sim.xls

{0.1, c2[0.11} >>>sim.xlIs

{m[0.1, c2[0.1]], M[O.1, c2[0.1]]} >>>sim.xls
{MaxControl01, ARLO1, SDARLO1} >>> sim.xls
{0.2, c2[0.2]1} >>>sim.xlIs

{m[0.2, c2[0.2]], M[0.2, c2[0.-2]]} >>>sim.xIs
{MaxControl02, ARLO2, SDARLO2} >>> sim.xls
{0.5, c2[0.5]} >>>sim.xls

{m[0.5, c2[0.5]], M[0.5, c2[0.5]11} >>>sim.xls
{MaxControl05, ARLO5, SDARLO5} >>> sim.xlIs
{0.75, c2[0.75]} >>>sim.xls

{m[0.75, c2[0.75]], M[0.75, c2[0.75]1} >>>sim.xIs
{MaxControl075, ARLO75, SDARLO75} >>> sim.xls
{1, N[c2[1]]1} >>>sim.xls

{m[1, N[c2[1]11]1, M[1, N[c2[1]]11} >>>sim.xls

{MaxControll, ARL1, SDARL1} >>>sim.xls



Bibliografia

Azencott, R., Dacunha-Castelle, D. (1984). Séries d’observations irréguliéres: mo-

delation et prévision. Masson, Paris.

Bai, X., Russell, J.R., Tiao, G.C. (2003). Kurtosis of GARCH and stochastic volati-

lity models with non-normal innovations. Journal of Econometrics, 114, 349-360.

Bellini, F., Bottolo, L. (2007). Stationarity domains for d-power GARCH process
with heavy tails. Statistics and Probability Letters, 77, 1418-1427.

Berkes, I., Horvéith, L., Kokoszka, P. (2003). GARCH processes: structure and
estimation. Bernoulli, 9, 201-227.

Bollerslev, T. (1986). Generalized autoregressive conditional heteroskedasticity.
Journal of Econometrics, 31, 307-327.

Bougerol, P., Picard, N. (1992). Stationarity of GARCH processes and some non-

negative time series. Journal of Fconometrics, 52, 115-127.

Chen, H., Kuo, W.L. (2010). Comparisons of symmetric and asymmetric control

limits for X and R charts. Computers and Industrial Engineering, 59, 903-910.

Cheung, W.-S. (2001). Generalizations of Holder’s inequality. International Journal
of Mathematics and Mathematical Sciences, 26, 7-10.

Cohen, J.E. (1988). Subadditivity, generalized products of random matrices and
operations research. SIAM Review, 30, 69-86.

Ding, Z., Granger, C.W.J., Engle, R.F. (1993). A long memory property of stock

market returns and a new model. Journal of Empirical Finance, 1, 83-106.

Durand, E. (1960). Solutions Numériques des Equations Algébriques, Tome I. Mas-
son, Paris, France.

Engle, R.F. (1982). Autoregressive conditional heteroscedasticity with estimates of
the variance of United Kingdom inflation. Econometrica, 50, 987-1007.

169



170 BIBLIOGRAFIA

Engle, R.F. (2002). New frontiers for ARCH models. Journal of Applied Econome-
trics, 17, 425—-446.

Fornari, F., Mele, A. (1997). Sign- and volatility-switching ARCH models: theory
and applications to international stock markets. Journal of Applied Econometrics,
12, 49-65.

Francq, C., Zakoian, J.M. (2010). GARCH Models: Structure, Statistical Inference
and Financial Applications. John Wiley & Sons, Chichester, UK.

Franses, P.H., McAleer, M. (2002). Financial volatility: an introduction. Journal of
Applied Econometrics, 17, 419-424.

Geweke, J. (1986). Modeling the persistence of conditional variances — Comment.

FEconometric Reviews, 5, 57—61.

Glosten, L.R., Jagannathan, R., Runkle, D.E. (1993). On the relation between the
expected value and the volatility of the nominal excess return on stocks. The
Journal of Finance, 48, 1779-1801.

Gongalves, E., Leite, J., Mendes-Lopes, N. (2009). A mathematical approach to
detect the Taylor property in TARCH processes. Statistics and Probability Letters,
79, 602-610.

Gongalves, E., Leite, J., Mendes-Lopes, N. (2011). Asymmetric limits in modified
control charts for TGARCH model. Em Proceedings of ENBIS2011, 15 pp.

Gongalves, E., Leite, J., Mendes-Lopes, N. (2012). On the probabilistic structure of
power threshold generalized ARCH stochastic processes. Statistics and Probability
Letters, 82, 1597-1609.

Gongalves, E., Leite, J., Mendes-Lopes, N. (2013a). On the finite dimensional laws
of threshold GARCH processes. Em Recent Developments in Modeling and Ap-
plications in Statistics (Vichi, M., Oliveira, P.E., Temido, M.G., Henriques, C.,
eds.), Selected Papers of the Statistical Societies, Springer, 237-247.

Gongalves, E., Leite, J., Mendes-Lopes, N. (2013b). The ARL of modified Shewhart
control charts for conditionally heteroskedastic models. Statistical Papers,
54, 1-19.

Gongalves, E., Mendes-Lopes, N. (1993). Modelos GARCH e TARCH — estaciona-
ridade forte, estacionaridade fraca, ergodicidade e comportamento limite do agre-

gado temporal. Portugaliae Mathematica, 50, 447-465.



BIBLIOGRAFIA 171

Gongalves, E., Mendes-Lopes, N. (1994). The general threshold ARCH model: wide
sense stationarity and asymptotic normality of the temporal aggregate. Pub. Inst.
Univ. Paris, XXXVIII, 19-35.

Gongalves, E., Mendes-Lopes, N. (1996). Stationarity of GARCH processes. Statis-
tics, 28, 171-178.

Gongalves, E., Mendes-Lopes, N. (2007). On the distribution of generalized threshold
ARCH stochastic processes. International Journal of Pure and Applied Mathema-
tics, 35, 397-419.

Gongalves, E., Mendes-Lopes, N. (2008). Séries temporais: modelagoes lineares e

nao lineares, 2.* edigao revista e aumentada. Edigoes SPE, INE, Portugal.

Gongalves, E., Mendes-Lopes, N. (2010). On the structure of generalized threshold
ARCH processes. Statistics and Probability Letters, 80, 573-580.

Gongalves, E., Mendes-Lopes, N., Dorotovi¢, 1., Fernandes, J.M., Garcia, A. (2010).
Volatilidade condicional no estudo estatistico da actividade solar registada no
OAUC. Livro de Resumos do XX Congresso Anual da Sociedade Portuguesa de
Estatistica, 125—129.

Gradshteyn, 1.S., Ryzhik (2007). Table of Integrals, Series, and Products, 7th Edi-
tion. (Jeffrey, A., Zwillinger, D., eds.) Academic Press, New York, USA.

Granger, C.W.J. (2005). The past and future of empirical finance: some personal

comments. Journal of Econometrics, 129, 35—40.

Granger, C.W.J., Ding, Z. (1995). Some properties of absolute return. An alternative

measure of risk. Annales D’Economie et de Statistique, 40, 67-91.

Granger, C.W.J., Spear, S., Ding, Z. (2000). Stylized facts on the temporal distri-
butional properties of absolute returns: an update. Em Proceedings of the Hong

Kong International Workshop on Statistics and Finance: An Interface (Chan,
W., Li, W., Tong, H., eds.), Imperial College Press, London, 97-120.

Haas, M. (2009). Persistence in volatility, conditional kurtosis, and the Taylor prop-
erty in absolute value GARCH processes. Statistics and Probability Letters, 79,
1674-1683.

Hardy, G.H., Littlewood, J.E., Pdlya, G. (1952). Inequalities, 2nd Edition. Cam-
bridge University Press, Cambridge, UK.



172 BIBLIOGRAFIA

He, C., Terdsvirta, T. (1999a). Properties of moments of a family of GARCH

processes. Journal of Econometrics, 92, 173—192.

He, C., Terdsvirta, T. (1999b). Fourth moment structure of the GARCH(p,q)
process. Econometric Theory, 15, 824—-846.

Higgins, M.L., Bera, A.K. (1992). A class of nonlinear ARCH models. International
Economic Review, 33, 137—-158.

Horn, R.A., Johnson, C.R. (1985). Matriz analysis. Cambridge University Press,
Cambridge, UK.

Hwang, S.Y., Baek, J.S., Park, J.A., Choi, M.S. (2010). Explosive volatilities for
threshold-GARCH processes generated by asymmetric innovations. Statistics and
Probability Letters, 80, 26-33.

Karanasos, M. (1999). The second moment and the autocovariance function of the
squared errors of the GARCH model. Journal of Econometrics, 90, 63-76.

Kesten, H., Spitzer, F. (1984). Convergence in distribution of products of random
matrices. Zeitschrift fiir Wahrscheinlichkeit und verwandete Gebiete, 67, 363-386.

Kingman, J.F.C. (1976). Subadditive processes. Em Ecole d’Ete de Probabilités de
Saint-Flour V-1975 (Badrikian, A., Kingman, J.F.C., Kuelbs, J., eds.), Lecture
Notes in Mathematics, Springer, 539, 167-223.

Kramer, H., Schmid, W. (1997). Control charts for time series. Nonlinear Analysis,
Theory, Methods and Applications, 30, 4007-4016.

Kramer, H., Schmid, W. (2000). The influence of parameter estimation on the ARL
of Shewhart type charts for time series. Statistical Papers, 41, 173-196.

Lancaster, P., Tismenetsky, M. (1985). The Theory of Matrices, 2nd Edition. Aca-
demic Press, Orlando, USA.

Ling, S., McAleer, M. (2002a). Stationarity and the existence of moments of a family
of GARCH processes. Journal of Econometrics, 106, 109-117.

Ling, S., McAleer, M. (2002b). Necessary and sufficient moment conditions for the
GARCH(r, s) and asymmetric power GARCH(r, s) models. Econometric Theory,
18, 722-729.

Liu, J.-C. (2009). Stationarity of a family of GARCH processes. Econometrics Jour-
nal, 12, 436—446.



BIBLIOGRAFIA 173

Liu, S.-M., Brorsen, B.W. (1995). Maximum likelihood estimation of a GARCH-
stable model. Journal of Applied Econometrics, 10, 273-285.

Mittnik, S., Paolella, M.S., Rachev, S.T. (2002). Stationarity of stable power-
GARCH processes. Journal of Econometrics, 106, 97-107.

Montgomery, D.C. (2005). Introduction to Statistical Quality Control, 5th Edition.
John Wiley & Sons, USA.

Nelson, D.B. (1990). Stationarity and persistence in the GARCH(1,1) model. Econo-
metric Theory, 6, 318-334.

Nelson, D.B. (1991). Conditional Heteroskedasticity in asset returns: a new ap-
proach. Econometrica, 59, 347-370.

Nelson, D.B., Cao, C.Q. (1992). Inequality constraints in the univariate GARCH
model. Journal of Business & Economic Statistics, 10, 229-235.

Pan, J., Wang, H., Tong, H. (2008). Estimation and tests for power-transformed and
threshold GARCH models. Journal of Econometrics, 142, 352-378.

Pantula, S.G. (1986). Modeling the persistence of conditional variances — Comment.

Econometric Reviews, 5, 7T1-T4.

Pawlak, M., Schmid, W. (2001). On the distributional properties of GARCH
processes. Journal of Time Series Analysis, 22, 339-352.

Rosenblatt, M. (1978). Dependence and asymptotic independence for random
processes. Em Studies in Probability Theory (Rosenblatt, M., eds.), Mathematical
Association of America, Washington, DC, 24-45.

Schipper, S., Schmid, W. (2001a). Control charts for GARCH processes. Nonlinear
Analysis, 47, 2049-2060.

Schipper, S., Schmid, W. (2001b). Sequential methods for detecting changes in the

variance of economic time series. Sequential Analysis, 20, 235—262.

Schmid, W. (1995). On the run length of a Shewhart chart for correlated data.
Statistical Papers, 36, 111-130.

Schwert, G.W. (1989). Why does stock market volatility change over time. The
Journal of Finance, 44, 1115-1153.

Severin, T., Schmid, W. (1998). Statistical process control and its application in
finance. Em Risk Measurement, Econometrics and Neural Networks (G. Bol, G.
Nakhaeizadeh, K.H. Vollmer, eds,), Physica-Verlag, Heidelberg, 83—-104.



174 BIBLIOGRAFIA
Severin, T., Schmid, W. (1999). Monitoring changes in GARCH processes. Allge-

meines Statististisches Archiv, 83, 281-307.

Shewhart, W. (1931). Economic control of quality of manufactured product. Van
Nostrand, New York.

Taylor, S.J. (1986). Modelling Financial Time Series. Jonh Wiley & Sons, Chich-
ester, UK.

Taylor, S.J. (2007). Asset Price Dynamics, Volatility, and Prediction. Princeton

University Press, Princeton.

Tsai, H., Chan, K.-S. (2008). A note on inequality constraints in the GARCH model.
Econometric Theory, 24, 823-828.

Vasilopoulos, A.V., Stamboulis, A.P. (1978) Modification of control chart limits in
the presence of data correlation. Journal of Quality Technology, 10, 20-30.

Yazici, B., Kan, B. (2009). Asymmetric control limits for small samples. Quality and
Quantity, 43, 865—874.

Zakoian, J.M. (1994). Threshold heteroskedastic models. Journal of Economic Dy-
namics and Control, 18, 931-955.





