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Resumo

No contexto das categorias enriquecidas com ordem estudamos Kan-injectividade & direita e

subcategorias KZ-reflectivas.

O trabalho ¢ iniciado com a apresentagao do conceito de Kan-injectividade a direita. Es-
tudamos classes de morfismos determinadas por Kan-injectividade & direita a partir de uma
subcategoria de uma dada categoria X enriquecida na categoria CPO, dos conjuntos par-
cialmente ordenados e das func¢Ges monodtonas. Entre outras propriedades, verificamos que
estas classes sao fechadas para a composicao e contém todos os adjuntos direitos reflectivos
de X. Mostramos ainda que satisfazem uma certa estabilidade para somas amalgamadas e
somas amalgamadas miltiplas que sejam conjuntamente epimérficas relativamente & ordem.
Caracterizamos véarias classes de imersoes da categoria CPO, em termos de Kan-injectividade

a direita relativamente a certos conjuntos parcialmente ordenados finitos.

Mostramos que os objectos e morfismos de uma categoria X que sao Kan-injectivos a
direita relativamente a uma classe de morfismos definem uma subcategoria que, entre ou-
tras propriedades, é fechada para limites conjuntamente monomorficos relativamente a ordem.
Verificamos que a Kan-injectividade determina uma conexao contravariante de Galois entre o
conglomerado das subcategorias de uma determinada categoria X e o conglomerado das classes

de morfismos de X', o que nos leva & defini¢do de invélucro Kan-injectivo de uma subcategoria.

Numa segunda etapa introduzimos o conceito de subcategoria KZ-reflectiva de uma cate-
goria X enriquecida em CPO e encontramos condi¢bes necessarias e suficientes, em termos
de Kan-injectividade, para que uma subcategoria de X seja KZ-reflectiva. Estudamos um
tipo de morfismos com especial relevincia no contexto das subcategorias KZ-reflectivas, as
F-imersoes, onde F' é o functor reflector. Usando esta nog¢ao mostramos que uma subcatego-
ria KZ-reflectiva e fechada para adjuntos direitos co-reflectivos coincide com o seu invélucro
Kan-injectivo. Isto garante que em categorias enriquecidas em CPO, onde os limites sao
conjuntamente monomorficos relativamente & ordem, as subcategorias KZ-reflectivas fechadas
para adjuntos direitos co-reflectivos sdo fechadas para limites. Dada uma subcategoria A de
B, ambas subcategorias de X, relacionamos o invélucro Kan-injectivo de A em B com o de

A em X. Verificamos ainda que toda a subcategoria KZ-reflectiva e fechada para adjuntos



direitos co-reflectivos coincide com a categoria das algebras de Eilenberg-Moore determinada
por alguma monada de Kock-Zoberlein em X

Por fim, analisamos os conceitos e resultados apresentados anteriormente em duas catego-
rias especificas: a categoria Top, dos espagos topolégicos que satisfazem o axioma Tp e das
funcoes continuas; e a categoria RetLoc dos reticulados locais e das fungoes que preservam
infimos finitos e supremos arbitrarios. Em Top, definimos filtros de abertos n-primos, para
cada cardinal n, e verificamos que estes filtros definem em Top, moénadas F;,, do tipo KZ,
para as quais as F,-imersoes sao precisamente as imersdes que aqui designamos por imersoes
n-planas. Para cada cardinal n, obtemos uma caracterizacao das classes destas imersoes em
termos de Kan-injectividade, a partir de subcategorias finitas, e apresentamos uma cadeia,
indexada pela classe de todos os cardinais, de subcategorias KZ-reflectivas de Top,, dadas
pelo invélucro Kan-injectivo de determinadas subcategorias finitas de Top,. A sua uniao ¢ a
subcategoria Sob dos espagos sdbrios. Obtemos entao uma subcategoria de Sob cujo involucro
Kan-injectivo quer em Top, quer em Sob é a categoria Sob.

Depois de apresentarmos as defini¢bes de Kan-projectividade & direita, KZ-co-reflectividade
e H-quociente, duais das no¢oes de Kan-injectividade & direita, KZ-reflectividade e F-imersao,
estudamo-las na categoria RetLoc. Em particular, caracterizamos varios tipos de sobrejec-
¢oes de RetLoc - que designamos por quocientes n-planos - em termos de Kan-projectividade
a direita relativamente a certas subcategorias pequenas de RetLoc e obtemos uma cadeia
infinita de subcategorias KZ-co-reflectivas da categoria RetLoc cuja unido é toda a categoria
RetLoc. A caracterizagdo dos objectos e dos morfismos destas categorias em termos de uma
generalizagdo da relagao binaria "<", usualmente utilizada em reticulados continuos, é aqui
apresentada. Encontramos ainda uma subcategoria da categoria RetEsp dos reticulados espa-
ciais cujos invélucros Kan-projectivos em RetEsp e em RetLoc nao coincidem: no primeiro
caso obtemos RetEsp e no segundo obtemos RetLoc.

Alguns dos resultados desta tese foram ja objecto de publicagao em [12, 13].

PALAVRAS CHAVE: Conjuntos parcialmente ordenados, categorias, categorias enri-
quecidas com ordem, Kan-injectividade, reflectividade, moéonadas de Kock-Zoberlein, algebras
de Eilenberg-Moore, imersoes, imersdes planas, espagos topolégicos Tj, espagos sébrios, reti-

culados locais, reticulados espaciais.



Abstract

In the context of order-enriched categories we study right Kan-injectivity and KZ-reflective

subcategories.

This work starts with the presentation of the concept of right Kan-injectivity. We study
classes of morphisms determined by right Kan-injectivity in a category X enriched in the
category CPO, of partially order sets and monotonous functions. Among other properties, we
show that these classes are closed under composition and contain all right reflective adjoints of
X. We also show that they are stable under all those pushouts and multiple pushouts which
are jointly epimorphic with respect to the order. We characterize several classes of embeddings

of CPO in terms of right Kan-injectivity for certain finite partially ordered sets.
We show that the objects and morphisms of a category X that are right Kan-injective with

respect to a class of morphisms define a subcategory which, among other properties, is closed to
limits that are jointly monomorphic with respect to the order. We verify that Kan-injectivity
sets a contravariant Galois connection between the conglomerate of the subcategories of a
given category X and the conglomerate of classes of morphisms of X', which leads us to the
definition of Kan-injective hull of a subcategory.

In a second step we introduce the concept of KZ-reflective subcategory of an order-enriched
category X and we find necessary and sufficient conditions, in terms of right Kan-injectivity,
for a subcategory of X to be KZ-reflective. We study a type of morphisms with particular
relevance in the context of KZ-reflective subcategories, the F-embeddings, where F' is the
reflector functor. Using this notion we show that a KZ-reflective subcategory closed for right
co-reflective adjoints coincides with its Kan-injective hull. This ensures that in order-enriched
categories the KZ-reflective subcategories closed to right co-reflective adjoints are closed for
jointly order-monic limits. Given a subcategory A of B, both subcategories of X, we relate
the Kan-injective hull of A4 in B with the Kan-injective hull of A in X'. We also verify that all
KZ-reflective subcategories closed for right co-reflective adjoints coincide with the category of

Eilenberg-Moore algebras determined by a Kock-Zoberlein monad in X.

Finally, we analyze the concepts and results presented above in two specific categories: the

category Top, of topological spaces satisfying the axiom Ty and continuous functions, and the



category RetLoc of frames and functions that preserve finite meets and arbitrary joins. In
Top, we define n-primes open filters, for each cardinal n, and we show that these filters define
monads Fj, of KZ type in Topg, for which the F,-embeddings are precisely the embeddings
that we designate as n-flat embeddings. For every cardinal n, we get a characterization of the
classes of these embeddings in terms of right Kan-injectivity of finite subcategories, and we
present a chain, indexed by the class of all cardinals, of KZ-reflective subcategories of Topy,
given by the Kan-injective hull of certain finite subcategories of Top,. Their union is the
subcategory Sob of sober spaces. Then we obtain a subcategory of Sob whose Kan-injective
hull in Top, and in Sob is the same: the category Sob.

After introducing the definitions of right Kan-projectivity, KZ-co-reflectivity and H-quotient,
the dual notions of right Kan-injectivity, KZ-reflectivity and F-embedding, we study them in
the category RetLoc. In particular, we characterize several types of surjections of RetLoc -
that we call n-flat quotients - in terms of right Kan-projectivity for certain small subcategories
of RetLoc and we obtain an infinite chain of KZ-co-reflective subcategories of RetLoc whose
union is the entire category RetLoc. The characterization of these categories in terms of a ge-
neralization of the binary relation "<", usually used in continuous lattices, is presented here.
We also found a subcategory of the category RetEsp of spatial lattices whose Kan-projective
hulls in RetEsp and in RetLoc are different: in the former case we obtain RetEsp and in
the latter one we obtain RetLoc.

Some of the results of this thesis have already been published in [12, 13].

KEYWORDS: Partially ordered sets, categories, order-enriched categories, Kan-injectivity,
reflectivity, Kock-Zoberlein monads, Eilenberg-Moore algebras, embeddings, flat embeddings,

topological spaces, sober spaces, frames, spatial frames.



Introducao

Uma categoria enriquecida com ordem, ou, mais precisamente, enriquecida na categoria CPO
dos conjuntos parcialmente ordenados e das fun¢ées monétonas, é uma categoria cujos conjun-
tos de morfismos entre dois objectos sao parcialmente ordenados, sendo a ordem preservada
pela composicao a esquerda e & direita. Entre muitos exemplos, citamos a categoria dos es-
pacos topologicos Ty e das fungdes continuas, a categoria CPO e varias subcategorias suas,
em particular a categoria RetLoc dos reticulados locais e das fungoes que preservam infimos

finitos e supremos arbitrérios.

No contexto das categorias enriquecidas em CPO existem diversos estudos sobre injec-
tividade, em particular na categoria Top, e, dualmente, de projectividade, por exemplo na

categoria RetLoc. Algum desse trabalho pode ser visto em [6, 7, 18, 19, 20, 21, 25, 27|.

Nesta dissertacao estudamos um tipo especial de injectividade - a Kan-injectividade a
direita - também estudada em alguns dos artigos acima citados, mas com uma distincao
fundamental: aqui a Kan-injectividade & direita é definida néo s6 para objectos mas também
para morfismos. Quando consideramos X’ enriquecida com a ordem trivial dada pela igualdade,

a Kan-injectividade a direita para objectos é exactamente a ortogonalidade em X.

A par com a Kan-injectividade a direita estudamos subcategorias KZ-reflectivas. Este
conceito estd intimamente ligado ao de ménada de Koéck-Zoberlein, abreviadamente, ménada
KZ, estudado numa série de artigos por Escardo e Flagg ([18, 19, 20, 21]). Ai, os autores
observaram que vérios casos de injectividade obedecem a um padrao geral: os objectos Kan-
injectivos & direita relativamente a T-imersoes, com 7' uma moénada KZ, sao precisamente
os suportes das algebras de Eilenberg-Moore da moénada. Usando os resultados de Escardé
em [19] conclui-se imediatamente que a categoria das algebras de Eilenberg-Moore de uma
moénada KZ sobre uma categoria X enriquecida em CPO é uma subcategoria reflectiva de X,
cujo reflector R é um functor localmente monétono (i.e., preserva a ordem dos morfismos) e
satisfaz a condicao npx < Fnx, para cada objecto X de X, onde n é a unidade da adjuncao.
As subcategorias nestas condicoes chamamos subcategorias KZ-reflectivas. Notemos que, em
geral, as subcategorias KZ-reflectivas nao sao plenas mas, se considerarmos X enriquecida

com a ordem trivial dada pela igualdade, a KZ-reflectividade de uma subcategoria significa que



esta, além de reflectiva, é plena: obtemos assim uma generalizacao do conceito de subcategoria
reflectiva plena.

Existem varios artigos que estudam as propriedades da ortogonalidade, em particular, a
sua relagdo com subcategorias plenas e reflectivas, como é o caso de [1, 2, 24, 36, 39, 41, 42,
43|. Neste trabalho, usando os conceitos de Kan-injectividade e KZ-reflectividade, obtemos
varias generalizagoes de resultados bem conhecidos sobre ortogonalidade e a sua relagdo com
subcategorias reflectivas e plenas, no contexto das categorias enriquecidas em CPO.

Acompanhamos este estudo de varios exemplos, nomeadamente na categoria CPO e em
algumas subcategorias suas, bem como em Top, ¢ RetLoc, sendo os capitulos 3 e 4 dedicados

a estas duas ultimas categorias.

Apresentamos agora os assuntos que vao ser abordados ao longo deste trabalho.

No capitulo 0 s@o brevemente apresentadas as notagoes, definigdes e referéncias bibliogra-

ficas gerais usadas ao longo de todo o texto.

Os primeiros dois capitulos contém resultados ja publicados em [12].

Os capitulos 3 e 4 incluem resultados de [13].

No primeiro capitulo é introduzido o conceito de Kan-injectividade & direita relativamente
a um morfismo, quer para objectos quer para morfismos. Este assunto é tratado na primeira
seccao onde sao apresentados alguns exemplos na categoria CPQO, assim como nas suas sub-
categorias SRet; dos inf-semi-reticulados com elemento ultimo e das fungdes que preservam
infimos finitos e RetLoc.

Na segunda seccao estudamos classes de morfismos determinadas por Kan-injectividade
a partir de uma subcategoria de uma dada categoria X enriquecida em CPO. Entre outras
propriedades, verificamos que estas classes sao fechadas para a composi¢do e contém todos
os adjuntos direitos reflectivos de X'. Além disso, mostramos que estas classes de morfismos
verificam uma certa estabilidade para somas amalgamadas e somas amalgamadas multiplas
que sejam conjuntamente epimoérficas relativamente a ordem. Estudamos vérios exemplos
na categoria CPO e em algumas das suas subcategorias, bem como na categoria Top, e
caracterizamos varias classes de imersoes da categoria CPO em termos de Kan-injectividade
relativamente a determinados conjuntos parcialmente ordenados finitos.

Na seccao seguinte verificamos que os objectos e morfismos de uma categoria X que sao
Kan-injectivos relativamente a uma classe H de morfismos, definem uma subcategoria que,
entre outras propriedades, é fechada para limites conjuntamente monomorficos relativamente
a ordem. No caso em que X estd enriquecido com a ordem trivial dada pela igualdade, temos

exactamente a subcategoria plena de X cujos objectos sao os objectos de X ortogonais a todos
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os morfismos de H.

Terminamos o capitulo 1 com a seccao 4. Aqui verificamos que a Kan-injectividade deter-
mina uma conexao contravariante de Galois entre o conglomerado das subcategorias de uma
determinada categoria X e o conglomerado das classes de morfismos de X', o que nos leva a

definicao de involucro Kan-injectivo de uma subcategoria.

No capitulo 2 comegamos, na seccao 1, por introduzir o conceito de subcategoria KZ-
reflectiva de uma dada categoria X enriquecida em CPQO. Em seguida encontramos condigoes
necessarias e suficientes, em termos de Kan-injectividade, para que uma subcategoria A de X
seja KZ-reflectiva. Apresentamos varios exemplos na categoria CPO, bem como em algumas

das suas subcategorias, que retomamos nas secgoes seguintes.

Na segunda seccao estudamos um tipo de morfismos com especial relevincia no contexto
das subcategorias KZ-reflectivas, as F-imersoes, onde F' é o functor reflector. Usando este
conceito mostramos que se A é uma subcategoria KZ-reflectiva e fechada para adjuntos direi-
tos co-reflectivos entdo A coincide com o seu involucro Kan-injectivo. Este facto garante que
em categorias enriquecidas em CPO onde os limites sdo conjuntamente monomorficos relati-
vamente a ordem as subcategorias KZ-reflectivas fechadas para adjuntos direitos co-reflectivos

sao fechadas para limites.

Na terceira secgao estudamos a relagao entre a Kan-injectividade numa subcategoria B de
X e a Kan-injectividade em X. Nomeadamente, dada uma subcategoria A de B, relacionamos
o invélucro Kan-injectivo de A em B com o involucro Kan-injectivo de A em X.

Na secgao 4 verificamos que toda a subcategoria KZ-reflectiva e fechada para adjuntos di-
reitos co-reflectivos coincide com a categoria das algebras de Eilenberg-Moore determinada por
alguma moénada de Kock-Zoberlein em X, completando resultados estabelecidos por Escardo

sobre este assunto em [21].

Nos dois tltimos capitulos analisamos os conceitos e resultados apresentados anteriormente
em duas categorias especificas: a categoria Top, dos espagos topolégicos que satisfazem o
axioma Tg e das fungoes continuas, e a categoria RetLoc dos reticulados locais e fungoes que

preservam infimos finitos e supremos arbitrérios.

O capitulo 3 ¢ dedicado ao estudo da Kan-injectividade em Top,. Na sec¢ao 1 retomamos
o trabalho de Escard6 em [20] e de Escard6 e Flagg em [18] que nestes artigos estudaram,
entre outras, a moénada K7 dos filtros dos abertos, bem como a dos filtros de abertos primos
de um espacgo topologico Tp. Inspirados nesta ideia, definimos filtros de abertos n-primos, para
cada cardinal n, e verificamos que, & imagem do que é feito por Escardo6 e Flagg, estes filtros

também definem em Top, ménadas KZ.

Na secgao 2 mostramos que para as ménadas F;, do tipo KZ encontradas na seccao anterior
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as Fj,-imersOes sao precisamente as imersoes que aqui designamos por imersoes n-planas. Para
cada cardinal n, obteremos no Capitulo 4 uma caracterizacao das classes destas imersoes
em termos de Kan-injectividade a partir de subcategorias finitas. Verificamos ainda que se
1 <n < m com m um cardinal regular, entao existem imersoes n-planas que nao sao m-planas.

Na terceira e ultima seccao deste capitulo apresentamos uma cadeia, indexada pela classe de
todos os cardinais, de subcategorias KZ-reflectivas de Top, dadas pelo invélucro Kan-injectivo
de determinadas subcategorias finitas de Top,, de tal modo que a uniao das subcategorias
da cadeia encontrada é a subcategoria plena Sob dos espagos sébrios. Obtemos entdo uma
subcategoria A de Sob cujo involucro Kan-injectivo quer em Top,, quer em Sob ¢é a categoria

dos espacos sobrios.

No capitulo 4 aplicamos a categoria RetLoc os conceitos duais de Kan-injectividade a
direita, de KZ-reflectividade e de F-imersao, definidos nos capitulos 1 e 2. Na seccao 1, apre-
sentamos as definigbes de Kan-projectividade a direita, KZ-co-reflectividade e H-quocientes,
enunciando, de seguida, os duais dos resultados dos dois capitulos iniciais, necessarios para o
que se segue.

Na secgao 2 estudamos estas nogoes na categoria RetLoc. Em particular, caracterizamos
varios tipos de sobrejeccoes de RetLoc - que designamos por quocientes n-planos - em termos
de Kan-projectividade & direita relativamente a certas subcategorias pequenas de RetLoc.

Na terceira e ultima seccdo deste capitulo, fazendo uso de alguns resultados de Banas-
chewski ([6]), obtemos uma cadeia infinita de subcategorias KZ-co-reflectivas da categoria
RetLoc cuja unido é toda a categoria RetLoc. A caracterizagdo dos objectos destas catego-
rias em termos de uma generalizacao da relacao binaria "<", usualmente utilizada no contexto
dos reticulados continuos, sai imediatamente do estudo feito em [6]. Aqui, completamos esse
resultado caracterizando também os morfismos. Finalmente encontramos uma subcategoria D
da subcategoria plena de RetLoc dos reticulados espaciais, RetEsp, cujos involucros Kan-
projectivos em RetEsp e em RetLoc nao coincidem: no primeiro caso obtemos RetEsp e

no segundo caso obtemos RetLoc.

v



Agradecimentos

Quero expressar os meus mais sinceros agradecimentos as minhas orientadoras, Doutora Maria
Manuel Pinto Lopes Ribeiro Clementino e Doutora Maria de Lurdes da Costa e Sousa pela

disponibilidade e pela importante contribui¢ao para o meu desenvolvimento em Matematica.

Em particular, agradeco & Doutora Maria de Lurdes da Costa e Sousa pelo modo infatigavel
com que sempre me incentivou a prosseguir este trabalho e pelo seu incansavel esforco em
supervisionar o meu estudo, promovendo variadissimos encontros de trabalho ao longo de

todo o tempo de preparacao desta dissertacgao.

Agradeco todo o apoio do Departamento de Matematica da Universidade de Coimbra. O
meu reconhecimento vai, especialmente, para o grupo de investigacao da linha de Teoria de
Categorias. Foi deveras estimulante poder assistir aos inimeros seminarios, workshops e outras

iniciativas cientificas deste grupo de investigacao.

Agradeco também & Escola Superior de Tecnologia do Instituto Politécnico de Viseu por
me ter acolhido nos varios encontros de trabalho que ai tive com a Doutora Maria de Lurdes

da Costa e Sousa.

Quero registar o meu reconhecimento ao ISCAC - IPC, instituigdo onde trabalho, e a
Fundagao para a Ciéncia e a Tecnologia (FCT) pelo apoio dado ao abrigo do PROTEC II -

Programa de apoio a formagao avancada de docentes do Ensino Superior Politécnico.

E com muito gosto que nomeio aqui os professores que me ensinaram a gostar de Algebra

nos primeiros dois anos da minha licenciatura: o Doutor Marques Sa e o Doutor Sousa Pinto.

Agradeco a todos os que de alguma forma, directa ou indirectamente, me ajudaram a levar

este trabalho a bom termo.

Dedicado & memoéria do Antéonio Vaz.



vi



Contetido

Introdugao
Capitulo 0

1 Kan-injectividade

1.1 Kan-injectividade . . . . . . . .. ... ..

1.2 Morfismos determinados por Kan-injectividade . . . . ... ... .. ... ...

1.3 Subcategorias Kan-injectivas. . . . . . . .

1.4 O invélucro Kan-injectivo . . . . . . . ..

2 Subcategorias KZ-reflectivas
2.1 Subcategorias KZ-reflectivas . . . . . . ..
2.2 F-imersoes . . . . . .. .. ...
2.3 Kan-injectividade em subcategorias . . . .

2.4 Subcategorias KZ-monéadicas . . . . . ..

3 Kan-injectividade em Top,

3.1 As moénadas-KZ dos filtros de abertos n-primos . . . . . . ... ... ... ...

3.2 Imersoes n-planas. . . ... .. ... ...

3.3 Uma cadeia de subcategorias KZ-reflectivas de Sob . . . . . . . . ... ... ..

4 Kan-projectividade em RetLoc
4.1 Kan-projectividade e KZ-co-reflectividade
4.2 Kan-projectividade em RetLoc . . . . . .
4.3 As subcategorias RetLoc — <,, de RetLoc

Bibliografia

Tabela de categorias

14
27
37

41
42
o4
60
66

73
73
76
85

89
89
93
100

107

111






Capitulo O

Ao longo deste trabalho, usamos as letras A, B, C, ... para representar categorias genéricas.
A classe dos objectos de uma categoria 4 é representada por Obj(A) e a classe dos morfismos
por Mor(A), sendo que, nao resultando dai confusao, muitas vezes abreviamos A € Obj(.A)
para A € A, tal como f € Mor(A) para f € A.

Dados dois objectos A e B de A, o conjunto dos morfismos de A em B é denotado por
A(A, B). Para cada objecto A de uma categoria A, representamos por id4 o respectivo
morfismo identidade. Em geral representamos classes de morfismos usando as letras H, G,...

Denotamos por Conj a categoria dos conjuntos e fungoes. CPO representa a categoria dos
conjuntos parcialmente ordenados e das fun¢ées mono6tonas. Dado um conjunto parcialmente
ordenado A, representamos, caso existam, o ltimo elemento de A por 14 e o primeiro por 04.

Trabalhamos no contexto das categorias enriquecidas em CPO), i.e., categorias X tais que
cada conjunto de morfismos X (A, B), com A, B € Obj(X), estda munido de uma relacao de

ordem parcial, tal que a composi¢ao de morfismos é mondtona, ou seja:
f<gimplica f-h<g-hej - f<j-g,

para quaisquer morfismos f, g, h, j de X para os quais sejam possiveis as composi¢des enunci-
adas.

Observemos que toda a subcategoria A de X' é automaticamente uma categoria enriquecida
em CPO ja que, para quaisquer A, B € Obj(A), a ordem em A(A, B) é a restrigao da ordem
em X (A, B) a A(A, B). Por exemplo, a categoria CPO ¢ enriquecida em CPO, considerando
a ordem definida ponto-a-ponto. Por outro lado, qualquer categoria pode ser considerada
enriquecida em CPO, tomando a ordem trivial dada pela igualdade.

Em geral, entre categorias enriquecidas em CPO usamos functores localmente monotonos.
Dadas as categorias X e Y, enriquecidas em CPO, um functor F' : X — ) diz-se localmente

mondtono se, para quaisquer morfismos f e g de X com mesmo dominio e codominio,
Ff<Fg, sempreque [ <g. (1)

Nos dois tltimos capitulos iremos dar especial atencao a duas categorias enriquecidas em

CPO:



e A categoria Top, dos espagos topologicos que satisfazem o axioma Tp, ou seja, espagos
topoldgicos tais que, para qualquer par de pontos distintos existe um aberto que contém

exactamente um dos pontos, e das fungdes continuas.

e A categoria RetLoc dos reticulados locais, i.e., dos reticulados completos cujos infi-
mos finitos se distribuem relativamente a supremos de quaisquer familias, e das funcoes

mondtonas que preservam infimos finitos e supremos quaisquer.

Como referéncia geral para espagos topologicos, usamos [22]. No contexto dos reticulados

locais as referéncias usadas sao [33] e [25].
As referéncias de base em Teoria de Categorias sao os livros 3], [10] e [31].

Em apéndice é apresentada uma tabela com as categorias usadas ao longo deste trabalho.



Capitulo 1
Kan-injectividade

Na primeira seccao deste capitulo introduzimos a noc¢ao de Kan-injectividade a direita relati-
vamente a um morfismo, para objectos e morfismos de uma categoria X enriquecida em CPO.
E de notar que a nocao de Kan-injectividade a direita coincide com a nocio de ortogonalidade
em categorias arbitrarias, quando consideradas enriquecidas em CPO com a ordem trivial
dada pela igualdade. Por outro lado, basta dualizar a relagao de ordem em cada conjunto de
morfismos X(A, B) entre objectos A e B de X para obtermos o conceito de Kan-injectividade
a esquerda.

Nesta seccao apresentamos ainda vérios exemplos na categoria CPO e em algumas suas

subcategorias.

Na segunda seccdo estudamos as classes AKX C Mor(X), constituidas pelos morfismos
relativamente aos quais todos os objectos e morfismos de uma determinada subcategoria A sao
Kan-injectivos a direita. Entre outras propriedades destas classes, verificamos que sao fechadas
para a composicio e contém todos os adjuntos direitos reflectivos de X’; em particular, X%
é constituida por todos os morfismos que tém esta caracteristica. Além disso, mostramos que
as classes de morfismos da forma A" verificam uma certa estabilidade para somas amalga-
madas e somas amalgamadas multiplas que sejam conjuntamente epimérficas relativamente a
ordem. Estudamos varios exemplos na categoria CPO e em algumas suas subcategorias, bem

como na categoria Topy.

Na seccao seguinte, verificamos que os objectos e morfismos de X Kan-injectivos & direita
relativamente a todos os morfismos de uma dada classe H de morfismos de X constituem
uma subcategoria nao plena de X, e mostramos que as subcategorias obtidas desta forma
(que denotamos por KInj(H) e designamos por subcategorias Kan-injectivas) sao fechadas
para limites conjuntamente monomorficos relativamente a ordem. No caso em que X estd

enriquecido com a ordem trivial dada pela igualdade, K Inj(H) é exactamente a subcategoria
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plena de X cujos objectos sdo os objectos de X ortogonais a todos os morfismos de H. Além
disso, apresentamos varios exemplos e prosseguimos o estudo de exemplos apresentados nas

seccoes anteriores.

Na quarta e tltima secgdo, constatamos, associada ao conceito de Kan-injectividade a
direita, a existéncia de uma conexao de Galois entre o conglomerado das classes de morfismos
e o conglomerado das subcategorias de uma dada categoria X. Além disso, verificamos que
dada uma subcategoria A de X, a subcategoria KInj(AX) ¢ a menor subcategoria Kan-
injectiva & direita que contém A, o que nos leva a designa-la por invélucro Kan-injectivo de
A. No caso de categorias enriquecidas com a ordem trivial dada pela igualdade K Inj(AK™)

¢ o involucro ortogonal de A.

Ao longo de todo o texto, X representard uma categoria enriquecida em CPO.

1.1 Kan-injectividade

Definigoes 1.1. Seja f: X — Y um morfismo de X.

1. Dizemos que um objecto A de X é Kan-injectivo a direita relativamente a f se para cada

morfismo g : X — A existe um morfismo ¢’ : Y — A que satisfaz as seguintes condigoes:

(a) ¢ - f =g, i.e., o diagrama seguinte é comutativo:

x— 1 Y
I
A

(b) para cada morfismot:Y — Aset-f < gentaot <.
Representamos o morfismo ¢’ (quando existe) por g/ f.

2. Dizemos que um morfismo h : A — B de X é Kan-injectivo a direita relativamente a f
se A e B sao ambos Kan-injectivos a direita relativamente a f e, para cada g : X — A,

se tem:
(h-9)/f=h-(9/])

i.e., o tridngulo inferior do seguinte diagrama é comutativo:

e}
B <<
Q
~
&H
-
Py
N
s
~
~
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Observagao 1.2. E imediato que se A e B sdao Kan-injectivos a direita relativamente a
f entdo no diagrama anterior tem-se sempre a desigualdade h - (¢/f) < (h-g)/f, ja que
h-(g/f)-f=h-g. A desigualdade reciproca caracteriza, entao, os morfismos Kan-injectivos

a direita relativamente a f.

Observagoes 1.3. Recordemos que um objecto A é injectivo relativamente a um morfismo
f:X — Y se para cada g : X — A existe um morfismo ¢’ tal que ¢’ - f = g; e é ortogonal
a f se, além disso, ¢’ é tnico. E claro que estes conceitos se relacionam com a nocao de

Kan-injectividade & direita; nomeadamente:

1. Um objecto A é Kan-injectivo a direita relativamente a um morfismo f : X — Y se e s6
se é injectivo relativamente a f e todo o morfismo g : X — A possui uma Kan-extensao

direita ao longo de f.

Recordemos que, dados dois morfismos f: X - Y eg: X — A, um morfismog:Y — A
diz-se uma Kan-extensao direita de g ao longo de f se G- f < g e g é o supremo nestas

condigoes.

Seja g a Kan-extensdo direita de g ao longo de f e seja A injectivo relativamente a f,
com g : Y — A tal que ¢’ - f = g. Por defini¢ao de g, ¢’ < g o que, atendendo ao facto
de X ser enriquecida em CPO, implica ¢ - f <g-f,ie,g<g-f. Comog-f<gyg
concluimos que - f = ¢g. Uma vez que g satisfaz a condi¢ao 1(b) de 1.1 entao g = g/ f,

portanto A é Kan-injectivo & direita relativamente a f. A reciproca é evidente.

Por conseguinte, podemos dizer que um morfismo h : A — B entre objectos Kan-
injectivos a direita relativamente a f é Kan-injectivo a direita relativamente a f se e s6

se preserva Kan-extensoes & direita relativamente a f.

2. Considerando uma categoria arbitraria X enriquecida em CPO com a ordem trivial dada
pela igualdade é imediato que um objecto A é Kan-injectivo a direita relativamente a
um morfismo f se e s6 se é ortogonal a f. E, qualquer morfismo k : A — B, com A e B

ortogonais a f, é Kan-injectivo a direita relativamente a f.

Observagao 1.4. Alguns autores, como J. Adamek, L. Sousa e J. Velebil em [4], usam em

categorias enriquecidas em CPO o conceito de Kan-injectividade & esquerda.

1. Um objecto A é Kan-injectivo G esquerda relativamente ao morfismo h : X — Y se para
cada g : X — A existe um morfismo de Y em A, que aqui denotamos por g\h, tal que

(g\h) -h=ge, paracadat:Y — A,

se g <t-h entdo g\h <t
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Um morfismo f: A — B é Kan-injectivo o esquerda relativamente a h se A e B 0 sdo e
f-(g\h) = (f - 9)\h-

2. Dados h : X - Y eg: X — A entao é claro que g\h < g/h, caso existam estes

morfismos.

3. Consideremos a categoria X’ obtida a partir da categoria X', dualizando a ordem em
cada um dos conjuntos parcialmente ordenados X (X,Y), com X,Y € X. Entao, dados
os morfismos h: X - Y eg: X — A, existe g\h em X se e s6 se existe g/h em X',

sendo nesse caso iguais.

4. E claro que em categorias arbitrarias X’ enriquecidas em CPO com a ordem trivial dada

pela igualdade ambos os conceitos coincidem.

Na defini¢ao seguinte recordamos o conceito de adjunc¢do entre morfismos no contexto de

categorias enriquecidas em CPO, a ser usado com frequéncia no decorrer deste trabalho.

Definigao 1.5. Um morfismo e : X — Y é o adjunto esquerdo do morfismo d:Y — X (ed é

o adjunto direito de e) se
e'dSidy (§] ingd'e.
Dizemos que este par de morfismos constitui uma adjuncao e escrevemos

e -d.

A adjungao é reflectiva se e - d = idy, abreviadamente, e g d. Neste caso dizemos que e é
um adjunto esquerdo reflectivo e que d é um adjunto direito reflectivo. Se a adjungao e - d
satisfizer idxy = d - e, dizemos que é co-reflectiva, abreviadamente, e 4o d. Neste caso e e d

dizem-se adjunto esquerdo co-reflectivo e adjunto direito co-reflectivo, respectivamente.

Note-se que existindo adjunto direito (respectivamente, esquerdo), ele é tnico a menos de
isomorfismo.
Uma vez que X é enriquecida em CPO entao, para quaisquer objectos X e A de X,

X (X, A) é um conjunto parcialmente ordenado e, para cada h : A — B, a fungao
X(X,h): X(X,A) = X(X,B)

definida por
X(X,h)(g)=h"g,

é mondtona. Do mesmo modo, para cada f: X — Y a funcao

X(f,A): X(Y,A) > X(X, A),
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definida por
X(f, A)(k) =k f,

¢ também mondtona. Assim, podemos considerar o functor
X(X,—-): X - CPO,

definido em objectos por X(X, —)(A4) = X(X,A), A € X, e, em morfismos por X(X,—)(f) =
X(X, f), para cada f: A — B.

Na proxima proposicao caracterizamos a relagao de Kan-injectividade & direita usando
estes conceitos, generalizando o que acontece em categorias nao enriquecidas arbitririas nas
quais um objecto A é ortogonal a um morfismo f : X — Y se e s6 se a fungao X' (f, A) é um

isomorfismo.

Proposicao 1.6. Seja f: X — Y um morfismo de X.
Um objecto A é Kan-injectivo a direita relativamente a f se e s6 se a fun¢ao X (f, A) possui

adjunto direito reflectivo (X (f, A)). em CPO. Além disso, nesse caso € satisfeita a igualdade

(X(f, A))«(9) =g/ f,

para cada g € X (X, A).
Um morfismo a : A — B é Kan-injectivo & direita relativamente a f se e sé se X(f,A) e

X(f, B) possuem adjuntos direitos reflectivos em CPO e o sequinte diagrama é comutativo:

(X(f,A))«

X(X,A) X(Y,A)
X(X,a)i iX(Yﬂ)
X(X,B) X (Y, B)

(X(f,B))

Demonstracio. Suponhamos que A é Kan-injectivo & direita relativamente a f e consideremos
a funcao

(X(f,A))s: X(X,A) = X(Y,A)
definida por
(X(f,A))(g) =g/ f, para cada g € X(X, A).

Sejam ¢g1,92 € X(X, A), tais que g1 < go. Como (g1/f) - f = g1 < g2, entao, por defini¢ao de
g2/ f, temos g1/ f < g2/ f, portanto (X (f, A))« é, de facto, um morfismo de CPO.
De modo a concluir que X (f, A) 4r (X(f, A))., vamos verificar que

X(f,A) - (X(f, A)s =idyx.a) e idy,a) < (X(f,A)) X(f,A).
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Temos

(X(f, A) - (X(f, A))g) = X(f, A)g/f) = (9/f)- f =
e, para cada k : Y — A,

(XCf, A))s - X(f, A)(R) = (X (f, A))«(k - f) = (k- f)/ f
o que, por definicao de (k- f)/f, implica k < (k- f)/f.

x- 1oy

e

Reciprocamente, supondo que X (f, A) possui adjunto direito reflectivo (X (f, A))s« entao,

NS

para cada g : X — A,
(X(f,A) - (X(f, A)«)(9) = 9,
ou seja,
(X(f;A)))(9) - f =g
Além disso, para cada t: Y — A, se t- f < g, entdao X(f, A)(t) < g, logo

(X(f; A))s - (X(S, A)(1) < (X(S,A))«(9)

o que, atendendo a existéncia da adjuncao X (f, A) Hr (X(f, A))«, implica a desigualdade
t < (X(f, A))(9).
Logo, g/ f = (X(f, A))«(9)-

Relativamente & segunda parte do enunciado, seja a : A — B um morfismo Kan-injectivo

a direita relativamente a f. Entdo para cada g : X — A existem g/f e (ag)/f tais que

a-(g/f) = (ag)/f, ou seja,
a-((X(f,A)«(9)) = (X(f, B))«(ag),

logo
(X(Y,a) - (X(f, A))(9) = (X(f, B))« - X (X, a))(g)-

De modo anélogo se conclui que a comutatividade do diagrama apresentado implica a Kan-

injectividade de a relativamente a f. O
Exemplos 1.7. Dada uma categoria X, enriquecida em CPO:

1. Para cada morfismo g : X — A, g/idx = g.
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2. Se X possui elemento terminal T entao T' é Kan-injectivo a direita relativamente a cada
morfismo h : X — Y com tx/h = ty, onde, para cada objecto Z, tz representa o tnico

morfismo do conjunto X' (Z,T).

3. Todo o objecto e todo o morfismo de X é Kan-injectivo & direita relativamente a morfis-

mos adjuntos direitos reflectivos, como decorre do ponto 2 da Proposigao 1.20 a seguir.

Observagoes 1.8. Consideremos a categoria CPO enriquecida em CPO com a ordem ponto-

a-ponto.
1. Uma fungdo monétona, f: P — @, com P,Q € CPO, é uma imersao se e s6 se, dados
quaisquer x,y € P,
v <y flz) < fy) (L.1)
Notemos que, de facto, as imersdes sao exactamente os monomorfismos extremais de

CPO.

2. Para cada conjunto parcialmente ordenado P, seja As(P) o reticulado completo dos
subconjuntos ascendentes de P, com o infimo e o supremo definidos pela interseccao e

pela uniao.
Se f: P — @ é uma funcao mono6tona entao:

(a) A fungdo f~!: As(Q) — As(P) é mondtona e preserva supremos, portanto possui

adjunto direito, nomeadamente,
(f ™) As(P) — As(Q),

definido por:

(f7H(U) =U{V € As(Q) : f71(V) C U}, (1.2)
para cada U € As(P).
(b) f é uma imersdo se e 56 se a adjuncao f~! - (f~1), & reflectiva.
De facto, ja sabemos que f=1- (f71), < id g5(p), portanto basta mostrar que f: P — @
é uma imersao se e s6 se, para cada ascendente U € As(P), U C f~1- (f71).(U), isto &,
para cada x € U,

ze (f7H-(fHI),
ou seja,
f(a) e (fH(U).

Suponhamos que f é uma imersao e seja z € U, com U € As(P). De modo a concluir
que f(z) € (f~1)«(U), consideremos o ascendente Vo =1 f(x). E claro que f(z) € Vj.

Além disso,

(V) C U
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Com efeito, se a € f~1(Vp), i.e., se f(a) € Vp, entdo f(x) < f(a) o que, pela hipotese,
implica = < a, ou seja, a €1 x, portanto, a € U. Atendendo a (1.2) concluimos que
flx) € (f7H)(U).

Reciprocamente, suponhamos que a adjuncio f~!' - (f~!). é reflectiva. Entdao f~!,
sendo um epimorfismo cindido, é sobrejectivo portanto, para cada a € P, existe V, €
As(Q), tal que f~1(V,) =1 a.

Consideremos z,y € P tais que f(z) < f(y). Claro que z € f~1(V,), ou seja, f(z) € V,
logo f(y) € Vg, ie., y € f~1(V,) portanto y €7 .

Exemplo 1.9. Consideremos o conjunto parcialmente ordenado

D= o

®0

Vamos verificar que, dado um morfismo j : P — @ em CPO, D é Kan-injectivo a direita
relativamente a j se e 86 se j ¢ uma imersao.
(a) De facto, dada uma aplicagdo monotona j : P — @, suponhamos que j(z) < j(y), com

x,y € P, e consideremos a fungdo mondétona g, : P — D, definida por:

1, sex<p
g:v(p) =
0, sex ﬁ P,

para cada p € P. Entao existe em CPO o morfismo g,/j : Q — D e temos:

(92/3) () < (92/9)(5(y))
gm(x) < gz(y)
1 < ga(y)

gm(y) =1

j(z) < jy)

A T

z<y.
Entao j satisfaz a condi¢ao (1.1) da Observacao 1.8, portanto ¢ uma imersao em CPO.

(b) Reciprocamente, consideremos uma imersao j : P — @ e seja g : P — D uma funcao

mondtona. Consideremos a fungdo g : Q — D definida por:

g@)= Ngla):aci ' (ta)}zeq.

Vamos verificar que, de facto, g = g/j, concluindo-se assim que D é Kan-injectivo a direita

relativamente a j.
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g € monodtona atendendo a que, dados a,b € ), temos:

a<b = 1tblla
= j(th) i (Ta)
= A aw< A 9

y€j~1(tTa) yE€FT1(10)

= (9/7)(a) < (9/5)(b).
Além disso, para cada p € P, j(p) €1 j(p), ou seja, p € j~1(1 5(p)). Por outro lado, atendendo
a que j é uma imersao, temos a seguinte série de implicagoes:
yeit(ri) = i) etip)

= j(p) <iy)
= p=y

= g(p) < g9(y).
Entao obtemos:
@G- = 9()

= /\{g(y) cy et (1ip)}
= g(p).

Suponhamos que ¢ : Q@ — D é um morfismo de CPO tal que t-j < g. De modo a concluir

que t <7, seja x € Q e consideremos g(z). Temos:

yejit(te) = jly eta

= =< j(y)
= tx) <t-jy)
= t(z) < g(y)

Como g(x) é o infimo do conjunto de elementos da forma g(y), com y € 7' (1 z), concluimos
que t(z) < g(z).

Observagao 1.10. Uma adaptagao facil do exemplo anterior leva a outra caracterizagao das
imersoes em CPO: elas sao, também, precisamente os morfismos de CPO relativamente aos
quais D é Kan-injectivo a esquerda (no sentido definido na Observagao 1.4). Além disso, se
j: P — @ ¢ uma imersao entao, para cada g : P — D em CPO, o morfismo g\j : Q — D é

definido, para cada x € @), por:

\i(z) = \/gla) ra e (L o)}
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Exemplo 1.11. Se R é um reticulado completo e j : P — () é uma imersao, entdo R é
Kan-injectivo a direita relativamente a j e, para cada g : P — R em CPO, o morfismo g/j é

definido também pela formulas:

(9/3)(@) = N\lg(a) :a € 7" (T 2)}. (1.3)
A verificagao deste facto é analoga a feita no Exemplo 1.9.(b).
Observagao 1.12. Consideremos a categoria CPO.

1. Existe uma correspondéncia biunivoca entre morfismos g : P — D e subconjuntos ascen-
dentes U de P: nomeadamente, a g corresponde o ascendente g~ *({1}) e a U corresponde

o morfismo xy definido por, para cada p € P:

) 1, sepelU
Xu\p) =
0, sep¢U.

Claro que g = x4-1(f1})-

2. Se j: P — @ é uma imersao entao a formula (1.3) para g/j é equivalente a:
9/J = xw, (1.4)

com W = (57 1).(g7 ({1})-
Com efeito, atendendo & adjuncdo j~! -p (j~!)s mostra-se facilmente que, dado o
morfismo g = xy, com U = g~ 1({1}), entdo ¢’ = yw satisfaz as condigdes do ponto 1

da defini¢do de Kan-injectividade & direita, enunciada em 1.1.

Exemplo 1.13. Dada uma imersao j : P — @ em CPO dizemos que ela é densa se, para
cada y € Q,
G~ (1 y) #0.

Equivalentemente, se
(GY)-(0) = 0. (1.5)

Consideremos em CPO as cadeias D, como no Exemplo 1.9, e Dy:

D = o (] D1 = o
L 0] o
®)

Seja h: D — D; a imersao definida por
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h0)=0 e h(l)=d.

Vamos mostrar que um morfismo j : P — ) de CPO é uma imersao densa se e 86 se o
morfismo h é Kan-injectivo & direita relativamente a j.
Seja j : P — @ uma imersao densa e f : P — D um morfismo de CPO. Como D e D;

sao reticulados completos sabemos por (1.3) que, para cada y € @,

(/1)) = N/ (@) >y}

(- £/ ) = N(h- H@) 2 §(z) =y}

Mas, nitidamente, h preserva infimos ndo vazios e, por hipétese, 771 (1 y) # 0. Entdao h

preserva o infimo de {f(z) : j(z) > y}, isto é,

(h-(£/3))(y)

h(A\{f(@) (@) > y})
= A{h- f(2):j(x) >y}
= ((h-f)/J)(y)-

Reciprocamente, seja j : P — @ um morfismo relativamente ao qual h é Kan-injectivo a
direita. Entao D é Kan-injectivo & direita relativamente a j, logo j é uma imersao. De modo
a verificar que j é densa, consideremos o morfismo xp : P — D. Como h é Kan-injectivo a

direita relativamente a j, sabemos que

((h - x0)/3)(@) = - ((xe/5)(x) € {0,d},

portanto, ((h- xp)/j)(x) # 1, para cada = € ). Atendendo a (1.4), concluimos que

(G ({1}) =
ou seja, (j71)«(0) = 0. Entdo j é densa.

Exemplo 1.14. Seja Top, a categoria dos espagos topologicos (X, O(X)), que satisfazem o
axioma Ty, e das funcoes continuas entre eles. Consideremos Top, enriquecida em CPO com

a ordem de especializa¢do ponto-a-ponto: dados f,g: X — Y,
f < gseesose, para cada z € X, f(z) € {g(x)}, (1.6)

onde {g(x)} representa o fecho de g(x).

Ou, de modo equivalente,

f < g seesose, para cada € X, e cada aberto V € O(Y), f(x) e V=g(x) e V. (1L.7)
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Ou ainda,

f<gseesose fH(U) C g 1 (U),para cada aberto U € O(Y), (1.8)

Como habitualmente nesta categoria, chamamos imersao a toda a fungao continua f : X — Y,

injectiva e tal que

O(X) = {/ (V) : V € O(Y)}.

Seja Ap o espago de Sierpinski, i.e., Ag = ({0,1}, O(Ap)), com o conjunto O(Ap) dado pelos
subconjuntos ascendentes da cadeia 0 < 1. Uma aplicagao continua j : X — Y é uma imersao
se e 86 se Ay ¢ Kan-injectivo a direita relativamente a j. Este exemplo e vérios outros em

Top, serao estudados em detalhe no Capitulo 3.

1.2 Morfismos determinados por Kan-injectividade

Notacao 1.15. Dada uma subcategoria A de X', em geral ndo plena, representamos por

AKInj

a classe dos morfismos de X relativamente aos quais todos os objectos e todos os morfismos

de A sdo Kan-injectivos a direita.

Em seguida vamos estudar algumas propriedades da classe de morfismos AX™ | definida

a partir de uma subcategoria A de X'. Comecamos por observar alguns exemplos.
Exemplos 1.16. Tendo em conta os exemplos 1.9 e 1.13 da secc¢ao anterior, em CPO temos:

1. Para a subcategoria A cujo tnico objecto é D e cujo tnico morfismo é o morfismo
identidade de D:

AKIN — I'm(CPO),
onde I'm(CPO) representa a classe das imersoes de CPO.

2. Para a subcategoria A cujos tinicos objectos sao D e Dy e cujo tinico morfismo nao trivial
éh:D— D1:
AKIMG — Imd(CPO),

onde Imd(CPO) representa a classe das imersoes densas de CPO.
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Exemplo 1.17. Consideremos a subcategoria A de CPO constituida pelos objectos D (como
nos Exemplos 1.9 e 1.13) e

A:

S\,
\./

e tendo por anico morfismo néo trivial k: A — D, tal que
k(a)=k(b)=k(1)=1 e k(0)=0.

Vamos mostrar que a classe A% & constituida por todas as imersées j : P — @Q de CPO

com a seguinte propriedade:
(*) Dados y € Q e w1, 72 € P tais que z1, 22 € j (1 y), existe g € P, tal que:
xo < x1,22 € j(mo) > 9.

Quer dizer, a propriedade (*) garante que numa situagao do tipo

®j(z1) ®j(x2)
\.y /

existe xg € P, com zg < x1, z2, de modo que j(x¢) > y:

®j(x1) ®j(x2)

Seja j : P — @ um morfismo de CPO com a propriedade (*) e seja f : P — A. Como A

e D sao reticulados completos, atendendo a formula (1.3) temos, para cada y € Q,

f/Dw) = N @) sz e Ty}
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(k- N/ ) = Nk )@):z e (1)}
A aplicagé@o k preserva todos os infimos excepto os dos subconjuntos de A contendo a e b, sem

conter 0. Para comprovar que

k- (f/)y) = (k- [)/3)(y),

basta assegurar que se o conjunto {f(z) : # € j71(1 y)} contiver a e b também contera 0. Com
efeito, se for esse o caso, sejam z1 e x tais que f(z1) = a, f(x2) =bex1, 22 € j~ (1 y). Entdo
existe xo nas condigoes de (*). E é claro que para este xg se tem necessariamente f(xg) = 0.

Reciprocamente, seja j : P — @ tal que k£ é Kan-injectivo a direita relativamente a 5. O
morfismo j é uma imersao, ja que D é Kan-injectivo a direita relativamente j (ver Exemplo
1.9). Sejam y € @ e x1,x2 € P, nas condigoes de (*). Se z1 e xy s@o comparaveis entao

podemos escolher um deles para xg. Caso contrario, seja f : P — A definida por:

0, se z<11 ex < x9;
a, se x<mz ex Ly

fz) =

b, se x%x ex <y

1, nos outros casos .

E claro que f é uma aplicacdo monétona, tendo-se f(z1) = a e f(x2) = b. Como z1,x9 €

i71(1y), a e b pertencem a {f(z) : x € 7' (1 y)}. Logo

k- (fliNy) = EA{f@) :zei Ty}
= K(0)
= 0.

Por hipotese,

(- H/DHw) = NE-flz):zei Ty}
= (k- (f/9)()
= 0,

logo k - f(xp) = 0, para algum x¢ € j71(1 y). Além disso, k - f(x9) = 0 implica f(zo) = 0.

Portanto, zg < 1 e xg < x9.

Exemplos 1.18. No Capitulo 3 apresentamos varias classes de morfismos em Top, da forma
AKING  para convenientes subcategorias A.
Também para a categoria dual da categoria dos reticulados locais, apresentamos, no Ca-

pitulo 4, varias classes de morfismos deste tipo.
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Observagao 1.19. Numa categoria arbitraria X enriquecida em CPO com a ordem trivial
dada pela igualdade, para cada subcategoria A de X, a classe A% ™ & formada pelos morfismos

de X relativamente aos quais todos os objectos de A s@o ortogonais.

Em seguida apresentamos algumas propriedade da classe de morfismos A% para uma

dada subcategoria A.

Proposigdo 1.20. Para cada subcategoria A de X, a classe AKX C Mor(X) satisfaz as

sequintes condicoes:

1. Para cada (f : X = Y) e AR ser s: X — A sao morfismos de X, com A € A, tais
quer < s, entaor/f < s/f.

2. Todos os morfismos adjuntos direitos reflectivos de X sio elementos de ASI™ .

3. AKIM ¢ fechada para a composicio. Além disso, para quaisquer morfismos f : X —Y

eg:Y = Z em AR se h : X — A ¢ um morfismo de X com A € A, entdo

h/(g-f)=(h/f)]g:
xl.y_ 9.y

h g
/ (h/)/g=h/(a-])

4. Para quaisquer morfismos f : X =Y eqg:Y — Z, se g- f € AKX entdo sao vdlidas

h
A

as sequintes propriedades:
(a) Se g € AKI" entio também f € AKIM.

(b) Se f é um epimorfismo entio g € AR (consequentemente, também f € AKINI ).

Demonstragio. 1. Se f: X — Y & um elemento de AKX A c Aer s: X — A sdo tais
que 7 < s, entao, como r = (r/f) - f obtemos (r/f) - f < s, o que, por defini¢ao de s/f,
implica r/f < s/f.

2. Sejam d : X — Y um adjunto direito reflectivo, com e : Y — X, tal que e - d. Seja

AeAeg: X — Aum morfismo de X. Entao g/d = g-e: como e-d = idx ¢ claro que

(g-e)-d=g.
X4,y
¢ 7
g o/ | (@9)/d
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Por outro lado, pelo facto de idy < d - e, a condi¢do t - d < g implica que t < g -e. Se
a:A— Béobvioquea-(g/d)=a-g-e=(a-g)/d. Assim, dec AKX,

. Suponhamos que f: X - Y eg:Y — Z estdoem AX™ esejah: X — A, com A € A.

Entao A ¢ Kan-injectivo a direita relativamente a g - f, com h/(g - f) = (h/f)/g pois,

por um lado,

((h/))9)-g-F=(R/)]g)-9) - f=(h/f)-f=h;
pelo outro, se t : Z — A étal que t-g- f < h, entdao t-g < h/f, donde se obtém
t<(h/f)/g.
Além disso, se a : A — B é um morfismo de A, entdo

(a-h)/(g- )= a-n)/f)/g=(a-(h/f))]/g=a-(h/[)/g=a-(h/(g-]))

portanto a é Kan-injectivo & direita relativamente a g - f.

4. Sejam f e g morfismos nas condigoes do enunciado.

(a) Sejam A€ Aeh:X — A. Como g- f € AKI" entdo existe h/(g- f).

x oy 9.7

A

Vamos verificar que h/f = (h/(g- f))g. E claro que

((h/(g-fNg)-f={/(g-f)) (g-f)=h

Por outro lado, dado um morfismo ¢ : Y — A existe t/g : Z — A e, atendendo a

seguinte cadeia de implicacoes:

t-f<h = (t/g)-g-f<h
= t/g<h/(g-f)
= t<(h/(g-f))g

concluimos que, de facto,
hif=/(g- )9,

portanto A é Kan-injectivo a direita relativamente a f.
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Consideremos um morfismo a : A — B de A. Ja sabemos que, nas condig¢oes do
enunciado, A e B sdo também Kan-injectivos a direita relativamente a f, tendo-se
(a-h)/f =((a-h)/(g-f))g. Além disso, como por hipdtese a ¢ Kan-injectivo a

direita relativamente a g - f, tem-se

a-(h/f)=a-(h/(g-f)-g=a-h)/(g-f)) g=(a-h)/f

donde concluimos que a é Kan-injectivo a direita relativamente a f.

(b) Seja h : Y — A, com A € A Como g-f € AKX entdo existe o morfismo
(h-f)/(g- f) e satisfaz a igualdade

((h-N)/(g-g-f=h-,
o que, pelo facto de f ser um epimorfismo, implica que ((h- f)/(g- f)) - g =

X—>Y—>Z

Além disso, se t é tal que t-g < hentdaot-g-f < h-f,logot < (h-f)/(g-f).

Assim,
h/g=(h-f)/(g-f)

Por outro lado, se a : A — B é um morfismo de A, entdo, usando a férmula anterior,

obtemos:

a-(h/g)=a-((h-f)/(g-f))=(a-h-[)/(g-f)=(ah)/g.
Portanto a é também Kan-injectivo & direita relativamente a ¢g. Entao g € AKI™,
O

Observagao 1.21. Claro que do ponto 2 da Proposicao 1.20 se conclui imediatamente que

A contém todos os isomorfismos de X.

Corolario 1.22. A classe X513 de todos os morfismos Kan-injectivos a direita relativamente

a todos os objectos e morfismos de X, € constituida pelos morfismos adjuntos direitos reflectivos
de X.

Demonstracao. Como ja foi visto no ponto 2 da Proposigao 1.20, todos os objectos e morfismos

de X sao Kan-injectivos & direita relativamente aos morfismos adjuntos direitos reflectivos.
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Reciprocamente, seja f : X — Y um morfismo de X relativamente ao qual todos os objectos e
morfismos de X sao Kan-injectivos & direita. Vamos verificar que entdao f é um adjunto direito

reflectivo. Por hipotese existem os morfismos idx/f:Y — X e f/f : Y — Y tais que
(ld_)(/f) . f = idX (§] idy S f/f

Mas f é Kan-injectivo & direita relativamente a f, portanto,
flf=(f-idx)/f = flidx/[)

donde obtemos
idy < f-(idx/f).

O

Na proxima proposicdo obtemos uma propriedade da classe AX™ relativamente a somas

amalgamadas para a qual necessitamos de algumas defini¢des.

Definigao 1.23. Um morfismo f : X — Y diz-se um epimorfismo relativamente & ordem se,

para quaisquer morfismos g,h : Y — Z,
g-f <h-fimplica g < h.

Dualmente, f : X — Y diz-se um monomorfismo relativamente a ordem se, para quaisquer

morfismos g, h : Z — X,
f-g < f-himplica g <h.

Dizemos que uma familia de morfismos com o mesmo codominio, (f; : X; — X);er, € conjun-

tamente epimorfica relativamente & ordem quando, dados g,h: X — Y,
g < h sempre que g- f; < h- f;, para cada i € I.

Dualmente, a familia de morfismos (f; : X — X;)icr é conjuntamente monomdorfica relativa-

mente & ordem se, para quaisquer morfismos g,h:Y — X,
g < hsempre que f;-g< fi-h,iel.

Dizemos que um limite é conjuntamente monomdrfico relativamente o ordem se o correspon-
dente cone-limite o é. Analogamente falamos de colimites conjuntamente epimdrficos relativa-

mente & ordem.

Observacoes 1.24. 1. E imediato que todo o epimorfismo relativamente 4 ordem é um
epimorfismo e, analogamente, todo o monomorfismo relativamente a ordem é um mono-

morfismo.



1.2. MORFISMOS DETERMINADOS POR KAN-INJECTIVIDADE 21

2. Mais geralmente, toda a familia de morfismos, (f; : X; — X);es, conjuntamente epimor-

fica relativamente a ordem é conjuntamente epimdrfica, i.e.,

g = h sempre que g- f; = h - f;, para cada i € I.

Analogamente toda a familia de morfismos, (f; : X — Xj)ier, conjuntamente monomor-

fica relativamente & ordem é comjuntamente monomorfica, i.e.,

g = h sempre que f; - g = f; - h, para cada i € I.

Exemplo 1.25. Consideremos a categoria CPO enriquecida em CPO com a ordem ponto-

a-ponto. Nesta categoria temos as propriedades seguintes:

1. Uma familia de morfismos (f; : X — Xj)ier ¢ conjuntamente monomorfica relativamente

a ordem se e s6 se para quaisquer x,7’ € X,
x < 2’ sempre que f;(z) < f;(2'), para cada i € I.
Para verificar a condi¢do necessaria basta considerar as fungoes constantes
g {x} > Xegy  {x} =X

definidas por

/

ge(¥) =z € go(¥) = 2,

respectivamente. A reciproca é também imediata. Em particular, um morfismo f : X —

Y ¢ um monomorfismo relativamente & ordem se e s6 se ¢ uma imersao (ver 1.1).

2. Se (L,(l; : L — X;)icr) € um limite em CPO entao a familia (I;);c; é conjuntamente

monomorfica relativamente & ordem.

Com efeito, sabemos que, dado um diagrama D : I — CPO, com D; = (X;,<;),
i € I, o limite de D se obtém formando o cone-limite de D na categoria Conj, digamos
(L,(l; : L = X;)ier), e equipando L com a ordem parcial definida por:

(xi)ier < (x})ier se e sO se, para cada t € I, z; < ),

para quaisquer (z;);er e (x})ier em L.
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3. Se (fi : X; = X)ier € uma familia de morfismos conjuntamente sobrejectiva, i.e., se

X = Uer fil Xi]

entdao é também conjuntamente epimorfica relativamente & ordem. Com efeito, sendo
(fi)ier conjuntamente sobrejectiva, consideremos os morfismos g,h : X — Y tais que,

para cada i € I,
g-fi<h-fi
Entao, para cada ¢ € I e para cada x; € X;,

9(fi(zi)) < h(fi(zi)).

Como, para cada x € X, existe ¢ € I e existe x; € X; tais que

x = fi(w;),
entao, para cada x € X,
9(x) < h(z),

ou seja, g < h. Deste modo concluimos que as familias de morfismos conjuntamente
epimorficas sdo exactamente as familias conjuntamente sobrejectivas. Em particular, em

CPO, epimorfismos relativamente a ordem, epimorfismos e sobrejecgoes coincidem.

. Uma vez que sao conjuntamente sobrejectivos, em CPO os colimites sao conjuntamente

epimorficos relativamente & ordem.

. Qualquer subcategoria de CPO fechada para limites (tal como a categoria dos reticulados

locais, por exemplo) tem também limites conjuntamente monomorficos relativamente a

ordem.

Exemplo 1.26. 1. Em Top, toda a imersao, i.e., toda a fungao continua f : X — Y, onde

X tem a topologia inicial induzida por f, é um monomorfismo relativamente a ordem.

Para concluir a proposicao enunciada suponhamos, sem perda de generalidade, que
f: X =Y éainclusdao em Y de um seu subespago X. Sejam g,h : Z — X morfismos
de Top,, tais que

f-9<f-h,

ou seja, para cada z € Z e cada aberto V de Y, se

ze(f-9)7' (V)

entao também

ze(f-h)HV).
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Como cada aberto U de X é a imagem inversa por f de um aberto de Y, é claro que,

para cada z € Z,
z € g~ Y(U) implica z € h=1(U), portanto g < h.

2. Analogamente seja (f; : X — X;);er uma familia de morfismos de Top, onde X tem a

topologia inicial, ou seja, cujos abertos sao unioes de conjuntos da forma

U= m fifl(Ui)v
ieJ
com J finito, tal que J C I e com U; aberto de X;. Entao (f; : X — Xj)ier é conjunta-

mente monomorfica relativamente a ordem.

3. Em Top, os limites sao conjuntamente monomorficos relativamente a ordem. De facto,
dado um diagrama D : I — Top,, com D; = (X;,O(X;)), para cada ¢ € I, depois de
construido o cone-limite na categoria Conj, digamos (L, (I; : L — Xj;)iecr), obtemos o

limite de D equipando L com a topologia gerada pela sub-base

Ui ) : U e o(xa)}-

el
De modo a concluir que (I; : L — X;);er ¢ conjuntamente monomorfica relativamente a
ordem, sejam g, h : M — L dois morfismos de Top tais que, para cadai € I, l;-g < ;-h.
Atendendo & definicdo de ordem de especializacdo, isto significa que, para cada m € M

e cada aberto U; de Xj,
li-g(m) € Uiy = 1; - h(m) € Uj.

Ou seja,
g(m) € ;71 (U;) = h(m) € 171 (Uy),

isto é, g < h.

4. Em Top, familias conjuntamente sobrejectivas (em particular, colimites) sdo conjunta-

mente epimorficas relativamente & ordem.

Exemplos 1.27. 1. Consideremos a subcategoria SRet; de CPO cujos objectos sao os
conjuntos parcialmente ordenados A com infimos finitos (incluindo o infimo do conjunto
vazio, portanto com elemento 14), e cujos morfismos s@o as fungoes f : A — B que
preservam infimos finitos e o ultimo elemento. Nesta categoria os colimites sdo con-
juntamente epimoérficos relativamente & ordem. De facto, sabemos que em SRet; os

co-igualizadores sao sobrejectivos, portanto epimorficos relativamente a ordem. Vamos
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verificar que também os coprodutos o sdo. E sabido que os morfismos do coproduto de

uma familia de objectos A; € SRet;, com i € I, sdo dados por:

i T
Aj ——1lies4i

onde
| | ‘eIAi = {(ai)ier : a; # 1 s6 para um namero finito de i’s}
(]

e vj(a) = (ai)ier, com aj = a e a; = 1, para i # j (ver, por exemplo, [33], IV-4.2). E

facil verificar que a familia (7;);c; é conjuntamente epimorfica relativamente a ordem.

. Consideremos agora a subcategoria RetLoc de SRet; constituida pelos reticulados lo-

cais, isto é, reticulados completos L cujos infimos finitos se distribuem relativamente a
supremos quaisquer, ou seja, tais que, dados a € Le b; € L, com ¢ € I,
a A\ o) = \/(anb),
icl icl

e cujos morfismos sao as fungoes que preservam infimos finitos e supremos quaisquer.
Vamos verificar que também em RetLoc os colimites s@o conjuntamente epimoérficos
relativamente & ordem. Tal como no caso anterior, os co-igualizadores sao sobrejectivos.
Relativamente aos coprodutos, recorde-se que estes sao construidos a partir dos copro-
dutos em SRet, usando o conhecido functor adjunto esquerdo da inclusao de RetLoc
em SRet, dado pelos descendentes D(S) ={U C S : U =] U}, para cada S € SRet,
com as reflexdes dadas por A\g : S — D(S), com Ag(x) =| z, para cada z € S. Nome-
adamente, os morfismos do coproduto de uma familia de objectos A; € RetLoc, com
i € I, sao dados por:

V5 As
—_—

A —s g D(S)—%D(S)/R ,

com S = ﬁz‘e ;A;, onde os morfismos y; sao os morfismos do coproduto em SRet; e v &
um certo morfismo sobrejectivo (ver, por exemplo, [33], IV-4.3). Por outro lado, como
iremos verificar no Exemplo 2.11 do Capitulo 2, a reflexdo D é uma KZ-reflexdo no
sentido da Defini¢ao 2.27; entao, pelo Teorema 2.5, é valida, para quaisquer morfismos

fyg: D(S) — L em RetLoc, a seguinte implica¢do g-Ag < g-Ag =g < f.
Pretendemos mostrar que dados dois morfismos de RetLoc, f,g : D(S) — L, g < f
sempre que

g-W-As-7) < f-(v-As- i)
Como em SRet; os coprodutos sdo conjuntamente epimoérficos relativamente a ordem,

da desigualdade anterior obtemos

g-(w-Ag) < f-(v-Ag).
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Como a reflexdo é KZ, obtemos g - v < f - v e, uma vez que v é uma sobrejec¢ao, é

epimorfica relativamente & ordem, portanto concluimos que g < f.
Definigao 1.28. Dizemos que uma classe de morfismos H é estdvel para somas amalgamadas
se sempre que o par (f’,¢') é a soma amalgamada de (f,g) e f € H entdao também f’ € H.

x—1.y

| )

J ——=P

Dizemos que é estdvel para somas amalgamadas miltiplas se, dada uma soma amalgamada

multipla de uma familia de morfismos (f; : X — X;)ier,

x 1 x,

BN

P

o morfismo p : X — P pertence a H sempre que todos os morfismos f; estao em H.

Proposigao 1.29. A classe de morfismos AKX ¢ estdvel para somas amalgamadas e somas

amalgamadas multiplas que sejam conjuntamente epimorficas relativamente & ordem.

Demonstragao. 1. Seja (P, f',¢') a soma amalgamada de (f,g), com f : X — Y e g :
X — Z. Suponhamos que f € AXI"  Entao, para cada h : Z — A, com A € A,
existe (h-g)/f:Y — Atal que (h-g)/f)f = h-g, o que, porque (P, f',¢') é a soma

amalgamada de (f,g), implica a existéncia de um tnico morfismo ¢ : P — A tal que

t-g =(h-9)/f e t-f' =h

X Y
P

|

Z

@

ST

(h-9)/f

A
De modo a concluir que t = h/f’ consideremos k : P — A tal que k- f/ < h. Temos as

seguintes implicagoes:

k-f <h k-f'-g<h-g
k-g-f<h-g
k-g"<(h-9)/f

k-g <t-g,

A
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e também k - f/ < h implica k- f' < t¢- f’. Como (f’,¢') é conjuntamente epimorfico
relativamente a ordem, entao k£ < ¢, concluindo-se assim que A é Kan-injectivo a direita

relativamente a f’.

Por outro lado, se a : A — B é um morfismo de A, entdo a- ((h-g)/f) = (a-h-g)/f

e, de modo analogo ao que fizemos anteriormente, existe um tnico ¢’ : P — B tal que
t'-gd=(a-h-g)/fet -f=a-h

X Y
g 4
f/
VA P(ahg)/f
hl M/l
A B

Entao

atogd = a ((hg)/f)
= (0 h-g)/]

/

= t.q.

Pelo facto de t - f/ = h, também a -t - f/ =t - f’; uma vez que (f’,¢’) é conjuntamente
epimorfico relativamente a ordem, concluimos daqui que a -t = t', ou seja, a - (h/f') =

(a-h)/f.

. Seja

xtop)=(xl - x, . p

a soma amalgamada multipla da familia de morfismos ( X LN X )ier e suponhamos
que todos os fi’s estdo em AXKI™ para i € I. De modo a concluir que p € AKX,
consideremos um morfismo g : X — A, com A € AKX Entao, para cada i € I, existe
g/fi + Xi — A tal que (g/fi) - fi = g. Logo, pela propriedade universal das somas

amalgamadas multiplas, existe um tnico t : P — A tal que t - t; = g/ f;.

X;

\\tz
Plg/fi

.
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Consequentemente, temos t - t; - f; = g, portanto t - p = g. Por outro lado, para cada

k:P — A sek-p<gentdo, para cada i € I,

k-ti-fi<t-ti-fi=(9/fi) fi=9,
o que, por defini¢ao de g/ f;, implica
k-t;<g/fi=1t-t.
Como a familia (¢;);c; ¢ conjuntamente epimérfica relativamente a ordem, conclui-se que
k < t. Por conseguinte, t = g/p.

Além disso, se a : A — B é um morfismo de A, entao, atendendo a forma como obtivemos
g/p no pardgrafo anterior, sabemos que (a - g)/p é o tnico morfismo que satisfaz a

igualdade
((a-g)/p)-ti=(a-9g)/fi
para cada i € I. Assim, usando o facto dos morfismos f; pertencerem a AKX temos:
((a-9)/p)-ti = (a-g)/fi
= a-(g9/f)
= a-t-t
= a-(g/p)-ti
Por conseguinte,

a-(g9/p)=(a-g)/p

1.3 Subcategorias Kan-injectivas

O lema seguinte legitima a Defini¢ao 1.31.

Lema 1.30. Os objectos e os morfismos de X que sao Kan-injectivos a direita relativamente

a todos os morfismos de uma classe H C Mor(X) constituem uma subcategoria de X.

Demonstracao. Seja A Kan-injectivo & direita relativamente a todos os elementos de H. Entao

paracada f: X - Y eh: X — A, existe h/f e o morfismo identidade, id4 : A — A, satisfaz

ida-(h/f)=h/f = (ida-h)/f.

Por outro lado, dados dois morfismos a : A — B e b : B — C, Kan-injectivos & direita
relativamente a todos os elementos de H entdo, para cada f : X — Y deHeg: X — A,

tem-se

(b-a)(g/f)=b-(a-(g/f)) =b-((a-9)/f)=(b-(a-9))/f=((b-a)-g)/f,
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portanto b - a é Kan-injectivo & direita relativamente a f. O

Definigao 1.31. Designamos a subcategoria referida no Lema 1.30 por subcategoria Kan-

mjectiva a direita relativamente a H e representamo-la por
KInj(H).

De forma genérica, referir-nos-emos a subcategorias deste tipo como sendo subcategorias Kan-

mjectivas.

Observagoes 1.32. 1. Se H é constituido por epimorfismos entdo KInj(H) é uma sub-
categoria plena. De facto, se f: X — Y é um epimorfismo em Hea: A — B é um
morfismo de X', com A, B € KInj(H), entao, para cada g : X — A existem os morfismos
g/fela-g)/fe

((a-9)/f)-f=a-g=(a-(9/f))- ],

o que, sendo f um epimorfismo, implica

(a-9)/f=a-(9/f)

Deste modo, concluimos que a é Kan-injectivo a direita relativamente a f e, consequen-

temente, a € KInj(H).

2. Considerando uma categoria arbitraria X', enriquecida em CPO com a ordem trivial
dada pela igualdade entdo, para cada H C Mor(X), KInj(H) é exactamente a sub-
categoria plena de X' que tem como objectos os elementos de Obj(X) ortogonais aos

morfismos de H.

3. Seja H a classe de todos os morfismos adjuntos direitos reflectivos de X. Decorre imedi-

atamente do ponto 2. da Proposicao 1.20 que KInj(H) = X (pondo A = X).

Exemplo 1.33. Consideremos a categoria CPO, enriquecida em CPO com a ordem ponto-

a-ponto, e a classe Im(CPO) das suas imersoes. Vamos verificar que:
KInj(Im(CPO)) coincide com CPOC,

onde CPOC ¢ a subcategoria de CPO constituida pelos reticulados completos (i.e., com

infimos e supremos quaisquer) e pelos morfismos de CPO que preservam infimos quaisquer.

1. Se A é um reticulado completo, pelo Exemplo 1.9, sabemos que A € KInj(Im(CPO))
e que, dada uma imersao j : P — @ e um morfismo qualquer g : P — A, o morfismo
g/j € definido por:

(9/4)(@) = N\{gla) :a € j7 (T )}
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Além disso, dado um morfismo f : A — B entre conjuntos parcialmente ordenados

completos, se f preserva infimos quaisquer, entao, para cada x € Q:

(f-9)/i(x) = N{f9(a) :a i (o)} = fF(Nlg(@) :a i (ta)}) = [ (9/4) ().
Portanto, f é Kan-injectivo & direita relativamente a j e concluimos que

CPOC C KInj(Im(CPO)).

De modo a mostrar que todo o conjunto parcialmente ordenado Kan-injectivo a direita
relativamente a imersoes é um reticulado completo, consideremos um conjunto parci-
almente ordenado P, Kan-injectivo & direita relativamente a imersoes. Seja DM (P) o

completamento de Dedekind-MacNeille de P:
DM(P) = {AC P: A= (A"},

onde

A" =Ngeal(ta)e Al = Nacald a)-

Consideremos a imersao j : P — DM (P), definida por

E bem sabido que j é sup-densa e inf-densa. Como j é uma imersao, existe em CPO o

morfismo idp/j : DM (P) — P e satisfaz a igualdade (idp/j) - j = idp.

P—LpM(P)

idPJ/ %P/j

P
Portanto, (idp/j) ¢ uma retracgdo de P. Vamos verificar que, além disso, (idp/j) ¢é
também uma imersao. Para verificar que

(idp/j)(A) C (idp/j)(B) = A C B,

consideremos A, B € DM (P) tais que A ¢ B. Como j é sup-denso temos:

A=\ =,

leCA,zeP

logo existe z € P tal que J ® C Ae | ¢ B. Como j ¢ também inf-densa

B= A\ ly

BCly,yeP
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e, entao, existe y € P tal que B Cl y e x £ y. Portanto temos:

(idp/§)j(x) = idp(x) £ idp(y) = (idp/)(y).
ou seja,
(idp/3) (L x) £ (idp/7)(L v).
Uma vez que (idp/5)(L z) < (idp/§)(A) e (idp/§)(B) < (idp/7)(L y), terd de scr
(idp/9)(A) £ (idp/7)(B).

Entao (idp/j) é uma imersao. Como é também uma retrac¢ao concluimos que (idp/j)

¢ um isomorfismo. Como DM (P) é um reticulado completo, entao P é completo.

. Consideremos um morfismo f € KInj(Im(CPO)), com f: A — B. Entao A ¢ B sao

Kan-injectivos a direita relativamente a j, portanto, pela primeira parte, sabemos que

sdo completos. Vamos verificar que f preserva infimos quaisquer.
Seja V' C A. De modo a verificar que f(AV) = A f[V], consideremos a imersao de V'

em A, dada pela inclusdo, i : V < A, e o diagrama

VoA

ZJ/ V i(ﬁi)/i

A——B
f
Seja a = AV. De acordo com a férmula (1.3), obtemos

(i/i)(@) = N{i(x) :zeVizei ' (ta)} = N\{z:zeV,a<a}) =a

Entao, pela hipotese sobre f, f(a) = f - (i/i)(a) = (f -i)/i(a). E (f -1)/i define-se de

acordo com a formula (1.3). Em particular, uma vez que V' C* (a), temos:

fla) = ((f-9)/1)(a)
= N(f-D@) 2 ei™(1 ()}
= NU@:zeVize(t ()
= A\1v1
Portanto f(AV) = A f[V]. Podemos entdo concluir que K Inj(AXI"™) coincide com a

categoria CPOC, dos reticulados completos e das fungées monodtonas que preservam

infimos quaisquer.

Observacao 1.34. 1. O exemplo anterior contém o resultado de B. Banaschewski e G.

Bruns que, em [5|, mostraram que em CPO os objectos injectivos relativamente as

imersoes sdo, de facto, os reticulados completos.
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2. Dualizando o feito no Exemplo 1.33 obtemos o seguinte resultado observado em [4]: A
subcategoria de CPO constituida por todos os objectos e morfismos Kan-injectivos a
esquerda relativamente a imersoes é a categoria dos reticulados completos e das aplicacoes

que preservam supremos arbitrarios.

Exemplo 1.35. Na categoria CPO enriquecida em CPO com a ordem ponto-a-ponto, con-
sideremos os conjuntos parcialmente ordenados Z = {0} e D = {0, 1}, ordenado pela ordem
natural, e seja H = {h}, com h: Z — D a imersao natural.

KInj(H) é a subcategoria que tem como objectos os conjuntos parcialmente ordenados A
nos quais qualquer subconjunto da forma 1 a, com a € A, tem supremo; e tem como morfismos

as fungdes monotonas f : A — B tais que, para cada a € A,

fFV(Ta) = V(T f(a)- (1.9)

De facto, seja A € KInj(H) e a € A. Definindo g : Z — A por ¢g(0) = a, obtemos o morfismo
g/h: D — A em CPO, com

(9/h)(0) = g(0) = a < (g9/h)(1),

ie., (g/h)(1) € (1 a). Por outro lado, para cada ¢ € (1 a), definindo t : D — A por ¢t(0) = a
e t(1) = ¢, obtemos um morfismo de CPO tal que t - h < g, o que, por hipétese, implica
que t < (g/h), portanto ¢ = t(1) < (g/h)(1). Por definigdo de supremo, concluimos que
(9/m)(1) = V(1 a).

Reciprocamente, sejam A € A, g : Z — A uma fun¢do mondtona e a € A, tal que g(0) = a.
Entéo a fungao ¢’ : D — A, definida por ¢’(0) = a e ¢'(1) = \/(1 a), é monotona e satisfaz
g -h = g. Além disso, se t : D — A é uma funcao monétona tal que t-h < g, entdo
t(0) < a, logo V(1 (¢(0))) = V(1 a) = ¢'(1). Mas ¢(0) < t(1), ou seja, t(1) € (T (¢(0)). Entéao
t(1) < ¢'(1). Portanto g/h = ¢’ e A € KInj(H).

Para mostrar que os morfismos de K I'nj(H) sdo precisamente os que satisfazem a condigao
(1.9), consideremos dois objectos A e B de KInj(H) e um morfismo f: A — B.

zZ-".D

-9)/h
g //hi(f 9)/

A——2B
f

Sejaa € Aesejag:Z — A definido por g(0) = a. Entao a igualdade V(1 f(a)) = f(V(T a)) é
equivalente a ((f-g)/h)(1) = (f-(g/h))(1) e esta é claramente equivalente a (f-g)/h = f-(g/h).

Exemplo 1.36. Se considerarmos em CPO o morfismo h : Z — D do exemplo anterior temos
que a subcategoria dos objectos e morfismos Kan-injectivos a esquerda relativamente a h é

toda a categoria CPO. Para cada morfismo f com dominio Z, f\h é uma fungao constante.
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Enumeram-se de seguida outros exemplos de subcategorias Kan-injectivas de CPO, de-

finidas, tal como nos exemplos anteriores, a partir de um conjunto singular de morfismos,

H = {h}.

Exemplos 1.37. Consideremos os conjuntos parcialmente ordenados Z = {0} e D = {0, 1},

ordenado pela ordem natural. Sejam C' o conjunto parcialmente ordenado com dois elementos

incomparaveis,

C:. [ ]

x Yy

e S o conjunto parcialmente ordenado obtido de C' por adigdo de um infimo de = e y,

S=le .

Para diferentes escolhas de H C Mor(CPO) obtemos as seguintes subcategorias Kan-

injectivas de CPO:

1. Seja H = {h}, com h : D — Z a aplicacao constante. Entao KInj(H) é a subcategoria

plena CPO,; de CPO cujos objectos sao as anti-cadeias, i.e., os conjuntos parcialmente

ordenados discretos.

. Seja H = {h}, com h : C — Z a aplicagao constante. Entao KInj(H) é a subcategoria

plena CPO, de CPO cujos objectos sao os conjuntos singulares.

. Seja H = {h}, com h : C — S a imersao obtida por inclusdo. Entao KInj(H) é a

subcategoria SRet de CPO, dos inf-semi-reticulados, isto é dos conjuntos parcialmente
ordenados fechados para infimos finitos e nao vazios e dos morfismos que os preservam.
De facto, supondo que A € KInj(H), dados a,b € A e definindo a fungdo g : C' — A

por

g(r)=a e g(y) =0,

sabemos que existe a fungdo monotona g/h : S — A. Do facto de (g/h)-h = g concluimos
que (g/h)(x) = a e (g/h)(y) = b, portanto (g/h)(0) < a e (g9/h)(0) < a. De modo a
concluir que, de facto,
(9/h)(0) = a AD,

suponhamos que existe m € A tal que m < a e m < b e consideremos a fungao t : S — A,
definida por t(z) = g(z) = a, t(y) = g(y) = be t(0) = m. E claro que ¢ ¢ mondtona e
que t - h = g, portanto, por definicdo de g/h, t < g/h, logo t(0) < (g/h)(0). Portanto
(9/h)(0) = anb=g(z) Ag(y) € A.
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Por outro lado, se f : A — B é um morfismo de KInj(H) entao (f-g)/h = f-(g/h)
logo, dados a,b € A com a = g(z) e b = g(y), temos

((f - 9)/h)(0) = (f - (9/h))(0),
ou seja,
fla) A f(b) = flanb).
Portanto, f € SRet.

Reciprocamente, se A € SRet, basta, para cada morfismo g : C — A em CPO, definir
g/h:S— Apor (g/h)(x) = g(x), (9/h)(y) = g(y) e (9/h)(0) = g(x) Ag(y). A conclusdo
de que A € KInj(H) e se f € SRet entao também f € KInj(H) é imediata.

4. Seja H = {i}, com i : 0 — U = {u}. Entdo KInj(H) é a subcategoria de CPO

constituida pelos conjuntos parcialmente ordenados P, com elemento 1p.

5. Dos dois exemplos anteriores concluimos que para a categoria SRet;, dos inf-semi-

reticulados com ultimo elemento e das fungdes que preservam infimos finitos, temos
SRet; = KInj(G),
com G = {h,i} com h: C — S a imersao obtida por inclusao e i : ) — U = {u}.

Observagao 1.38. Seja H C CPO tal que KInj(H) # CPO, e KInj(H) # CPO;. Entao
todos os morfismos de H sao imersées. De facto, para o caso da Kan-injectividade & esquerda,

isto é o Lema 2.6 de [4]. A prova da propriedade para a Kan-injectividade a direita é analoga.

Enunciam-se em seguida duas propriedades importantes das subcategorias Kan-injectivas

a direita. Para tal, comegamos por apresentar duas definigdes importantes para o que se segue.
Definicoes 1.39. Seja A uma subcategoria de X.

1. Dizemos que A é fechada para adjuntos direitos co-reflectivos se, sempre que r : A — X
er’: B — Y sdo adjuntos direitos co-reflectivos (ver Defini¢ao 1.5), f : A — B é um

morfismo de A e g: X — Y é um morfismo tal que g-r =17r"- f, entdo g € A.

Ao

X%y

2. Dizemos que A é fechada para limites quando, dado um diagrama D : J — A, se
(X,(li : X = Dj)ieg) € o limite de ID : J — X, onde [ : A — X ¢é o functor inclusao,
entao (X, (l; : X — D;)icy) € também o limite de D em A. Ou seja, X € A, os morfismos
l; estdo em A, com i € J, e se (C,(¢; : C — D;)icy) ¢ um cone em A entdo o morfismo

dnico t tal que I; - t = ¢;, para cada i € J, pertence a A.
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Notemos que dizer que A é fechada para limites em X é equivalente a dizer que o functor

inclusao I : A — X cria limites.

Observagao 1.40. Se A é uma subcategoria fechada para adjuntos direitos co-reflectivos
entdo cada adjunto direito co-reflectivo com dominio em A pertence a A: basta no quadrado

anterior por r =71/, f =ids e g = idx.

Teorema 1.41. Para cada classe de morfismos H de X, a subcategoria KInj(H) de X satisfaz

as sequintes propriedades:
1. E fechada para limites conjuntamente monomdrficos relativamente & ordem.
2. E fechada para adjuntos direitos co-reflectivos.

Demonstragao. 1. Seja D : J — KInj(H) um diagrama e (X, (; : X — D;)ics) o limite
de ID:J— X,onde I : KInj(H) — X ¢é o functor inclusdo. Suponhamos que a familia

(li)ies € conjuntamente monomorfica relativamente a ordem.

Comecemos por verificar que X € KInj(H). Para tal, consideremos um morfismo
h: A — Bem H e um morfismo g : A — X. Entao, para cada i € J, existe (I; - g)/h
pois D; € KInj(H).

A

Além disso, para cada m : i — j, como Dm € KInj(H), tem-se:
Dm - ((li - g)/h) = (Dm - 1i - g)/h = (I - g)/ .
Entao, por definicdo de limite, existe um tnico ¢ : B — X tal que
(li-g)/h=1; - t, para cada i € J.

Portanto ((l; - g)/h)-h =1;-t- h, ou seja,

Como (I;)ics € conjuntamente monomorfica relativamente & ordem, obtemos g = ¢ - h.
Por outro lado, se k- h < g entao l; - k- h < ;- g, donde se conclui que l; - k < (I; - g)/h,
ou seja

Li-k<lt,
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para cada i € J. Mas isto, novamente porque (l;);e; é conjuntamente monomorfica

relativamente & ordem, implica k < t. Entao t = g/h, portanto X € KInj(H).

Além disso, da igualdade (I; - g)/h = I; - t concluimos que

(li-g)/h=1i-(g/h),

para cada i € J, logo também [; € KInj(H). Entao (X, (I; : X — D;);es) é um cone do
diagrama D : J — KInj(H).

De modo a concluir que é um limite em K Inj(H), suponhamos que (C, (¢; : C — D;)icy)
é um cone em KInj(H). Entao, uma vez que (X, (l; : X — D;)ies) é um limite em X,
existe um tnico morfismo b : C' — X em X tal que [; - b = ¢;, para cada ¢ € J. Vamos

verificar que b € KInj(H).

A h B
(di-g)/h
b-g)/h
g o/h (b-9)/
C ; X L D;

Cq

De facto, para cada i € J, como ¢; € KInj(H), entao (¢; - g)/h = ¢; - (g/h), ou seja
(li-b-g)/h=1;-b-(g/h). Como l; € KInj(H), obtemos l;- ((b-g)/h) =1;-b-(g/h), o que
implica (b-g)/h = b-(g/h), uma vez que, por hipotese, a familia (/;);cs ¢ conjuntamente

monomorfica relativamente a ordem.

2. Sejamr: A— X er’: B— Y adjuntos direitos co-reflectivos, f: A — B um morfismo
de KInj(H) e g: X — Y tal que g-r =1+ f. De modo a concluir que g € KInj(H),
comecemos por verificar que X € K Inj(H). Consideremos um morfismo qualquer h € H,
comh:Z — W,esejaa:Z — X. Sejam [ e I’ os adjuntos esquerdos co-reflectivos de
r e 1, respectivamente. Entao temos o morfismo - a: Z — A, com A € KInj(H), logo
existe (I -a)/h: W — A.

Vamos mostrar que

a/h=r-((l-a)/h). (1.10)
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De facto,
r-((l-a)/h)-h=r-(1-a)=(r-1)-a=a.

E, dado um morfismo ¢t : W — X, temos a seguinte sucessao de implicagoes:

t-h<a = l-t-h<l-a
[-t<(l-a)/h
rol-t<r-((l-a)/h)
(r-1)-t<r-((-a)/h)
t<r-(-a)/h),

4

¢

atendendo a que ! 4¢ r. Concluimos assim que ¢t < r - (({ - a)/h) sempre que ¢ - h < a.
Por conseguinte, X € KInj(H). Analogamente, usando o facto de B € KInj(H),
concluimos que também Y € KInj(H).

Considerando agora o morfismo g : X — Y, ja sabemos, por (1.10), que

(g-a)/h=r1"-(I"-g-a)/h)

e, usando (1.10) e o facto de f € KInj(H),

g-(a/h)=g-r-(U-a)/h)=1"-f ((L-a)/h)=7"-((f 1 a)/h).

De modo a que a igualdade (g - a)/h = g - (a/h) se verifique basta que ' € KInj(H),

pois, neste caso, ter-se-a

g-(a/h)=1"-((f-1-a)/h)=("f-1-a)/h=(g-r-1-a)/h=(g-a)/h,
uma vez que r ¢ . Para provar que ' € KInj(H), seja b : Z — B um morfismo.
Porque B, Y € KInj(H), existem os morfismos b/h e (' -b)/h.

Uma vez que v’ H¢ " e que r' - (b/h) < (r' - b)/h (ver Observagao (1.2)), obtemos:

UV r<idg = 1U-7-b<b
= (' b)/h <b/h
= (' -7 b)/h) <" (b/h)
Como, por (1.10), (' -b)/h =" ((I"- 7" - b)/h), obtemos (r' - b)/h < ' (b/h). Entao

r’ € KInj(H) (e, analogamente, r), portanto também g € K Inj(H).
O

Observagao 1.42. Os dois resultados do Teorema anterior foram provados em [12|. Poste-
riormente, em [4], foi dada uma generalizacao do Teorema 1.41.1: KInj(H) é fechada para

todos os limites com peso.
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Observagoes 1.43. 1. A subcategoria KInj(H) é fechada para retracgdes arbitrarias de
objectos: basta notar que na segunda parte da demonstragdo do teorema anterior se

mostrou que X € KInj(H), usando apenas o facto de A € KInj(H) e de r -l = idx.

2. Além disso, do final da demonstracao conclui-se a seguinte propriedade: se A € KInj(H)

er:A— X éum adjunto direito co-reflectivo entdo r ¢ um morfismo de K Inj(H).

1.4 O invélucro Kan-injectivo

Proposigao 1.44. O par (=% KInj(-)) define uma conexdo (contravariante) de Galois
entre o conglomerado de todas as classes de morfismos de X e o conglomerado das subcategorias
de X. Mais precisamente: se A e B sao subcategorias de X e G e H sao classes de morfismos

de X entao:
1. AC B= BEIni C AKX,
2. G CH= KInj(H) C KInj(G).
3. AC KiInj(H) < H C AKX,

Demonstracao. As propriedades 1 e 2 sdo 6bvias. A propriedade 3 também é imediata: basta
notar que a condigao A C KInj(H) é equivalente a afirmar que, para cada h € H, para cada
A € A e para cada morfismo a € A, A e a sdo Kan-injectivos & direita relativamente a h, ou

ainda, a dizer que, para cada h € H, h € AKX ]

Observacao 1.45. Nas mesmas condigoes da proposicao anterior sdo também validas as

seguintes inclusoes, que decorrem do facto de termos uma conexao de Galois:
1. AC KInj(AKIn)
2. AKIN = (K Inj(AKInG))King
3. H C (KInj(H))Km,

Corolario 1.46. KInj(AXI") ¢ a menor subcategoria Kan-injectiva o direita de X que con-

tém A.

Demonstracio. E claro que A C KInj(AK™). Seja B uma subcategoria Kan-injectiva a

direita de X, digamos B = KInj(H), para alguma classe H de morfismos de X, tal que
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A C B. Pela proposicao anterior, temos:

ACB A C KInj(H)
KInj(AR™) C KInj(H)

KInj(AXImY C B

A

O]

Definigdo 1.47. Dada uma subcategoria A de X, designamos a subcategoria K Inj(AX")

por invdlucro Kan-injectivo de A.

Exemplo 1.48. Seja X' uma categoria enriquecida em CPO com objecto terminal 7. Seja A
a subcategoria de X constituida por todos os objectos isomorfos a T' e morfismos entre eles.

Do observado no Exemplo 1.7, decorre que
ABIN — Mor(X).

Por outro lado,

KInj(Mor(X)) = A.

Para mostrar esta ultima igualdade, seja A € KInj(Mor(X)) e seja t4 : A — T o tnico

morfismo de A para T. Entao (ida/ta) -ta = ida.

AA>T

idAJ/ AA/M

A

Como T é terminal, também se tem t4 - (ida/ta) = idp, logo t4 é um isomorfismo.
Portanto,
KInj(AKIn) = A,

logo A coincide com o seu involucro Kan-injectivo.

Exemplo 1.49. Seja A a subcategoria de CPO cujo tinico objecto é D = {0,1}, com 0 < 1,
e cujo tinico morfismo é idp. Atendendo aos Exemplos 1.9 e 1.33, o involucro Kan-injectivo de
A é a subcategoria CPOC dos reticulados completos e dos morfismos que preservam infimos
quaisquer, isto é,

KInj(AX") = CPOC.

Observagao 1.50. Tal como no exemplo anterior, em geral A ndo coincide com o seu involucro

Kan-injectivo. No préximo capitulo vamos encontrar condigoes sob as quais tal acontece.
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Nomeadamente, veremos que um determinado tipo de reflectividade de uma subcategoria
A determina que ela seja Kan-injectiva. Varios exemplos de subcategorias Kan-injectivas
serao apresentadas ao longo desta dissertagao, em particular na categoria Top, dos espacos
topologicos Ty e das aplicacoes continuas, e na categoria dos reticulados locais e das funcoes

que preservam infimos finitos e supremos quaisquer, RetLoc, dual da categoria dos locales.






Capitulo 2
Subcategorias KZ-reflectivas

Neste capitulo comecamos por introduzir o conceito de subcategoria KZ-reflectiva de uma
dada categoria X enriquecida em CPO, claramente relacionado com o de reflectividade: se X
é uma categoria arbitraria enriquecida em CPO com a ordem trivial e A é uma subcategoria
de X fechada para isomorfismos entdao A é KZ-reflectiva se e s6 se é reflectiva e plena. Em
seguida vamos verificar que a KZ-reflectividade esté fortemente ligada a Kan-injectividade a
direita, nomeadamente, encontrando condi¢oes necessérias e suficientes em termos de Kan-

injectividade para que uma subcategoria A de X seja KZ-reflectiva.

Na segunda sec¢ao definimos F-imersoes e, usando este conceito, mostramos que se A é
uma subcategoria KZ-reflectiva e fechada para adjuntos direitos co-reflectivos entdo A coincide
com o seu involucro Kan-injectivo, K Inj(AXm). Este facto assegura que em categorias enri-
quecidas em CPO onde os limites sdo conjuntamente monomorficos relativamente & ordem, as
subcategorias KZ-reflectivas fechadas para adjuntos direitos co-reflectivos sao fechadas para
limites. Deste modo, ao considerar categorias arbitrarias X enriquecidas em CPO com a
ordem trivial dada pela igualdade obtemos uma generalizacao do seguinte resultado, sobeja-
mente conhecido: qualquer subcategoria reflectiva A de X', plena e fechada para isomorfismos,

coincide com o seu fecho ortogonal: A = (A1) .

Na terceira secgao, estudamos, dada uma subcategoria B de X, a relagdo entre a Kan-
injectividade em B e a Kan-injectividade em X. Em particular, dada uma subcategoria A de
B, relacionamos o invélucro Kan-injectivo de A em B com o involucro Kan-injectivo de A em

X.

Na tultima seccao relacionamos a KZ-reflectividade com a KZ-monadicidade: nomeada-
mente provamos que as subcategorias KZ-monadicas - isto é, subcategorias de X que sao ca-
tegorias de algebras de Eilenberg-Moore, para alguma ménada KZ em X - s@o, precisamente,

as subcategorias KZ-reflectivas e fechadas para adjuntos direitos co-reflectivos.

41
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2.1 Subcategorias KZ-reflectivas

Definigao 2.1. Uma subcategoria A de X diz-se KZ-reflectiva em X se a inclusdo de A em

X tem um adjunto esquerdo F' tal que:
1. F' é localmente mond6tono;

2. para cada X € Obj(X),
nrx < Fnx, (2.1)

onde 7 representa a unidade da adjungao.

Observagao 2.2. Como vamos ver a seguir, a KZ-reflectividade esta ligada a Kan-injectividade.
Em particular, toda a subcategoria KZ-reflectiva A esta contida em K Inj(H), com H cons-
tituido por todas as reflexdes nx de um objecto X em A. Se, em vez de Kan-injectividade a
direita, pretendermos estudar a Kan-injectividade a esquerda, entao o conceito adequado de

subcategoria KZ-reflectiva sera com a condi¢ao (2.1) substituida por:

Fnx <nrx.

Observagao 2.3. Consideremos uma categoria arbitraria X', enriquecida em CPO com a

ordem trivial dada pela igualdade.

1. Seja A uma subcategoria de X, fechada para isomorfismos. A é KZ-reflectiva se e s6 se
¢ reflectiva e plena. E claro que se A é KZ-reflectiva, também é reflectiva. Além disso,

para cada A € A, o morfismo universal n4 é um isomorfismo; de facto, sabemos que
€A MA =1ida

(onde € representa a co-unidade da adjungao), e, como 7 é uma transformagao natural,
que

Na-€a=Fea-nra.

Como A é KZ-reflectiva, np4 = Fna, donde se obtém:
na-ea=F(eqa-na)=Fidy =idga.

Como A é fechada para isomorfismos entao 4 € A, para cada A € A. Para concluirmos
que A é plena, basta notar que, dado um morfismo f : A — B, com A,B € A, da
igualdade

ng-f=Ff-na,
se obtém

f=¢ep-Ff-na,
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portanto f € A, visto ser uma composicao de morfismos de A.

Reciprocamente, se A é reflectiva e plena em X, é claro que para a ordem trivial (igual-
dade) o reflector F' é localmente monétono. Além disso, para cada X € Obj(X), temos

a igualdade
nrx -nx = Fnx -nx,

visto que 77 é uma transformagao natural. Como ambos os morfismos, nrx e Fnx,
pertencem a A e nx é uma reflexdo de X em A, concluimos que ngpx = Fnx, portanto
A & KZ-reflectiva.

2. Seja A uma subcategoria de X' fechada para isomorfismos, tal que A é reflectiva em X
via o reflector F' : X — A. Seja n a unidade da adjuncdo. Se, para cada X € X', nx é um
epimorfismo, entao A é KZ-reflectiva, ja que, neste caso, da igualdade npx-nx = Fnx-nx

se obtém npx = Fnrx.

Observagao 2.4. Se A é uma subcategoria de X com adjunto esquerdo F', e com 7 e € a
unidade e a co-unidade da adjungao, respectivamente, entao a condigao (2.1) da Definigao 2.1

¢ equivalente a exigir que, para cada A € A,
erpa > Fey. (2.2)
Com efeito, supondo que se verifica a condigao (2.1), entao, para cada A € A,

Fegp=Fey-idpeg=Fep-€p2q-Np24.

F2ny
F2A———=F34A
Np2 A

idp2 4
EFA Ep2

Feg

FA— ey e py
\—/

idp A

Como, por hipétese, np24 < F?n4, obtemos:

Feq < Fep-epeg-FPna
< Feg-Fna-era
< F(ea-na)-era
< F(ida) -era
< epa.
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Reciprocamente, se para cada A € A, epa > Fe 4, entao, para cada X € X

nrx = idp2x - NFx

Fepx - FPnx -nrx

< epryx FPnx - mpx

< Fnx-erx -Mrx

< Fnx-idpx

< Fnx.
F2

FX X p2x X p3X
idpx \FX idpo rix || Ferx

FX F2X

Fnx

O préximo resultado fornece uma caracterizagao das subcategorias KZ-reflectivas de X.

Teorema 2.5. Uma subcategoria A de X € KZ-reflectiva se e so se, para cada objecto X de

X existem um objecto X de A e um morfismo nx : X — X tais que:
1. nx € AKI" ¢ para cada morfismo g: X — A, com A € A, g/nx pertence a A;
2. para cada A € A, dados os morfismos f,g: X — A,

segeX efeA entiog-nx < f-nx =g<f (2.3)

Neste caso, o reflector correspondente é dado em objectos por FX = X e em morfismos por

F(f: X =Y)=vf)/nx. (2.4)

Demonstragao. (A) Seja A uma subcategoria KZ-reflectiva de X', com (F, 1,7, ) a correspon-
dente adjuncao (I : A — X representa o functor inclusio). Para cada X € &, seja X = FX,

e consideremos o morfismo nyx : X — X.

(A1) Comecemos por verificar que nestas condigoes é satisfeita a seguinte restrigdo da

condicdo (2.3): para cada A € A e cada par de morfismos f,g: X — A,

seg,f €A entdog-nx < f-nx =g< f. (2.5)
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De facto, se (f,g: X — A) € A, uma vez que (£4) ac4 é uma transformagao natural, sabe-

mos que f-epx = €4 - Ff e analogamente para g. Atendendo & série seguinte de implicagoes:

gnx <f-nx = Fg-Fnx <Ff-Fnx
= ea-Fg-Fnx <ea-Ff-Fnx
= g-erx Fnx < f-erx - Fnx
= g-idpx < f-idpx
N

g=</

concluimos o resultado enunciado.

(A2) De modo a concluir a veracidade da condigao 1 do enunciado do teorema, consideremos
um morfismo g : X — A, com A € A. Como nx é um morfismo universal de X no functor I,
entao existe um tnico morfismo g : FX — A em A tal que §-nx = g. Vamos mostrar que,
de facto, se tem g = g/nx. Para isso, suponhamos que t : FX — A é um morfismo de X tal
que t-nx < g. Pretendemos concluir que entao ¢t < g. Como npx é um morfismo universal,

existe um tnico ¢ : F2X — A em A, tal que t - npx = t.

nx FX NrFx FQX

Entao temos:

“NMEx Nx <G Nx

~
3
>
IN
N}
!
S

Pela condigao (2.5) e atendendo ao facto de t- Fny € A e g € A, a tltima desigualdade
implica que t - Fnx < g, ou seja, t < g. Portanto, g/nx = g, o que mostra que A é Kan-
injectivo a direita relativamente a nx e que g/nx € A.

Considerando agora um morfismo f : A — B de A, com A e B Kan-injectivos & direita

relativamente a nx, temos:
f(g/nx) -nx=f-g9=(f9)/nx) nx,
com f-(g/nx) € Ae(f-g)/nx € A, o que, pela universalidade de nx, implica a igualdade

f(g/nx)=(f-9)/nx.
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Assim, f é Kan-injectivo a direita relativamente a nx e podemos concluir que nx € AKX,

(A3) Provemos agora que se verifica a condigao 2 do enunciado do teorema.

Sejam f,g: FX — A, com f € A. Como também (f -nx)/nx € Ae

fonx = ((f-nx)/nx) - nx,

pela universalidade de nx concluimos que

f=(fnx)/nx.

Entao, a desigualdade g-nx < f-nx implica, por defini¢do de (f-nx)/nx, que g < (f-nx)/nx,
ou seja, g < f.

(B) Reciprocamente, consideremos uma subcategoria A de X, nas condigoes 1 e 2 do
enunciado. Vamos verificar que, definindo para cada objecto X € X, FX = X, e para cada
morfismo f: X — Y de X,

Ff=(y-f)/nx,

obtemos um functor F : X — A, adjunto esquerdo da inclusdo de A em X, nas condi¢oes da
Definicao 2.1.

X ™. X

|

Y (ny-f)/nx
"l

Y

(B1) F' é um functor bem definido:

Atendendo a condi¢ao 1, F'f = (ny - f)/nx é um morfismo bem determinado de A. Para
cada X € X, Fidx = (nx -idx)/nx = nx/nx. Mas

nx/nx =idrx,

jd que idpx - nx = nx e, se t é um morfismo tal que t - nx < nx entao t-nx < idrx - Nx,
o que, pela condi¢cao 2 do enunciado, implica que t < tdrx. Por outro lado, para quaisquer
morfismos f: X =Y eg:Y — Z de X,

Fg-Ff=(nz-9)/nv) (v f)/nx)-
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Atendendo a que, pela condicdo 1, (nz - g)/ny € A e nx € AXI™I | temos:
((nz-g)/ny)-((ny - f)/nx) = (((nz-9)/nv)- (v - f))/nx

(
= (nz-9-f)/nx
(nz-(g-1))/nx

= F(g-f)
X X FX
f (ny-f)/nx
Y e FY |(mzg9f)/nx
g (nz-9)/my
Z 7 FZ

(B2) F & localmente mondtono:

Sejam f,g: X — Y morfismos de X tais que f < g. Entaony - f < ny-g,comny - f € A,

ny -g € Aenx € AKI" | Pela propriedade enunciada na Proposicio 1.20, concluimos que

(ny - )/nx < (y - 9)/nx,

ou seja, Ff < Fg.

(B3) De modo a concluir que F' é um adjunto esquerdo da inclusdo de A em X, basta
verificar que, para cada X € X', nx é um morfismo universal de X em A. Efectivamente, pela

condigao 1, para cada g : X — A, com A € A, existe g/nx € A tal que

(9/nx) -nx = g.

Verifiquemos que g/nx € o unico em A nestas condigoes: se t € A é tal que t - nx = g, entao
t-nx = (9/nx) - nx, o que, pela condigao 2, implica t = g/nx.
(B4) Para cada X € X, npx < Fnx:

Como acabamos de verificar, F' ¢ um adjunto esquerdo com unidade 7, portanto (nx)xex

é uma transformacao natural, logo, npx - nx = Fnx - nx. Pela condicao 2, concluimos que

nrx < Fnx. O

Corolario 2.6. Seja A uma subcategoria reflectiva de X, com functor reflector F : X — A e

reflexdes nx, X € X. Entao A € KZ-reflectiva se verificar as duas condi¢oes sequintes:
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(a) AC KInj(H), para H= {nx : X € X};

(b) Todo o morfismo de A da forma g : FX — A satisfaz a igualdade
(9-nx)/nx =g.

Demonstracao. Pretendemos mostrar que, para cada X € X, o morfismo nx : X — FX
satisfaz as condicbes 1 e 2 do Teorema 2.5.
A primeira parte da condigao 1 é precisamente a condi¢ao (a). Além disso, dado o morfismo
g: X — A sejag: FX — A o tnico morfismo de A tal que §-nx = g. Sabemos de (b) que
(g-nx)/nx = 9. Entéo
g9/nx =(g-nx)/nx =7,

pelo que g/nx € A.
Quanto a condicao 2, sejam f,g: FX — A, com f € Ae g-nx < f-nx. Como, por (b),
f=(f nx)/nx, concluimos imediatamente que g < f. O

Apresentamos em seguida alguns exemplos de subcategorias KZ-reflectivas de CPO.

Exemplos 2.7. As subcategorias Kan-injectivas de CPO, CPO, e CPOy, descritas no Exem-

plo 1.37, sdo, como vamos verificar, KZ-reflectivas.

1. Quanto a CP Oy, para cada conjunto parcialmente ordenado P, consideremos o conjunto
C(P) das suas componentes conexas, com a ordem discreta. Definimos np : P — C(P)

por, para cada x € P:
np(x) =C seesosexeC.

E claro que np é uma funcao bem definida, mondtona e sobrejectiva. Vamos verificar
que, além disso, satisfaz as condi¢oes do Teorema 2.5.

De modo a concluir que np € CPO?I"] , consideremos uma funcao g : P — A, moné-

tona, com A € CPO,. Como A é discreto, dados z,y € P, se x < y entdo g(z) = g(y).
Seja g : C(P) — A, a correspondéncia definida por:

g(C) =a se e s6 se a = g(x), para algum z € C.

Temos uma funcao bem definida ja que, por um lado, ndo ha componentes vazias e, por
outro, supondo que existe alguma componente C € C(P) tal que g(C) = a e g(C) = b,
com a,b € A, entdao g(z) = a e g(y) = b, para alguns elementos x e y de C. Portanto

existem xg,r1,..., Tk em P, tais que x = g e y = T9g, formando um zigue-zague:
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r=x90<T1 2 < Top—1 = Top =Y.

Como A é discreto, concluimos que g(z;) = g(x;4+1), para cada i € {0,1,...,2k — 1},
logo g(z) = g(y), i.e.,, a =b.

A aplicagao g é claramente um morfismo de CP Oy que satisfaz g-np = g. Para concluir
que g = g/np, seja t : C(P) — A um morfismo de CPOy, tal que t-np < g, ie.,
t-np =g. Entao, t-np =g -np e, uma vez que np é sobrejectiva, concluimos que t = 3.
Logo g = g/np e A é Kan-injectivo a direita relativamente a np.

Consideremos agora uma fungdo f: A — B, com f € CPO,. Como np é uma reflexao

e CPOQy é plena, é imediato que para todo o morfismo f: A — B em CPOy se verifica

a igualdade
f-(g/np) = ((f-9)/np).

Entao f é Kan-injectivo & direita relativamente a np. Finalmente, dados os morfismos

fig:C(P)— A, com f € CPOg, se

g-np < f-np
entdo g -np = f - np, donde concluimos que g = f, uma vez que np é sobrejectiva; em
particular, g < f.

2. No caso da subcategoria CPOyg, dos conjuntos parcialmente ordenados singulares, defi-
nimos
np : P — {P}
e a conclusao é imediata.
Exemplo 2.8. A subcategoria CPOC (ver Exemplo 1.33), constituida pelos reticulados com-
pletos e pelos morfismos de CPO que preservam infimos quaisquer, é reflectiva em CPO, como
indicado em 4.17(11) de [3]. Dado um conjunto parcialmente ordenado P, considera-se a classe

As(P) dos seus ascendentes, ordenada pela ordem dual da inclusdo, "D", e a reflexao é a fungao

monoétona np : P — As(P), dada por

para cada x € P. Dado um morfismo g : P —+ A com A € CPOC, o morfismo tnico de
CPOC, ¢ : As(P) — A, tal que ¢’ - np = g, ¢ definido por

q(S) = /\{g(x) cx e Pta C S} Se As(P).

Note-se que As(P) ¢ um reticulado completo com o infimo dado pela unido, com 144 p) = De

Oas(p) = P-
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Usando o Corolario 2.6 vamos verificar que CPOC é KZ-reflectiva em CPO.

De modo a concluir que CPOC C KInj({np : P € CPO}), basta atender a que, por
um lado, no Exemplo 1.33 verificAmos que CPOC = KInj(Im(CPO)). Por outro lado, para
cada P € CPO, np é uma imersao, ja que, dados x,y € P, se tem Ty CTx < x < y.

Para mostrar que a segunda condigao do Corolario 2.6 é também satisfeita, consideremos
um morfismo de CPOC, g : As(P) — A. Pretendemos mostrar que (g-np)/np = g. Sabemos
que (g -np)/mp = (g -np)’, atendendo a (1.3). Portanto, dado U € As(P), visto que U =

Uuer T 1, como g € CPOC, g(U) = g(Uyer T v) = Uyey 9(T u). Entdo, uma vez que
Tz CU & x €U, temos:

((g-np)/mp)U) = N{(g-np)(@):2xePtaCU}
= /\{g(Tw):xeP,;reU}
= Ag(ta)

zelU
= g(U)

Portanto CPOC verifica as condigoes requeridas pelo que é KZ-reflectiva em CPO.

Exemplo 2.9. Consideremos na categoria CPO, H = {h} definido como no Exemplo 1.35:
h : Z — D é a imersao natural, com Z = {0} e D = {0, 1}, ordenado pela ordem natural.
Af concluimos que KInj(H) é a subcategoria cujos objectos sdo os conjuntos parcialmente
ordenados A nos quais existe V(T a), para cada a € A, e cujos morfismos sao as fungoes
monoétonas f : A — B tais que, para cada a € A, f(V(1 a)) = V(T f(a)). Usando o Teorema
2.5 vamos verificar que a subcategoria K Inj(H) é KZ-reflectiva em CPO.

Comecemos por notar que, se C' é uma componente conexa do conjunto parcialmente
ordenado P, entao existe VC' se e s0 se, para cada x € C, existe V(T x). Além disso, nesse
caso, VC' = V(T z), com x € C.

De facto, se x,y € C entdo existem xg,x1,...,Tor em P, tais que x = xg e y = o,

formando um zigue-zague
r=x90 <11 = < Top1 > Top =Y,
donde se conclui que, para cada i € {0,1,...,2k — 1},
V(T zi) = V(T zit1),

portanto,
V(tz) =V(ty).

Reciprocamente, dados =,y € P, se

V(Te)=s=V(Ty)
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entdo temos z < s e y < s, portanto x, y e s pertencem & mesma componente conexa, C, e
s=VC.

Para cada P € CPO seja P = PUC(P), onde C(P) é o conjunto das componentes conexas
de P. Consideremos P munido com a relacio de ordem parcial gerada pela relacio de ordem

herdada de P, conjuntamente com a condicao:
r<Cseesbdsexe’,

para cada z € P e cada C € C(P). Entao P € KInj(H) e o morfismo np : P — P, definido
por np(z) = x, para cada x € P, satisfaz as condigbes 1 e 2 do Teorema 2.5.
Com efeito, dado um morfismo g : P — A, com A € KInj(H), consideremos o morfismo

g: P — A, definido por:

g(z) = g(z), para cada x € P,

9(C) = VCyc), para cada C' € C(P),

onde Cy(c) € a componente conexa que contém o subconjunto g[C].

Notemos que g esta bem definida pois, por um lado, VCyc) € A4, ji que A € KInj(H), e,
por outro lado, se x < C' entdo x € C, logo g(x) < VCyqy, isto &, g(z) < g(C).

Vamos verificar que g = g/np.

E claro que §-np = g. Por outro lado se t : P — A é uma funcdo monétona tal que
t-np < g, entdo, para cada = € P, t(x) < g(x) = g(zx), restando verificar que, para cada
C, € C(P),

t(Cs) < 9(Ca),

i.e., que

t(Cr) < VCy(a)-

Mas x € Cy, i.e., x < Cy, logo t(z) < t(C,). Como também t(x) < g(x), concluimos que
t(Cy) € Cg(x),

donde se conclui a desigualdade pretendida. Assim, A é Kan-injectivo & direita relativamente

a np, com g/np =g. Além disso, g/np € KInj(H), ja que, para cada = € P, temos:
(9/mp)(V(T @) = (9/nP)(Cz) = VCy) = V(T 9(x)) = V(T (9/1P)()).
Por outro lado, para cada C' € C(P), T C = {C} e, em A, (9/nr)(C) € Cyicy, pelo que

V(1 ((9/nP)(C))) = VCyicy.



52 CAPITULO 2. SUBCATEGORIAS KZ-REFLECTIVAS

Logo
(g/nc)(V(T C)) = (g/nc)(C) = VCqicy = V(T ((9/1c)(C))).

De modo a concluir que np € (KInj(H))®™ consideremos um morfismo f : A — B em
KInj(H). Entao, para cada x € P,

(f-9)/np)(x) = (f-9)(x) = f(g(x)) = f (9/np)(2);

e, para cada C, € C(P), com x € P,

((f-9)/mP)(Ce) = VCiyay = V(T (f9(x))) = F(V(T (9(2))) = f(VCy)) = f((g9/nP)(Cx))-

Assim, concluimos que (f - g)/np = f - (9/np).

Para verificar que a condi¢ao 2 do Teorema 2.5 é satisfeita, consideremos dois morfismos

f,g: P— A, com f e KInj(H), tais que
g-np < f-np.

Como np € (KInj(H))%™ existem os morfismos (g - np)/np e (f - np)/np e, uma vez que
P € KInj(H), da desigualdade anterior concluimos, pela Proposigao 1.20.1, que

(g-np)/np < (f-np)/np.

Além disso, como f € KInj(H), temos

(f-np)/mp = f-(np/nP).

Por outro lado, por definicao de Kan-injectividade, tem-se sempre a desigualdade

g-(mp/np) < (g-np)/npP.

Mas, ¢ facil ver que, np/np = idp. Portanto, das duas desigualdades anteriores concluimos

que (f-np)/np=f e g <(g-np)/np. Entdo g < f.

Exemplo 2.10. Seja A a subcategoria de CPO dos conjuntos parcialmente ordenados A
com primeiro e tltimo elementos, 04 = A\ A e 14 = \/ A, e das aplicagdes monotonas que os
preservam.
Vamos mostrar que A é uma subcategoria reflectiva de CPO, mas nao é KZ-reflectiva
(nem para a Kan-injectividade & direita, nem para a Kan-injectividade a esquerda).
Para cada X € CPO seja
X = XU{0x}U{1%},

com a relacao de ordem parcial de X juntamente com a condigdo

0y§$§1y,
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para todo o z € X.
Seja nx : X — X a imersdo obtida por inclusdo de X em X. Dado o morfismo g : X — A,
com A € A, definimos g : X — A, por

g(xr) =g(z) (€ X), g(0x) =04 e g(lx)=1a.

A aplicacao g é claramente monétona e um morfismo de A que satisfaz g - nx = g. Além
disso, g é obviamente o tinico morfismo de A que satisfaz essa igualdade. Portanto nx é uma
reflexdao de CPO na subcategoria A.

Mas A nao é KZ-reflectiva em CPO. Com efeito, seja

X =[ o

®0

e seja g = nx. O objecto X pertence a A e g = idy.

Se A fosse KZ-reflectiva, ter-se-ia g = nx/nx (ou g = nx\nx, no caso de Kan-injectividade
a esquerda), por (b) do Corolario 2.6. Vamos mostrar que tal nao acontece, concluindo, entao,
que A nao é KZ-reflectiva.

Seja h : X — X o morfismo de CPO definido por

h0) = h(05) =0 e h(1) = h(lg) = 1.

Entao temos
h-nx <g-nx.
Mas
9(0x) = 0x <0 = h(0x)

9(lx) = 1x < 1 = h(lx).

Portanto g 2 h e g% h.

Exemplo 2.11. Consideremos a categoria SRet; enriquecida em CPO com a ordem dual
ponto-a-ponto, ">" e a sua subcategoria RetLoc, constituida pelos reticulados locais e pelas
funcdes que preservam infimos finitos e supremos quaisquer.
Vamos verificar que RetLoc é KZ-reflectiva em SRet;.
E um facto bem conhecido que RetLoc ¢é reflectiva em SRet;, com a reflexdo de cada
S € SRet; dada por
ds:S—DS={UCS:U=|U}.

Além disso, para cada morfismo g : S — L de SRet{, com L € RetLoc, o morfismo
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g: DS — L dado por g(U) = V(g[U)),

para cada U € DS, é o unico morfismo de RetLoc que satisfaz a igualdade
g-ds=g.

De modo a concluir que esta reflexao é do tipo KZ vamos verificar que dg satisfaz as condigoes
do Teorema 2.5.

Comegando pela condi¢ao 2., sejam f,h: DS — L com L € RetLoc e f € RetLoc, tais
que h-dg > f-dg. Temos:

hU) =h(|JGu) >\ rluw) =\ h-ds(u).

uelU uelU uelU

Pela hipdtese e pelo facto de f € RetLoc, obtemos:

hU) 2 \/ f-ds(u) = f(\/ (Lu) = fU).
uelU uelU
Por outro lado, para cada morfismo g : S — L de SRet;, com L € RetLoc, se t-dg > g,
entdo t-dg > g-dg, com g € RetLoc, o que, como verificAmos antes, implica que t > g. Deste
modo, concluimos que g/dg = g e que qualquer reticulado local L é Kan-injectivo a direita
relativamente a dg, para cada S € SRet;. O mesmo acontece com os morfismos f € RetLoc:

de facto, se f : L — M, entdo temos

F\ gl =\ f-glU],

ou seja,

fg/ds)(U) = ((f - 9)/ds)(U).

2.2 F-imersoes

Definigao 2.12. Seja F': X — ) um functor localmente mondtono entre categorias enrique-
cidas em CPO. Um morfismo f de & diz-se uma F'-imersao se F f tem um adjunto esquerdo

reflectivo em ).

Exemplo 2.13. No Exemplo 2.8 verificAmos que CPOC é uma subcategoria KZ-reflectiva
de CPO, com functor reflector F' : CPO — CPOC, dado por FFP = As(P), para cada
P e CPO, epor Ff =(ng- f)/np, para cada f : P — @ em CPO. Além disso, no Exemplo
1.33 tinhamos visto que CPOC = KInj(Im(CPO)), onde Im(CPO) denota a classe das

imersoes de CPO. Vamos verificar que todas as imersdes de CPO sao F-imersoes.
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Seja f: P — @ uma imersdao. Sem perda de generalidade, suponhamos, que f é a inclusao
natural de P em ). Vamos mostrar que (F'f)* : FQ — F P, definida, para cada B € As(Q),
por

(Ff)"(B)=f"(B)=BnNP,
¢ um morfismo de CPOC e é um adjunto esquerdo reflectivo de F'f.
(Ff)* ¢ um morfismo de CPOC:
Dados B; € FQ, i € I, tem-se, atendendo a que em F'QQ a relagdo de ordem é "D":
(FH*N\B:) = (FH)*(UBi)
icl iel

= (UB)nr

el

= JBinP)

i€l

- U s

el

= ANEHB)

el
(Ff)* é um adjunto esquerdo reflectivo de F'f, ou seja,
De facto, dado B € F(Q,
(Ff)-(Ff)(B) = (Ff)(BNP)
= ((nq-f)/np)(BNP)
z€(BNP)

Cc B.

E, dado A € FP,

(FH)-FfA) = (FH( 1 f)

€A
= (Urtaonr
T€EA
= A.

Entao f é uma F-imersao.

A descricao das F-imersoes no exemplo anterior sao um caso particular do resultado que
vamos provar a seguir, onde se caracterizam as F-imersdes quando F' : X — A é o functor

reflector de X na sua subcategoria KZ-reflectiva, A.
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Teorema 2.14. Seja A uma subcategoria KZ-reflectiva de X, sendo F : X — A o respectivo
adjunto esquerdo. Entao AKI™ ¢ exactamente a classe das F-imersdes.

Demonstracao. Seja h : X — Y uma F-imersao, i.e., suponhamos que existe um morfismo
(Fh)* € A, tal que (Fh)* 4g Fh. Vamos mostrar que, para cada g : X — A, com A € A,
existe g/h, nomeadamente, dado por:

g/h=¢ca-Fg-(Fh)" -ny, (2.6)

onde 1 e € sao, respectivamente, a unidade e a co-unidade da adjuncao.

X h Y n FY
g a/h (Fh)*
_ FA FX
A Fg

De facto, temos:

ea-Fg-(Fh)"-ny-h = eq-Fg-(Fh)*-Fh-nx

= ¢ea-Fg-nx
= €A°NA"9g

Por outro lado, se t : Y — A é tal que t - h < g, entdo também
Ft-Fh-(Fh)* < Fg-(Fh)*,

o que implica F't < Fg - (Fh)*, atendendo ao facto de, por hipodtese, idrpy < (Fh) - (Fh)*.
Entao

ea-Ft-ny <ea-Fg-(Fh)"-ny.

Como (nx)xex € uma transformacgao natural, entao
eana-t<ea-Fg-(Fh)" ny;

uma vez que €4 - nA = idg, obtemos t < e4 - Fg- (Fh)* - ny. Portanto, A é Kan-injectivo a
direita relativamente a h.

Supondo que f : A — B é um morfismo de A, temos, usando a férmula (2.6) e a naturali-
dade de ¢,

(f-9)/h = ep-F(f-g) (Fh)"-ny
= ep - Ff-Fg-(Fh)"-ny
= f-ea-Fg-(Fh)"-ny
= [-(g/h)
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Entdo f é Kan-injectivo a direita relativamente a h e concluimos que h € AKI",
Reciprocamente, dado um morfismo f : X — Y em AKX/ como FX € A, existe o

morfismo (nx/f) : Y — FX. Vamos verificar que

erx - F(nx/f)

é o adjunto esquerdo reflectivo de F'f, ou seja, que sao satisfeitas as seguintes condigoes:

(erx - F(nx/f)) - Ff=idpx e idpy <Ff-(epx-F(nx/f)). (2.7)
X f e
nx ny
FX—  _Fy
(Ff)
EFX
F2X

E claro que:
€FX'F(nX/f)'Ff:5FX'F((UX/f)'f):€FX'F77X:idpx.

De modo a verificar que também a segunda desigualdade enunciada em (2.7) é satisfeita,

comecemos por observar que, como Ff € Ae f € AKI™  se tem

Ff-(nx/f)=(Ff-nx)/f. (2.8)

Por outro lado, atendendo a definigao de (F'f - nx)/f, da igualdade ny - f = Ff - nx
concluimos que ny < (Ff -nx)/f, ou seja, atendendo a (2.8),

ny <Ff-(nx/f)

Por conseguinte, uma vez que erx - Nrx = tdrx, obtemos:

ny < Ff-epx-nrx - (mx/f),

ou seja, uma vez que 7 é uma transformagao natural,

ny <Ff-epx-Fnx/f) - ny.

Pela condi¢ao 1 do Teorema 2.5, concluimos que idpy < Ff -epx - F(nx/f). O
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Exemplo 2.15. Consideremos a subcategoria CPOC de CPO. Ja verificamos nos Exemplos
2.8 e 2.13 que CPOC é KZ-reflectiva em CPO e que todas as imersdes de CPO sao F-
imersoes, onde F' é o functor definido, para cada P € CPO, pelo conjunto dos ascendentes de
P. Por outro lado, no Exemplo 1.9 vimos que f é uma imersao se e s6 se D é Kan-injectivo
a direita relativamente a f, com D = {0,1} com a ordem natural. Supondo que f é uma
F-imersao entéo, pelo Teorema 2.14, f € CPOCK™ portanto D ¢ Kan-injectivo a direita
relativamente a f, logo f é uma imersao. Deste modo podemos concluir que a classe das

F-imersoes coincide com a classe das imersoes de CPO.

Em seguida iremos ver que quando uma subcategoria A de X é KZ-reflectiva e fechada para

adjuntos direitos co-reflectivos, entdo coincide com o seu invélucro Kan-injectivo, K Inj(AK"7).

Observagao 2.16. Seja A uma subcategoria KZ-reflectiva de X', com F : X — A o functor
reflector e com reflexdes nx, X € X. Se A € A, entdo 4 é um adjunto esquerdo co-reflectivo,

nomeadamente,
na "o ea.
De facto, sabemos que €4 - n4 = idy. Por outro lado, pelo Corolario 2.6, sabemos que
na € AKIM ¢ que

(na/ma) = (idpa -na)/na = idpa.

Deste modo, obtemos:

(na-€a)-na=mna-(ea-n4a) = na.
Em particular, (na-€4)-na < na, donde, (N4 -€4) < na/na, e, na-ca <idpa.

Teorema 2.17. Se A é uma subcategoria KZ-reflectiva e fechada para adjuntos direitos co-

reflectivos entdo

A= KInj(AKIM),

Consequentemente, A é fechada para limites conjuntamente monomdrficos relativamente a

ordem.

Demonstragio. Sabemos que A C KInj(AXI™), como visto na Observacio 1.45.

De modo a verificar que nas condi¢des enunciadas também K Inj(AX™) C A, comecemos
por considerar um objecto X € KInj(AKI™). Sabemos que nx € AK/™ logo existe o
morfismo idx /nx : FX — X. Vamos concluir que X € A, mostrando que idy/nx é um

adjunto direito co-reflectivo, nomeadamente,

nx o idx /nx.
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E claro que (idx /nx) - nx = idx.

idx ’ idpx
idx /nx

FX

nx
Entao:
nx - (idx/nx) -nx = nx -idx =idpx - nx

Como idpx ¢ um morfismo de A, concluimos, pela condicdo 2. do Teorema 2.5, que

nx - (idx /nx) <idpx.

Assim, nx ¢ idx /nx e, como A é fechada para adjuntos direitos co-reflectivos, X € A.
Consideremos um morfismo f : X — Y, com f € KInj(AX/™). Como acabamos de

verificar, entdo X e Y s@o objectos de A e, pela Observacao 1.40, sabemos que idx/nx e

idy /ny sao morfismos de A. Como Ff € A e idx/nx e idy/ny sao adjuntos direitos co-

reflectivos, de modo a concluir que f € A, basta verificar que

(idy /ny) - Ff = f-(idx/nx),

X ™ px_ T py ™y
idy idx /nx idy /ny iy
X e
7

o f=C(idy/ny)-Ff-nx.
De facto, pelo Teorema 2.5,
(idy /ny) - Ff = (idy /ny) - (v - £)/nx). (2.9)
Como (idy /ny) € A e nx € AKI™  entdo
(idy /ny) - ((ny - f)/nx) = ((idy /ny) - (ny - £))/nx- (2.10)

Ou seja, por (2.9) e (2.10),

(idy /ny) - Ff = f/nx = (f -idx)/nx.
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Como f € KInj(AKI"),
(f -idx)/nx = f - (idx /nx),

pelo que (idy /ny) - F'f = f - (idx/nx), como pretendido. Entao f € A.

Relativamente & segunda afirmagao enunciada, basta notar que acabamos de verificar que
A é uma subcategoria Kan-injectiva, portanto, pelo Teorema 1.41, concluimos que A é fechada

para limites conjuntamente monomorficos relativamente & ordem. O

Corolario 2.18. Seja A uma subcategoria KZ-reflectiva fechada para adjuntos direitos co-

reflectivos. Entao

A=KInj({nx : X € X}).
Além disso, se, para cada X € X, a reflexdo nx é um epimorfismo, entao A € plena.

Demonstrag¢ao. Sabemos que nas condigoes dadas pelo Corolario 2.6,
AC KInj({nx : X € X}).

Por outro lado, verificAmos na demonstragao do Teorema 2.17 que se X € KInj({nx : X €
X'}) entao X € A e, analogamente, que se f € KInj({nx : X € X'}) entao f € A.

Relativamente & segunda parte do enunciado, basta atender & Observacao 1.32. O

Observagoes 2.19. 1. O teorema anterior assegura que em categorias enriquecidas em
CPO, onde os limites sdo conjuntamente monomorficos relativamente & ordem (ver
Exemplos 1.25, 1.26 e 1.27), as subcategorias KZ-reflectivas e fechadas para adjuntos

direitos co-reflectivos sao fechadas para limites.

2. No caso em que X é uma categoria arbitraria enriquecida em CPO com a ordem trivial
dada pela igualdade, o teorema anterior estabelece o facto bem conhecido de que qualquer
subcategoria reflectiva A de X, plena e fechada para isomorfismos, coincide com o seu

fecho ortogonal:

A=(AY,.

2.3 Kan-injectividade em subcategorias

Nesta seccao vamos debrugar-nos sobre a seguinte questao:
Dada uma subcategoria B de X, estamos interessados em saber como se relaciona a Kan-
injectividade em B com a Kan-injectividade em X. Em particular, dada uma subcategoria A de

B, pretendemos relacionar o invélucro Kan-injectivo de A em B com o invélucro Kan-injectivo

de A em X.
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Notagao 2.20. Seja B uma subcategoria de X e A uma subcategoria de B. Seja ainda

H C Mor(B). A seguir representamos por

AKInjB

a classe dos morfismos de B, relativamente aos quais os objectos e os morfismos de A séo
Kan-injectivos a direita em B e por

KInjp(H)
a subcategoria de X formada pelos objectos e morfismos Kan-injectivos & direita em B, rela-

tivamente aos morfismos de H.

Proposicao 2.21. Seja B uma subcategoria KZ-reflectiva de X, com R : X — B o functor

reflector. Se A € uma subcategoria de B entdo:
1. ABIMix = {f ¢ Mor(X): Rf € AR},

2. KInjg(AKMIB) C KIngjy(AKIMIX),

R
Demonstracao. Sejam 71 e £ a unidade e a co-unidade da adjunggo X B, onde I é o
1

functor inclusao.

1. (1.A) Seja (f : X — Y) € AKI"ix De modo a concluir que Rf € AKI"i5  consideremos

h: RX — A) € B, com A € A. Entao existem os morfismos (h-nx)/f em X e
h=¢ea-R((h-nx)/f) em B e obtemos a seguinte sequéncia de igualdades:

h-Rf = ea-R((h-nx)/f) Rf
= ea-R((h-nx)/f)- f
= e4-Rh-Rnx

= h-epx - Rnx
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Por outro lado, seja t : RY — A um morfismo de B tal que ¢ - Rf < h. Uma vez que B
é KZ-reflectiva em X, nry < Rny, portanto:

t-Rf<h = t-Rf-nx <h-nx

= t-ny-f<h-nx
t-ny < (h-nx)/f
R(t-ny) < R((h-nx)/f)
ea-Rt-Rny <ea-R((h-nx)/f)
ea- Rt -nry <ea-R((h-nx)/f)
ea-na-t<ea R((h-nx)/f)
t<ea-R((h-nx)/[)

O T

Entdo h = h/Rf, portanto A é Kan-injectivo & direita relativamente a Rf, em B, tendo-

se

h/Rf =ea-R((h-nx)/f). (2.11)

Por outro lado, se (¢ : A — C) € A, como por hipdtese g é Kan-injectivo a direita

relativamente a f em X e usando a férmula (2.11) no inicio e no fim, obtemos:

(9-h)/Rf = ec-R((g-h-nx)/f)
= ec-R(g-(h-nx)/f)
= ec-Rg-R((h-nx)/f)
= g-ea-R((h-nx)/f)
= g-(h/Rf).

Entdo g é Kan-injectivo a direita relativamente a Rf em B, portanto Rf € AXKIms,

(1.B) Para mostrar a inclusdo contraria, seja (f : X — Y) € X, tal que Rf € AKmis
eseja (h: X - A) e X, com A € A Como 4 - Rh € B e tem codominio em A, entao
existe (€4 - Rh)/Rf em B. Defina-se

h=((ca- Rh)/Rf) ny.
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X y
nx ny
rRx — Ry
h Rh
rA (ca-RN)/f
e
A

Temos:

>

f = ((ea-Rh)/Rf) -ny - f
= ((ea-Rh)/Rf)-Rf -nx
= ea-Rh-nx
— ea-na-h

= h.

Por outro lado, para t:Y — A tem-se:

t-f<h = e4p-Rt-Rf <eas-Rh
= e4-Rt<(esa-Rh)/Rf
= €4 -Rt-ny <((ea-Rh)/Rf) - ny
= e4-na-t<((ea-Rh)/Rf) -ny
= t<h.

Entdo h = h/f, portanto A é Kan-injectivo & direita relativamente a f em X. Além
disso, sendo (g : A — C) € A, entdo g é Kan-injectivo a direita relativamente a Rf em

B, logo

g-((ea-Rh)/Rf)=((9-ca- Rh)/Rf),
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donde se obtém:

g-(h/f) = g-((ea-Rh)/Rf) 7
((9-ea-Rh)/Rf) -1
((ec - Rg- Rh)/Rf) -1
((ec - R(g-h)/Rf)-n
(g-h)/f.

Entao f € AKInix,

2. Seja Z € KInjg(AKIMB) ie., Z € B, e, para cada h € AKX 7 ¢ Kan-injectivo
a direita relativamente a h, em B. De modo a mostrar que Z € KIan(AKI”jX),
consideremos (f : X — Y) € AKI"ix_ Entdo, pela parte 1, Rf € AX"5 logo, por
hipotese, Z é Kan-injectivo & direita relativamente a Rf em B. Observe-se que na
parte (B) da demonstragao de 1, essencialmente mostramos que todo o objecto (e todo
o morfismo) que é Kan-injectivo a direita em B relativamente a Rf, também o é, em X,

relativamente a f. Logo Z € KInjy(AKIMx),

Analogamente, se conclui que os morfismos da subcategoria K Injg(A%X"5) estdo con-
tidos em KInjy(AKIMIx),

O

Observagao 2.22. Seja X uma categoria qualquer enriquecida em CPO com a ordem dada
pela igualdade. Neste caso, o conceito de Kan-injectividade & direita coincide com o de orto-
gonalidade, e o de subcategoria KZ-reflectiva com o de subcategoria reflectiva e plena (como
visto em 1.3 e 2.3). Para esta situagao particular, foi provado em [39] a igualdade de 2.21.1,
ie.,

AL = {f € Mor(X): Rf € A*5}, (2.12)

bem como, que a inclusdao enunciada em 2.21.2 é, neste caso, uma igualdade, i.e.,
(AYE) 1y = (AT¥) 1. (2.13)

Na verdade, quando consideramos ortogonalidade e subcategorias plenas, temos trivialmente

a igualdade:
Ats = ALx 0 Mor(B). (2.14)

e o resultado (2.13) decorre desta igualdade e de (2.12).
Mas no caso nao trivial de Kan-injectividade a direita a identidade (2.14) ja nao se aplica,

como mostrado no exemplo seguinte. No entanto, nao tenho nenhum exemplo que prove que
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a inclusao da Proposigdo 2.21.2 possa ser estrita. Assim, fica como uma questao em aberto o
saber se esta inclus@o é ou nao uma igualdade.
A Observagao 2.24 e a Proposicao 2.25 dao condicoes suficientes sobre as categorias A e B

para que a condigao se verifique.
Exemplo 2.23. Nas condi¢oes da proposi¢ao anterior, em geral,

AKInjB g .AKIan.

Concretamente, na categoria X = CPO, temos a seguinte situagao:
Consideremos os conjuntos parcialmente ordenados Z = {0} e D = {0,1}, com 0 < 1, e a
inclusao {0} 2, {0, 1}, tal como nos Exemplos 1.35 e 2.9.
Sejam H = {h} e B = KInj(H). Por 2.9 sabemos que B ¢ uma subcategoria KZ-reflectiva
de CPO, cujos objectos sdo os conjuntos parcialmente ordenados A nos quais existe V(1 a),
para cada a € A, e cujos morfismos sdo as funcées monoétonas f : A — B tais que, para cada
a€ A, f(V(Ta))=V(T fa)).
Seja A a subcategoria de B cujo tinico objecto é D e cujo tinico morfismo é idp. Vamos
mostrar que existe um morfismo f que esta em AK™5 mas nao esta em AKIMix,
Consideremos o conjunto parcialmente ordenado C' = {z,y}, com z e y incomparéaveis. E
facil verificar que D,C € B e que o unico morfismo de C' em D que estdé em B é f: C — D,
definido por f(z) = f(y) = 1. Além disso, a condi¢do f = f - f apenas ¢ satisfeita quando
f=1idp ou f = a, com a o morfismo definido por a(0) = a(1) = 1; como idp < a, concluimos
que f/f = a, logo f € AKInis,
No entanto, f ¢ AKInix;
Para (g : C — D) € CPO definida por g(z) = 0 e g(y) = 1, nao existe qualquer morfismo
g tal que g- f = g, pois
g~f=g<:>{ ?(1):0
g(1) =1
Observagao 2.24. Sejam A e B subcategorias de X', com A subcategoria de B. Se A é

fechada para adjuntos direitos co-reflectivos, entao temos:

1. Se A e B sao KZ-reflectivas em X entao
KInjx(ARMx) = K Injg(AKIB),

De facto, pela Proposiciao 2.21 sabemos que KInjg(AXI"iBs) C KInjy(AKIMx), Por
outro lado, o ponto 1 da Observagdo 1.45 garante que A C KInjg(AXI"B). Mas
como A é KZ-reflectiva e fechada para adjuntos co-reflectivos, pela proposicdo 2.17,

A = KInjy(AKMix) concluindo-se assim a inclusido contraria.
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2. Se A é KZ-reflectiva em X e KZ-reflectiva em B entao
A= KInjy(ARIMIx) = K Injg(ARIMIs),
Basta atender & Proposicao 2.17: concluimos que

A= KInjx(ARx) e A= KInjg(A"8).

Proposicao 2.25. Sejam A e B subcategorias de X, com A subcategoria de B. Se A € fechada
para adjuntos direitos co-reflectivos e € KZ-reflectiva em X, com functor reflector R: X — A,

e B € plena em X, entdo temos:
1. A é KZ-reflectiva em B através da restri¢ao R de R a B.
2. ABIngs = AKInjx 0 Mor(B), i.e.,

{R'-imersoes} = {R-imersdes} N Mor(B).

Demonstragao. 1. Sendo R : X — A o functor reflector da inclusdo I : A — X, com a
adjuncao (R, I,n, &), como B é plena, entao, para cada B € Obj(B), ng : B — RB é um

morfismo de B, logo A é KZ-reflectiva em B, através da restrigao a B de R.

2. Seja (f: X = Y) e AKI"s Entao f € Mor(B), portanto X,Y € Obj(B), e os objectos
e morfismos de A sdo Kan-injectivos & direita relativamente a f em B, o que, atendendo
a que B é plena, implica que o sejam também em X. A reciproca é também imediata.

A ultima igualdade é, entao, consequéncia do Teorema 2.14, que garante que:
ABInis — {R'-imersoes} e ABInix — [ Rimerses} .
O

Observacao 2.26. O enunciado no ponto 1 da proposi¢ao anterior é ainda vélido no caso em
que B, nao sendo plena em X, satisfaz a condi¢ao seguinte: para cada B € B, np: B — RB ¢
um morfismo de B. Neste caso, A é também KZ-reflectiva em B, através da restri¢gdo a B de

R.

2.4 Subcategorias KZ-monadicas

Definigao 2.27. |20, 29] Uma mdénada de Kock-Zdoberlein (que, abreviadamente, designamos
por mdnada KZ), numa categoria X', enriquecida em CPO, é uma moénada T' = (T, n, u), tal

que T : X — X é localmente mondtono e
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nrx < Tnx, para cada X € X.

Observagao 2.28. 1. As ménadas KZ s@o um caso especial da nocao de doutrina de Kock-

Zoberlein, introduzida por Anders Kock, em [29], e Zoberlein, em [47].

2. M. Escardd, em [20], mostrou que as T-algebras (A, my4) de uma monada KZ em X sdo
caracterizadas pela condigao

na "o ma. (2.15)

Como o adjunto esquerdo de um morfismo, quando existe, é tinico, podemos identificar
cada T-algebra (A, m4) com o seu objecto suporte A. Além disso, Escard6é mostrou que
os objectos-suporte das T-algebras de uma moénada KZ sao exactamente os objectos A de
X injectivos relativamente a todas as T-imersoes. E provou mais: as T-4lgebras de uma
moénada KZ coincidem, também, com os objectos Kan-injectivos a direita relativamente
a todas as T-imersoes. Nomeadamente, dada uma T-imersao j : X — Y e um morfismo
f: X — Ade X, se (A,m4) é uma T-algebra, entdo f/j é dado pela formula (|20] ou
3.6 de [18]):

fli=ma-Tf-(T5)" -ny. (2.16)

Definigao 2.29. Vamos designar por subcategoria KZ-monddica de X toda a subcategoria de

X que é uma categoria de algebras de Eilenberg-Moore, para alguma moénada KZ em X.

No teorema seguinte vamos ver que as subcategorias KZ-monadicas numa categoria enri-
quecida em CPO sdo, precisamente, as subcategorias KZ-reflectivas fechadas para adjuntos

direitos co-reflectivos, dessa categoria.

Teorema 2.30. As subcategorias KZ-reflectivas de X fechadas para adjuntos direitos co-
reflectivos, coincidem, a menos de isomorfismo de categorias, com as subcategorias KZ-monddicas

em X.

Demonstragao. Seja T = (T,n, u), com T : X — X, uma moénada KZ.
Como cada objecto X de X é suporte de, quando muito, uma T-algebra, entdo X7 pode

ser encarada como uma subcategoria de X. Além disso é reflectiva em X', com a reflexao
F:x—xt

dada por FX = (TX,ux) e Ff = Tf, para cada objecto X € X e cada morfismo f € X.
Para cada X € X, a reflexdo em X7 ¢é dada por nx e, uma vez que T é uma moénada KZ, F' é
localmente mondtono e npx < Fny, para cada X € X.

De modo a verificar que a subcategoria X7 & fechada para adjuntos direitos co-reflectivos,

consideremos um morfismo

f:(X,mx)— (Y,my)



68 CAPITULO 2. SUBCATEGORIAS KZ-REFLECTIVAS

em X7 e dois adjuntos direitos co-reflectivos, r: X — A e ' : Y — B, com A, B € X. Sejam
lel' taisquelHgr e ' Ho 7',

Seja g : A — B um morfismo de X que torna o diagrama seguinte comutativo:

f

X Y
r r!
A B

g

Pretendemos concluir que g é um morfismo de X7 Para tal, comecemos por verificar que A

e B sdo suportes de T-algebras. De facto, definindo my4 : TA — A por
ma=r-mx Tl
temos:

ma-na = r-mx-Tl-na

= r-l
= 1da.
L mx T~
X TX
nx
l T Tr Tl
A TA
nA
Por outro lado,
na-ma = na-r-mx-Ti

= Tr-nx -mx-TI

Uma vez que, por hipétese, nx - mx < tdrx e r-1 =1da, obtemos ng-ma < Tr-TI, ou

ainda,
na-ma <idra.

Logo, atendendo a Observagao 2.28.2, concluimos que (A4, m4) é uma T-algebra.
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De modo analogo concluimos que (B,mpg) € X1, com mp =" - my - TI'. Resta verificar

que g € XT, comprovando que ¢é valida a igualdade mp - T'g = g - m. Temos:

Como I" - v <idy, também T(I" - ') <idry, donde se obtém:

Reciprocamente:

mp-Tg = r'-my-TI'-Tg

= 7"my -TI' -Tg-T(r-1)

= 7 my -TI -T(g-r)-TI
= 7' my -TU-T(" - f)-TI
= 7 my -TU" -+")-Tf TI

mp-Tg < v -my -Tf Tl
< 7 f-mx- Tl
< g-r-mx- Tl
< g-ma.
TX o TY
\mi{ 77
X ——Y
f
Tl Tr Tl>l r’l\>l’ Tr'
% k

g-my = grmXTl

TV

= mB.nB.(g.T‘.mX).Tl

= mp-T(g-r-mx) nrx - Tl

Atendendo a que nrx < Tnx, entdo:

g-ma<mp-Tg-Tr-Tmx - -Tnx-TI.

Como mx -nx =idx e r -1 =idy, obtemos g-my < mp - Tg. Consequentemente, g € X7

Vamos agora verificar que se A é uma subcategoria KZ-reflectiva de X, via a adjuncao

(F,I,n,e),onde I : A — X éo functor inclusdo, e fechada para adjuntos direitos co-reflectivos,



70 CAPITULO 2. SUBCATEGORIAS KZ-REFLECTIVAS

entao A coincide com a categoria das T-algebras determinada por uma ménada KZ, T : X —
X.

Definindo T'=IF : X — X, obtemos a monada T' = (T, n,er); é claro que T' é um functor
localmente mondtono que satisfaz a desigualdade nrx < Tnx, para cada X € X. Portanto T
¢ uma moénada KZ.

Resta mostrar que A e X7 sdo categorias isomorfas. E claro que o functor de comparacao
K : A — X7 & injectivo para objectos e para morfismos. Vamos verificar que, além disso, K
é sobrejectivo para objectos e é pleno.

Seja (X, mx) € XT. Como T ¢ uma moénada KZ, entdo nx 4c mx. Atendendo & hipotese
de A ser fechada para adjuntos direitos co-reflectivos e ao facto de mx : TX — X ter dominio
TX € A, concluimos, pela Observacao 1.40, que mx € A, portanto X € A. Entao, como A é
KZ-reflectiva em X, pela Observagao 2.16, sabemos que nx ¢ €x, logo mx = ex e, portanto,
temos (X, mx) = KX.

De modo a concluir que K é pleno, consideremos um morfismo f € X7, com f: X = Y.
Entao X e Y s@o suportes de T-algebras, portanto € x e €y sao adjuntos direitos co-reflectivos.

Além disso, por definicdo de morfismos de T-algebras, temos:
f rEX = €&y - Tf.

Uma vez que Tf € A, concluimos, atendendo a hipétese de A ser fechada para adjuntos

direitos co-reflectivos, que f € A e tem-se K(f) = f. O

Observagao 2.31. Em [4] é estudado o problema de saber quando é que uma categoria Kan-
injectiva é KZ-monédica. Nomeadamente, prova-se que em certas categorias enriquecidas em
CPO uma subcategoria da forma KInj(H), com H um conjunto de morfismos, é sempre

KZ-monadica.

A proposicao seguinte permite obter uma caracterizacdo das T-imersdes que completa os

resultados de Escard6 sobre este assunto, como referido na Observagao 2.33, a seguir.

Proposicao 2.32. Seja A uma subcategoria KZ-reflectiva de X através do functor reflector
F: X — A e fechada para adjuntos direitos co-reflectivos. Seja T = IF : X — X a mdnada

KZ correspondente. Entao as F-imersdes coincidem com as T-imersoes.

Demonstragao. De facto, se f é uma F-imersao entao existe (F f)* € A, tal que (Ff)* 4r Ff,
logo (F'f)* € X, portanto é uma T-imersao.

Seja agora f: X — Y uma T-imersao em X, ou seja, T'f tem adjunto esquerdo reflectivo
(Tf)* em X, ou ainda, atendendo a que T' = IF, Ff tem um adjunto esquerdo reflectivo
(Ff)* em X. Para concluir que f é uma F-imersao basta mostrar que (F'f)* é um morfismo

de A. Como A é KZ-reflectiva em X', atendendo & condi¢ao 1 da caracterizagdo dada no
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Teorema 2.5, basta mostrar que (F'f)* = ((Ff)*-ny)/ny, ou seja, que, para todo o morfismo
s: FY — FX, adesigualdade s-ny < (Ff)*-ny implica s < (Ff)*. De facto, atendendo a

que (Ff)* - Ff =idrx, temos a seguinte série de implicagoes:

sy <(Ff)"ny = s-ay-f<(Ff) -ny-f
= s-Ff-nx <(Ff)*-Ff-nx

= (s-Ff)-nx <idrx -nx

Da tltima desigualdade concluimos, usando a condigéo 2. do Teorema 2.5, que s- F'f < idpx,
logo s- Ff-(Ff)*<(Ff)*. Entdo, uma vez que idpy < F'f - (F f)*, obtemos s < (F'f)*.
O

Observagao 2.33. M. Escardo6 provou em [21] que dada uma moénada KZ em X tendo como
endofunctor 7' : X — X, as T-algebras s@o precisamente os objectos de X que sdo Kan-
injectivos a direita relativamente as T-imersoes. Combinando a Proposigao 2.32 com os Te-
oremas 2.14, 2.17 e 2.30, temos que também os T-morfismos sdo precisamente os morfismos
de X que sdo Kan-injectivos a direita relativamente as T-imersoes, ou seja, X7 = K Inj(H),
com H a classe das T-imersoes. Além disso, concluimos ainda que as T-imersoes sdo precisa-
mente a maior classe de morfismos relativamente & qual os objectos e os morfismos de X7 sédo

Kan-injectivos a direita.

Exemplos 2.34. As subcategorias CPO, e CPO; de CPO do Exemplo 2.7 sdo ambas KZ-
monadicas: ja sabemos que sdo KZ-reflectivas e verifica-se trivialmente que sdo fechadas para

adjuntos direitos co-reflectivos. O mesmo se conclui para a subcategoria CPOC.

Exemplos 2.35. No préximo capitulo vamos estudar em detalhe a Kan-injectividade na
categoria Top, dos espagos topologicos Tp e das aplicacoes continuas. Em particular, vamos

ver que as seguintes subcategorias de Top, sao KZ-monadicas:

1. Cont, categoria dos reticulados continuos e das func¢ées que preservam supremos diri-
gidos e infimos quaisquer. Considerando cada reticulado munido da topologia de Scott,

temos uma subcategoria de Top,,.

2. ScottD, categoria dos dominios de Scott continuos e das fungdes que preservam su-
premos dirigidos e infimos nao vazios. Considerando novamente a topologia de Scott,

ScottD é uma subcategoria de Top,.

3. EComp, categoria dos espagos topoldgicos estavelmente compactos e das fungdes esta-

velmente continuas; quer dizer:
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os objectos de EComp sdo os espagos sobrios, localmente compactos e cuja familia
de subconjuntos compactos e saturados é fechada para intersecgoes finitas (um

subconjunto A de um espaco X é saturado se, para a ordem de especializacio,
A =1 A).
os morfismos de EComp sao as fungoes continuas f : X — Y, tais que, para cada par

de abertos U e V de Y e para cada compacto K de Y, se U C K C V entao existe

um compacto K’ de X tal que
AU S K C V).

Observagao 2.36. Em Top,, seja A a subcategoria plena da subcategoria plena de Cont,
constituida pelos reticulados algébricos munidos da topologia de Scott. Esta categoria é uma
subcategoria KZ-reflectiva de Top,. Na verdade, este exemplo é um caso particular da seguinte
situacao geral:

Seja T' = (T,n, 1) uma moénada KZ em X. Seja A a subcategoria plena de X7 constituida
por todas as T-algebras livres, isto é, todas as T-algebras da forma (T'X, ux). Entao A é uma
subcategoria KZ-reflectiva de X.

O exemplo acima, em Top,, decorre do facto de as T-algebras livres da ménada KZ
induzida pela inclusdo de Cont em Top, serem precisamente os reticulados algébricos (ver,

por exemplo, [15] ou [25], ou ainda [27]).



Capitulo 3
Kan-injectividade em Top

Neste capitulo apresentamos uma cadeia indexada pela classe Card, de todos os cardinais, de
subcategorias KZ-reflectivas de Top,), definidas por Kan-injectividade a partir de determinadas
classes de imersoes de Top,. Verificamos também que a unido das subcategorias da cadeia
encontrada é a subcategoria Sob dos espagos sébrios, também KZ-reflectiva em Top,. Além
disso, apresentamos uma caracterizacao das imersoes densas e das imersoes planas em termos

de Kan-injectividade.

No que se segue consideramos sempre a categoria Top, dos espagos topologicos Tp e das

fungoes continuas, enriquecida em CPO com a ordem de especializagao ponto-a-ponto (ver

(1.6)).

3.1 As moénadas-KZ dos filtros de abertos n-primos

As monadas dos filtros de conjuntos e, em particular, as ménadas de filtros de abertos de um
espago topologico foram estudadas por vérios autores. Nomeadamente, entre outros, por Day
em [17], Wyler em [45] e Simmons em [38] que estudaram as moénadas dos filtros de abertos,
dos filtros proprios e dos filtros primos. Posteriormente, Escardo e Flagg em [18], consideraram
também estes filtros de abertos, tendo mostrado que as moénadas correspondentes sao do tipo
KZ. Além disso, verificaram que também os filtros completamente primos definem uma moénada
KZ em Top,,.

Denotamos o conjunto dos abertos de um espago topolégico X por OX.

Em seguida generalizamos o conceito de filtro de abertos primo, definindo, para cada n €
Card, filtros de abertos n-primos que também, como posteriormente verificaremos, definem

em Top, uma moénada KZ.
Observagoes 3.1. Comegamos por recordar:

73
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1. Um filtro de abertos de um espaco topologico X é um conjunto de abertos de X que é

fechado para intersecgbes finitas, ascendente e contém X.
2. Um filtro ¢ de abertos diz-se:

(a) proprio se for diferente de OX | i.e., ¢ nao contém o conjunto vazio.
(b) primo se, para quaisquer abertos U e V de X, a condigdo U UV € ¢ implica que
UegpouV € o.

Definicao 3.2. Seja X um objecto de Top, e ¢ C OX um filtro de abertos de X. Para cada
n € Card, com n > 1, dizemos que ¢ é um filtro n-primo se para qualquer familia {X;};c de

abertos de X, com k < n, se tem:

UXicop=3Tick: Xico. (3.1)
ick
Claro que os filtros 1-primos s@o precisamente os proprios: para k = 0 a condigao (3.1)

significa que o filtro ndo contém o conjunto vazio.

Notagao 3.3. Dado um espago topologico X € Top,, para cada n € Card, com n > 1,
representamos por

X

o conjunto de todos os filtros n-primos de X. Representamos por FypX o conjunto dos filtros

de abertos de X.

Observacao 3.4. Recordemos a definicdo da moénada Fpy, dos filtros dos abertos:

A topologia em FyX é gerada pelos subconjuntos da forma
OU ={¢pe FyX:U€ ¢}, UecOX.

A monada Fy = (Fy,n,u), com Fy : Top, — Topy, ¢ tal que, para cada f : X — Y,
Eyf « FoX — FyY é o morfismo de Top, dado por

Fof(¢) ={V e OY : f7(V) € ¢},

para cada ¢ € FpX.
nx : X = FyX é definido por,

nx(x) ={U € OX :z € U},

para cada = € X.
px : FEX — FyX ¢ definido por

px(®) = {U € OX : OU € ®},

para cada ¢ € FDQX.
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Proposigao 3.5. Sejan € Card. O conjunto F,, X dos filtros n-primos define uma monada

KZ em Top,.

Demonstracdo. Para n = 0 a afirmagido foi provada por Escardé e Flagg. Paran > 1, a
demonstracao é feita exactamente do mesmo modo, tendo-se apenas que assegurar que sao
satisfeitas as condigoes:

(a) dado um morfismo f : X — Y, o filtro F,, f(¢) é n-primo, para qualquer filtro n-primo,
o, de X;

(b) para cada espago X e cada x € X, o filtro nx(x) é n-primo;

(c) para cada espago X e cada ® € F2X, o filtro px (®) é n-primo.

Quanto a (a), seja f : X — Y um morfismo de Top, e ¢ um filtro n-primo de X.
Consideremos o filtro F, f(¢). Para qualquer familia (B;);ck, com k < n, de abertos de Y,

atendendo a que ¢ é n-primo, temos:

UBierf() = r(UB)es

ick i€k
= Jr'Bieo
ick
= Jjek fUBj)eco

= 3Jjeck,BjeF,f(¢),

logo F), f(¢) é n-primo.

Para mostrar (b), seja z € X, com X em Topy. Seja (4;)ick, com k < n, uma familia de
abertos de X com |J;c;, Ai € nx(z). Entdo x € (U, Ai, logo existe j € k, tal que z € Ay,
portanto A; € nx(x).

Quanto a (c), seja (A;)iek, com k < n, uma familia de abertos de X tal que

U A; € px(®).
i€k
Entao O(U;c, 4:) € ©. Mas O(U;er 4i) = Uier(dAs), logo ;e (0A4;) € . Como @ &
n-primo, entao existe j € k, tal que JA; € ®. Portanto A; € px(®).
Vamos agora mostrar que a moénada F,, : Top, — Top, é uma moénada KZ. Para tal,
comecemos por verificar que o functor F), é localmente monétono.
Sejam f,g : X — Y morfismos de Top, tais que f < g, ou seja, para cada U € OY,
F ) < o).
Para concluir que Fj,f < F,g basta mostrar que para cada U € OY, F,f~10OU) C
(F,,g)~1(OU). Para ¢ € F, X, suponhamos que ¢ € (F,f)~}(OU). Tem-se:

¢ € (Fuf)~1(OU) & (Fuf)(¢) € OU & U € (Fuf)(9) & f71(U) € 6. (3.2)
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Como por hipétese f~1(U) C g~ 1(U) e ¢ ¢ um filtro, concluimos que g~1(U) € ¢. Procedendo
como em (3.2), concluimos que ¢ € (F,g)~1(OU).
Para concluir que se trata de uma moénada KZ falta mostrar que, para cada X € Top,,

ne,x < Fanx, ou seja, que

(n5,x) " (U) € (Fanx)~H(U),

para todo o aberto U de F2X.
Sem perda de generalidade, podemos considerar U = OB, com B um aberto de F, X.
Assim, consideremos ¢ € F,, X tal que ¢ € (g, x) 1(OB), i.e, (nr,x)(¢) € OB, ou ainda,
¢ € B. Entao, atendendo & definicdo dos abertos de F,, X, existe A € OX tal que ¢ € OA C B.
Entio A € ¢ e tem-se A = 1y (OA) € ¢, pelo que OA € (Fnx)(¢). Como OA C B,
concluimos que B € (Fnyx)(¢), logo (Fnx)(¢) € OB, ou seja, ¢ € (Fnx)~1(OB). O

Observagoes 3.6. 1. Tal como foi referido no Exemplo 2.35, Cont, ScottD ¢ EComp
sao subcategorias KZ-monadicas de Top,. Nomeadamente, coincidem, com as subcate-
gorias das algebras determinadas respectivamente, pela ménada Fy dos filtros de abertos
(provado por Day [17] e Wyler [45]), pela ménada F dos filtros proprios (provado por
Wyler [45]) e pela monada F» dos filtros primos (provado por Simmons em [38] e Wyler
em [46]).

2. Em [26], Dirk Hofmann estudou uma generalizacdo das monadas dos filtros de abertos
usando filtros nao atingiveis por n, n € Card, ou seja, filtros ¢ tais que para toda a

familia (A;);<, de abertos, a condigdo | J,_, A; € ¢ implica a existéncia de j < n tal que

i<n
Aj; € ¢ (ver também [11]). Assim a presente defini¢do da ménada F;, nao coincide com
a utilizada em [26]. Por exemplo, a nossa moénada Fj ¢é a (restri¢ao a Top, da) monada

F,, de [26].

3.2 Imersoes n-planas

Nesta secgao consideramos e caracterizamos diferentes tipos de imersoes, definindo, para cada

n € Card, a nogao de imersao n-plana.

Observagao 3.7. Recordemos que dado um morfismo f : X — Y em Top, entao a funcao
f~1:O0Y — OX é um morfismo de reticulados locais, portanto possui adjunto direito em
SRet, (f71). : OX — OY, dado por:

(fH.(U)=U{V e OY : f7Y(V)C U}, U € OX.
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Como habitualmente nesta categoria, chamamos imersio a toda a fungdo continua f :

X — Y injectiva e tal que
OX)={f1(V):VeoX)}

Notemos que a condicio anterior significa que a fungao imagem-inversa, f=!: O(Y) — O(X),
é sobrejectiva e, uma vez que X e Y satisfazem o axioma da separagao Ty, assegura que f
é injectiva. Assim, em Top,, f : X — Y & uma imersdo se e s6 se f~! & sobrejectiva, ou

ainda, f é uma imersdo se e s6 se a adjuncdo f~1 - (f 1), é reflectiva ([27], (I1.2.1),[12]), i.e.,
ST (e =idoxy e idopy < (f 7D 7L

Os lemas seguintes decorrem facilmente de [18| (ver [12]). O primeiro dé-nos uma carac-
terizacao das imersoes de Top, em termos de Kan-injectividade.
Seja
Ag={L, T}

o espago de Sierpiniski, quer dizer, o tnico aberto nao trivial de Ay é {T}.

Lema 3.8. Um morfismo g : X — Y de Top, € uma imersao se e sé se Ag € Kan-injectivo
a direita relativamente a g. Nomeadamente, se g € imersdo, entao para qualquer funcdo

xu : X = Ag, com U aberto de X, temos

XU/9 = X(g—1).(U)-

Demonstrag¢ao. Seja g uma imersao. Comecemos por notar que qualquer morfismo de Top,
com codominio Ay é do tipo xy, para algum aberto U de X. Para concluir que para cada
U € OX, Xg-1).) 9 = Xu, tomamos em atengao que, atendendo ao facto de g ser uma
imersao, temos g~! - (¢71). = id, portanto, para cada z € X, g(x) € (¢71)(U) se e s6 se
zeU.

Sejat: U — Ap um morfismo de Topy, tal que t-g < xy. Para mostrar que ¢ < x(;-1), )
basta verificar que a condigao t~1(A) C (x(4-1), (1)) (A) ¢é satisfeita pelo tmico aberto néo

trivial de Ag, A = {T}. Atendendo a que id < (g7 !). - g7}, temos:

tg<xv = g '(¢{TH) S o) {(TH=U
= t({T}H C (g7 H:(U)
= 71 ({TH S (Xgv.0) " UTH.

Reciprocamente, suponhamos que Ay é Kan-injectivo a direita relativamente a g, quer
dizer, para cada aberto U de X existe o morfismo Xy /g, portanto existe um aberto V' de Y

tal que xy/g = xv. Entdo xy - g = xv, ou seja, paracadaz € X, v € g~ }(V) & z € U,

1

portanto g~ é sobrejectiva, logo g é uma imersao. O
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Observagao 3.9. Recordemos que um espago topoldgico A se diz T se para quaisquer pontos
a e b distintos, existe U € OA tal que a é um elemento de U mas b ndo é. E evidente que
todo o espaco T é Tp. A seguir mostramos que se H é uma classe de morfismos de Top, que
contém algum morfismo h : X — Y que ndo é uma aplicacao injectiva, entao os objectos de
KInj(H) sao todos espagos T7.

Antes de mais, notemos que, como é facil de ver, dado A € Top,, A é T} se e sb se, para
todo o a,b € A, a < b = a =b. Seja agora h : X — Y em Top, e z,y € X tais que
h(z) = h(y), com x # y. Sem perda de generalidade, podemos assumir que existe G € OX
tal que y € G e x ¢ G. Seja A € KInj(H). Se em A existirem a e b tais que a < b e a # b,
podemos definir g : X — A por

b, sez¢€ G,
9(z) =
a, sezé¢G,

obtendo uma aplicacio continua visto que, para U € OA, g1 (U) =GsebecUea ¢ U, e
g 1(U) = X, nos outros casos em que U # (). Em particular vamos ter g(z) = a e g(y) = b.
Mas, entao, como h(x) = h(y), nao existe nenhum morfismo g: Y — A tal que g-h = g. Logo

tem de ser a = b.

Para apresentar o préximo lema, ttil para o que se segue, necessitamos de algumas nogoes

que recordamos na observagao seguinte.

Observagao 3.10. (|27] e [25]) Seja R um conjunto parcialmente ordenado. A topologia de
Alexandrov de R é constituida pelos subconjuntos ascendentes de R. A topologia de Scott é
definida em R do seguinte modo: dado U C R, U € OR se U =t U e U é inacessivel por
supremos dirigidos, i.e., todo o subconjunto dirigido S de R que tem supremo em U tem algum
elemento em comum com U. (S é dirigido se todo o seu subconjunto finito tem um majorante
em S.)

Um reticulado completo R é um reticulado continuo se e so se, para cada x € R,

x:\/{/\U:xEUGOR},

onde OR é a topologia de Scott de R.

A topologia de Scott é sempre Tp. Além disso, a ordem num conjunto parcialmente orde-
nado R coincide com a ordem de especializacao induzida pela topologia de Scott de R. Assim,
um reticulado continuo pode ser encarado como um espaco Ty por meio da sua topologia de

Scott.

Lema 3.11. Seja g : X — Y wma imersao em Topy. Seja Z um reticulado continuo com a

topologia de Scott coincidente com a topologia de Alexandrov, portanto, gerada pelos conjuntos
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da forma T z, com z € Z. Se h: X — Z é uma fungdao continua entao h/g:Y — Z pode ser
definido por
(h/9)(y) =V{z € Z:y e (g7 )(h™ (T 2)}. (33)

Demonstragao. Para concluir que h/g - g(x) = h(z), para cada x € X, note-se que

h=H(1 h(x)) = g7 (g™ H)h ™ (1 h(2)),

pois g~ g (97 1)«, j4 que g é uma imersdo. Entdo, como = € h™1 (1 h(x)),

g(z) € (g7 (A7 (1 h(2))).

Além disso, h(x) é o supremo de todos os z para os quais g(z) € (¢71)«(R™(1 2)) , pois

g(z) € (¢7u(h™H (1 2)) = zeg g )(h (1 2))
= zeh(12)
= z < h(x).
Seja agora k : Y — Z um morfismo tal que k- g < h. Para concluir que k& < h/g, basta
verificar que para qualquer y € Y , y € (g7 1)«(h™1(1 k(y))), ou seja, existe algum aberto V/
deY talquey € Veg (V) Ch (1 k(y)).
O aberto V = k~1(1 k(y)) satisfaz esta condicdo, pois € g~*(V) é equivalente a = €
(k-g)~(1 k(y)). Entdo, atendendo a que k - g < h, temos x € h=1(1 k(y)).

Para mostrar que h/g é continua basta verificar que, para qualquer z € Z, se tem:

(h/9)~' (1 2) = (g7 )(h7H(T 2))-
Como (h/g)-g = heid < (g71). - g~%, entdo (h/g) < (91 - A=), Para cada y € Y,
atendendo & formula (3.3), temos a seguinte sequéncia de implicagdes:
ye(g )k (12) = ze{weZ:ye(g (b (tw)}
= 2<(h/9)(y)
= y € (h/g)7 (1 2).

Para provar a inclusdo contraria, sejay € Y e A={w € Z :y € (¢ 1)«(h~1(+ w))}. Vamos

mostrar que VA € A. Antes de mais observemos que A é um subconjunto dirigido, visto que,

sey € (g7 )(hH (T w) e ye (¢7)(h7 (1 v) entdo y € (g7)(h7' (T (w V). Seja
t = VA. Como, por hipdtese, 1 ¢ é um aberto de Scott, entao existe w € A tal que w €1 ¢, ou
seja, t < w. Assim, t = w e, portanto, t € A. Agora, dado z € Z,

ye(h/g) (12 & (h/g)(y) >z
S t>z

& Tt Ct oz



80 CAPITULO 3. KAN-INJECTIVIDADE EM TOP,

Portanto, se y € (h/g)~1(1 2), tem-se (¢71).(R7L(1 1)) C (g7 H)«(h1(1 2)) e, atendendo a
que y € (g7H)u(h™1(1 1)), concluimos que y € (g7 1)«(h~1(1 2)). Portanto, gy (h~1(1 2)) =

(h/g)~(1 2).
O

Definigao 3.12. Seja g : X — Y um morfismo de Top,. Para cada n € Card, com n > 1,
dizemos que g é uma imersdo n-plana se é uma imersao tal que (g~ !), preserva n-unides de

abertos, i.e.,

(o (X0 = g (X)),

i€k ick

para qualquer familia {X;};cr de abertos de X, com k < n.

Notagao 3.13. Para cada a € Card, com n > 1, denotamos por
E,

a classe das imersoes n-planas.

A classe das imersoes ¢é representada por Eg.

Exemplos 3.14. 1. A imersdo g : X — Y ¢ 1-plana se é densa, i.e. se (g7 () =0 eé

2-plana se é plana, i.e., se (gil)* preserva unioes finitas.
2. Para cada n > 3, n € N, as imersoes n-planas, coincidem com as imersoes 2-planas.
3. As imersdes w-planas sdo as imersoes g tais que (g~!), preserva unides numeréveis.

Seja f : Z = {0} — Ap o morfismo de Top, definido por f(0) = L, onde Ay é o espago de

Sierpiiiski, como definido antes do Lema 3.8.

Proposicao 3.15. Um morfismo g de Top, € uma imersio densa se e so se o morfismo f €

Kan-injectivo a direita relativamente a g.

Demonstragao. Seja g : X — Y um morfismo de Top,. Pela Proposicao 3.8 sabemos que g é
uma imersio se e s6 se Ay ¢ Kan-injectivo a direita relativamente a g. E claro que Z também
o0 é. Vamos mostrar que (¢g71).(0) = 0 se e s6 se f é Kan-injectivo & direita relativamente a g,

i.e., se e s0 se é satisfeita a igualdade

f-(h/g)=(f-h)/g.

Por um lado, existem apenas um morfismo h : X — Z e um morfismo A’ : Y — Z nomea-

damente as aplicagoes constantes, portanto b’ = h/g e f-(h/g)(y) = f(0) = L, para todo o



3.2. IMERSOES N-PLANAS 81

y € Y. Por outro lado, como (f - h)/g tem como codominio Ay, sabemos, pelo Lema 3.8, que
(f-h)/9(y) = xv, com

Entao (f-h)/g(y) = L, paratodooy € Y,seesése V = (), ouseja, seesése (¢ 1)« (0) =0. O

Notagao 3.16. Consideremos o espago topologico Ty As = {T, La,b}, com a base para a
topologia formada por {T}, {a, T} e {b, T}.

Seja Ay o espago de Sierpiiski e f : Z = {0} — Ay o morfismo de Top, definido por
f(0) = L. Seja Ay a subcategoria de Top, cujos tinicos morfismos ndo triviais sdo fa e f, com

fo: Ao — Ag a fungao continua definida por:

T, sex# L
fg(x) = , T € AQ.
1, sex=1.

Teorema 3.17. Um morfismo g de Top, ¢ wma imersio plana se e sd se fo e f sdo Kan-

mjectivos a direita relativamente a g, quer dizer, Eg = (AQ)K Inj,

Demonstragao. Pelo Lema 3.8 sabemos que g : X — Y é uma imerséo se e s6 se Ag é Kan-
injectivo a direita relativamente a g. Pela Proposicao 3.15, g é densa, i.e. é 1-plana se e s6 se f
é Kan-injectivo a direita relativamente a g. Como As é um reticulado continuo com a topologia
de Scott coincidente com a topologia de Alexandrov, entdo, pelo Lema3.11, é Kan-injectivo &
direita relativamente a qualquer imersao.

Vamos verificar que fo é Kan-injectivo a direita relativamente a g se e s6 se (g7 !), preserva
unides de pares de abertos.

Primeiro note-se que dada uma imersao g : X — Y, existe uma bijeccdo entre o conjunto
das aplicagoes continuas de X em Ay e o conjunto dos pares (X, Xp) de abertos de X,
dada por: a cada h : X — Ay em Top, corresponde o par de abertos X, = h='({a, T}) e
X, = h=1({b, T}). No sentido inverso, a cada par de abertos (X, X3) corresponde a funcao
continua h, dada por:

T, se ze€ X, NX,
a, se x€ X \(XoNXp)
b, se xe€ Xp\(XoNXp)
1, se z¢ X,UXp.
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Para concluir basta provar que, para cada par de abertos (X4, Xp) de X, se tem:
fa-(Bfg) = (f2-h)/g seesose (g7)x(XaUXp) = (97 ")e(Xa) U(g™")u(Xp).

Aigualdade fo-(h/g) = (f2-h)/g & equivalente a (f2- (h/9))""({T}) = ((f2-h)/9) ' ({T}), ja
que s&o ambas fung¢des de codominio Ag. Por um lado, como Ay e Ag sdo reticulados continuos

com a topologia de Scott coincidente com a topologia de Alexandrov, pelo Lema 3.11, obtemos:

(f2-0)/9) (T = = (g7 ul(f2- )T {TH)
= (g7 {a, THURT({b,T}))
= (97 )(XaUXy).

Por outro lado,

(fo- (/) H{TYH = (W) ' ({a, THU(h/g) " ({b, T})
= (g7 Db {a, TH)U (g (A ({5, T1))
= (97 :(Xa) U (g71)s(Xa)-

O]

Observagao 3.18. Recordemos que um cardinal infinito o é um cardinal regular se nao é
possivel escrever o como uniao de uma familia k-indexada de conjuntos de cardinal [, com
k,l < a. Se considerarmos a mesma defini¢ao para cardinais finitos, entao 2 é também regular

(e 0 mesmo acontece com 0 e 1).

Observacao 3.19. As classes de morfismos Eq e [Eo, a primeira constituida pelas imersoes
densas, a segunda pelas imersdes g tais que (g~!). preserva unides finitas, sdo claramente
distintas. Por exemplo, seja g : X — Y a inclusdo de X = {a,b} em Y = {a,b,c} cujas
topologias tém em ambos os casos como Unicos abertos nao triviais os conjuntos {a} e {b}.

Entao g ¢ uma imersao densa mas

(97 Hx({a.b}) # (97 H)({ah) [Jg™H)({0}).

No lema seguinte mostramos que se tem sempre E,, £ [£,, para n < m, com m regular.

Lema 3.20. Se 1 < n <m, com m um cardinal reqular, entio E,, ; E,, quer dizer, existem

mersoes n-planas que nao sao m-planas.

Demonstragio. O caso 1 < 2 ja foi abordado na Observagao 3.19. A seguir consideramos o
caso 2 < n < m, com m regular.

Para cada [ € Card, consideremos o espago topologico Ty (I, Ol), com

Ol={ke Card: k <1} =1U{i}.
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Sejam n < m < t, com m um cardinal regular, e consideremos a imersao g : m < t em Topy,

dada pela inclusao. Entao, para cada v € Ot e cada k € Om,

1 m sem<v<t
g (v)=
v sev<m

Vamos verificar que g ndo é m-plana, mas é n-plana. Como m é um cardinal regular entao é

um cardinal limite (j& que é infinito), portanto m = |J k, logo
k<m

(g (U ®) =g e(m) =t

k<m

Ut = | k=m,

k<m k<m

Por outro lado,

donde se conclui que g nao é m-plana.
Para concluir que g é n-plana, consideremos uma familia (z;);<, de n abertos de m, i.e.,
para cada ¢ < n, z; < m. Uma vez que m é um cardinal regular e n < m, temos:
Uxi:mseeséseexistej<ntalquexj:m.
i<n

Neste caso

Logo U;<,,(¢7)«(zi) = t, portanto

(g7 (J =) = U g ().

<n <n
Caso contrario, temos x; < m, para cada i < n. Como m é regular, entao Ui<n T, < me
obtemos:
(g () = Jwi = Jg ).
<n <n <n
O

Proposicao 3.21. Para cada n € Card,
KInj(E,)

€ a subcategoria KZ-reflectiva de Top, das dlgebras definidas pela monada F), dos filtros n-

primos e K, € a classe das F),-tmersoes.
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Demonstracao. Atendendo aos Teoremas 2.30 e 2.17 sabemos que a categoria TopOF n das
algebras definida pela ménada KZ F;, em Top,, é KZ-reflectiva e fechada para adjuntos di-

KInj)

reitos co-reflectivos e que Topy’™ = KInj((Topy™) . Além disso, pela Proposigao 2.14

sabemos que (TopOF n)KInj ¢ exactamente a classe de todas as Fj,-imersdes. Mostrando que
estas sdo exactamente as imersdes n-planas concluimos que Top,™ = KInj(E,).
Seja f : X — Y uma imersao n-plana. Em [18], Escardé e Flagg mostraram que, sendo

f: X — Y uma imersao e definindo (Fyf)* : FoY — FyX por

(Fof)"(v) ={U € OX : (f71).(U) € 7},

onde Fj é a monada dos filtros de abertos (ver Observagao 3.4), se obtém (Fyf)* 4 Fof em
Top,. De forma analoga, definindo (F, f)* : F,,Y — F, X por

(Fuf)"(7) = {U € OX : (f71):(U) €},

concluimos imediatamente que (F),f)*(y) é um filtro. Além disso, caso (F,f)* esteja bem
definida, decorre também de [18], tendo em conta que F;, é uma submoénada de Fy, que (F, f)*
é continua (pois ((F,f)*)~H(OU) = O(f1).(U)) e (Fn.f)* "r Fuf.

Resta entao mostrar que (F, f)* esta realmente bem definida, i.e., que (F,, f)*(7) é n-primo,
para todo o filtro v € F,Y.

Para tal consideremos uma familia (A;);ck, com k < n, de abertos de X. Uma vez que f

é n-plana e y é n-primo, temos:

A€ (Fuf)() =

i€k

= (U 4) eq

i€k

= JU (4 ey
ick
= Jjek (f (4 €n

= Jjek A€ (Fnf) ().

Agora suponhamos que f: X — Y é uma F),-imersao, com (F,, f)* 1g F, f. Analogamente ao
que ¢é feito na prova 6.5 de [18] e de 3.53 de [15], definindo (f~1). : OX — OY por

(f e =ny' - (F )0,

é facil verificar que f=! Hg (f~1)«, portanto f ¢ uma imersao.
Falta mostrar que (f~!), preserva reunides de familias de abertos indexadas por k, com

k <n.
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Para reunioes vazias, tem-se

(f71)4(0) = iy (Ff))7H(D0) = ny ' (Faf))TH(0) = 0,

onde a segunda igualdade decorre do facto de os filtros de F,, X serem proéprios.

Falta mostrar que

A = U4

i€k ick
para qualquer familia (A;);cr de abertos de X. Isto é uma consequéncia de n;l ((Fpf)*) L ser
um morfismo de reticulados locais e do facto de se ter a igualdade (U, cj, 4i) = U;er(OA:);

com efeito, uma vez que F,, X é formado pelos filtros n-primos de X,

pcOJA) e |JaicoeTjck:AjepeTjck:¢9c 04« ¢c| JOA,
i€k i€k i€k

3.3 Uma cadeia de subcategorias KZ-reflectivas de Sob

A categoria Top, contém uma cadeia infinita de subcategorias plenas reflectivas, como foi
provado em [40]. Aqui, usando os resultados da ultima sec¢ao, vamos concluir que a categoria
Top, também contém uma cadeia infinita de subcategorias KZ-reflectivas.

Seja Sob a subcategoria plena de Top, cujos objectos sao os espacos topoldgicos sobrios,
i.e., os objectos X de Top tais que todo o fechado irredutivel nao vazio de X ¢é o fecho de um
tnico ponto. Ou, de modo equivalente (ver [27] ou [37]), sdo os espagos X onde todo o filtro

completamente primo é o filtro das vizinhancas de um tnico elemento z € X.

Recorde-se que um filtro ¢ é completamente primo se, dada qualquer familia (U;);c; de
abertos de ¢, a condigao | J;c; Ui € ¢ implica a existéncia de pelo menos um indice j € I tal

que U; € ¢.

Definigao 3.22. Designamos por imersdes completamente planas as imersoes g tais que (g~ 1),

preserva unioes quaisquer de abertos. Denotamos a classe destas imersoes por Eg.

Observagao 3.23. Em [18| Escardo e Flagg mostraram que os filtros completamente primos
definem uma monada KZ em Top,. De facto, é facil verificar que as condigoes (a) e (b) enun-
ciadas no ponto 2 da Observacao 3.4 sao também satisfeitas se, para X € Top, considerarmos
a familia

X

dos seus filtros completamente primos.
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Observaram ainda que as Fp-imersoes sao as imersoes completamente planas, os espagos
sobrios sao os suportes das Fp-dlgebras e a unidade da moénada Fp é, para cada X € Topy,
a conhecida reflexdo de X na subcategoria plena Sob, que é trivialmente do tipo KZ. Como

consequéncia, atendendo ao Teorema 2.17 e & Proposicao 2.32, temos entao que
KInj(E;) = Sob.

Teorema 3.24. Para cada n € Card, KInj(E,) é uma subcategoria KZ-reflectiva de Topy.

Estas subcategorias formam uma cadeia crescente cuja unido € a subcategoria Sob.

Demonstracio. E claro que, para cada n € Card, toda a imersdo completamente plana é
n-plana, i.e., Ep C [E,. Atendendo a Proposicao 1.44 e a Observacao 3.23 obtemos, para
cada n € Card, KInj(E,) C KInj(Ep) = Sob. Para concluir que também Sob esta contida
na uniao das subcategorias que constituem a cadeia, observemos que para cada X € Sob e
para cada n € Card, Fp X C F,X. Vamos verificar que para n > card(OX) também se tem
F,X C FpX. Para tal, consideremos uma familia qualquer (X} )xer de abertos de X. Uma vez
que card(OX) < n, eliminando eventuais repetigdes encontramos uma subfamilia da familia
inicial com, no maximo, n elementos, digamos, (Z;)<n, onde, para cada j < n, Z; = X}, para

algum k € I. Entao Upc; Xx = U;.,, Zj, logo se ¢ é um filtro n-primo de X temos:

j<n
UXiee=JZcp=Ti<nZcp=3kecl Xsco
kel j<n

Assim ¢ é completamente primo, donde concluimos que F, X = Fp X.

Como X € Sob, a reflexao de X em Sob é um isomorfismo, tendo-se X = Fp X = F,, X.
Logo X € KInj(E,), atendendo & Proposi¢ao 3.21. Mais do que isso, a reflexdo de X em Sob
coincide com a reflexdo de X em KInj(E,).

De modo a concluir que a inclusao também se verifica para morfismos, consideremos uma
fungao continua entre espagos sobrios, h : A — B. Seja n = max{card(QOA),card(OB)}.
Como acabamos de ver A, B € KInj(E,), tendo-se que as reflexdes de A e de B em Sob sao
isomorfismos e coincidem com as reflexdes de A e B em KInj(E,). Entao f = n;l -Fof- 77)_(1

e, como KInj(E,) é fechada para isomorfismos, contém o morfismo f. O

Observagao 3.25. Uma vez que Sob é plena em Top,, atendendo a Proposigao 2.25, sabemos
que as subcategorias encontradas sao também KZ-reflectivas em Sob.

De facto, para cada n € Card, as subcategorias KInj(E,) sao KZ-reflectivas em Sob,
através da restrigdo Fy,|sob, de F), & subcategoria plena dos espagos sobrios. Além disso, as

imersoes n-planas em Sob sdo as imersoes n-planas entre espagos sobrios.

Observagao 3.26. Atendendo a que Sob é uma subcategoria KZ-monadica de Top sabemos

que K1 anopo(SobKI”jT@O) = Sob. Vamos verificar que o involucro Kan-injectivo de Sob
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em Sob também é Sob. Como Sob é plena em Top, sabemos que
Sob//miseb = Sob/ MMiTera (1) Mor(Sob).
Entdo Sobseb C SobXMiTers | 1ogo
Sob = K Injroep, (Sob"iTero) C K Injrep, (Sob’ "seb).

Atendendo a que K1 anopO(SobK Injsob) ¢ a subcategoria dos objectos e morfismos de Top,
Kan-injectivos & direita em Top, relativamente aos morfismos da classe Sob1Mseb  temos

KInjson(Sob 1"seb) = K Injrop, (Sob®!Miseb) M Sob. Entao
KInjrop,(Sob™™ero) (Y Sob C K Injrop, (Sob™"iseb) (7] Sob.

Portanto concluimos que Sob C K Injgep(Sobmiseb) A inclusio reciproca verifica-se trivi-

almente.

Observagao 3.27. No final do Capitulo 4, mais precisamente no Corolario 4.26, iremos es-
tender a caracterizagao das imersoes n-planas feitas na Proposicao 3.15 e no Teorema 3.17

apenas para n = 1,2, a todo o cardinal n. Veremos que, para cada n, a classe das imersoes

KInj
n

n-planas é da forma A , para uma subcategoria finita A,, de Topy.






Capitulo 4
Kan-projectividade em RetLoc

Usando os conceitos de Kan-projectividade & direita e de KZ-co-reflectividade, duais dos con-
ceitos de Kan-injectividade a direita e KZ-reflectividade definidos nos capitulos 1 e 2, va-
mos construir uma cadeia indexada por Card de subcategorias KZ-co-reflectivas da categoria
RetLoc dos reticulados locais e dos morfismos de reticulados locais caracterizadas em termos
de uma generalizagao da relagao binédria "<", usualmente utilizada no contexto dos reticula-
dos continuos. Além disso, caracterizamos véarios tipos de sobrejecgoes de RetLoc em termos

de Kan-projectividade a direita.

Neste capitulo, consideramos todas as subcategorias de CPO enriquecidas em CPO com

a ordem ponto-a-ponto.

4.1 Kan-projectividade e KZ-co-reflectividade

Nesta secgao enunciamos os conceitos e resultados duais dos estudados nos dois capitulos

iniciais necessarios para as secgoes seguintes.

Seja X uma categoria enriquecida em CPO. A categoria dual, X°P, é também enriquecida

em CPO, com a ordem dada por: dados f° e g em X°P,
fP<g® e f<y,

onde f°P e g°P representam os morfismos duais de f e de g, respectivamente.

Deste modo obtemos as seguintes definigoes.

Definigoes 4.1. Seja X uma categoria enriquecida em CPO e h : X — Y um morfismo de
X.

1. Dizemos que um objecto A é Kan-projectivo & direita relativamente a h se para cada

89
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morfismo g: A — Y, existe ¢ : A — X com h- ¢ = g, isto &, o diagrama

é comutativo, e tal que, para cada morfismo ¢t : A — X, é satisfeita a condigao:

h-t<g=t<g. (4.1)

Representamos ¢’ por 1.

2. Dizemos que um morfismo f : A — B é Kan-projectivo a direita relativamente a h se A
e B sao Kan-projectivos a direita relativamente a h e, para cada g : B — Y, se tem

_9-f

1=

g
7. (4.2)

Ou seja, é comutativo o seguinte diagrama:

X h Y

h

B
s
@

A B
f
Notagao 4.2. 1. Se A é uma subcategoria de X representamos por
AKProj

a classe dos morfismos de X relativamente aos quais todos os objectos e morfismos de A

sao Kan-projectivos a direita .

2. Para cada classe M de morfismos de X representamos por
K Proj(M)

a subcategoria de X formada pelos objectos e morfismos que sao Kan-projectivos a
direita relativamente a cada morfismo de M; designamos este tipo de subcategorias por

subcategorias Kan-projectivas.

Exemplo 4.3. E facil concluir que o reticulado local

D=[ o

)
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é Kan-projectivo a direita relativamente a qualquer morfismo h : X — Y de RetLoc: para

cada g: D =Y, { é o tinico morfismo de RetLoc definido de D para X. Portanto
Mor(RetLoc) = DX

onde D ¢é a subcategoria cujo tnico morfismo é idp. (Na verdade, isto ¢ um caso particular

da propriedade dual de 1.7.)

Exemplo 4.4. Consideremos a subcategoria P de CPO cujo tinico morfismo é o morfismo

identidade de P = {p}. Entao tem-se:
1. PEProj ¢ a classe de todos as sobrejeccoes g : X — Y de CPO que satisfazem a seguinte
propriedade:

(*) Para cada y € Y, o conjunto g~*(} y) tem um maximo, i.e., g~ *( y) tem um

supremo em X e esse supremo pertence a g~ (] y).

De modo a provar o enunciado, comecemos por considerar um sobrejeccao g : X — Y

de CPO que satisfaga a condigao (*). Seja f: P — Y com f(p) = y. Definimos

§Oﬂ==nwxg‘%¢y)

que, por hipétese, existe. Seja esse maximo xg. Entao, como zg € g_l(i y), tem-se

g(zp) < y. Por hipotese, existe algum z € X tal que g(z) = y. Mas entao z < x, donde
y = g(2) < g(xo)-

Portanto g - g(p) = g(zo) = v.

Além disso, se h: P — X é tal que g- h < f tem-se
g-h(p) < f(p) =v,

logo h(p) € g~ (] y) e, portanto,

Reciprocamente, suponhamos que g : X — Y é um morfismo de CPO tal que P ¢ Kan-
projectivo & direita relativamente a g. Claro que g é sobrejectiva pois para y € Y\ g[X]
e f: P—Y dada por f(p) =y, ndo é possivel encontrar f': P — X tal que g- f' = f.

Para mostrar que a condigao (*) é satisfeita sejay € Y e f: P — Y tal que f(p) = y.

Por hipétese existe £ Seja xo = g(p). Vamos mostrar que zo = maxg~'(| y). Antes

;-
de mais, é 6bvio que xg € g7 1({ y) ja que se tem

g(zo) =g~
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Seja agora z € g~ !({ y). Queremos mostrar que z < zg. Consideremos h : P — X tal
que h(p) = z. Entao g - h(p) = g(z) <y. Ou seja ainda, g-h < g - 5. Por defini¢ao de
5, tem-se h < %7 ou seja, z = h(p) < g(p) = x0.

2. K Proj(PkFro) = CPO.

Para o provar basta verificar que CPO C K Proj(H) onde H = PXFri | Para tal, seja
g : X = Y um morfismo de H, isto é, g é uma sobrejecgao satisfazendo (*),e f: Z =Y

um morfismo em CPO. Definimos

() = maxg 1 1)),

Trata-se de uma funcao monoétona, ji que temos

f(z1) < f(22)
97 (L f(21)) S g7 f(22))
I;laxg_l(i f(z1)) <maxg~'({ f(22))

/
5(21) < 5(22)-

21 < 29

A

E facil ver que os morfismos de CPO sao Kan-projectivos & direita relativamente aos

morfismos de H: dados h : W — Z ew € W,

(g ~h)(w) = max(g™' (L f(A(w)))) = max(g~'( (f - h)(w)))

Ik,
= g()-

De seguida enunciamos os duais das nog¢oes de KZ-reflectividade e de ménada KZ. Na

primeira fazemos uso do Corolario 2.6.

Definigoes 4.5. 1. Uma subcategoria A de X diz-se KZ-co-reflectiva em X se for co-
reflectiva com o respectivo functor co-reflector G : X — A localmente monotono e tal

que a co-unidade ¢ satisfaz as seguintes condigoes:

(a) AC KProj({ex : X € X})
(b) % = g, para cada morfismo g: A — GX de A.

2. Dizemos que a comoénada (H,e,0) em X é uma comdnada KZ se e s6 se H é um functor

localmente monétono tal que, para cada X € X,
egx < Hex,

ou, de modo equivalente, Hex g dx. Denotamos a categoria das H-co-algebras por

Hy,

Para o conceito dual de H-imersao usamos o termo "H-quociente":
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Definigao 4.6. Se H : X — A é um functor localmente monétono entre categorias enrique-
cidas em CPO, um morfismo f de X diz-se um H-quociente se H f possui adjunto direito

reflectivo em A, quer dizer, existe um morfismo (H f), € A tal que
Hf g (HS)..

No teorema seguinte enunciamos alguns resultados que iremos utilizar, obtidos por duali-

zacao de proposicoes e teoremas obtidos nos capitulos 1 e 2.
Teorema 4.7. Seja X uma categoria enriquecida em CPO.

1. Toda a subcategoria A de X KZ-co-reflectiva e fechada para adjuntos esquerdos co-
reflectivos coincide, a menos de isomorfismo de categorias, com a categoria de co-dlgebras

determinada por uma coménada KZ em X. Além disso,

K Proj(ART9) = A.

2. Dada uma comonada KZ em X tendo como endofunctor H : X — X a subcategoria
das H-co-dlgebras coincide, a menos de isomorfismo de categorias, com a subcategoria

KProj(Q), onde Q representa a classe dos H-quocientes. i.e.,
Ay ~ KProj(Q).

Além disso, os H-quocientes sao precisamente a maior classe de morfismos relativamente

a qual as H-co-dlgebras e os morfismos de H-co-dlgebras sao Kan-projectivos a direita.

4.2 Kan-projectividade em RetLoc

Nesta e na préxima seccao vamos trabalhar na categoria dos reticulados locais, RetLoc,

enriquecida em CPO com a ordem ponto-a-ponto.

Observagao 4.8. Qualquer morfismo h : X — Y de RetLoc preserva supremos arbitrarios,

portanto possui adjunto direito h, em SRet; dado por:

he(y) = \/{z € X : h(z) < y}. (4.3)

E facil concluir que h é sobrejectivo se e s6 se esta adjuncao é reflectiva. Com efeito, sendo h
sobrejectivo, dado y € Y existe z € X tal que y = h(x), logo y = h(z) < (h- (hs - h))(z) =
(h-hi)(y) <y, portanto (- hy)(y) = y.

Exemplo 4.9. Em RetLoc toda a cadeia finita é Kan-projectiva a direita relativamente a

sobrejeccoes.
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Com efeito, seja A a cadeia finita 0 < a1 < a2 < - < ap, < lesejah: X — Y uma
sobrejecgdo de RetLoc. Seja g : A — Y um morfismo de RetLoc. Vamos mostrar que

§: A — X existe, sendo definido por:

L) =Vh ' (L g(@) ie, F(a)=(h-g)(a), se a0, (4.4)
2(0) = 0x

E facil ver que, desta forma, { é uma fungao monoétona, dado que:

a<d = ]gla)Clgld)
= VA g(a)) < VATI(} g(a)).
Como A é uma cadeia finita, concluimos que { preserva todos os infimos e supremos nao

vazios; por definicao preserva também os vazios. Logo trata-se de um morfismo de RetLoc.
Além disso, h(£(0)) = h(0x) = Oy = g(0) e, para a # 0,

h($(a)) = h-he - g(a) = g(a),

SRS

atendendo ao facto de h - hy = idy, uma vez que, por hipétese, h é uma sobrejecgao.
Seja agora t : A — X um morfismo de RetLoc tal que h -t < g. Entao, para cada
S {17 27 s 7n}7 h(t(az)) < g(ai)a ou Sejav t(al) € h_l(\L g(az))7 e, portanto,

ta;) < VA~ (L g(a:) = 2 (a).
Logo, t < .

A proposigao seguinte da uma caracterizacdo das sobrejeccoes de RetLoc, a custa do

reticulado

Di=[ o

g

0

Proposigao 4.10. Os morfismos sobrejectivos de RetLoc sdo exactamente os morfismos h

relativamente aos quais D1 € Kan-projectivo a direita.

Demonstracao. Seja h : X — Y uma sobrejeccao de RetLoc. Como D; é uma cadeia finita

entao, atendendo ao Exemplo 4.9, D; é Kan-projectivo a direita relativamente a h.
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Reciprocamente, se D; é Kan-projectivo & direita relativamente ao morfismo h : X — Y
de RetLoc, considerando para cada y € Y o morfismo g, : D1 — Y em RetLoc tal que
gy(d) =y, existe o morfismo % e tem-se h - % (d) = g,(d) = y, ou seja, existe xo := 9-(d) tal

que h(xg) =y. O

De forma anéloga & proposigao que acabamos de provar, em seguida caracterizaremos varios

tipos de sobrejeccoes de RetLoc. Para tal necessitamos das seguintes nogoes.

Definigoes 4.11. Consideremos um morfismo h : X — Y de RetLoc. Dizemos que h é um
quociente se h é uma sobrejeccao, ou seja, se h g hs, com h, € SRet;. Dizemos que um

quociente é um quociente denso se hy(0y) = 0x. A condic@o h.(0y) = Ox significa que
V{z € X : h(z) = 0y} = 0x,

ou seja, que o unico elemento de X que tem imagem Oy através de h é o elemento Ox. Um
quociente plano é um quociente h tal que h, preserva supremos de familias finitas (incluindo

as vazias).

Sejam D e D; os reticulados definidos no Exemplo 4.3 e antes da Proposicao 4.10. Deno-
tamos por

f:Dy— D

o morfismo definido por f(1) =1e f(d) = f(0) =0.

Proposigao 4.12. Os quocientes densos de RetLoc sdo exactamente os morfismos h relati-

vamente aos quais o morfismo f € Kan-projectivo a direita.

Demonstrag¢ao. Seja h: X — Y um quociente denso. Pelo Exemplo 4.9 sabemos que D e D,
sao Kan-projectivos a direita relativamente a h.
De modo a concluir que f é Kan-projectivo & direita relativamente a h, vamos verificar

que, para cada morfismo g : D — Y de RetLoc e para cada a € Dy, é valida a igualdade

2Ly = i, (1.5
Esta igualdade é trivialmente satisfeita para a # d. Para a = d, usando a formula (4.4) obtida
no Exemplo 4.9 e o facto de h ser denso, temos

9-f

=(d) = ha- (- H)(d) = hag(0) = ha(0y) = 0x = £ (0y) = (G)(d).

h h

Reciprocamente, suponhamos que f é Kan-projectivo & direita relativamente a h. Entao
D1 é Kan-projectivo a direita relativamente a h, portanto a adjuncao h - h, é reflectiva,

i.e., h é uma sobrejecgao. Para concluir que h,(0y) = Ox basta atender & hipotese de f ser
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Kan-projectivo a direita relativamente a h e de, portanto, ser valida, para cada a € D1, a
igualdade (4.5): de facto, como D e D; sao cadeias finitas, atendendo a formula (4.4) para

a = d, obtemos

9-f g g
he(Oy) = e (g (@) = S (@) = () () = L(0y) = 0x.
O
Observagao 4.13. 1. Dualizando o ponto 2 da Proposigao 1.20 e o Corolario 1.22, obtemos

o seguinte: RetLocX?77 ¢ a classe de todas as sobrejeccoes h : X — Y tais que

h. € RetLoc, tendo-se, neste caso, para cada morfismo g : Z — Y, a igualdade

=hy-g. (4.6)

2. Além disso, dada uma sobrejeccdo h : X — Y e um morfismo g : Z — Y em RetLoc,
se a composi¢ao h, - g pertencer a RetLoc entdo { existe e define-se pela formula (4.6).
Com efeito, por um lado temos h - { = h - hy - g = g, atendendo a que, por hipotese,

h - hy =idx. Por outro lado, para cada t € RetLoc, uma vez que tdy < h, - h, temos

h-t<g = hy-h-t<hs-g

= t<hi-g
g
= t< =,
—h

Definicao 4.14. Para cadan € Card, com n > 1, dizemos que um quociente h é um quociente
n-plano se h, preserva supremos de familias de cardinalidade menor ou igual a n. Os quocientes
designam-se por quocientes 0-planos. Representamos a classe de todos os quocientes n-planos

por

Qn.
Observagoes 4.15. 1. E claro que, dados m,n € Card, se m < n entdo Q,, C Q,,.

2. Os quocientes 1-planos sao os densos e os quocientes 2-planos sao os quocientes h tais
que h, preserva supremos de conjuntos finitos (incluindo o vazio). Deste modo, para

cada n € N com n > 2, as classes Q,, coincidem com a classe Q.

3. Sejam Dy a subcategoria cujo tnico objecto é Dy (ver antes da Proposi¢ao 4.12) e cujo
tnico morfismo ¢ idp, e D; a subcategoria cujo Gnico morfismo nao trivial é f : D1 — D
(ver antes da Proposi¢ao 4.12 e Exemplo 4.3). Nas proposi¢oes 4.10 e 4.12 mostramos

que

K Proj K Proj
@OZDO Toj Q1=D1 roj.
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Notagao 4.16. Recordemos a construcao do reticulado local livre gerado por um conjunto
nao vazio X:

Definimos o inf-semi-reticulado SX € SRet, constituido por todos os subconjuntos finitos
de X, com a relacao de ordem parcial dada por A < Bsees6ése B C A, com A,B € SX.
Assim, ANB=AUBelgx =0.

Interessa realgar que quando X ¢é finito entdao SX ¢ finito e quando card(X) é infinito
card(SX) = card(X).

O reticulado local livre gerado por X é o reticulado local DS X, formado pelos subconjuntos
descendentes de S X, com a relacao de ordem parcial dada pela inclusao, quer dizer, é a imagem
de SX pelo functor reflector D : SRet; — RetLoc, ja referido no Exemplo 2.11.

Notemos que, para cada = € X, | {x} denota o conjunto {A € SX : x € A} que pertence
a DSX. Entao em DSX temos \/,cx | {z} = U,ex I {2} = {4 € SX : A # 0}, portanto
Vaeex + {z} = SX\{lsx} é coberto por 1psx = SX.

Seja n um cardinal considerado apenas como um conjunto. A seguir, o reticulado local

livre gerado por n, DSn, serd denotado por D,,.
Assim, Dy = {0,1}, com 0 < 1. Para n = 1 obtemos a cadeia D; = {0,d,1}, com

0 < d < 1, ja usada nas Proposigoes 4.10 e 4.12. No caso n = 2 obtemos o reticulado local

Dy = o

S\
N4

®)

A seguir f: D1y — Dy é o morfismo definido por f(1) =1 e f(d) = f(0) = 0, ja referido no
Exemplo 4.3 e antes da Proposicao 4.12, e f,, : Dy — D,, o morfismo definido por f,(0) =0,
fa(l)y=1e

fuld) =\ 4 {k}.

ken
Observagao 4.17. Seja O : Top, — RetLoc o functor que a cada espago topolégico faz
corresponder o reticulado local dos seus abertos. Sabemos que ele estabelece uma equivaléncia
de categorias entre Sob e a categoria RetEsp dos reticulados espaciais. E claro que o reti-
culado local D3y, como definido na Notagao 4.16, é, a menos de isomorfismo, a imagem de Ag

por O, onde Ay € o espaco topolédgico definido na Notagao 3.16.
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Teorema 4.18. Para cada n > 1, com n € Card, os quocientes n-planos sdo exactamente
os morfismos h € RetLoc tais que f : D1 — Do e fn, : D1 — D, sdo Kan-projectivos a
direita relativamente a h, quer dizer, Q, = DX onde D,, é a subcategoria de RetLoc

cujos unicos morfismos nao triviais sao f e fy

Observagao. Consideremos um semi-reticulado R € SRet; e o reticulado local dos des-
cendentes de R, (DR,C). Sabemos que, dado W C R, W € DR se e s6 se W =] W e
que

IW=U{lw:weW}=Vv{{lw:we W}

onde | w C R é definido por | w = {r € R:r < w}. Consideremos o conjunto
R={lr:reR} (4.7)

Dado W € DR, como W =] W, entao w € W se e s6 se | w C W, pelo que concluimos que
W=lW=U{lw:weW}=U{J w:lwC W} ou seja, no reticulado local DR, cada
W € DR satisfaz a igualdade

W=\/{AecR: A<W}. (4.8)

Demonstracdo. Seja h : Z — Y um quociente n-plano. Entdo h é um quociente denso,
portanto f é Kan-projectivo a direita relativamente a h. Para concluir que D,, é Kan-projectivo
a direita relativamente a h, vamos mostrar que se g : D,, — Y pertence a RetLoc entao h, - g

também; daqui concluiremos, atendendo & segunda parte da Observacao 4.13, que

g
I _h, g 4.9
5 g (4.9)

Sabemos que h,-g € SRet; e que, por h ser densa, preserva o primeiro elemento. Pela hipotese
sabemos também que h, - g preserva supremos de subconjuntos de D,, de cardinalidade inferior
ou igual a n. Pretendemos agora assegurar que o mesmo acontece para supremos nao vazios
quaisquer, ou seja, dado um conjunto {W; : t € T} C D,,, tem-se sempre
he - g(\) W) = \/ - g(W3).
teT teT

Consideremos o subconjunto de D,, dado por
Sn={]s:s€Sn},

definido a partir de Sn de acordo com a formula (4.7). Pela formula (4.8) sabemos que
W, = \{A € Sn: A< W}, para cada t € T. Entdo temos:

he-g(\/ W) = he-g(\/ (\/{A € Sn: A< Wi}))

teT teT
= h, -g(\/{A € Sn: A< W, para algum t € T}).
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Notemos que a cardinalidade de Sn é finita se n o for e igual a n se n for infinito. Entdo,
por hipétese, h, preserva supremos de g[M], para todo o M C Sn. Além disso, g € RetLoc,

portanto temos:

(ha g)(\/ Wy = h*(\/{g(A) A€ Sne AW, paraalgumt € T})
teT

\/{h* +g(A): A€ Sne A< W, para algum t € T'}
= V(U{he - g(4): A€Sne A< W)

teT

= \/(\/{h*-g(A):AE%eASWt})

teT

= \/(h-g)(\/{A€Sn: A<W;})

teT

— /(b )W),

teT
De modo a verificar que f,, é Kan-projectivo & direita relativamente a h, basta agora ter em

conta a igualdade (4.9) e usar a formula (4.4) do Exemplo 4.9 aplicada a g - f,,; em particular,

g o, N 9
T(d) =hs-g- fnld) = (E) < fn(d).

Reciprocamente, suponhamos que f e f, sao Kan-projectivos & direita relativamente ao
morfismo de RetLoc h : Z — Y. Entao h é um quociente denso, restando mostrar que h,
preserva supremos de subconjuntos nao vazios de Y, com cardinalidade menor ou igual a n.
Para tal, seja {yx }xen um conjunto de elementos de Y e consideremos a fungao p: n — Y que
a cada k € n faz corresponder yg. Seja n, : n — UD,, o morfismo universal correspondente a
D,, na reflexdo de SRet; em RetLoc, onde U : RetLoc — Conj é o functor de esquecimento
([27] e [33]-pg 53). Entao sabemos que existe um tnico morfismo g : D,, — Y em RetLoc tal
que p =Ug - n,. Notemos que daqui resulta que

g-m(k) =gl {k}) = p(k) = yi.

Como f,, é Kan-projectivo a direita relativamente a h, entao existem em RetLoc os morfismos

h e Ln f n satisfazendo a igualdade /= f no—= % - fn. Em particular, para o elemento d de D1, temos

(d) =2 fu(d). (4.10)

h

Por um lado temos, atendendo a formula (4.4) do Exemplo 4.9:

9 In(a)y = he (@) = he -9\ LD = ha(\ 0L () = ha(\/ o). (4.11)

h
ken ken ken

Por outro lado, uma vez que % € RetLoc, temos

L) = T\ k) =\ T kD). (4.12)

ken ken
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Além disso, por definigao de £, temos h - § = g, logo hy - h- ¥ = h, - g. Como idx < h, - h,
concluimos que { < h, - g, portanto (| {k:}) < hy - g( {k}) = hs«(yr). Donde se conclui que

V 204k <\ e,

ken ken

Entao, atendendo a (4.10), (4.11) e (4.12), temos hx(Vjcp, Uk) < Vien P (Uk)-

A desigualdade reciproca é, por definicdo de supremo, sempre valida. O

Observagao 4.19. Na demonstragao do dltimo teorema vimos que, em particular, os reticu-
lados D,, sao Kan-projectivos & direita relativamente a quocientes n-planos. Mais do que isso,
é facil verificar que os reticulados D,, sao Kan-projectivos & direita relativamente a todos os
quocientes. Com efeito, seja D : SRet; — RetLoc a KZ-reflexao de SRet; na sua subca-
tegoria RetLoc, descrita no Exemplo 2.11. Dado um quociente h : X — Y e um morfismo
g:D,—Y, 0 morﬁsmo é definido por E =g,onde g: D, = DS, — X é o tnico morfismo

de RetLoc que satisfaz h* -g-ns, = g-1s,, com ng, o morfismo universal de S,, em RetLoc.

4.3 As subcategorias RetLoc — <, de RetLoc

Nesta secgao vamos ver que os quocientes n-planos sao os H,-quocientes de uma coménada
KZ H,, : RetLoc — RetLoc. Para isso, vamos usar alguns resultados de [6] descritos na
primeira parte da préoxima observacao.

Antes de mais consideremos a conhecida reflexdo de RetLoc em SRet; (2.3.2 de [33])
definida pelo functor de todos os descendentes, DS ={U C S : U =] U}, S € SRet;, com a
reflexdo de cada S € SRety, dg : S — DS ={U C S :U =] U} dada por dg(s) =] s, para
cada s € S.

Recordamos que DS é um reticulado local com a ordem parcial dada pela inclusdo, os
infimos dados pelas intersecgbes e os supremos pelas reunides. Além disso, DS coincide com

o seu menor subreticulado local que contém dg[S].
Observagao 4.20. 1. Em [6] Banaschewski considerou subcategorias K da categoria SRet;
obtidas por meio da seguinte construgao:
Seja
(SA) scobj(SRety)

uma familia onde, para cada objecto A, SA é um subconjunto das partes de A, obede-

cendo as seguintes condigoes:

(a) {aAt:te S} eSA, paracadaa € Aecada S € SA.
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(b) para cada morfismo f: A — B de SRet; e cada S € SA, f[S] € SB.

A categoria K associada é ent@o constituida pelos objectos A de SRet; tais que, para
cada S € SA, \/ S existe e aN(VS)=V{aAt:te S} epelos morfismos f: A — B
de SRet; tais que f(\/S) =V f[S], S € SA.

Para uma subcategoria K obtida desse modo, Banaschewski provou que RetLoc é re-

flectiva em K sendo a reflexdo de cada objecto A de K, ng : A — RA, dada por

RA={U€DA:(SCUe SeSA)=\/ScU}

na(a) =l a, para cada a € A.

Para cada f : A — L em K, com L € RetLoc, o tinico morfismo f : RA — L tal que
f-na = fédadopor f(U) =\ f[U] e, em cada L € RetLoc, a co-unidade ¢f, : RL — L
define-se por e, (U) = VU, U € RL.

A reflectividade de RetLoc em K determina uma relagdo binaria em cada reticulado

local L definida por
x<aseesose (a<er(U)= nr(x) CU, paratodoo U € RL).

Banaschewski concluiu também que a coménada induzida em RetLoc pela reflexao de
RetLoc em K é do tipo KZ, mostrando que as co-algebras da comdnada coincidem com

os reticulados locais L que satisfazem as condigoes:

(i) Paracadaa e L,a=\/,,x

x<da 7

(ii) Dados, z,a,b € L, se x<a e x<4bentdo x<taAbe 1 <1p.

2. Para cada n € Card, consideremos a familia

(SnA)AESRetl

onde

SpA={P C A:card(P)<n}, paran >1

SoA = 0.

E facil ver que S, satisfaz as condicdes descritas em 1 para S. Com efeito, para P C A
com card(P) <me f:A— B éclaro que ambos os conjuntos {a At :t € P} e f[P]

tém cardinalidade nao superior a n.
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A ultima observacao permite considerar a notacgao seguinte.

Notagao 4.21. 1. Para cada n € Card, seja IC,, a subcategoria de SRet; obtida por meio
da familia (SpA) AcSRet, , como descrito na Observagao 4.20. Sendo I, : RetLoc — K,

o functor inclusao de RetLoc em K, denotamos por
H, : RetLoc — RetLoc

o functor composi¢ao do functor reflector de I, em RetLoc com I,,.

Da observagao anterior conclui-se facilmente que para cada L € RetLoc,
H,L={UeDL:(SCUe Se8,L)=\/SeU}

Além disso, para cada morfismo f : L. - M de RetLoc, usando as notagoes da Observa-
¢a0 4.20, temos H, f = R, f =nar - f. Como, paraU € H, M, nar - f(U) =\ (nar- f)[U],

obtemos entao que

Hof(U) = \/{} f(u) :ue U}.

2. De modo a obter uma caracterizagao de cada uma das subcategorias K Proj(Q,,) consi-
deremos, para cada n € Card e para cada L € RetLoc, a relagdo binéria definida em L
por:

x<d,a< (YU € HyLya <VU =z €U),
provavelmente usada pela primeira vez por Raney em [35], no caso em que n = 0.

Vamos designar por RetLoc-<1,, a subcategoria de RetLoc cujos objectos sao os reti-

culados locais L que satisfazem as condigoes:

(i) Paracadaa € L, a =/ x

r<lpa

(ii) Dados z,a,b € L, se © <, a e x <, bentdo z <, aAb, e 1p <, 1,

e cujos morfismos sdo os morfismos de reticulados locais que preservam a relagao "<,".

Observagao 4.22. Em [6] Banaschewski fala de quocientes K-planos, onde K pode ser uma
categoria do tipo descrito na Observagao 4.20. Um quociente KC-plano é simplesmente um
quociente h tal que hy, € K. Assim, os quocientes n-planos sdo precisamente os quocientes
Kr-planos.

De notar que em [6], Banaschewski estava interessado em caracterizar os reticulados pro-
jectivos relativamente a quocientes K-planos, dai o seu interesse na caracterizacao dos objectos

da categoria das co-algebras da coménada induzida em RetLoc pela reflexao de RetLoc em

K.
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No teorema a seguir caracterizamos também os morfismos da categoria das co-algebras
para K = K,,. Esta caracterizacao facilmente se estende a categorias K do tipo descrito na
Observagao 4.20.

Teorema 4.23. Para cada n € Card, H, : RetLoc — RetLoc € o functor de uma comd-
nada KZ cuja categoria das co-dlgebras é RetLoc — <,. Além disso os H,-quocientes sao os

quocientes n-planos e, portanto,
RetLoc — <, = KProj(Q,).

Demonstra¢ao. Atendendo a Observagao 4.20 ja sabemos que H,, = (H,, ¢, ) é uma coménada
em RetLoc, com ¢y, : H,L — L e 6 : H,L — H%L definidos por, para cada U € H,L:

en(U)=\/U

5L(U) = HnnL(U)
= Vb :uev}
= Vil (uw:ueU}

Vamos verificar que os H,-quocientes sdo os quocientes n-planos.

Seja f : A — B um quociente n-plano, i.e., como aplicacdo f é sobrejectiva e o adjunto
direito de f em SRetq, f., pertence a IC,. Como visto na Observagao 4.8 a sobrejectividade
de f significa que f e f, formam uma adjungao reflectiva e, portanto, temos f - fi em K.
Seja R, o functor reflector de K,, em RetLoc. R,, é localmente monotono e é claro que todo
o functor localmente mondtono preserva adjungoes reflectivas. Logo R,f dr Ry f«, ou seja,
H,f 1r Ry f«-

Reciprocamente, a existéncia de uma adjungao reflectiva H, f g (Hyf)«, para f: A — B

em RetLoc, implica que
fAr (ea- (Hnf)« - nB).
Com efeito, por um lado,
frea-(Huf)-mp = frea-(Buf)s nB
= e (Bnf) - (Buf)« 1B
= €&€B'MNB
= idp.

Pelo outro lado,

ea-(Hnf)e-mp-f=¢€a-(Hnf)s - Hnf -na>€a-n4a=1ida.
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Portanto, f 4r fi, com fo =¢c4 - (Rnf)«-np. Como f. é uma composi¢ao de morfismos de
K., f« entdo preserva supremos de familias indexadas por conjuntos de cardinalidade menor
ou igual a n. Logo f é um quociente n-plano.

Para completar a demonstracao do teorema falta mostrar que a categoria das co-algebras da
comoénada H,, é¢ RetLoc—«,. A caracterizacao dos objectos de RetLoc—«,, sai imediatamente
de [6]: basta ver que a relagao < descrita na Observagao 4.20 se traduz para K = K,, na relagao
.-

Resta entao mostrar que os morfismos de RetLoc-<1,, sao exactamente os morfismos de
co-algebras.

Para isso, observemos primeiro que decorre de [19] (ver Observagao 2.28) que as co-algebras
da comoénada H,, sao os reticulados locais L Kan-projectivos & direita relativamente a H,,-
quocientes e a estrutura de co-algebra é dada por [ = ZI—LL, tendo-se er, -l =dr el-ep <idm,L.
Por outro lado, na demonstracao da primeira proposicao de [6], onde se estuda um caso geral
que inclui as categorias K consideradas na Observagao 4.20 e, portanto, também as categorias

KC,, prova-se que cada co-algebra (L, 1) satisfaz as seguintes condigoes:

=\ lz aclL (4.13)
xdna
(&
a<,bslaCl(b), abe L. (4.14)

Sejam agora (L,l) e (M, m) duas co-algebras e (f : L — M) um morfismo de co-algebras,
i.e., verifica-se a igualdade H,f -l =m- f.
De modo a concluir que f preserva a relacdo "<1,,", sejam a, b € L tais que a <1, b. Temos,

entdo, onde na terceira linha se usa o facto de (Hy, f)(} a) = U{l f(2) : z < a} =] f(a):

a<,b =]aCl(b) por (4.14)
= (H,f){ a) € (H,f)(I(b)) porque H,f é um morfismo de reticulados locais
= fla) S m- f(b)
= f(a) <y, f(b) por (4.14).

Reciprocamente, suponhamos que f : L — M é um morfismo de RetLoc-<1,,. Entao
L, M € RetLoc- <, portanto existem morfismos I, m tais que (L, 1) e (M, m) sdo co-algebras;

queremos mostrar que H,f -1 =m - f. Sabemos que €y - H,f = f - €1 e temos:

Hof =f-e =em-Huf l=f-ep-l
ey -Hyf l=f porque €, - |l =id
=m-ey-Hof - l=m-f

=m-f< Hyf -1 porque m - ey < id.



4.3. AS SUBCATEGORIAS RETLOC — <y DE RETLOC 105

De modo a concluir que também H,f -l < m - f, seja a € L. Entao

(Hnf)(U(a)) = (Hnf)(V Lx) por (4.13)

r<lpa

=\ (H,f)({ ) porque H,f é um morfismo de reticulados locais

z<na
=V lf()
r<lna
Por outro lado, m(f((a)) = \/ | y e, por hipotese, x <, a = f(z) <, f(a), portanto
y<nf(a)
temos:
x <dp a= f(z) <, fla) =] f(x) C \/ 1.
y<nf(a)
Consequentemente,
V@< \/ 1y
z<na yqnf(a)
donde se conclui que, (H,f)(l(a)) <m- f(a). O

Observagao 4.24. Para alguns valores de n os reticulados de RetLoc — «,, sao bem conhe-

cidos. Nomeadamente, como referido em [6]:

1. Para n = 0 a relagao <y é a relagdo << e os objectos de RetLoc — <y sao os reticulados

locais estavelmente super-continuos.

2. Para n = 2 a relagao <2 é a relagdo < e os objectos de RetLoc — <3 sao os reticulados

locais estavelmente continuos.

3. E imediato que os reticulados locais estavelmente continuos sio continuos. Atendendo a
que todo o reticulado local continuo ¢ espacial (ver a primeira proposicao de [8], ou V-5.5.
de [25] ou ainda [27|), concluimos que para n < ¥y, RetLoc — <, é uma subcategoria

da categoria RetEsp, dos reticulados espaciais.

Observagao 4.25. Seja D = |J,,c cura Pn» 1€, Obj(D) = U, araObi(Dn) ¢ Mor(D) =
Unecara Mor(Dy). E fécil verificar que D ¢ uma subcategoria de RetLoc. Vamos verificar
que RetLoc é o invélucro Kan-projectivo de D em RetLoc. Para tal, consideremos a classe
Qg dos quocientes completamente planos, i.e., dos quocientes h : X — Y tais que h, € RetLoc.
Aplicando o dual do ponto 3 da Observagao 1.32, sabemos que K Proj(Qp) = RetLoc. Além

disso, (N, cargd @n = Qg. Temos entao
DKProj _ ( U Dn)KProj _ ﬂ DKProj _ ﬂ Qn _ QC
" .
ne Card ne Card ne Card

Portanto K ProjRetLoc(DK Projretioc) = RetLoc. No entanto, o invélucro Kan-projectivo de
D em RetEsp ¢ RetEsp: de modo analogo ao que fizemos na Observagao 3.27 mostra-se que
RetEsp C K ProjRetESp(DK Projretmsp),



106 CAPITULO 4. KAN-PROJECTIVIDADE EM RETLOC
Consideremos o functor ¥ : RetLoc”” — Top, da conhecida adjuncao O 4 3. Seja
Sfn:XDy, — XDy

o morfismo de Topg, imagem de f,, por meio de ¥. Em particular, X f,, pertence & categoria
Sob. Claro que ¥ D nao é mais do que o espago de Sierpiriski. Como consequéncia do Teorema

4.18, obtemos agora a seguinte caracterizacao das imersoes n-planas de Top,.

Corolario 4.26. Em Top, para cada cardinal n > 1, um morfismo h : X =Y € uma imersao
n-plana se e sé se os morfismos Xf : XDy — XD1 e Xf, : XD, = XDy sdo Kan-injectivos

a direita relativamente a h.

Demonstrac¢ao. Consideremos os morfismos f, definidos na Notagao 4.16 Vamos mostrar que
¥ fn € Kan-injectivo a direita relativamente a uma imersao h : X — Y em Top se e s6 se f, é
Kan-projectivo a direita relativamente a b~ : OY — OX em RetLoc. Assim, este enunciado
decorrera imediatamente do enunciado no Teorema 4.18.

Seja R : Topy — Sob o functor reflector de Top, em Sob. Podemos considerar R = X0.
Além disso, sabemos que a adjungao O 4% : RetLoc®”” — Top, determina uma equivaléncia
de categorias entre a subcategoria plena de Top, constituida pelos espacos sobrios, Sob, e
a categoria plena de RetLoc constituida pelos reticulados espaciais, RetEsp. Entao, para
cada espago sobrio X, tem-se X ~ > 0X, via Ax, onde A é a unidade da adjuncao.

Estamos agora em condigoes de concluir o pretendido. Na verdade, atendendo ao ponto 1
da proposigao 2.21, e ao facto de X f;, € Sob, temos que X f;, ¢ Kan-injectivo & direita em Top,,
relativamente a h : X — Y se e s6 se X f,, for Kan-injectivo a direita em Sob relativamente a
Rh = YXOh, e, atendendo a equivaléncia de categorias determinada pela adjuncao O - X, se
e 86 se OX f,, for Kan-projectivo a direita relativamente a OXOh em RetEsp. Mas f, e Oh
sao morfismos entre reticulados locais espaciais (note-se que D; e D,, sdo espaciais ja que sao
reticulados locais de descendentes de objectos de SRet).

Portanto, f, ~ OXf, e Oh >~ OXOh, através da co-unidade. Consequentemente, a afir-
magao acima é equivalente a dizer que f,, é Kan-projectivo a direita em RetEsp relativamente
a Oh. Como RetEsp é uma subcategoria plena de RetLoc, isto é equivalente a afirmar que
fn ¢ Kan-projectivo a direita em RetLoc relativamente a h~' = Oh. O mesmo argumento é

aplicavel a f. O

Observagao 4.27. O resultado anterior generaliza a caracterizagao das imersdes n-planas em

Top, feitas na Proposicao 3.15 e no Teorema 3.17 apenas para n = 1,2, a todo o cardinal n.
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Tabela 4.1: TABELA DE CATEGORIAS

Categorias  Objectos e Morfismos 1% ref.

Conj conjuntos e fungoes Capitulo 0

Cont reticulados continuos e func¢ées que preservam supremos di- 2.35
rigidos e infimos quaisquer

CPO conjuntos parcialmente ordenados e fungoes monétonas Capitulo 0

CPOC reticulados completos e funcées que preservam infimos 1.33
quaisquer

EComp espagos topologicos estavelmente compactos e fungoes esta-  2.35
velmente continuas

RetLoc reticulados locais e fungoes que preservam infimos finitos e 1.27
supremos quaisquer

RetEsp reticulados espaciais e fungoes que preservam infimos finitos 4.17
e supremos quaisquer

RetLoc — <y reticulados locais estavelmente super-continuos e morfismos 4.24
de RetLoc que preservam a relagao "<«"

RetLoc — <3 reticulados locais estavelmente continuos e morfismos de 4.24
RetLoc que preservam a relacédo "<"

ScottD dominios de Scott continuos e fungdes que preservam supre- 2.35
mos dirigidos e infimos nao vazios

Sob espagos sobrios e fungdes continuas 3.3

SRet inf-semi-reticulados e func¢oes que preservam infimos finitos 1.37
nao vazios

SRet; inf-semi-reticulados com elemento tltimo e fungoes que pre- 1.27
servam infimos finitos

Top, espacos topolégicos que satisfazem o axioma Ty e fungoes Capitulo 0
continuas

Top, espacos topologicos que satisfazem o axioma 77 e fungoes 2.36

continuas







