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Resumo

O objetivo fundamental desta dissertacao é apresentar uma visao abrangente
sobre rolamentos, sem deslize nem torcao, de variedades diferenciaveis, contri-
buindo para aprofundar o conhecimento tedrico nesta area e evidenciar potenciais
aplicacoes.

Comecamos por apresentar uma definicao de aplicagao rolamento para o caso
mais geral em que o movimento acontece dentro de espagos ambiente que sao
variedades pseudo-Riemannianas. Isto generaliza a definicao cléssica de Sharpe.
A seguir, provamos algumas propriedades essenciais dos rolamentos e fazemos a

ligagao destes com o transporte paralelo de vetores.

Dentro do contexto geral, analisamos os rolamentos das hiperquadricas de
espagos pseudo-Euclidianos, com enfoque no caso dos espagos pseudo-hiperbdlicos
H(r). Apresentamos as equagoes da cinemética do rolamento de H(r) sobre o
espaco afim associado ao espaco tangente num ponto. A obtencao de solucoes
explicitas destas equacoes é alcancada em dois casos particulares, destacando-
se a situagao em que o rolamento é feito ao longo de geodésicas. Rolamentos
de um espago pseudo-hiperbdlico sobre outro e de pseudo-esferas sao igualmente

tratados.

Investigamos os rolamentos de grupos de Lie quadraticos sobre um espaco
afim tangente. Também nestes casos se deduzem as equagoes da cinematica e se
procuram solugoes explicitas. A abordagem usada neste caso tem a preocupacao
de nao destruir a estrutura matricial que caracteriza os elementos destes grupos
matriciais.

Estudamos a controlabilidade de rolamentos nos casos da hiperquédrica H}!(r)
e dos grupos de Lie quadraticos principais, os grupos pseudo-ortogonais e os gru-
pos simpléticos. Seguimos uma abordagem algébrica que passa por reescrever as
equagoes da cinemética como um sistema de controlo afim a evoluir num grupo

de Lie.

Aplicamos os resultados obtidos anteriormente na resolucao de problemas de
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interpolagao suave em variedades e apresentamos um algoritmo interpolador. As
propriedades dos rolamentos permitem transformar um problema de interpolacao
complicado, formulado numa variedade, num outro mais simples de resolver. Sao
ainda fornecidos os ingredientes necessarios para a implementagao pratica do al-
goritmo nos casos particulares de H{(r) e H'(r).

Palavras chave: Rolamentos, deslize, tor¢ao, variedades pseudo-Riemannia-
nas, grupos de isometrias, grupos de Lie quadraticos, grupos pseudo-ortogonais,
grupos simpléticos, aplicacoes rolamento, transporte paralelo, espaco pseudo-
hiperbdlico, pseudo-esfera, equacoes da cinematica, sistemas de controlo afim,

curvas interpoladoras.



Abstract

The primary goal of this dissertation is to present a comprehensive overview about
rolling motions, subject to non-slip and non-twist constraints, of differentiable
manifolds, contributing to deepen the theoretical knowledge in this area and to

point out potential applications.

We first present a definition of rolling map for the situation when the motion
occurs inside an ambient space which is a pseudo-Riemannian manifold. This
generalizes the classical definition of Sharpe. We then present several essential
properties of rolling and make the connection between rolling motions and parallel

transport of vectors.

Within this general framework, we analyze the rolling of hyperquadrics embed-
ded in pseudo-Euclidean spaces, focusing on the case of pseudo-hyperbolic spaces
H(r). The kinematic equations of rolling H(r) on the affine space associated
to the tangent space at a point is presented. Explicit solutions of these equati-
ons are obtained in two particular cases, with emphasis when the rolling is done
along geodesics. Rolling of a pseudo-hyperbolic space on another and rolling of

pseudo-spheres are equally treated.

We investigate the rolling of quadratic Lie groups on an affine space tangent.
We also derive the corresponding kinematic equations and look for explicit so-
lutions. The approach used here is chosen so that the matrix structure that
characterizes the elements of these matrix groups is not destroyed.

We also address the controllability issue of rolling motions in the cases of
hyperquadrics H(r) and of the most important quadratic Lie groups, pseudo-
orthogonal groups and symplectic groups. We used an algebraic approach to
controllability that requires rewriting the kinematic equations as a control system
evolving on a Lie group.

We apply the results previously obtained to solve problems of smooth inter-
polation on manifolds and present an interpolating algorithm. The properties of

rolling enable to transform a complicated interpolation problem, formulated on a

111
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manifold, on another much simpler to solve. Ingredients needed to implement the
algorithm are provided in the specific cases of H(r) and H{ (7).

keywords: rolling, sliding, twisting, pseudo-Riemannian manifolds, groups of
isometries, quadratic Lie groups, pseudo-orthogonal groups, symplectic groups,
rolling motions, parallel transport, pseudo-hyperbolic space, pseudo-sphere, kine-

matic equations, affine control systems, interpolating curves.
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Introducao

Se considerarmos que duas variedades diferenciaveis, com igual dimensao, estao
mergulhadas no mesmo espago Euclidiano IR" e que uma rola sobre a outra (es-
taciondria), sem deslizar nem torcer, ao longo de uma curva de contacto, entao
estamos na presenca do movimento de um corpo rigido, sujeito a varias restrigoes,
nesse espaco. Tal movimento duma variedade sobre outra resulta da agao usual
do grupo Euclidiano especial SE(n), o grupo das isometrias de IR™ que preservam
a orientacao, e é descrito pelas chamadas aplicacoes rolamento, abordadas com
detalhe por Sharpe [39].

Um exemplo cldssico é o rolamento da esfera unitdria S? sobre o seu plano
tangente num ponto. Este caso esta bem estudado na literatura, em parte devido
A facil visualizacdo do que acontece no espaco Euclidiano IR? onde as duas varie-
dades estao mergulhadas, mas também devido a diversas aplicagoes nas areas de
engenharia. Quando se passa para dimensoes superiores ou para outros espagcos,
a perda de intuicao geométrica é um obstaculo que pode justificar a escassez de

resultados.

Nestes movimentos ha restrigoes de dois tipos: restrigoes holénomas, que li-
mitam o espaco das configuracoes, e restricoes nao-holénomas, que limitam as
velocidades (de translacao e de rotagao) e nao derivam de restri¢oes holénomas.
No caso da esfera S?, configuracoes admissiveis sao todas as posicoes que a man-
tenham tangente ao plano estacionario, enquanto que as restri¢oes nao-holénomas
proibem translagoes puras (deslizes) e rotagoes em torno do eixo perpendicular
ao plano tangente (torgoes). As equagoes que permitem descrever o movimento e
incorporam as suas restrigoes sao conhecidas como equacoes da cinematica. Para
a esfera rolante S™ (que rola sobre um hiperplano sem deslizar nem torcer), estas

equagoes podem encontrar-se em Jurdjevic [19].

O termo “completamente nao-holénomo”foi introduzido por Heinrich Hertz
no final do século dezanove para descrever a capacidade dum sistema mecanico,

cujo movimento estd sujeito a restricoes nas velocidades, de poder passar de uma
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configuragao admissivel para outra qualquer sem violar as restricoes impostas.
Em Teoria de Controlo isto corresponde a nogao de controlabilidade das equagoes
da cinematica do sistema.

Jurdjevic [19] conjecturou que a esfera rolante S™ é completamente nao-holéno-
ma para n > 2. A confirmacao da veracidade dessa afirmacao foi apresentada em
2005 por Zimmerman [43], contudo, a prova, baseada em resultados sobre contro-
labilidade em grupos de Lie, nao é construtiva, isto é, nao descreve o procedimento
que permite levar a esfera duma configuracao para outra. Entretanto, uma de-
monstragao construtiva foi publicada em Kleinsteuber et al. [21]. Um processo
similar a este para o rolamento de uma esfera sobre outra esfera foi estudado em
Louro et al. [26].

Sao recentes os trabalhos tedricos dedicados ao estudo de rolamentos de vari-
edades. Depois da defini¢ao formal de aplicacao rolamento para subvariedades do
espago Euclidiano introduzida por Sharpe [39] em 1996, surgiram vdrios traba-
lhos dedicados a rolamentos de certas variedades concretas. Em Huper et al. [14]
foram deduzidas as equacoes da cinematica para rolamentos do grupo ortogonal
especial SO(n) e variedades de Grassmann sobre o espago afim associado ao espago
tangente num ponto. Neste artigo também se provaram propriedades importan-
tes das correspondentes aplicagoes rolamento, mas nao sao abordados problemas
de controlabilidade. Em Huper et al. [15] foram generalizados para subvarieda-
des duma variedade Riemanniana arbitraria alguns dos resultados contidos em
Huper et al. [14]. O caso particular do rolamento de um elipsoide, mergulhado
num espac¢o munido com uma métrica que resulta de uma deformagao da métrica
Euclidiana, aparece em Krzysztof et al. [24].

Tratando-se de variedades nao Riemannianas, o trabalho apresentado em 2008
por Jurdjevic et al. [20] foi a primeira tentativa de estender resultados do espacgo
Euclidiano para variedades pseudo-Riemannianas. Resultados mais recentes a este
respeito existem em Korolko et al. [23] para a esfera Lorentziana, em Marques
et al. [32] para espagos pseudo-hiperbdlicos, em Crouch et al. [6] para grupos
pseudo-ortogonais e em Marques et al. [33] para grupos simpléticos.

A abordagem usada nas publicagoes até agora mencionadas é sob um ponto de
vista extrinseco, uma vez que é sempre assumido que as duas variedades rolantes
estao mergulhadas numa terceira variedade ambiente. Contudo, recentemente,
tém surgido trabalhos onde a abordagem é puramente intrinseca, nomeadamente
Godoy et al. [9] e Chitour et al. [4] para o caso Riemanniano e Markina et al.
28] para o caso pseudo-Riemanniano. Também com este tipo de abordagem, em

Mortada et al. [34] é estudado o caso do rolamento de variedades de diferentes
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dimensoes.

Entre as possiveis aplicagoes dos rolamentos de variedades, destacam-se pro-
blemas de interpolagao em espacos nao-Euclidianos. Algoritmos que usam rola-
mentos para produzir curvas interpoladoras (C?-)suaves aparecem, por exemplo,
em Huper et al. [13] para a esfera S™ e em Huper et al. [14] para o grupo das
rotagoes SO(n). Uma demonstragao da utilidade prética deste tipo de interpolagao
encontra-se em Shen et al. [40], a respeito do planeamento do movimento dum
robot. Igualmente com o intuito de aplicacao no campo da robdtica, em Svinin et
al. [42] foi tratado o caso do rolamento de uma esfera com limitagdo na drea de
contacto.

A presente dissertacao concentra-se no estudo de rolamentos que ocorrem den-
tro de variedades (ambiente) pseudo-Riemannianas, entre subvariedades com igual
dimensao. De seguida vamos fazer um resumo, capitulo a capitulo, do contetido
que a compoe.

Visando tornar este trabalho o mais possivel auto-contido, o Capitulo 1 sera
dedicado aos rudimentos de geometria pseudo-Riemanniana que permitem o de-
senvolvimento dos capitulos seguintes.

Tendo em conta que rolamentos sao movimentos e que para a descricao destes
¢ fundamental conhecer as isometrias da variedade ambiente, o Capitulo 2 vai
iniciar-se com alguns topicos a esse respeito. Depois formalizaremos o conceito
de rolamento de uma variedade sobre outra, quando mergulhadas em variedades
pseudo-Riemannianas, através da definicao de aplicacao rolamento. Faremos uma
interpretacao geométrica desta definicao e também a sua particularizagao para
dois casos especiais. Um destes casos ¢ IR™ com uma métrica pseudo-riemanniana
de indice K que generaliza a métrica Euclidiana, e serd denotado por R]. O
outro caso é gl(n) equipada com uma métrica pseudo-Riemanniana ®; dada por
uma generalizagao do produto interno (usual) de Frobenius. Introduziremos ainda
algumas propriedades basicas dos rolamentos, que sao essenciais para a deducgao
de novos rolamentos a partir de rolamentos previamente conhecidos. O capitulo
terminara com a analise da estreita relagao entre rolamentos e transporte paralelo
de vetores.

No Capitulo 3 abordaremos o rolamento das hiperquadricas de IR™™!, que sdo
hipersuperficies deste espago. Trata-se da pseudo-esfera S”(r) e do espago pseudo-
hiperbdlico H(r). O assunto central serd o rolamento de H['(r) sobre o espago
afim associado ao espaco tangente num ponto. Apresentaremos as equacoes da
cinematica deste rolamento e as correspondentes solucoes explicitas para alguns

casos mais simples. As geodésicas de H?(r), que constituem um importante in-
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grediente no contexto destes rolamentos, serao também estudadas. O rolamento
dum espaco pseudo-hiperbdlico sobre outro e o rolamento de pseudo-esferas serao
alcancados posteriormente com recurso as propriedades introduzidas no segundo
capitulo.

O Capitulo 4 é destinado ao rolamento de grupos de Lie quadraticos, que sao
grupos matriciais cujos elementos se definem através de um conjunto de equagoes
quadraticas nas suas entradas. Estes rolamentos ocorrem em (gl(n), ®;). Apds
a demonstracao de algumas propriedades preliminares, faremos a deducao das
equagoes da cinematica para o caso do rolamento ocorrer sobre o espago afim ao
espago tangente num ponto. Também serao discutidas as solucoes explicitas das
respetivas equagoes da cinemadtica e justificaremos a importancia do estudo deste
tipo de rolamento no contexto geral.

A controlabilidade de rolamentos serd o tema do Capitulo 5. Depois de introdu-
zirmos algumas notas basicas sobre sistemas de controlo, examinaremos questoes
de controlabilidade nos casos de rolamentos do espago pseudo-hiperbdlico H?(r)
e dos dois grupos de Lie quadraticos fundamentais, o grupo pseudo-ortogonal e o
grupo simplético. A estratégia passara pela reescrita das equagoes da cinematica
numa forma mais conveniente, de modo a podermos usar um teorema classico
sobre controlabilidade em grupos de Lie.

No Capitulo 6 mostraremos que rolamentos sem deslize nem torcao podem ser
usados como uma ferramenta para resolver problemas de interpolacao em varie-
dades. Especificamente, o que teremos no capitulo final é a aplicacao de alguma
da teoria dos capitulos anteriores na resolugao dum problema de interpolacao su-
ave com condigoes de fronteira, em subvariedades pseudo-Riemannianas de IR} ou
(gl(n), ®y). Iniciaremos com a formulagdo do problema e a apresentagdo de um
algoritmo para o resolver. Na parte final forneceremos os ingredientes necessarios
para a implementagao pratica desse método nos casos particulares de H{(r) e
Hy(r).

Terminaremos a tese com algumas consideracgoes finais, onde destacaremos, de
modo sumario, as principais contribuicoes deste trabalho e indicaremos um pouco
do trabalho futuro.



Capitulo 1

Conceitos Fundamentais de

Geometria Pseudo-Riemanniana

Neste capitulo introduziremos de forma breve as defini¢oes e os resultados fun-
damentais que serao utilizados nos capitulos seguintes. Os resultados que apare-
cem na literatura associada serao apresentados como lemas e sem demonstracao,
enquanto que os novos resultados serao apresentados como proposicoes com as
respetivas demonstracoes. Mais detalhes podem ser encontrados, por exemplo,
em O’Neill [35], Lee [25] ou Helgason [12].

1.1 Espacos com Produto Escalar

Uma forma bilinear num espaco vetorial real V' de dimensao finita é uma aplicacao
b:V xV — IR linear em cada uma das varidveis (fixando a outra), que se diz
simétrica quando b(vy,vy) = b(vg,v1) Yvi,v93 € V. Se b é uma forma bilinear
em V e ey, -, e, é¢ uma base ordenada de V, entdo a matriz B = (b;;) com
bij

mente, se v = a1e1 + -+ + ape, € vy = freg + -+ + Bre, tem-se

= b(e;, ej) é chamada a matriz de b relativamente a base ey, - - ,e,. Evidente-

A

blo,v2) =] o -+ o, |B| |,
B

e b é simétrica se e s6 B o for. Neste trabalho teremos interesse apenas no caso

em que ha simetria.

Definicao 1.1 Uma forma bilinear simétrica b em V €



1. definida positiva [negatival se a condi¢ao v # 0 implica b(v,v) > 0 [< 0];
2. semi-definida positiva [negativa] se b(v,v) >0 [< 0] Vv € V;
3. nao-degenerada se a condi¢ao b(vy,vy) = 0Vve € V implica v; = 0.

Também se diz que b é definida [semi-definida] se verificar alguma das alter-
nativas de I [2]. Acontece, obviamente, que se b é definida entao é simultanea-
mente semi-definida e nao-degenerada, e pode provar-se que a afirmacao reciproca
também ¢é verdadeira. Diz-se ainda que b é indefinida se existirem v, e vy em V
tais que b(vy,v1) < 0 e b(vq, v2) > 0.

Se b é uma forma bilinear simétrica em V' entao para cada subespaco W de V'
a restricao de b a W x W, que denotaremos meramente por b‘w’ ¢ novamente
uma forma bilinear simétrica. Se b é [semi-|definida, entao b’W também o é. No

entanto, b pode ser nao-degenerada e b‘W nao o ser.

Definicao 1.2 O indice xk de uma forma bilinear simétrica b em V é o maior

inteiro que € a dimensao de um subespaco W de V' no qual b‘w € definida negativa.

Evidentemente, tem-se 0 < xk < dim(V') e verifica-se k = dim(V') se e s6 se b

¢ definida negativa. Ocorre ainda k = 0 se e s6 se b é semi-definida positiva.

Lema 1.1 Uma forma bilinear simétrica é nao-degenerada se e so se a sua matriz

relativamente a uma (qualquer) base é invertivel

A definicao seguinte é fundamental no contexto desta dissertacao.

Definigao 1.3 Um produto escalar (.,.) num espago vetorial V. é uma forma
bilinear simétrica nao-degenerada em V. No caso particular em que (.,.) € definida

positiva, ela recebe ainda o nome de produto interno em V.

A partir de agora, nesta seccao, V designarda um espaco com produto escalar,
isto é, um espago vetorial (real e com dimensao finita) equipado com um produto
escalar (.,.). Define-se o indice de V' como sendo o indice x do seu produto escalar
(.,.), e escreve-se k = ind(V). A norma ||v|| de um vetor v € V define-se como
sendo /|(v,v)|, e esse vetor diz-se unitdrio se tiver norma igual a 1, ou seja,
(v,v) = +1. Dois vetores vy,v2 € V dizem-se ortogonais, e escreve-se vy L vy,
se (v1,v9) = 0. Um conjunto de vetores unitdrios mutuamente ortogonais diz-se
ortonormado.

Um subespaco W de V' diz-se ndo-degenerado se (., )‘W ¢ nao-degenerada.
Evidentemente, isto verifica-se sempre quando (.,.) é um produto interno. Mas

quando (., .) é indefinida existem subespacos onde tal nao acontece.



Lema 1.2 Um subespagco W de V' é nao-degenerado se e s6 se V € a soma direta

de W com W+ :={veV:{(v,w)=0 Ywec W}

O conjunto W+ é também um subespaco vetorial de V e, uma vez que se tem
(WH)+ = W, resulta deste lema que W é nao-degenerado se e s6 se W= o for.

A matriz de (., .) relativamente a uma qualquer base ortonormada ey, - - - , e, de
V é diagonal; de facto {(e;, ;) = d;;¢;, onde £; = (e;, e;) = £1.! Nestas condigoes,
a lista (g1,---,e,) diz-se a assinatura do produto escalar (.,.) relativamente a

base considerada.

Lema 1.3 Para cada base ortonormada ey, --- ,e, de V', o numero de sinais ne-

gativos na correspondente assinatura (1, -+ ,&,) € 0 indice de V.

Decorre deste lema que para qualquer subespago nao-degenerado W de V,
tem-se ind(V) = ind(W) + ind(W+).

Exemplo 1.1 Consideremos o espago vetorial V. = IR™ com o produto escalar

dado por
((r, ), (Wi, wa)) == v+ Y v, (1.1)
=1 i=Kr+1

Obviamente, uma base ortonormada deste espaco com produto escalar € a base

canonica e, = (1,0,-+-,0),--- ;e, = (0,---,0,1) e tem-se {e1,e;) = —1, --- |

(e, €0) = —1, (ers1,6001) = 1,-+- {en,€n) = 1. Entao a correspondente as-

sinatura toma a configuragio (—1,---,—1,1--- 1) e, portanto, o indice deste
—_———— ——

Kk elementos T — K
espaco com produto escalar € igual a k.

1.2 Variedades Pseudo-Riemannianas

A definigao que se segue generaliza a ideia de variedade de Riemann ao caso em

que métrica nao é necessariamente definida-positiva.

Definicao 1.4 Uma métrica pseudo-Riemanniana ® numa variedade diferenci-
avel M é uma correspondéncia que associa a cada p € M wum produto escalar

o, = (.,.), no espago tangente T,M , de modo que:

1 Ao longo desta dissertagio o simbolo §;; significara sempre o “delta de Kronecker”, definido

1 «i=j
por §;; = 0 <:z'7éj'



1. para quaisquer campos de vetores X e Y cujos dominios tenham intersecao

nao-vazia U, a funcio p € U ~ (X,,,Y,), € suave;
2. todos os produtos escalares (.,.), tém o mesmo indice.

Uma variedade diferencidvel munida com uma métrica pseudo-Riemanniana diz-

se uma variedade pseudo-Riemanniana.

Embora uma variedade pseudo-Riemanniana seja um par (M, ®), sempre que
nao haja ambiguidade sobre a métrica em questao denota-la-emos apenas pelo
nome da variedade diferenciavel subjacente, M.

O valor comum « dos indices dos produtos escalares é chamado o indice de M.
Evidentemente, tem-se 0 < k < n = dim(M). Se (e s6 se) k = 0, ou seja, quando
cada (.,.), é um produto interno em 7),M, retiraremos o prefixo “pseudo”e dire-
mos, assim, que M é uma variedade Riemanniana e que esta equipada com uma
métrica Riemanniana. Quando k = 1 e n > 2, diz-se que M é uma variedade de
Lorentz. Métricas e variedades pseudo-Riemannianas também sao frequentemente
chamadas de métricas e variedades semi-Riemannianas.

Para simplificar a notacéo, habitualmente escreveremos apenas (X,,Y)) para
designar (X, Y,),, e a funcao real que a cada p € M associa (X, Y,) serd denotada
por (X.,Y).

Antes de expormos um exemplo elementar, vamos esclarecer uma notagao
que usaremos ao longo deste capitulo. Recordamos que se ¢ = (U, xq,- -+ ,x,)
é um sistema de coordenadas locais numa variedade diferencidavel M e p € U,
entao as imagens por dgpflv(p) dos vetores da base candnica de T, IR" for-
mam uma base (referencial coordenado) de T,M.> Denotaremos esta base por

o)
ox;

fungoes coordenadas envolvidas, no lugar de % ‘p escreveremos apenas 8i|p.
T

b 1=1--- ,n}. Contudo, quando nao existir uma indicagao explicita das

Exemplo 1.2 Consideremos a usual identificacdo de cada T,(IR") com o espago
vetorial IR", resultante do isomorfismo candnico que em termos das coordenadas
naturais xi, -+, x, € definido por:

0

'UI(’U1’~.-”UTL) <:) ’Up:’Ul_ +."+Un_

T b Do }p. (1.2)

2Podemos imaginar o i-ésimo vetor da base canénica de T (pyIR"™ como sendo o vetor unitdrio,

com origem em ¢(p), que é paralelo ao i-ésimo eixo coordenado.



Entao, pode-se equipar a variedade diferencidvel IR™ com uma métrica pseudo-

Riemanniana definida em cada T,(IR"™) por

K n
(U, wp) == — Zviw,- + Z v;W;,

i=1 i=r+1
onde v, = (v1, -+ , V) €Wy = (W1, -+, Wy).

A variedade pseudo-Riemanniana formada no exemplo anterior, considerando-
-se 0 < k < n, chamaremos espaco pseudo-Fuclidiano e, uma vez que tem indice
k, serd denotada por IR]. Em particular, o espago pseudo-Euclidiano IRj é o
espago Euclidiano IR". Para n > 2, IR} é chamado o espaco de Minkowski n-
dimensional; o caso especial IR] constitui o exemplo mais simples dum espaco-
tempo, a variedade onde a teoria da relatividade especial de Einstein foi formulada.

Uma vez que numa variedade pseudo-Riemanniana o produto escalar em cada
espaco tangente pode ser uma forma bilinear indefinida, ser-nos-a conveniente a

seguinte classificacao.

Definicao 1.5 Sendo M ¢é uma variedade pseudo-Riemanniana, um vetor tan-

gente a M diz-se:
1. tipo-espago se (v,v) >0 ouv =0,
2. nulo (tipo-luz) se (v,v) =0 ev #0,
3. tipo-tempo se (v,v) < 0.

O conjunto de todos os vetores nulos de T, M ¢é chamado o cone-nulo (ou cone
de luz) em p € M. A categoria a que pertence um dado vetor tangente diz-se o
seu cardter causal. Esta terminologia vem da teoria da relatividade e o vocabulo
“luz”tem uma maior associagao com o caso Lorentziano, contudo usa-lo-emos com
qualquer variedade pseudo-Riemanniana. (Ver a figura 1.1).

Ao longo desta dissertacao, sempre que N for uma subvariedade diferencidvel
de M, cada espaco tangente T,N serd visto como um subespaco de T,M, isto
é, empregaremos a vulgar identificacio T,N = di(T,N), onde i : N — M ¢é
a inclusao natural.® Quando N é uma subvariedade duma variedade Rieman-
niana M, podemos construir uma métrica Riemanniana ®, em N meramente

através da aplicagao da métrica ®,, de M a cada par de vetores tangentes a

3Para denotar o diferencial de uma aplicacdo f num ponto p, escreveremos usualmente df

em vez de df,.



tipo-luz(nulo) tipo-luz(nulo)

tipo-te
-\'1‘
tipo-espago P tipo-espaco

ZN

tipo-tempo
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tipo-luz(nulo) tipo-luz(nulo)

Figura 1.1: Cone de luz em p € IR2. Tipos de vetores tangentes.

N. Formalmente, ®, é o pullback i*(®,,), ou seja, em cada T,N, define-se
D, (up,vp) == ,,(di(uy), di(v,)). No entanto, quando a métrica ®,, de M ¢é inde-
finida, ¢*(®,,) ndo é necessariamente uma métrica em N. Efetivamente, i*(®,,) é
uma métrica pseudo-Riemanniana se e s6 se ela associa uma forma nao-degenerada

em cada T, N e o indice dos espagos T, N é o mesmo para todo o p € N.

Definicao 1.6 Seja N uma subvariedade diferencidvel duma variedade pseudo-
Riemanniana M, com métrica ®,,. Se o pullback i*(®,,), onde i : N — M € a
inclusao natural, é uma métrica pseudo-Riemanniana em N entao diz-se que N

(equipada com i*(®,,)) é uma subvariedade pseudo-Riemanniana de M.

Para terminar esta secgao, vamos focar agora a construcao de variedades
pseudo-Riemannianas a partir de espagos vetoriais.

Seja V' um espaco vetorial real com dimensao n. Sabemos que existe uma tnica
maneira de tornar V' numa variedade diferencidvel de modo que cada isomorfismo

(entre espaco vetoriais) ¢ : V' — IR" é um sistema de coordenadas: se fixarmos

uma qualquer base (ordenada) wuy,--- ,u, em V e tomarmos o correspondente
isomorfismo,
©: V — R
apuy + - Fapu, o~ (ag, e ap),

os abertos da topologia de V sao as imagens inversas por ¢ dos abertos de IR"
(equipado com a topologia Euclidiana) e a estrutura diferencidvel de V' é o atlas
maximal que contém a carta (V, ). Esta estrutura é a estrutura standard de
V' como variedade diferenciavel, e serd a que sempre consideraremos em cada

espaco vetorial. Tal como no caso V = IR", existe uma identificacao natural



(independente da base fixada) de cada espago tangente 7,V com o préprio V,

obtida pela identificagao

0
= — — e i
vo2 v, = acl(v)aajl St xn(v)axn |p, (1.3)
onde xq, ---, x, sao as coordenadas definidas por uma qualquer base de V.

Considere-se ainda que V' é um espago com o produto escalar (-,-). Entao, no-
vamente como no caso V = IR", a férmula (v,,w,) = (v, w) define uma métrica
pseudo-Riemanniana na variedade diferenciavel V', tornando-a numa variedade

pseudo-Riemanniana.

1.3 Isometrias em Variedades Pseudo-Rieman-

nianas

A seguir introduziremos os conceitos de isometria, de comprimento de curvas e de
distancia Riemanniana, mas primeiramente precisamos de esclarecer o essencial
da terminologia bésica sobre curvas que empregaremos ao longo de toda a presente
dissertacao.

Sendo I é um intervalo aberto de IR e M uma variedade diferenciavel, consi-
deraremos que uma aplicagao v : I — M é uma curva (parametrizada) quando
ela for uma aplicacao continua (isto ¢, de classe C°). Diremos que uma curva vy
é suave se for uma aplicagao de classe C'*°. Admitiremos também a existéncia de
curvas definidas em intervalos fechados, como sendo segmentos de curvas definidas
em intervalos abertos. Ou seja, sempre que considerarmos uma curva da forma
v : la,b] — M, ficard subentendido que ~y é a restricao ao intervalo [a,b] duma
curva, com as mesmas caracteristicas, definida num intervalo aberto I que contém
la,b]. Assim, neste caso, quando a curva ¢é suave, o vetor velocidade +/(t) existe
inclusivamente nos extremos a e b do intervalo, sendo independente da extensao
admitida.

Relembramos antes de prosseguirmos que, para cada instante ty € I, o vetor
velocidade ~'(ty) duma curva v é definido como sendo o push-forward dv(%| 1)
actuando em fungdes por (7/(to))(f) = %(fo7)(to). Tem-se também que se expres-
sarmos a representacao de v em coordenadas locais como y(t) = (y'(),--- ,v"(t))

entao

(to)

V' (to) = Z Vi(to)O;



sendo 7i(t) a derivada usual da funcdo real 4 relativamente & sua varidvel t.
Sempre que M for uma subvariedade de IR? ou de gl(n) (conjunto de todas as
matrizes n X n com coeficientes em IR), e somente nestes casos, influenciados
pela igualdade anterior, escreveremos ¥(t) em vez de 7/(t) para denotar este vetor
velocidade.

Afirmaremos que 7 : [a,b] — M é uma curva seccionalmente suave se existir

uma partigao (finita) a =ty < t; < --- < t, = b tal que cada restrigdo 7 st
é uma curva suave. Desta forma, uma curva seccionalmente suave pode ter as-
sociados dois vetores velocidade em cada “quebra” t;, e nao ser um curva suave.
Note-se que uma nocao ligeiramente diferente da anterior é a de “aplicagao secci-
onalmente suave”. Nos capitulos seguintes assumiremos que uma dada aplicacao
f :]a,b] — M é uma aplicagio seccionalmente suave se existir uma partigao
a=1ty <t <---<t.=0>tal que cada restricao f‘]ti—l,tz‘[ pode ser estendida por
uma curva suave definida no intervalo fechado [t;_1,t;], @ = 1,--- ,r. Portanto,
contrariamente a uma curva seccionalmente suave, uma aplicacao seccionalmente
suave nao é necessariamente continua.

A nocao de isometria que vamos abordar agora sera fundamental para a de-

finicao principal deste trabalho, a definicao de aplicagao rolamento.

Definicao 1.7 Sejam M e N duas variedades pseudo-Riemannianas com métricas
o, e &, respetivamente. Uma isometria de M para N €é um difeomorfismo

¢: M — N que “preserva as métricas”, isto é, ¢*(®,) = ®,, (explicitamente:

(do(up), dd(vp)) = (up, vp), Yup, v, € T,M,Vp € M).

Se existir alguma isometria entre M e N diz que elas sao isométricas. Varieda-
des pseudo-Riemannianas isométricas sao, grosso modo, geometricamente “equi-
valentes”. A aplicagao identidade, uma composicao de isometrias e a inversa duma
isometria sao claramente isometrias. Assim, o conjunto das isometrias de M, isto
é, da forma ¢ : M — M, é um grupo, dito o grupo das isometrias de M. Quando
n > 2, o caso especifico das isometrias de M = IR} diz-se o grupo de Poicaré ou

grupo nao-homogéneo de Lorentz.

Exemplo 1.3 V0 € IR, a aplicagao definida por
(21, 9) = (cosh(f)x; + sinh(#)xs, sinh(0)z, + cosh(f)z2)
¢ uma isometria de IR?.

Se na Defini¢ao 1.7 substituirmos a relagao ¢*(®,,) = ®,, por ¢*(®,) = ud

M

com p € IR (constante), obtemos o conceito de homotetia de coeficiente u. Isto



Xy

Figura 1.2: Um circulo e a sua imagem pela isometria ¢.

¢, uma isometria é apenas um homotetia com g = 1. Outro caso particular que
também nos interessara corresponde a u = —1, dizendo-se agora que ¢ é uma
anti-isometria.

A seguir vamos fazer algumas consideracoes em torno do conceito de isometria
em variedades pseudo-Riemannianas, de maneira a podermos averiguar até que
ponto ele generaliza a classica definicao de “isometria Euclidiana”. Estas corres-
pondem aos movimentos rigidos (Euclidianos), ou seja, sao as transformacgoes que
preservam a distancia Euclidiana entre pontos e, como tal, preservam o “tama-

nho”e a “forma”das figuras do plano e do espaco.

A habitual ideia de comprimento duma curva pode ser generalizada de forma
natural do espago Euclidiano para variedades pseudo-Riemannianas. E por aqui

que comegamos.

Definigao 1.8 Seja o : [a,b] — M uma curva seccionalmente suave numa va-

riedade pseudo-Riemanniana M. O comprimento de o €

L(a) = / T, o ()] dt. (1.4)

No caso de uma curva em IR?, diga-se a(t) = (x1(t), -+ ,x,(t)) coma <t < b,

0 0

3_%’(1@)’ a_xj|a(t)> = 04€;

a 0
se usarmos as igualdades o/(t) = Zi;i(t)%b(t) e (
i=1 ¢
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-1 «j53<k
com €; = { . ] — , aférmula (1.4) reduz-se, evidentemente, a seguinte:
“ji>k

b K n
L) = [ |— S oG+ D G2 .
a i=1 i=rt1
Quando M é uma variedade Riemanniana esta nogao de comprimento compor-
ta-se duma maneira bastante “Fuclidiana”. No entanto, para métricas pseudo-
Riemannianas indefinidas ela pode ter um comportamento “estranho”. Por exem-
plo, em IR quando x = 0 a curva mais curta que une dois pontos p = (p1,- -+ ,pn)
eq=1(q, - ,qn,) é o segmento de reta pg, mas quando 1 < K < m isso ja nao
acontece. De facto, se em IR? considerarmos os pontos p = (8, —1) e ¢ = (—2,4)
eascurvas a: (r1,x9) = (8—10t,—1+5t), 0<t <1 e = UPUL3USJy, com
Bz, m9) = (8—t,—1+1), 0<t <2, Bo:(a,20)=(E—t,1—1), 0<t< I
Bs i (x1,29) = (—t,+1), 0<t <3 efy: (v1,22) = (-3+1t,3+1t), 0<t <2

observamos que

L(a):/l \/\<(—10,5),(—10,5)>\dt:/1 V] = (=10)2 + 52| dt = /75
L(B) = L(p1) + L(B2) + L(Bs) + L(Bs) =0+0+0+0=0.

(Ver a figura 1.3). O raciocinio usado na constru¢ao da curva § deste exemplo

q t.

Figura 1.3: Segmento de reta e uma curva mais curta em IR?

permite-nos mostrar que ha sempre uma curva de comprimento nulo a unir dois
quaisquer pontos de IR?. Ademais, isto pode ser provado para qualquer variedade
conexa com métrica indefinida. (Ver [35], p. 157). Embora possa ser um pouco

angustiante para as intuicoes Euclidianas que um segmento de reta nao seja o
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caminho mais curto entre dois pontos do plano, é bem conhecido que este facto é
fundamental na geometria de Lorentz e suas aplicagoes a teoria da relatividade.
Visto que dois pontos duma variedade conexa com a métrica pseudo-Rieman-
niana indefinida podem ser sempre ligados por uma curva (seccionalmente suave)
de comprimento nulo, o conceito de distancia que se segue é formulado apenas

para variedades Riemannianas.

Definicao 1.9 Para dois pontos p e q duma variedade Riemanniana conexa M,
a distancia de p a ¢, denotada por d(p,q), é o infimo de {L(a):a € Q(p,q)},
onde Q(p,q) € o conjunto das curvas de M seccionalmente suaves que vao de p

até q.

Com esta nogao de distancia M torna-se num espago métrico. (Ver [2], p. 187).
E obvio que as isometrias entre variedades (pseudo-)Riemannianas preservam o
comprimento de curvas, pelo que uma isometria entre variedades Riemannianas
M e N é também uma isometria entre M e N como espacos métricos. Apesar
de ja nao ter uma demonstracao evidente, a afirmacao reciproca é igualmente
verdadeira. (Ver [22], p. 169). Estes resultado sdo expressos no lema que se

segue.

Lema 1.4 Uma aplicacao ¢ : M — N entre variedades Riemannianas conexras
€ uma isometria se e s6 se preserva distancias, isto é, d(p,q) = d(p(p), ¢(q)), para

quaisquer pontos p e q de M.

Em sintese, pelo factos expostos pode-se concluir o seguinte: como seria de
esperar, a Definicao 1.7 é uma extensao da usual definicao de isometria no espago
Euclidiano IR™. De resto, em variedades Riemannianas as isometrias continuam a
corresponder aos “movimentos rigidos”, na medida em que nao alteram a distancia
entre pontos. No entanto, a associacao das isometrias com as transformacoes que
preservam a distancia nao se mantém valida para variedades pseudo-Riemannianas
em geral, uma vez que nao existe qualquer no¢ao de distancia (canonicamente)
estabelecida quando a métrica é indefinida.

Vamos finalizar esta seccao apresentando uma caracterizagao das isometrias

entre variedades pseudo-Riemannianas construidas a partir de espacos vetoriais.

Proposicao 1.1 Consideremos uma aplicacao linear ¢ : Vi — Vs, entre espacos
7

com produto escalar de igual dimensao. Entao ¢ é uma isometria entre variedades

pseudo-Riemannianas (considerando-se em Vi e Va a estrutura descrita na Sec¢ao

1.2) se e s6 se é uma aplicagao (bijetiva) que preserva o produto escalar.
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Demonstracao. Uma vez que as aplicacoes lineares sao suaves, um isomor-
fismo ¢ ¢é um difeomorfismo. Por outro lado, usando-se a notacao da corres-

pondéncia (1.3), sabemos que se v, € T,V entao d¢(v,) = (¢(v)),. Portanto,
(do(up), dp(wy)) = <up7wp> & ((d(u))p, (p(w))p) = (up, wy)
& (o(u), p(w)) = (u, w).
[ |

Asisometrias referidas na proposicao anterior, isto é, que sao também aplicacoes

lineares entre espacos vetoriais, serao designadas por isometrias lineares.

Observacao 1.1 Como consequéncia da proposicdo anterior, temos que se 'V €
um espaco com produto escalar, dimensao n e indice k, entao como variedade
pseudo-Riemanniana V' € isométrica a IR]. De facto, pode-se facilmente verificar
que o isomorfismo ¢ : V — IR"™ determinado por uma qualquer base ortonormada
de V', convenientemente ordenada, preserva o produto escalar se equiparmos IR"

com o produto definido em (1.1).

1.4 Conexao e Derivada Covariante

Vamos comecar por estabelecer algumas notagoes, muito comuns na bibliografia

relacionada. Sendo M uma variedade diferencidvel, consideraremos que:
1. C*°(M) denota o conjunto das fungoes reais suaves definidas em M;
2. X(M) denota o conjunto dos campos de vetores suaves definidos em M;
3.se X € X(M) e feC®M), entao

(a) X f denota a funcao real suave definida em M por (X f)(p) = X,(f);
(b) fX denota o campo de vetores suave definido em M pela igualdade

(fX>p = f(p)Xp§

4. Se X,Y € X(M) entao [X,Y] denota o campo de vetores suave definido em
M por [X,Y],(f) = Xp(Y [) = Y,(X[).

Definicao 1.10 Uma conexao V numa variedade diferencidvel M é uma aplicagao
V:X(M) x X(M) — X(M), denotando-se V(X,Y) = VxY, que satisfaz as

sequintes propriedades:
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1. VxY ¢€ linear sobre C*(M) em X, isto é:

v(f1X1+f2X2)Y = flely + fQVXQY (f1, fo € COO(M);

2. VxY ¢ linear sobre IR em 'Y, isto é:

Vx(a1Y1 + axYs) = a1Vx Y1 + a2V Ys (a1,a2 € R);

3. V satisfaz a sequinte regra do produto:

Vx(fY) = fVxY + (XY (f e C=(M).

O campo de vetores VxY diz-se a derivada covariante de Y na direccao de X

para a conexao V. 4

Exemplo 1.4 Consideremos que x1,- -+ ,x, $ao as coordenadas naturais de IR™.

Se para quaisquer dois campos de vetores X eY = Z % em IR"™ definirmos

8$7;

n

VxY => (XY7) aa

i=1

, ou seja, VxY € o campo de vetores em IR"™ definido por

(VxY), ZX Y“

entdo a aplicacdo V : (X,Y) ~ VxY ¢ uma conexdo em IR". Esta conexdo diz-

se a conexao Euclidiana (ou conexao natural). A titulo ilustrativo, se, em IR?,

tomarmos os campos X = (I’1+2)i+($2—3)i eY = (3 )aa +(x1+4)=— 0
€1

0xy 0xs 0z’
entao
- 02 022, 0 O(x1+4) O(z144). O
VXY—((x1+2)a—l+( 3)87:2)31:1“(“+2>a—m+(x2_3)a—@)a_x2
0 0
_ 2 [
= (2332 6552)8 o (331 + 2) 8,]32‘

O lema seguinte mostra que (VxY'), depende apenas dos valores de Y numa

vizinhanga de p e do valor de X em p.

Lema 1.5 Admita-se que V € uma conexao numa variedade diferencidvel M, que
X,)N(,Y,XN/ € X(M) e que p € M. Nestas condigies, se Y = Y numa vizinhanca
(arbitrariamente pequena) de p e X, = )~(p entio (VxY), = (ng/)p.

4Muitos autores usam os termos conexdo linear e conexdo afim como sinénimos de conexao.
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Em virtude do lema anterior, escreveremos Vx,Y no lugar de (VxY'),. Assim,
sev € T,(M) entao V,Y representard o valor de VxY em p, sendo X um qualquer
campo de vetores em M tal que X, = v. Pode-se imaginar Vx,Y como sendo a

derivada direccional de Y em p na direccéo (e sentido) do vetor X,

Definicao 1.11 Suponha-se que x1,--- ,x, € um sistema de coordenadas num
aberto U duma variedade diferencidvel M e que V é uma conexdo em M. Entao
0s simbolos de Christoffel de Vem relacio a x1,--- ,x, sao as n® funcoes reais

Ffj em U tais que

r* 1<i,5<n)’
Vege =Y Tign (=iisn)

E imediato verificar que relativamente as coordenadas naturais de IR" os
simbolos de Chrisytoffel da conexdao Euclidiana sdo todos nulos (relativamente
a outras coordenadas tal pode ja ndo acontecer).

Considere-se agora uma curva suave arbitraria v : I — M, sendo M no-
vamente uma variedade diferenciavel. Recordamos que um campo de vetores ao
longo da curva v é uma aplicagao V' : I — T'M tal que V(t) € T,y M para todo
ot € I. Denotaremos o conjunto dos campos de vetores suaves ao longo de v por
X(7) e, para V € X(v) e f € C*(I), denotaremos por fV o campo de vetores
ao longo de «y definido por (fV)(t) = f(t)V(¢). Um ébvio exemplo dum campo
de vetores ao longo de v é o seu campo velocidade 7' : t € I — 7/(t) € Ty M.
Se V for um campo de vetores suave em M e se, para cada t € I, definirmos
V(t) = ‘Afw), entao V é um campo de vetores suave ao longo de v. Um campo
de vetores V ao longo de v diz-se extensivel se existir um campo de vetores ‘7,
definido numa vizinhanca da imagem de -y, que estd relacionado na forma anterior

com V.

Lema 1.6 Seja M wma variedade diferenciavel e V uma conexao em M. Entdao

para cada curva suave v : I — M, a conexao V determina um unico operador

a7 X — X(v)
LA

dt

5As funcdes I‘i—“j determinam completamente V. De facto, utilizando as propriedades da

;0
defini¢ao de conexao, tem-se que se X, Y € X(U) sao dados por X = Z X' 3
- L

31'7;

entao VxY = Z(XYk+ZX YJF )88
T

2V
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que satisfaz as sequintes propriedades:

1. Linearidade sobre IR:
(Vi + aVo) = a1 V] +asVy  (ay,a2 € R);

2. Regra de produto:

vy =Svipv (fecemy

3. Se V' € extensivel, entao para cada extensdao V de V,

V'(t)=VyeV  (tel).

Para cada V' € X(v), o campo de vetores V' = % diz-se a derivada covari-
ante de V' ao longo de -y, e as propriedades de % permitem-nos afirmar que se

escolhermos um sistema de coordenadas numa vizinhanca de y(ty) e escrevermos

V(t) =) V(1))

¥t

para todo t em torno de ty, entao

, (1.5)

7(to)

V(o) =) <Vk(to) + Vj(to)v'i(to)FZ(v(to))> Ok

k ]

onde v'(t) sao as fungoes componentes da representacao de vy nas coordenadas

locais consideradas.

Observacgao 1.2 No caso particular em que M = IR" e V é a conexao Fuclidi-

ana, quando consideramos as coordenadas naturais obtemos V' (t) = E V’“(t)@k‘ »
(¢
k

(para todo t € I), pois os simbolos de Christoffel sao nulos. Portanto, uma con-
sequéncia imediata da formula (1.5) é que em IR™ com a conexdo Euclidiana a
derivagdo covariante coincide (através da identificagcdo usual de cada T,(IR™) com

IR™) com a derivagdo usual.

1.5 Conexao de Levi-Civita, Transporte Para-

lelo e Geodésicas

O lema que se segue é habitualmente denominado por Teorema Fundamental da
Geometria Riemanniana.
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Lema 1.7 Numa variedade pseudo-Riemanniana M existe uma unica conexao V

tal que: VX,Y,Z € X(M),
1. [X,)Y]=VxY - VyX (simetria), e

2. X(Y,Z) =(VxY, 2)+(Y,VxZ) (compatibilidade com a métrica pseudo-

Riemanniana).

A conexao referida no lema anterior diz-se a conexdo de Levi-Civita (ou Rie-

manniana) de M.

Lema 1.8 A conexdo Euclidiana NV do Ezemplo 1.4 é a conexdo de Levi-Civita

do espago pseudo-Euclidiano IR}, para k =0,--- ,n.

Convencgao 1.1 Em cada variedade pseudo-Riemanniana usaremos sempre a res-
pectiva conexdo de Levi-Civita e a derivacdo covariante associada a esta conexdo,

sem efetuarmos qualquer comentdrio adicional.

Uma vez que fixdmos uma unica derivagao covariante ao longo de curvas em
cada variedade pseudo-Riemanniana, estamos em condigoes de introduzir os con-
ceitos de transporte paralelo, de aceleracao e de geodésica.

Sendo M uma variedade pseudo-Riemanniana, um campo de vetores suave V'
ao longo de uma curva suave 7 de M diz-se paralelo (ao longo de ) se V' = 0;
e um campo de vetores em M diz-se paralelo se a sua restricao a qualquer curva
(suave) de M é um campo paralelo (ao longo dessa curva). Por exemplo, em IR
os campos de vetores paralelos ao longo de cada curva sao exatamente aqueles
que tém componentes constantes (relativamente as coordenadas naturais).

O facto fundamental sobre campos de vetores paralelos é que qualquer vetor
tangente num qualquer ponto de uma curva pode ser estendido, de modo tnico,

a um campo de vetores paralelo ao longo dessa curva.

Lema 1.9 Dados uma curva suave v : I — M, um valor ty € I e um vetor

Vo € Tyuo)M, existe um tinico campo de vetores paralelo V' ao longo da curva -y

tal que V(ty) = Vp.

O campo de vetores ao longo de 7y cuja existéncia é garantida pelo lema anterior
diz-se o transporte paralelo de Vi ao longo de . (Ver a figura 1.4).

Vamos agora estender esta nocao de transporte paralelo ao caso em que as
curvas sao “apenas’seccionalmente suaves. Considere-se uma curva seccional-

mente suave v : [a,b] — M, ou seja, admita-se que existe uma partigao finita
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nty) A

V4

Figura 1.4: Transporte paralelo do vetor V{ ao longo da curva ~

a=1ty <t <---<t,=btal que cada restricio de 7 aos subintervalos [t; 1,]
¢ uma curva suave. Entao dado um qualquer vetor V, € T, )M, do Lema 1.9
resulta que existe um tnico campo continuo de vetores V' : [a,b] — TM ao
longo da curva -y, de maneira que a sua restri¢ao a cada subintervalo |t;_1, t;[ é um
campo paralelo e tal que V(a) = V,. Este campo de vetores diz-se o transporte
paralelo de V, ao longo da curva seccionalmente suave vy, e consiste no transporte
paralelo de V, ao longo do primeiro segmento suave de v, quando a < t < ty,
depois no transporte paralelo de V(1) ao longo do segundo segmento suave de -,
quando t; <t < 1y, e assim sucessivamente.

Uma curva no espac¢o FEuclidiano é uma linha reta se e s6 se a sua aceleragao é
identicamente nula. E esta caracterizacao que vai ser tida em conta na definicao
de geodésica em variedades pseudo-Riemannianas. Portanto, a ideia bésica sob

esta definicao é que as geodésicas sao curvas de “curvatura minima”.

Definicao 1.12 Sejam M uma variedade pseudo-Riemanniana e v uma curva
suave em M. Entao a aceleracao de y € o campo de vetores ao longo de vy definido

D~ . , . .~
por " = =L . A curva vy diz-se uma geodésica se a sua aceleragdo € nula.

Evidentemente, atendendo apenas as respectivas defini¢coes, uma geodésica
também pode ser caracterizada como uma curva cujo campo de vetores velocidade
¢é paralelo.

Ao longo desta dissertacao necessitaremos também da nogao de geodésica “por
secgoes”, que generalize o conceito de geodésica. Diremos que uma qualquer curva
v : a,b] — M é uma geodésica quebrada se existir uma particdo a = tg < t; <

-+« < t, = b tal que cada restri¢ao de v aos subintervalos |t;_1,¢;[ é uma geodésia.
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A partir da igualdade (1.5) e da Defini¢ao 1.12 obtém-se de imediato a chamada

equacao da geodésica, que figura no corolario seguinte.

Corolario 1.1 Sejam x41,--- ,x, um sistema de coordenadas num aberto U C
M. Uma curva v : I — U € uma geodésica de M se e so se as suas fungoes

componentes v = x; o~y satisfazem
YR + YA BT (1(1) = 0,
1]

para 1 < k <n.

Utilizando-se o Teorema da Existéncia e Unicidade para sistemas de EDOs

tem-se agora o seguinte resultado:

Lema 1.10 Para cada p € M, cada v € T,M e cada ty € IR, existe um intervalo
aberto I C IR contendo ty e uma geodésica vy : I — M satisfazendo y(ty) = p e
v (tg) = v. Ademais, se duas geodésicas satisfazem tais condigoes iniciais, entdo

coincidem na intersecao dos seus dominios.

Resulta da unicidade estabelecida no lema anterior que para cada p € M e
cada v € T, M existe uma tnica geodésica v : I — M cujo dominio é o maior
possivel, ou seja, que nao é um segmento duma geodésica com maior dominio,
dita geodésica maximal, tal que v(0) = p e v'(0) = v. Frequentemente esta
geodésica maximal é simplesmente designada por a geodésica com ponto inicial p

e velocidade inicial v.

Exemplo 1.5 Uma vez que os simbolos de Christoffel da conexao Fuclidiana em
relacao as coordenadas naturais sao todos nulos, entao a equacao da geodésica em

R? (para k =0,---,n), a respeito destas coordenadas, fica
~E(t) = 0 (para 1 < k <n).

Portanto v*(t) = py + tvy, para todo t, onde py e vy sdo constantes arbitrdrias.
Em notagao vetorial temos que y(t) = p + tv, pelo que as geodésicas em IR sao

linhas retas.

O lema seguinte mostra que as parametrizacoes das geodésicas tém signi-

ficancia geométrica.

Lema 1.11 Seja v : I — M uma geodésica nao constante. Entao uma repara-
metrizacao yo h : J — M € uma geodésica se e so se a func¢ao h tem a forma
h(t) = at +b, com a,b € IR.
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Pretendemos agora destacar que em variedades Riemannianas (com métrica
definida), a afirmagao “geodésicas sdo os caminhos mais curtos” é, de certa forma,
verdadeira. Pela Definicao 1.9, um segmento de curva « ligando p a ¢ numa
variedade Riemanniana ¢ um dos segmentos de curva seccionalmente suave mais
curtos entre p e ¢ se se s6 se L(a) = d(p,q). (Podem existir varios ou nenhum
destes segmentos). Diz-se nesse caso que a é minimizante (ou que minimiza o
comprimento do arco entre p e ¢). Justificando a afirmagao acima, o lema que se
segue estabelece que as curvas minimizantes tém de ser geodésicas, a menos duma

reparametrizacao.’

Lema 1.12 Numa variedade Riemanniana, um segmento de curva minimizante
ligando p a q € uma reparametrizagio (mondtona) dum segmento de geodésica

(nao-quebrada) entre p e q.

Para terminar esta sec¢ao, vamos ainda introduzir uma natural classificagao

de curvas relativamente ao seu cardcter causal.

Definicao 1.13 Uma curva v numa variedade pseudo-Riemanniana diz-se tipo-
espago [tipo-tempo/tipo-luz(nula)| se todos os seus vetores velocidade ~'(t) sdo

tipo-espago [tipo-tempo [ tipo-luz(nulo)].

Note-se que uma curva arbitraria nao tem necessariamente um destes carateres
causais, mas tal acontece para toda a geodésica v porque 7/ é paralelo e o trans-

porte paralelo preserva o caracter causal dos vetores.

1.6 Foérmula de Gauss, Geodésias em Subvarie-

dades e Transporte Paralelo Normal

Nesta seccao vamos considerar que M é uma variedade pseudo-Riemanniana, com
métrica @, e que M é uma subvariedade pseudo-Riemanniana de M (escreveremos
M C M). Usaremos barras superiores para distinguir os objetos geométricos

correspondentes de M e M. Assim, V denotara a conexdo de M e V denotar a

DV
dt

denotard a derivada covariante em M e V = % denotard a derivada covariante
em M.

conexao de M; sendo V um campo de vetores ao longo de uma curva, V' =

60 comprimento duma curva seccionalemte suave é invariante por reparametrizacoes

(mondtonas).



20

Admita-se também que X(M) denota o conjunto das restrices a M dos cam-
pos de vetores pertencentes a X(M). Assim, qualquer X € X(M) é uma corres-
pondeéncia que a cada p € M associa um vetor X, € T, pﬁ.

Cada espaco tangente 7,,M é, por defini¢ao, um subespago nao-degenerado de

T pM. Consequentemente, pelo Lema 1.2, tem-se que
T,M =T,M @ (T,M)™*, (1.6)

onde (T,M)* = {v e T,M : (v,v,) =0Vuv, € T,M}. Este conjunto (T,M)" ¢
também um subespaco nao-degenerado de T}, M, chamado o complemento ortogo-
nal de T,M, e os seus vetores dizem-se normais a M.

Suponha-se que X € X(M). Evidentemente, se cada X, ¢ tangente a M, isto
é, X, € di(T,M) =T,M, entdo X é um campo de vetores (tangentes) em M. Por
outro lado, quando cada X, ¢ normal a M diz-se que X é um campo de vetores
normal a M. Denotaremos o conjunto de todos estes campos por X (M),

Para X € X(M), projetando ortogonalmente em cada TPM nos subespacos
T,M e (T,M)*, obtemos os campos de vetores X € X(M) e X+ € X(M)* tais
que X = X" @ X*. As aplicacdes resultantes

o X(M) — X(M) o X(M) — X(M)*
X - oxT° X - Xt

dizem-se as projecoes tangencial e normal, respetivamente. (Ver a figura 1.5).
Considere-se agora que X,Y € X(M) sdo extensdes arbitrarias a M dos
campos de vetores X,Y € X(M), respetivamente. Entao, define-se o campo
VxY € X(M) como sendo a restricdo a M do campo de vetores VY. De facto,
VY éindependente da escolha das extensoes X e Y. Assim, usando-se a decom-

posicao acima, podemos escrever
VxY = (ViY@ (VxY)L (1.7)

A sequnda forma fundamental de M C M é definida como sendo a aplicacao 11
de X(M) x X(M) para X(M)* dada por

I(X,Y) = (VxY)"

Pode provar-se que II é simétrica e bilinear sobre C*(M). O termo “primeira
forma fundamental”, por sua vez, foi usado classicamente para se referir a métrica
(pseudo-Riemanniana) induzida ® := i*(®) de M.

Uma vez que (VxY'), depende apenas (no que diz respeito a X) de X, e I ¢

uma aplicac@o simétrica, entao (II(X,Y")), sé depende dos valores de X e de Y no



21

aff 1
(T,” M)

Figura 1.5: Projeccao no espaco tangente e no seu complemento ortogonal, em
R3.

ponto p. Por este motivo, poderemos escrever I1(X,, Y,) no lugar de (II(X,Y)),.
Assim se u,v € T,M entao II(u,v) representard o valor de (II(X,Y")),, sendo X e
Y dois quaisquer campos de vetores em M tais que X, =u e Y, = v.

O lema seguinte identifica a componente tangencial da decomposicao de VY

que aparece em (1.7).

Lema 1.13 (Foérmula de Gauss) Se X, Y € X(M), entao a sequinte formula
¢ valida ao longo de M :

— ——
tangente a M normal a M

onde V € a conexdo de Levi-Civita de M.

Portanto, II mede a diferenga entre a conexao Riemanniana (intrinseca) de
M e a conexao Riemanniana (extrinseca) na variedade ambiente M. A partir do
lema anterior e das propriedades da derivagao covariante, obtém-se a importante

formula seguinte:

Lema 1.14 (Férmula de Gauss ao Longo de uma Curva) Suponha-se que

t ~ () € uma curva em M C M e que V é um campo de vetores (tangente a
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M) ao longo de . Entao:

vin= V') e IOE'0).VE),
—— ——
tangente a m normal a M

7 _ DV ! _ DV
ondeV——dt eV =5

Repare-se que, antes de mais, uma consequéncia imediata da formula anterior

n
K

¢ que quando v ¢ uma curva em M C IR" com k = 0,--- ,n, e V é um campo
de vetores (tangentes a M) ao longo de v, entao a derivada covariante % é, para
todo o ¢, a projeccao em T ;)M da derivada usual de V.

Aplicando o lema anterior ao caso especial V' = v/, tem-se agora a seguinte

férmula para a aceleracdo de uma qualquer curva v em M C M:

Fy=7"el,v),

. D~ ~ = D~ ~
onde ¥ = ZL ¢ a aceleragao em M e 7" = ZL é a aceleracao em M. Uma

consequencia desta formula é o resultado que se segue.

Lema 1.15 Uma curva v em M C M € uma geodésica em M se e s se a sua

aceleragcao em M €, em todos os pontos de vy, normal a M.

Se particularizarmos no lema anterior M = IR", obtemos uma importante
caracterizagao das geodésicas de subvariedades pseudo-Riemannianas do espaco
pseudo-Euclidiano IR}: uma curva v em M C IR} é uma geodésica em M se e s6
se a sua aceleracao usual 4 é, para todo o ¢, normal a M.

No remanescente desta seccao vamos introduzir o conceito de transporte para-
lelo normal, realizado com vetores normais a subvariedade M. Considere-se uma
curva suave t € [ ~ v(t) € M C M e admita-se que W é um campo de vetores
suave ao longo de v sempre normal a M, isto é, tal que W(t) € (T, M)* para
D ZtW ¢ definida como sendo (o campo
de vetores ao longo de v dado por) a componente normal da derivada covariante

DwW
dt ’

é paralelo normal se

todo t € I. A derivada covariante normal

encontrada com a decomposigao referida em (1.6). Diz-se que o campo W
Diw
dt

derivada covariante em M é, em todos os pontos de 7, tangente & subvariedade
M.

De forma analoga ao exposto no Lema 1.9, o lema que se segue mostra que

= 0. Portanto W ¢é paralelo normal se e s6 se a sua

também qualquer vetor normal a M num qualquer ponto de uma curva pode ser
estendido, de modo unico, a um campo de vetores paralelo normal ao longo dessa

curva.
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Lema 1.16 Seja v uma curva suave em M C M. Se Wy é um vetor normal a
M no ponto y(ty), entao existe um unico campo de vetores paralelo normal W ao
longo de vy tal que W (ty) = Wy.

O campo de vetores referido no lema anterior diz-se o transporte paralelo nor-
mal de Wy ao longo de 7.

Referimos ainda que, a semelhanca do que acontece no caso dos vetores tan-
gentes, se considerarmos uma curva seccionalmente suave v : [a,b] — M, para
cada vetor W, € (TyqyM )L existe um unico campo continuo W de vetores nor-
mais a M ao longo de 7, tal que a sua restrigdo a cada subintervalo |t;_1,¢;[ é um
campo paralelo normal e W (a) = W,. Este campo de vetores diz-se o transporte

paralelo normal de W, ao longo da curva seccionalmente suave 7.

1.7 Orientabilidade

Esta ultima seccao de conceitos fundamentais visa incluir algumas nocoes gerais
sobre orientacao de variedades diferencidveis, que sao necessarias para a definicao
de aplicagao rolamento do capitulo seguinte. A definicao de variedade orientavel
generaliza a ideia de superficie orientavel do espago Euclidiano. Recordamos que
estas sao as superficies onde é possivel construir um vetor normal unitdario em
cada ponto (excepto nos pontos da fronteira) de forma que eles variem “continu-
amente” sobre a superficie, isto é, nao ha mudanca abrupta de sentido.

Diz-se que duas bases ordenadas {by, by, -+ ,b,} e {31,32, e ,/l;n} dum espaco

vetorial V' tém a mesma orienta¢do se det(A) > 0, onde A = (a;;) é a (Unica)
n

matriz nao-singular tal que b; = Zaijbj (1t = 1,---n); diz-se que tém ori-
j=1

entagdo oposta se det(A) < 0. Por exemplo, em IR? as bases {(1,0),(0,1)} e
{(1,0),(0,—1)} tém orientacio oposta. E facil verificar que “ter a mesma ori-
entacao”é uma relacao de equivaléncia no conjunto de todas as bases de V' e que
existem exatamente duas classes de equivaléncia, chamadas orientagoes de V. A
orientacao que contém a base {by, by, - ,b,} serd denotada por [by, by, -, by].
Considere-se agora uma variedade diferencidavel M e seja ¢ um sistema de

coordenadas em U C M. Com p € U, denote-se
= [l 0]

(Aqui {81|p, e ,8n|p} ¢ a base de T,M determinada por ¢). Entdo, uma ori-
entacao A de M é uma correspondeéncia que associa a cada p € M uma orientacao
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A(p) de T,M, que é suave no sentido em que para cada ponto de M existe um
sistema de coordenadas ¢ tal que A = A\, em alguma vizinhanca desse ponto.

Uma variedade diferenciavel M diz-se orientdvel se existir uma orientagao de
M orientar M é escolher uma orientagao particular. Por exemplo, IR" é orientavel
e uma sua orientagao é A\, onde ¢ ¢ o sistema de coordenadas naturais. A esta
orientacao chama-se orientacao usual de IR™.

Se A é uma orientacao de M entao também o é —)\, a qual associa a cada
ponto p a orientacao oposta de T,M. Se M ¢ conexa entao £\ sao as suas duas
Unicas orientagoes. Assim no caso conexo, orientar uma tnico espaco tangente
corresponde a orientar toda a variedade.

Se ¢ : M — N é um difeomorfismo local, é facil verificar que, para cada

ponto p € M, a correspondéncia (E dada por

~

¢ uma funcao, das orientacoes de T, M para as orientacoes de T,y N, bem-definida
e injetiva.

Definicao 1.14 Admita-se ¢ e a nas condi¢oes anteriores. Se M e N sao ori-
entadas por A\y; e Ay, respetivamente, diz-se que ¢:

1. preserva a orientacio se ¢(Ay(p)) = An(o(p)), ¥p € M;

2. inverte a orientacao se ¢(Ay(p)) = —An(d(p)), Vp € M.

Quando M é conexa existem apenas estas duas possibilidades, mas em caso

contrario ¢ pode preservar a orientagdo numa componente e inverter noutra.

Exemplo 1.6 Tomemos M = N = IR?> com a orientacdo usual e a aplicacdo
¢ : R? — IR? definida por ¢(x,y) = (x,—y). Seja p = (zo,y0) € IR? um
ponto arbitrdrio. Pela identificagio habitual de T,IR? com IR?, temos (‘Mp = (1,0)
e 82|p = (0,1). FEntao, 61’p = 71(0) com y(t) = (xg + t,y0) € 02}10 = 75(0)

. d(¢o
com Yo(t) = (zo,y0 +1). Assim, dp(0n|) = <¢dt%)(0) = (1,0) ¢ dp(ds] ) =
d
—(QSC;%)(O) = (0,—1). Portanto podemos concluir que ¢ inverte a orientagao,

uma vez que [dgﬁ(@l}p), d(b(ag‘p)] =+ [61’¢(p), 82‘(]5(}7)].
De forma andloga poderiamos mostrar que, para qualquer angulo 6 e qual-
cos(f) —sin(0) x
sin(f)  cos(6) y
Ou(x,y) = (x + vy, y + v2) preservam a orientacao. (Ver a figura 1.6).

quer vetor v = (v1,v2), as aplicagoes ¢g(z,y) =
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)
p

p) ¢(p)l_> ""¢(5’1

deg(o, )

Figura 1.6: Simetria sobre o eixo dos z’s. Rotacao em torno da origem.

Translagao.

Observacgao 1.3 Nas condi¢oes da Definicao 1.14, quando M = N, A\yy = Ay e
M ¢ conexa, uma vez que a fun¢ao ¢3 ¢ injetiva e existem somente duas orientagoes
possiveis para M, digamos A e —\, tem-se que ¢ preserva [inverte] a orienta¢do

quando A\yy = X se e s se ¢ preserva [inverte| a orienta¢ao quando Ay = —A\.
Efetivamente, ¥p € M, atendendo a que \(p) # —A(p) = d(A(p)) # d(—=A(p)),
tem-se que 9(A(p) = M$(p)) & S(=A(p)) # A(d(p) & d(=A(p)) = —A(B(p)).

Sempre que a partir de agora escrevermos simplesmente que um difeomorfismo
local ¢ : M — M, sendo M orientavel e conexa, preserva [inverte] a orienta¢ao,
isso significard que ¢ preserva [inverte| sempre a orientacao, de acordo com a
Definicao 1.14, independentemente da forma como M seja orientada.

As duas proposicoes seguintes indicam um critério para que certos difeomor-

fismos preservem a orientagao.

Proposicao 1.2 Consideremos um difeomorfismo ¢ : IR" — IR™ definido por
o(x) = Rz, com R € GL(n) := {X € gl(n) : det(X) # 0}. Entao ¢ preserva a

orientagdo se e somente se det(R) > 0.

Demonstragao. Uma vez que IR" é uma variedade conexa, sabemos que as

L. . L . . 0 0
suas duas unicas orientagdes sao a orientagao usual A(p) = |=—] ,--- ,—| ,
Ox,'P ox, 'P
n
onde xy,--- ,x, sao as coordenadas naturais, e a correspondente orientacao —A\.

Suponhamos que IR™ estd orientada com a orientacao usual. A Observacao 1.3

garante que a consideragao deste caso é suficiente para a demonstragao. Preten-
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demos mostrar que det(R) > 0 se e s6 se Vp € IR" tem-se

0 0 0 0
d¢(0_ym p)7”. ad¢(a_% p>:| = |:8_:L,1‘¢(p)7 78_%‘(;3(17) : (19)
Designemos e; = (1,0,---,0),--- ,e, = (0,---,0,1). Como ¢ éuma aplicagao

linear, sabemos que dqb(a—}p) € Ty IR" identifica-se (através da identificagao
Li

usual) com ¢(e;) = Re; € IR, para i = 1,--- ,n.” Portanto podemos afirmar que

a igualdade (1.9) acima é equivalente a
[Reh"' 7Ren] - [617"' 7€n] ‘8 (110)

Mas se, parai = 1,--- ,n, denotarmos a i-ésima coluna da matriz R por R;, temos
que Re; = R;. Logo a matriz dos coeficientes que expressam a base Rey,--- , Re,
em relacao a base candnica e, --,e, ¢ R'. Consequentemente, uma vez que
det(R) = det(R"), podemos concluir que a igualdade (1.10) verifica-se se e s6 se
det(R) > 0. |

Proposicao 1.3 Consideremos um difeomorfismo ¢ : gl(n) — gl(n) definido
por (X) = RX ou ¢(X) = XR, com R € GL(n). Entao:

1. sen € par, ¢ preserva a orientagao.

2. sen € impar, ¢ preserva a orientacdo se e somente se det(R) > 0.

Demonstragao. Vamos apresentar apenas a demonstracao para o caso de
¢(X) = RX, sendo a prova para o outro caso totalmente andloga.
Suponhamos que ey, - - - , e,2 designa a base candnica de gl(n). E evidente que

a aplicagao ¢(X) = RX preserva a orientagao se e s se

[Req, -+, Rep2] = [e1, -+, en2]. (1.11)
Mas a matriz dos coeficientes que expressam Req, - -- , Re,2 emrelacao a ey, -+ ,€,2
é a matriz diagonal por blocos diag(R",---,R"), de ordem n%. Portanto, uma

vez que o determinante desta matriz é det(R)", a igualdade (1.11) é automatica-
mente satisfeita quando n é par e verifica-se se e s6 se det(R) > 0 quando n é

impar. |

"Considerando-se a notagao da identificagao (1.2), para toda a aplicacdo linear ¢ : IR" — IR™
tem-se que do(vp) = (¢(v))g(p), VP € R", v, € T,IR".

8Devido & coincidencia entre as respectivas matrizes de mudanga de base, se {by, -+ ,b,} e
{by,- - ,b,} sdo duas quaisquer bases ordenadas de IR" e {(b1)p, -+, (bn)p} € {(El)p, I (lA)n)p}
sdo as correspondentes bases de T,IR™, ocorre que [b1,---,b,] = [l;l, e ,l;n] =3

[(bl)pv ) (bn)p] = [(Bl)pv T (én)p]



Capitulo 2

Aplicacoes Rolamento em

Variedades Pseudo-Riemannianas

Os rolamentos que vamos abordar na presente dissertacao sao, antes de mais,
“movimentos”de subvariedades mergulhadas em variedades pseudo-Riemannia-
nas. Estes movimentos sao produzidos a custa da acao do grupo das isometrias
da variedade ambiente. Portanto, o estudo dessas isometrias serd fundamental
para podermos descrever rolamentos concretos. E neste contexto que se enqua-
dra a primeira seccao deste capitulo, e chegaremos a tal conhecimento para as
variedades que nos vao interessar recorrendo a alguma teoria sobre grupos de Lie.

Para além da introducao da definicao de aplicacao rolamento, que formaliza
o conceito de rolamento, nas seccoes seguintes faremos uma interpretacao desta
definicao no espago Euclidiano e a sua particularizacao para dois casos fundamen-
tais. Nas ultimas secgoes serao provadas algumas propriedades dos rolamentos e

serd feita a ligacao com o transporte paralelo de vetores.

2.1 Grupos Matriciais Associados a Isometrias

2.1.1 Grupos de Lie Quadraticos

Na construcao desta seccao foram consultadas, sobretudo, as referéncias [8], [11],
[41] e [6].

Com o = =1, seja J uma qualquer matriz real de ordem n tal que J? = al,
e J' = aJ, onde I, representa a matriz identidade e J' a transposta de J. Da
definicdo de J decorre imediatamente que ela é invertivel, tendo-se J~! = J'.

Portanto, o nimero n é obrigatoriamente par quando o = —1 , uma vez que toda

27
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a matriz anti-simétrica de ordem impar tem determinante nulo. Associado a esta

matriz J, considere-se o seguinte grupo matricial:
Gy:={Xe€GL(n): X"JX =J}! (2.1)

Gj é um subgrupo algébrico fechado de GL(n), na medida em pode ser definido

por um conjunto finito de equagoes polinomiais nas entradas de X. Portanto,
atendendo ao teorema do subgrupo fechado de Cartan, G; é um subgrupo de Lie
de GL(n). Aos grupos assim formados chamaremos grupos de Lie quadrdticos,
devendo-se o nome, naturalmente, ao facto deles serem definidos por um conjunto
de equagdes quadraticas. Uma consequéncia evidente de (2.1) é que toda a matriz
de Gj tem determinante igual a 1. Tem-se ainda que a algebra de Lie de Gy,
equipada com o produto de Lie [A, B] = AB — BA, é dada por

L(Gy)={Aegln): ATJ=—-JA}2 (2.2)

Vamos comecar por introduzir duas propriedades basicas que nos serao 1teis

nos capitulos seguintes.

Proposigao 2.1 1. Se X € Gy e A € L(Gy), entao X 'AX € L(Gy).

2. Set ~ X(t) ¢ uma curva suave em Gy, entdo X ()X ~'(t) e X '(t)X (1)
pertencem a L(Gy).

Demonstracgao. A verificacao da primeira afirmacao é trivial:
(X'AX)TT=XTATX ') = XT(ATNX = (X TJ)AX = —JX 'AX.

Relativamente & segunda afirmacao, da hipétese X ' (t)JX (t) = J por derivacio

resulta imediatamente
XT(t)JX(t)+ X" (t)JX(t) = 0.
Consequentemente podemos escrever as igualdades
(XOX ()T = —JXOX ') e (XT'(O)X(1) T = -JX ()X (),

que confirmam o que se pretendia. [

'A condicio X "JX = J é equivalente a XJX " = J.
2A condicio ATJ = —JA é equivalente a JAT = —AJ.
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Considere-se também a forma bilinear no espacgo vetorial IR"™ definida por
(x1,29) 5 =] Juy, com x1,1y € IR". (2.3)

Sabemos que (-,-); é ndo-degenerada pelo facto de J ser uma matriz invertivel.
Portanto, esta forma bilinear é um produto escalar, quando J é simétrica, ou

3 Deste modo, tomando-se o

um produto simplético, quando J é anti-simétrica.
produto (-,-); em cada espaco tangente T,IR" = IR", a variedade diferencidvel
IR™ torna-se numa variedade pseudo-Riemanniana ou numa variedade simplética,
consoante &« = 1 ou a = —1, respetivamente. Denotaremos tal variedade por
(IR™, ®;). Pode-se ainda verificar facilmente que o grupo Gj é constituido pelas
representagoes matriciais das transformagoes lineares de IR™ que deixam (-,-),

invariante, isto é
X e€Gy seesése (Xa,Xb);= (a,b);, Va,be IR".
Uma consequéncia imediata disto é que, quando J é simétrica, toda a aplicagao

(R, ®;) — (IR",®y)

(2.4)
T > Rx + s

com R € gl(n) e s € IR™, é uma isometria se e s6 se R € Gj.

Na proposicao seguinte vamos formular um produto escalar em gl(n), igual-
mente associado a matriz J, que generaliza o produto interno de Frobenius definido
por

(A,B) :=tr(A"B), com A, B € gl(n), (2.5)

onde tr(-) representa o traco da correspondente matriz.

Proposicao 2.2 A forma bilinear definida no espago vetorial gl(n) por
(A,B);:=tr(JTATJB), com A, B € gl(n), (2.6)
€ um produto escalar.

Demonstracao. De acordo com a respectiva defini¢ao, necessitamos de mos-
trar que (-,-); é simétrica e ndo-degenerada.
Quanto a simetria, efetivamente temos:
(A,B); =tr(JTATJB) =tr (JTATJB)") = tr(B"JTAJ) = tr(JBT J " A)
=tr(£J BT (£J)A) =tr(JTB"JA) = (B, A),.

3Um produto simplético num espaco vetorial de dimensdo finita é uma forma bilinear anti-

simétrica nao-degenerada.
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A fim de provarmos que (-,-); é ndo-degenerada, comecemos por notar que
(A,B); = (AJ,JB), onde (:,-) representa o produto interno definido em (2.5).
Agora, suponhamos que (A, B); =0, VB € gl(n). Entao (AJ, JB) = 0 e, equi-
valentemente, (J' AJ, B) = 0, VB € gl(n). Assim, dado que qualquer produto

interno é uma forma nao-degenerada, J'AJ = 0 e, portanto, A = 0. [

A custa deste produto (-,-);, a seguir vamos introduzir uma nova caracte-

rizacao do grupo de Lie quadratico Gj.
Proposicao 2.3 Com X € GL(n), tem-se:
X e€Gy seesose (XA, XB);=(AX,BX);=(A,B);, YA B € gl(n).
Demonstracao. Apresentaremos somente a demonstracao da equivaléncia
X e€Gy seesése (AX,BX);=(A,B);, YA, B € gl(n),

uma vez a prova do outro caso é naturalmente idéntica.
Para verificarmos a implica¢do (=), consideremos X € Gy e A, B € gl(n)

arbitrarias. Entao,

(AX,BX); =tr (JT(AX)"JBX)) = tr(XJ'XTATJB) = tr (XJX ")TATJB)
=tr(JTATJB) = (A, B);.

Para a prova a implicagdo (<=) precisamos de observar previamente que
(A,BC); = (AJTC"J, B);, com quaisquer A4, B,C € gl(n). * Admitamos agora
a igualdade (AX,BX); = (A, B);, para todas as matrizes A, B € gl(n). As-
sim, (AXJ"XTJ, B); = (A, B); e, equivalentemente, (AXJ' X" J— A, B); =
VA, B € gl(n). Portanto AXJ'XTJ — A =0, VA € gl(n). Particularizado-se
A =1,, resulta ainda XJ"X"J — I =0, que é equivalente a X' JX = J. |

Admita-se que gl(n) estd equipada com a sua estrutura standard de variedade
diferencidvel. De forma andloga ao caso de (IR", ®;), se tomarmos o produto
escalar (-,-);, definido em (2.6), em cada espago tangente Tpgl(n) = gl(n), a
variedade gl(n) torna-se numa variedade pseudo-Riemanniana, que denotaremos
por (gl(n),®y). Serd sempre este o significado de (gl(n), ®;) até ao final desta
dissertacao.

Perseguindo o que referimos no inicio, no remanescente desta sec¢ao estaremos

interessados na relagao de G; com grupos de isometrias de (IR", ®;) e (gl(n), ®;).

4 Analogamente, também se tem (A,CB); = (JTCTJA, B) ;.
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Isto assentara no conceito de produto semi-directo de grupos de Lie, determinado
pela acao de um deles sobre o outro, que vamos introduzir de seguida.
Recordamos que uma a¢do (& esquerda) dum grupo de Lie H (multiplicativo)

numa variedade diferenciavel N é uma aplicacao suave x : H x N — N, denotada
por (h,n) ~ h*n, tal que

H — Diff(N)

h ~ %, :N—N (2.7)

n ~ hxn

¢ um homomorfismo de H no grupo dos difeomorfismos de N. Deste modo, * é

uma acao se, e somente se,
1. (hihg) xn = hy * (haxn) Vhy,hy € Hyn € N;
2. 1xn=n Vné& N, sendo 1 o elemento neutro de H.

Suponha-se agora que H e N sao grupos de Lie, e que H atua em N através
duma acao *. Assumiremos N como um grupo abeliano e aditivo, somente para
obtermos uma mais imediata harmonia com os exemplos concretos que nos inte-
ressarao a seguir. Admita-se ainda adicionalmente que todo o difeomorfismo
definido em (2.7), é um automorfismo.

Diremos que uma aplicacgado N — N é uma transformacao afim se for a
composta dum homomorfismo com uma translagao. Cada (h,n) € H x N define

naturalmente uma transformacao afim 7 ) : N — N dada por
Typm() i= #4(2) + 1. 2.8)
Além disto, a composicao destas transformagoes verifica
(Tihoma) © Tininn) ) (@) = sy (1 () + 111) + 12
= sp, (kp, () + *py(n1) + N2, (%, € um homomorfismo)
= *pyh, () + ¥y (1) + 12 (% é uma acao).
Entao, no contexto descrito, o produto semi-direto H x N (determinado pela
acao *) é o grupo de Lie formado pelo produto cartesiano H x N, enquanto

variedade diferenciavel, com a operacao de grupo, o, determinada pela composta

das transformagoes afim correspondentes, isto €,
(hg, TLQ) e} (hl, nl) = (hghl, *ho (711) + TLQ).

Um caso particular do produto semi-directo é evidentemente o produto directo,
obtido quando a acdo * é dada por h *x n = n e, portanto, cada automorfismo *,
¢é a aplicacao identidade.
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Exemplo 2.1 Neste exemplo vamos efetuar a construgao do produto semi-directo
em dois casos particulares, que nos serao uteis.

Caso I: Tomemos os grupos de Lie H = Gy e N = IR" ¢ a ac¢ao * definida
por R*s = Rs. Entao

Gy xIR" = {(R,S) tReGy,s€ Rn},
com a operagao de grupo dada por
(Ra, 52) o (R1,51) = (RaR1, Rysy + s2).

Caso II: Aqui vamos considerar o produto directo H = Gy x Gy, o grupo adi-
tivo N = gl(n) e a agdo x definida por (U, W) x Z = UZW~'. Repare-se que a
mversa em W garante a verificacao da lei de composi¢cao, exigida na defini¢ao de

acao dum grupo sobre uma variedade. Entao,
Gy x Gyxglin) ={(UW),2)=(UW,Z) : UW € Gy, Z€cglln)},
com a operacao de grupo dada por

(U, Wa, Zy) o (U, Wh, Zy) = (UpUy, WoWy, Uy Zi Wy + Zs),

A transformacao afim definida por (R,s) € G; xIR" ¢é a isometria dada em
(2.4), onde admitimos que J é simétrica. Logo se identificarmos cada par orde-
nado (R, s) com a correspondente aplicagao T(g ), poderemos interpretar o grupo
Gj X IR" como um grupo de isometrias (com a composi¢ao) da variedade pseudo-
Riemanniana (IR", ®jy).

De forma anéloga ao caso de (IR™, ®;), resulta das propriedades contidas nas
Proposicoes 1.1 e 2.3, que toda aplicacao do tipo X ~» RX +Sou X ~ XR+ S
¢ uma isometria em (gl(n), ®;) se e sé se R € Gj. Consequentemente, a trans-
formacao afim determinada por cada (U, W, Z) € G; x Gy xgl(n),

Tuwz : glln) — gl(n)

, 2.9
X o~ UXW'4Z (2:9)

¢ uma isometria na variedade pseudo-Riemanniana (gl(n), ®;). Portanto podemos
associar o grupo Gy x Gy xgl(n) com o grupo das isometrias de (gl(n), ®;) que
se podem escrever na forma (2.9), para algum (U, W, Z) € Gy x G; xgl(n), com
a operacao de composicao.® Por esta razao, sempre que for apropriado e sem co-

mentarios adicionais, consideraremos G; x Gy xgl(n) como um subgrupo do grupo

SContrariamente ao caso das isometrias com a forma dada em (2.4), a parametrizacio
(UW,Z) € Gy x Gy xgl(n) das isometrias que se podem escrever na forma (2.9) nao é unica.
Por exemplo, (Uy = I,,, W1 =1,,,Z1 =0) e (Uy = —1,,, Wo = —1I,,, Z5 = 0) dao origem a mesma
isometria, a aplicagao identidade.
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das isometrias da variedade pseudo-Riemanniana (gl(n), ®;). Note-se, no en-
tanto, que nem toda a isometria de (gl(n), ®;) pertence ao grupo Gy x Gj xgl(n).

Por exemplo, quando n = 2 e J = I, nao é possivel escrever a isometria

'

Observagao 2.1 Decorre de resultados contidos em [3] que cada grupo de Lie

xr3 T4 Ty T3

r, X - x
b ]) = [ b ] com a configuracao das aplicacoes T{y,w,z).

quadrdtico é isomorfo a algum associado com uma das matrizes

—I.| 0 0 | In

J = , comk >0, ou J= , comn=2m > 2 .
0 | I« —I,| 0

(2.10)

O grupo definido pela primeira matriz diz-se o grupo pseudo-ortogonal O(k, n—k),

enquanto que o associado a sequnda matriz diz-se o grupo simplético Sp(2m).

Mais precisamente, cada grupo de Lie quadrdtico é isomorfo a um grupo pseudo-

ortogonal quando o =1 e a um grupo simplético quando o = —1.

2.1.2 Grupos Pseudo-Ortogonais

Aqui focaremos a nossa atengao nos grupos de Lie quadraticos associados ao caso
especifico da primeira matriz J de (2.10). Apesar de na teoria dos grupos de Lie
esses grupos serem vulgarmente denotados por O(k,n — k), no presente contexto
vamos denoté-los por O, (n), para manter a coeréncia com notagoes ja adotadas.
Iremos ainda acrescentar um indice em J de forma a podermos reconhecer de
imediato o tamanho dos blocos que a compoem. Os lemas que figuram nesta
seccao encontram-se demonstrados em [35].

Para 0 < k < n, J, designard a matriz diagonal [0;;c;] cujas entradas da
diagonal principal sao e = -+ = ¢, = =l e o1 = -+ = ¢, = 1. Tem-se

portanto que J-! = J = J. e
Ox(n) =O(k,n—k) ={ReGL(n): R"' = J,R"J,}.
O subgrupo de Lie
SOk(n) :=={R € O4(n) : det(R) = 1}
¢ dito o grupo pseudo-ortogonal especial.

Exemplo 2.2 Para cada ¢ € IR,

B, =

cosh(yp) sinh(cp)]
sinh(y) cosh(y)
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¢ uma matriz de SO1(2), dizendo-se um impulso (boost) de IR?. Esta matriz B,
transforma cada hipérbole definida por (p,p) = r* ou (p,p) = —r?, em IR, nela
propria sem inverter os ramos. Além disto, se p e q sao dois pontos dum mesmo
ramo de qualquer uma destas hipérboles e tais que q = By,p, entao o comprimento

do arco da hipérbole entre p e q € L(pq) = |ry|. (Ver a figura 2.1).

X
B,p,.sep<0 B,p,.sep>()
P,
B,py.se <0 B,p.sep>0
—
Ps f \ 2! Xy
/
- |
B,p;.se p>0 B,p.sep<0
Py
B,p,.sep>0 B,p,.sep<0

Figura 2.1: Impulsos de IR?

Lema 2.1 Tem-se que R € O(n) se e s0 se as colunas [linhas] de R formam uma

base ortonormada de IR}, estando os vetores tipo-tempo nas primeiras k colunas
[linhas].

Dado que (IR",®,,) = IR?, decorre imediatamente da Secgao 2.1.1 que toda a
aplicacao da forma T(p s (x) = Rr+ s, com R € O.(n) e s € IR", é uma isometria
de IR}!. O lema seguinte assinala ainda que, neste caso particular, cada isometria

tem exatamente essa forma.

Lema 2.2 Cada isometria do espaco pseudo-Euclidiano IR}, para 0 < k < n,

tem uma unica expressao da forma

T(R,s): BZ — RZ

T ~ Rx+s

com R € O(n) es e R"
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Em virtude do lema anterior, sempre que for conveniente, o grupo das iso-
metrias de R} serd identificado com o grupo O,(n) x IR". Usaremos ainda as
6bvias identificacoes entre o subgrupo das isometrias lineares T(g ) : ¥ ~» Rx e o
grupo multiplicativo O,(n) e entre o subgrupo das translagoes T{, s : ¢ ~> = + s
e o grupo aditivo IR". Assim, como consequéncia imediata da Proposi¢ao 1.2, te-
mos que o subgrupo das isometrias lineares de IR que preservam a orientagao é
SOk(n).

Quando « é igual a 0 ou a n, o grupo pseudo-ortogonal O,(n) é o grupo ortogo-
nal O(n) := {R € GL(n) : R™' = R"} das isometrias lineares do espago euclidi-
ano IR". Este grupo é a unido disjunta do grupo ortogonal especial O%(n) =
SO(n) := {R€O(n):det(R) =1} com O (n) = {R € O(n):det(R) =—1},
sendo SO(n) um subgrupo de Lie conexo. Quando 0 < k < n, considerando-

se cada matriz de O,(n) decomposta na forma

Ry | Ry
Rs | Ry

R =

Y

com R, de ordem k e Ry de ordem (n — k), temos que Og(n) decompde-se em
4 conjuntos disjuntos indexados aos sinais dos determinantes (sempre nao-nulos)
det(Ry) e det(Ry4) (por esta ordem):

0" (n), 07" (n), 0.7 (n), O, (n)

e pode provar-se que Of"(n) U O, (n) = SO.(n), pelo que esta unido ¢ um
subgrupo de O,(n) e constitui o grupo das isometrias lineares de IR que preservam
a orientagdo. Tem-se ainda que, contrariamente a SO, (n), o conjunto OF*(n) é
conexo. A partir daqui esta componente conexa, que contém a identidade e,
portanto, é um subgrupo de Lie de O,(n), serd denotada por SO.(n).
Considere-se agora 0 < k < n. Por conveniéncia de escrita, vamos aceitar
as igualdades SO{(n) = SOL(n) = SO(n). Uma vez que as translacdes em IR”
preservam a orientacao, resulta das notas anteriores que o grupo das isometrias
de IR} que preservam a orienta¢do é o subgrupo de Lie de O(n) x IR" definido

por

SO.(n) x R" :={(R,s) : R € O,(n),det(R) =1,s € R"}

e que o subgrupo de Lie conexo maximal deste grupo ¢é

SEm particular, SO} (n) = {R = [ri;] € SO1(n) : 711 > 0}.
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SO, (n) x R" := {(R,s) : R € SO, (n),s € R"}

:{(R s):R= (F1) e

R3 Ry
admitindo-se na igualdade anterior que R = R4 quando x = 0 e que R = R;
7

€ Ox(n),det(Ry) > 0,det(Ry) > 0,5 € ]R"} ,

quando k = n.

Para terminar esta seccao, vamos indicar a estrutura das matrizes da algebra
de Lie do grupo O,(n). Recordamos, antes de mais, que a algebra de Lie de
GL(n) ¢é a algebra de Lie gl(n), constituida por todas as matrizes reais n x n e
com [A, B] = AB — BA, e que a algebra de Lie o(n) do grupo ortogonal O(n)

consiste em todas as matrizes X € gl(n) que sao anti-simétricas, isto é, X T = —X.

Lema 2.3 Para 0 < k < n, a dlgebra de Lie 0,(n) de Ox(n) é a subdlgebra de
gl(n) formada por todas as matrizes S tais que ST = —J.SJ.. Quando 0 < k < n,

A | B
BT | A,

onde Ay € 0(k), Ay € o(n — k) e B € uma matriz k X (n — K).

tais matrizes tém a forma

S:

)

Note-se ainda, uma vez que tém vizinhancas da identidade [,, comuns, que os
grupos O, (n), SO.(n) e SOL(n) tém a mesma algebra de Lie, ou seja, 0,(n) =
50,(n) = sol(n).

2.2 Definicao (Geral) de Aplicagao Rolamento

sem Deslize nem Torcao

A definicao que vamos introduzir nesta seccao é a definicao principal da pre-
sente dissertacao. Ela formaliza o conceito de rolamento “puro”de uma variedade
pseudo-Riemanniana (a mover-se) sobre outra (estacionaria) de igual dimensao,
numa abordagem extrinseca. A base da definicao que agora apresentamos é a
definicao de rolamento sem deslize nem torcao para subvariedades do espago Eu-
clidiano que se encontra em [39]. Comecamos por fixar alguma notagao auxiliar.

Seja M uma variedade pseudo-Riemanniana conexa e orientavel. Denote-se
o grupo das isometrias de M por Isom(M) e o seu subgrupo das isometrias que

preservam a orientacdo por Isom*(M). E bem sabido que Isom(}M) tem uma

"Em particular, SO} (n) x IR" e SO (n) x IR"™ coincidem com o grupo SO(n) x IR".
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estrutura de grupo de Lie, com que atua suavemente em M. O sfmbolo * repre-
sentard a acdo natural de Isom(M) em M, isto é, * : Isom(M) x M — M é
definida por f * p := f(p). Desta forma, em particular, cada aplicagao orbital
¢y Isom(M) — M, f ~ f*p, é suave.

Tome-se agora uma curva seccionalmente suave g : t € I ~ ¢(t) € Isom(M).

Para t fixo num qualquer intervalo aberto onde g é suave, ¢(t) denotard a aplicagao
M — TM definida por

J()(p) = (Gog)'(t) = (0~ g(0) * p)'(t) € TyrypM 2

Assim, em especial, tera sentido a aplicacio composta g(t) o g(t)™t : M — TM,

sendo o campo de vetores dado por

(g(t) o g)™") (p) = g(t) (g(t) " % p) = (0 ~ (9(c) 0 g(t)™") *p) (t) € T, M.

Notamos que a aplicagao ¢(t) nao significa o vetor velocidade ¢'(t) € Ty Isom(M),
da curva g no instante ¢. No entanto, evidentemente, ¢(t) e ¢'(t) existem para
0s mesmos instantes {. E a concretizagao de ¢(t) no caso particular em que
M = IR?, que figura em (2.17) abaixo, quem justifica a notagdo que adotamos

para esta aplicacgao.

Definicao 2.1 Sejam M, e M, duas subvariedades pseudo-Riemannianas de M,
tendo igual dimensao e indice. Uma aplicagao rolamento sem deslize nem torcao

de M, sobre M, é uma curva seccionalmente suave

g:[0,7] — G

2.11
twg(t), ( )

onde G € um subgrupo conexo de Isom* (M), satisfazendo as seguintes proprieda-
des 1, 2 e 3.

1. Condigao de rolamento. Fxiste uma curva seccionalmente suave em My,

a: [0, 7] — My, suave em todos os instantes t onde g € suave, tal que para
todo t € [0, 7]:

(a) g(t) * a(t) € My,
(b) Tg(t)*a(t) (g(t) * Ml) = Tg(t)*a(t)M2-

8 Atendendo a que (, é uma aplicacio suave, a curva ¢ € I ~» g(o) *x p € M é suave nos

intervalos abertos onde g é suave.
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A curva o € chamada curva de rolamento, enquanto que a correspondente
CUTVA Qdey : [0, T] —> My definida por agey(t) := g(t) x a(t) € dita o desen-

volvimento de o em Ms.

2. Condicao de nao-deslize. Existe uma particao 0 =tg < t; < --- <t, =7 tal

que g € suave em todos os subintervalos |t;_1,t;[ e para cada valor t destes

subintervalos tem-se:

(9(t) 0 g(t)™") (aev(t)) = 0 € T,y M. (2.12)

3. Condi¢ao de nao-torcao. Existe uma particao 0 = tg < t1 < -+ < t, =7

de forma que g € suave em todos os subintervalos |t;_1,t;[ e sao verificadas
as sequintes alineas (a) e (b). Sempre que t é um valor fixro em |t;_1,t;],
comi=1,---,r, para cada vetor v € Tadev(t)M, X" denotard o campo de
vetores (suave) ao longo da restrigio da curva o € [0,7] ~ g(o) xa(t) € M

ao intervalo |t;_y,t;[ definido por
XU(O') = d(g(a) o g<t>_1) ('U) € Tg(g)*a(t)M. (2.13)
Entao:

(a) (parte tangencial) ¥t € U;_, |t;_1,t:],

Y0 € ToyoiyMa, tem-se X°(t) € (Tuy,.yMa)"; (2.14)

(b) (parte normal) Vt € Ul_; Jt;_1, ],
Vv e (Tadcv(t)Mg)L, tem-se X (t) € Tn,..(yMa, (2.15)
onde X'(t) = EdX” (t) denota a derivada covariante em M, determinada

pela respectiva conexao de Levi-Civita.

Com a terminologia introduzida por Heinrich Hertz, as restrigoes que figuram

na condi¢ao de rolamento dizem-se restricoes holonomas, dado que sao restrigoes

nas configuracoes das duas subvariedades. Por oposicao a estas, as restrigoes

das condicoes de nao-deslize e de nao-tor¢ao, que correspondem as restricoes nas

velocidades quando M = IR", sao ditas restrigoes nao-holonomas. Pormenores

sobre estas restricoes podem ser encontrados em [27].

Sempre que neste trabalho usarmos o termo “rolamento”isso significara “rola-

mento sem deslize nem torgao”. As equagoes (dum sistema de equagoes diferen-

cias ordindrias de primeira ordem) que nos permitam descrever ¢'(t), chamaremos

equacoes da cinemdtica do rolamento.
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Observacao 2.2 Suponha-se que My e My sio subvariedades de M = IR™ e que
qo € My, py € M. Se gy = (Ro,50) € G = SO(n) x IR™ € tal que gy * qo = po e
Tpogo * My = T,, My, de acordo com [39], para cada curva seccionalmente suave
a: [0, 7] — My com origem em qy [aey : [0, 7] —> My com origem em po| existe
uma tnica aplicagio rolamento g : [0,7] — G que verifica g(0) = go e tem «

como curva de rolamento [(gey como curva de desenvolvimento].

2.3 Interpretacao da Definicao de Aplicacao Ro-

lamento em M = IR"

A aplicacao rolamento g associa uma isometria a cada valor t € [0, 7]. Portanto,
com as “sucessivas”transformagoes ¢(t) podemos conceber que cada ponto efetua
um determinado “movimento”em IR", descrevendo uma trajectoria continua com
as posicoes ocupadas do decorrer do tempo t. Concretamente, sob o “efeito”da
aplicagao g, cada “ponto movel’viaja ao longo da sua trajectéria desde a cor-
respondente posigao inicial g(0) x p até a posicao final g(7) * p, de forma que no
instante ¢ ele “passa’na posigao ¢(t) * p com a velocidade ¢(t)(p), se g é suave

nesse instante. Assim,

1. a condicao de rolamento diz que M; move-se de maneira a ser, em qualquer

instante ¢, tangente a My no ponto agey (t);

2. quando verificada a alinea (a) da condi¢ao de rolamento, a condi¢ao de
nao-deslize diz que para quase todo o t (isto é, excepto quando muito para
um numero finito de valores ¢) o ponto mével que no instante inicial ocupa
a posicao correspondente a «(t) € M; descreve um movimento com uma
paragem (“suave”), no instante ¢, quando atinge a posigao aqe(t). Ou seja,
esta condicao significa que a velocidade linear no ponto de contacto é nula.
(Ver a figura 2.2).

0y Mz2)],
-1 11. 9 v
o vetor dg(t)~'(v) pertence a TopyMi [(TowMi)™]; e o campo de vetores X

Se assumirmos a condicao de rolamento, para cada v € T, M2 (T,

QAdev

exprime o “transporte”’deste vetor pelo rolamento, durante o intervalo temporal

%Dado que g(t) é um difeomorfismo, dg(t)(TawmyM1) = Tywywawg(t) * My. Portanto da
condigdo de rolamento resulta dg(t) ™ (T, 1) M2) = Tos) M.
Dado que g(t) é uma isometria, dg(t) ((TuwyM1)t) = (dg(t)(Ta(t)Ml))L. Portanto
dg(t) " (TagouyM2)*) = (Tan M) "



40

gO)*a(n)

M2 adev(t)
Figura 2.2: Vetor velocidade dum ponto mével no rolamento sem deslize de S¢(r).

Jti—1,t:[> t, descrevendo-o “colado”a variedade em movimento e levando-o a coinci-

dir com v no instante t. Além disto, em IR" a derivada covariante X (t) = Bdf ~(t)

¢é a derivada usual. Entao, neste contexto,

3. a parte tangencial [parte normal] da condi¢do de nao-torgao diz que, para
quase todo o t, a velocidade do transporte de cada vetor tangente [normal]
a M; em a(t) ndo tem componente na dire¢ao tangencial [dire¢do normall

no instante t. (Ver a figura 2.3).

Mo
;\ Xv (G) —
ey N =

dg()(v)

Figura 2.3: Condi¢ao de nao-torgao (parte tangencial) no rolamento da esfera

S2(r).

2.4 Aplicagoes Rolamento em M = IR"

No caso particular M = IR", para 0 < x < n, sabemos que G = SOL(n) x IR"
é um subgrupo de Lie conexo do grupo das isometrias de M que preservam a

orientacao. Deste modo, uma curva seccionalmente suave
g:[0,7] — SOL(n) x R"

2.16
s (R, s()), (2.16)
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é uma aplicacao rolamento se verificar as correspondentes propriedades 1, 2 e 3

da Defini¢ao 2.1, com a acao natural x das isometrias dada por
(R,s)*xp=Rp+s, Y(R,s) € Ox(n) x R", Vp € IR".

De forma a que posteriormente possam ser prontamente usadas, a seguir vamos
reescrever as relagoes (2.12) - (2.15), adaptando-as a presente situagao.

Sejam t ~ g(t) = (R(t), s(t)) uma curva seccionalmente suave em SO (n) x IR"
e v um vetor tangente a IR, arbitrarios. Entao, com a usual identificagao de cada

T,IR" com IR", podemos facilmente verificar que:
1. Nos instantes ¢ dos intervalos abertos onde g é suave,
g(t) : R, — IR"
() ) ‘ (2.17)
p~ R(t)p+5(t),

e, consequentemente,
g(t)ogt)™ - Ry — "
p~ RIORT(t) (p — s(t)) + §(8).
2. Com qualquer o € [0, 7] tem-se
dg(o) : R" — IR"
1~ R(o)n,
e, consequentemente,

X'(0) = dg(o) (dg(t)"'(v)) = R(o)R™(t)v.

Assim, na presente situacao, a igualdade (2.12) da condi¢ao nao-deslize reduz-
se a
R(ER™(t) (agev () — 5(2)) + 5(t) = O (2.18)

Podemos ainda confirmar diretamente que a condicao (2.18) é também equivalente
a ter-se que o diferencial de aplicacdo ¢(t) no ponto «(t) transforma o vetor
velocidade @(t) da curva de rolamento no vetor velocidade cqey(t) da curva de

desenvolvimento, isto €,
(2.12) <= Guev(t) = dg(t) (a(t)) .

Uma vez que em IR} a derivada covariante coincide com a derivada usual, as

relagoes (2.14) e (2.15) da condicao de nao-torgao reduzem-se a
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(a) (parte tangencial)

Yo e T,

QAdev

yMa, temos R(t)R™(t)v € (T, .y Ma)*; (2.19)

(b) (parte normal)

(t)MQ)L, temos R(t)R~'(t)v € T,

Qdev

Yv € (T

Qdev

(0 M. (2:20)

Exemplo 2.3 Em M = IR", tomemos a esfera Euclidiana M, = S;~'(1) e o
hiperplano My = {(x1, - ,xp_1,—1) : 2; € R}. Como exemplos imediatos de
curvas t € [0,7] ~ g(t) = (R(t),s(t)) € SOL(n) x IR" que ndo cumprem as
restricoes nao-holonomas temos os sequintes:

1. casos em que R(t) € constante e s(t) é nao-constante. Aqui € violada a
condi¢ao de nao-deslize. Na figura 2.4 estd representada a transformagao
(deslize) correspondente a R(t) = I3 e um certo s(t) = (s1(t), s2(t),0).

Q) | 0
0
Independentemente de s(t), aqui € violada a (parte tangencial da) condi¢ao

2. casos em que R(t) = [ com Q(t) € SO(n — 1) nao-constante.

de nao-tor¢ao. Na figura 2.4 estd representada a transformagao (tor¢ao)
cos(t) —sin(t) 0
correspondente a R(t) = | sin(t) cos(t) 0 | es(t)=(0,0,0).
0 0 1

Figura 2.4: Deslize Torcao

2.5 Aplicagoes Rolamento em M = (gl(n), ®;)

Tal como na Secgao 2.1.1, nesta sec¢do J € GL(n) significard uma matriz tal que

J? =al, e J" = aJ, com a = +1, Gj representard o grupo de Lie quadrético
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associado a essa matriz J e (gl(n), ®;) denotard a variedade diferenciavel gl(n)
equipada com a métrica pseudo-Riemanniana definida pelo produto escalar dado
em (2.6).

Sabemos que (gl(n), ®;) é isométrica a alguma variedade pseudo-Riemanniana
da forma ]Rff. Por exemplo, no caso em que J é a matriz que define o grupo

simplético G; = Sp(2m) temos explicitamente a isometria

n2

(gl(n), ;) — b2
X=a11Bii+aoBio+ - +umeByme ~ o= (01, a1, -+, Qum2),

determinada pela seguinte base ortonormada com as matrizes By ;, By ;, B3 ; € B,

respectivamente:

1 —€; 0 1 0 €; 1 (& 0 1 0 €; 1 2
= T = ) T = T = =L ,m )
\/5 0 €; \/i €; 0 \/§ 0 €; \/§ —€; 0

onde {e; : i =1,--- ,m?} denota a base canénica de gl(m). Portanto os rolamen-

tos de subvariedades de (gl(n), ®;) podem ser vistos como rolamentos em IR"".
Contudo, nao vamos considerar esta perspectiva porque com o mergulho das sub-
variedades M; e Ms nesse novo espaco ambiente, a estrutura matricial que as
caracteriza ficaria destruida.

Na Seccio 2.1.1 vimos que Gy := Gy x Gj xgl(n) é um subgrupo das isometrias
de M = (gl(n), ®;). Também ¢é sabido que Gy é conexo quando o = —1, mas que
o mesmo nao acontece quando o = 1. Por esta razao, de modo a termos um
grupo de isometrias conexo, precisamos ainda tomar a componente conexa de G
que contém a identidade, que denotaremos por Gﬁ Em particular, a partir deste
momento @3 designard Sp(2m) x Sp(2m) x gl(n) se G; = Sp(2m), e representara
SOL(n) x SOL(n) x gl(n) quando Gy = O(n). Nestas condicoes a Proposicio
1.3 garante ainda que as isometrias de @3 preservam a orientacao.'® Deste modo,

uma curva SeCCiOHalmente suave
—1
g: [OaT] — GJ (2 21)
t~ (U(t),W(t), Z(1)),

¢ uma aplicacao rolamento se verificar as correspondentes propriedades 1, 2 e 3

da Definicao 2.1, com a agao natural % das isometrias dada por

(UW,Z)«P=UPW ™'+ 2, Y(UW,Z)eGy, VP € 1. (2.22)

10Da continuidade da aplicacdo det ’GJ : Gy — {—1,1} resulta imediatamente que todas as

matrizes da componente conexa de Gy que contém a identidade tém determinante igual a 1.
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De forma analoga ao caso de IR}, a seguir vamos reescrever as relagoes (2.12)
- (2.15), adaptando-as a presente situacao particular.

Sejam ¢~ g(t) = (U(t), W (t), Z(t)) uma curva seccionalmente suave em @3 e
v um vetor tangente a M, arbitrarios. Entdo, considerando-se a usual identificacao

de cada Tpgl(n) com gl(n), podemos facilmente verificar que:
1. Nos instantes ¢ dos intervalos abertos onde g é suave,
g(t) : M — gl(n)
P (U(t)P - U(t)Pw—l(t)W(t)) WL(t) + Z(t),
e, consequentemente, ja que g(¢t)~' = (U1(t), W= 1(t), U1 (t)Z(t)W (1)),
g(t)og~'(t) : M — gl(n)
P~ UUNE)(P=Z(t) + (Z(t) = PYW ()W () + Z(1).
(2.23)
2. Com qualquer o € [0, 7] tem-se
dg(o) : gl(n) — gl(n)
0~ Ulo)nW (o),

e, consequentemente,
XY(o) = U(o) U Ht)oW ()W (o).
Assim, a igualdade (2.12) da condi¢ao de nao-deslize reduz-se a
U (U (1) (en(£) — Z(8)) + (Z(8) — aaen )W WL E) + Z(8) =0, (2.24)

Tal como no caso dos rolamentos em IR}, a condi¢ao anterior é igualmente equi-
valente a ter-se dqgey(t) = dg(t) (&(t)). Esta afirmagdo pode ser atestada com
calculos diretos.

Em virtude do exposto na Observacao 1.1, também na presente situacao pode-
mos afirmar que a derivada covariante coincide com a derivada usual. Portanto,

as relagoes (2.14) e (2.15) da condigao de nao-tor¢ao reduzem-se a:

1. (parte tangencial)

Vo € ToyiyMa, UOU (v — oW ()W H(t) € (T,

Adev

oMt (2.25)

2. (parte normal)

Vo € (TagnMa) ", URU ()0 — oW ()W (t) € Ty yMa.  (2.26)

dev
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2.6 Propriedades dos Rolamentos

Nesta seccao vamos expor trés propriedades basicas dos rolamentos sem deslize
nem torcao. As duas primeiras estao limitadas aos casos em que a variedade
ambiente M é IR" ou (gl(n), ®;). Assumiremos que as aplicacoes rolamento
envolvidas tém a forma de (2.16) ou de (2.21) quando se suponha M = IR" ou

M = (gl(n), ®y), respetivamente.

Proposicao 2.4 (Transitividade dos rolamentos) Sejam My, My e Ms subvari-
edades pseudo-Riemannianas de M, sendo esta igual a IR" ou (gl(n), ®;). Supo-

nhamos que:

(i) g1 : [0,7] — G € uma aplicagio rolamento de My sobre My, com curva de

rolamento «y : [0, 7] — M; e curva de desenvolvimento s : [0, 7] — M.

(ii) go : [0,7] — G € uma aplicagdo rolamento de My sobre Ms, tendo como

curva de rolamento as e com curva de desenvolvimento ag : [0, 7] — M.

Entdo gy0q; : [0,7] — G, definida por (gaog1)(t) = ga2(t)og:1(t), € uma aplicacdo
rolamento de My sobre Ms, tendo oy como curva de rolamento e s como curva

de desenvolvimento.

Demonstracao. A demonstracao consistird na confirmacao das condigoes
1, 2 e 3 da Definicao 2.1. As condigoes de nao-deslize e de nao-tor¢ao serao
verificadas nos intervalos resultantes da particao que se obtém “sobrepondo”as

particoes garantidas pela hipétese para g; e gs.

1. Verificagdo da condicao de rolamento. (t € [0, 7] é arbitrario).
Por (Z), Oég(t) = gl<t) * Oél<t) € M2 e Ta2(t)g1(t) * M1 = Ta2(t)M2. Por
(ii), as(t) = g2(t) * aa(t) € Mz e Toywga(t) * My = ToyyMs.  Assim,
(92 0 91) (1) * 1 (t) = g2(t) * (91(2) * u(t)) = g2(t) * (a2(t)) = 3(t) € M3 e

Tosty(g2 0 91)(t) % My = dgs(t) (Toyygr(t) * M)
= dgs(t) (Tar0) Mo)
= Ty 92(t) * My
= Ty Ms.

2. Verificagao da condicao de nao-deslize.
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Sabemos ser suficiente provar que ds(t) = d(ga(t) 0 g1(t)) (&1 (t)). Mas pelas
hipéteses (i) e (i) temos do(t) = dgi(t) (au(t)) e ds(t) = dgo(t) (ea(t)),
portanto podemos escrever

d(g2(t) © 91(?)) (dn(t)) = (dga(t) o dgi(¢)) (cu(?))
= dga(t) (dg1(t)(dn(1)))
= dga(t) (ca(t))
= a3(1).

. Verificacao da condigao de nao-torgao.

Vamos abordar apenas a parte tangencial desta condi¢ao, uma vez que a
prova da parte normal é totalmente similar. A partir de (7) e (i), com
7 =1,2, temos

Vv e Taj+1(t)Mj+1’ Xz')(t) € (Taj+1(t)Mj+1)J_’

J

sendo
X7 (o) = (dg;(0) o dg;(t)™") (v).

Agora estd em causa garantirmos que
Yv € Tag(t)Mg, Xv(t) S (Ta3(t)M3)l,
com

X"(0) := (d(gs(0) 0 g1(0)) 0 d(gs(t) 0 g1 (£) ™) (v)
= (dga(0) 0 dgu(0) 0 dgi(t) ™ o dgs(t)™) (v)
= dga(o) (X107 ().

Mas quando M é IR" ou (gl(n), ®;), a partir de calculos diretos podemos

confirmar a seguinte igualdade com qualquer v,
) v rdga(t) 1 (v)
X7(t) = X3(t) + daa(t) (X (1)) (2.27)
Logo, as hipdteses permitem-nos concluir que, Vv € T, ) Ms,
XV(t) € ((TayyMs)™ + dga(t) (TantyMa) ")) = (Tayey M) ™,

tal como pretendido.

(Ver a figura 2.5). |
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Figura 2.5: Transitividade dos rolamentos.

Proposigao 2.5 (Simetria dos rolamentos) Sejam M, e My subvariedades pseudo-
Riemannianas de IR" ou (gl(n), ®5). Suponhamos que g : [0,7] — G ¢ uma
aplicacao rolamento de My sobre My, com curva de rolamento oy e curva de de-
senvolvimento . Entdo g~' : [0,7] — G, definida por g~*(t) = g(t)~!, € uma
aplicagao rolamento de My sobre My, tendo as como curva de rolamento e aq

como curva de desenvolvimento.

Demonstracao. A confirmagao das condigbes de nao-deslize e de nao-torgao
serd feita, naturalmente, com a mesma partigao do intervalo [0, 7] que a hipétese

garante a respeito da aplicagao rolamento g.

1. Verificagao da condi¢ao de rolamento.

Em virtude de se ter g7 (¢)xaa(t) = g(t) ' x(g(t)*a1(t)) = ay(t), é imediato
que g 1(t) * ay(t) € My e que oy é a curva de desenvolvimento para g—*

A parte disto, a hipétese garante-nos a igualdade Ty, 1) g(t) * My = Th, ) Mo.
Logo,

Tg‘l(t)*az(t)g_l(t) * My = dg_l( ( a2(t)M2)
= dg™ (t) (Taary9(t)
= Ty1(sang (1) *
= Ty=1 0z ()M

* Ml)
(g(t) * M)
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2. Verificagao da condicao de nao-deslize.

Sabemos pela hipdtese que ds(t) = dg(t) (&1(t)). Portanto, com as proprie-

dades de dg(t), podemos escrever

3. Verificagao da condicao de nao-torcao.

Relativamente a parte tangencial, precisamos de mostrar que
Yv € Tal(t)Mb Xﬁl(t) € (Tal(t)Ml)J',

sendo
X?1(0) = (dg(o)™" o dg(t)) (v).
Mas a hipotese assegura-nos

Yv € Tag(t)MQu Xv(t) € (Ta2(t)M2)l,

onde XV(0) = (dg(o)odg(t)™!) (v). Além disto, para todo v, podemos
confirmar diretamente a igualdade

XY, (1) = — dg(t)™" (Xd9<t><v> (t)) . (2.28)
Portanto, Vv € T,,, ) M;,
X2 (t) € (—dgt) ™" (TogwyMa)")) = (Toy iy M1) ™
A prova referente a parte normal é feita com as evidentes adaptacoes.
|

Observacao 2.3 As proposicoes anteriores permitem reduzir o estudo dos ro-
lamentos entre subvariedades de IR ou (gl(n), ®;), sob a condi¢io de que elas
tenham igual dimensdo e indice e sejam tangentes entre si, ao caso em que uma
das duas € o espago afim associado ao espago tangente a outra variedade num

ponto (arbitrdrio), que se define para quaisquer M e p € M por

TM = {p+v:veT,M}.
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Efetivamente, considerando-se My e My tangentes num ponto pg, isto €, tais que
T;OffMl = T;OHMQ =: N, se soubermos como rolar My e My sobre N, por simetria
saberemos também como rolar N sobre My, portanto o rolamento de M sobre M,
poderd depois ser obtido por transitividade. A importancia deste raciocinio deve-se
ao facto dos rolamentos sobre um espago tangente (afim) serem, a partida, mais
fdaceis de descrever. A parte disto, o caso dos rolamentos de M sobre T;HM €
também muito tmportante para resolver problemas de interpolagdo, como se verd

no Capitulo 6.

Proposicao 2.6 Sejam M, e M, quaisquer variedades pseudo-Riemannias cone-

zas, orientdveis e com igual dimensao. Consideremos que:
(i) My e My sio duas subvariedades pseudo-Riemannianas de M ;

(i) g :[0,7] — G € uma aplicagio rolamento de M, sobre My, com curva de

rolamento oy e curva de desenvolvimento aw;
(iii) ¢ - My — My é uma homotetia (fiza).

Entdo pogo¢t :[0,7] — Gy = {po fop™t: f € G}, definida através de
(pogod™)(t) = gpog(t)od?, é uma aplicagio rolamento de ¢(M;) sobre p(Ms),
tendo oy : t ~ ¢(ay(t)) como curva de rolamento e ¢po g : t ~ P(ay(t)) como

curva de desenvolvimento.

Demonstracao. Notamos em primeiro lugar que cada aplicacio ¢o fop™! € Gy
¢ uma isometria de My e que ela preserva a orientacao. De facto, uma vez que se
a homotetia ¢ tem coeficiente p entdo ¢! é uma homotetia com coeficiente p~*,

podemos escrever o seguinte: Vp € My, Yu,, v, € T,M,,

(g0 fod™)(up) ddofos™)(v)) = (do(df(dd~" (up))), dé(df (dg™ (1))
= p(df(do™" (up)), df (Ao~ (v,)))
= ido™ (up), 46" (1))

= (up, vp)-

Além disto, com variedades diferenciaveis conexas orientadas, podemos provar
que um difeomorfismo preserva a orientagao se e s6 se a sua inversa preserva a
orientacao, e também que a composicao de dois difeomorfismos inverte a orientacao
se e sO0 se um deles preserva e o outro inverte a orientagao. Portanto, é imediata

a conclusao de que ¢ o f o ! preserva a orientacao.



50

Vamos agora confirmar as condigoes de rolamento, de nao-deslize e de nao-
torcao, tomando-se, a respeito da duas ltimas, os intervalos resultantes da partigao
de [0, 7] que a hipdtese garante para a aplicagao g.

1. Verificacao da condicao de rolamento.

Uma vez que

(pogod™h)(t) * (poar)(t) = (pog(t) od™") * (d(au(t)))
= o(g(t) * ( (1))
= (¢om)(t),
entao (pogo g 1) (t) * (poay)(t) € ¢(My) e a curva ¢ o ag é a curva de

desenvolvimento para a aplicacdo ¢ o g o ¢~!. As hipdteses permitem-nos

escrever ainda

Tigoan) (@ © g0 ¢~ 1) (t) * (A(M1)) = T(goan ) (d © g(t)) (M)
= d¢ (Ta,w9(t) * M)
= do (To,M2)
= Tigoas) )P (Ma).

2. Verificagao da condicao de nao-deslize.
A hipétese garante a igualdade §(t)(a(t)) = 0 e precisamos de mostrar que
(bogod™) ()(6(a(t))) = 0. Mas
(pogod™) (B)((alt) = (0~ (dogod ) (o) x$(alt) (1)
= (0~ (9o g(0)(a(t)) (t)
= d¢ (0~ glo) = a(t)) (1))
= do(9(t)(a(t))) -

Portanto esté provado o que se pretendida, uma vez que d¢ (0) = 0.

3. Verificacao da condicao de nao-torcao.

Em resultado da evidente conformidade entre a parte tangencial e a parte
normal, uma vez mais vamos apresentar somente a prova referente a parte

tangencial.

Com X*(c) = d(g(c) 0 g(t)~") (v), por hipétese temos XV (t) € (ToyyMa)*,
Vo € Th, ) Ma. Necessitamos agora de garantir que

Y0 € Tigoar)y®(Ma), X4(t) € (Tipoan)my®(Ma))",
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sendo

Xg(0) = d((poglo)og™)o(dog(t)od ™)) (v)
=d(¢og(c)ogt) " od™") (v)
=d¢ (d(g(o) o g(t))(de™ (v))
= do (X170 (o).

Tomemos arbitrariamente v € T{goa))@(M2). Em virtude de ¢ ser uma
homotetia temos
X2(o) = d¢<Xd¢*1<v>(o—)).H (2.29)

Portanto, ja que d¢~'(v) € Tn,uMa, a hipdtese permite-nos concluir a

relacao pretendida,
. v L J_
Xo(t) e do ((Taz(t)M2) ) = (T{goan)my@(M2))
|

Observagao 2.4 A razdao para as Proposi¢oes 2.4 e 2.5 estarem limitadas a rola-
mentos em IR ou (gl(n), ®;) prende-se, sobretudo, com o facto de somente nestas
variedades consequirmos apresentar a prova de (2.27) e (2.28). Jd a igualdade
andloga a estas que figura na demonstra¢ao da Proposi¢ao 2.6, a igualdade (2.29),
¢ facilmente estabelecida para variedades em geral. E essencialmente isto que nos

permite libertar a ultima proposicao da limitacdo das primeiras.

2.7 Rolamento versus Transporte Paralelo

Aqui abordaremos a estreita relacao entre o conceito de rolamento sem torgao e
o conceito de campo de vetores paralelo ao longo de uma curva. Nesta seccao a

derivada covariante da variedade ambiente M sera denotada com o simbolo %.

Teorema 2.1 Consideremos que:

1. g:[0,7] — G, definida como em (2.11), satisfaz as condi¢ées de rolamento
e nao-tor¢ao da Definicao 2.1, e 0 =tqg < t; < --- <t, =T € uma particao

do intervalo [0, 7] cumprindo os requisitos da condigao de nao-tor¢ao;

HHomotetias preservam conexdes de Levi-Civita, pelo que preservam a correspondente deri-

vada covariante ao longo de uma curva.
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2. V :[0,7] — TM é um campo de vetores suave em cada subintervalo |t;_1,t;]
tal que V(o) € Toys(yM, Yo € [0,7], € Y : [0,7] — TM € o correspon-

QAdev

dente campo de vetores definido por
Y(0) = dg(o) ™ (V(0)) € Tuin) 3.

Se g eV sao tais que Y verifica a sequinte igualdade para todo t fixo em Ul_; |t;_1,;],
DY D DV
dt(—t) —<d Yt>t:—t, 2.30
o) (Z-0) + T (delo)(Y(0)) () = =0 (2:30)
entdo em cada subintervalo |t;_1,t;[, tomando-se as respectivas restrigoes, Y é um
campo de vetores paralelo [paralelo normal] ao longo da curva de rolamento « se
e s6 se V' é um campo de vetores paralelo [paralelo normal] ao longo da curva de

desenvolvimento agey. 2

Demonstracao. Vamos provar somente a afirmacao referente aos vetores
tangentes, podendo a demonstracao da parte referente ao vetores normais ser
feita de forma similar. Note-se antes de mais que a afirmacao faz sentido, ja que
Y(0) € To@o)Mi, Vo € [0,7], sempre que V(o) € They(s)Ms. Efetivamente, uma
vez que g(o)~! é um difeomorfismo, tem-se

49(0) " (TaevionM2) = dg(0) " (Taeving(e) + M)
= To(0)(aaen()) 9(0) (9(0) * Ml) = To() M.

Tomemos, entdo, um instante ¢ (fixo) arbitrariamente num qualquer subinter-
valo |t;_1,t;[. Em primeiro lugar, da parte tangencial da condigdo de nao-torgao
resulta L v

D DX i

(g ()| = 0] € (Tagut M) "

(49 0)) ()] = Z— ()] € (Tuy012)
Portanto, de (2.30) obtemos

DY . DV
dg(t)(%(t» € (Tadev(t)M2>J_ se e sO se E(t) € (Tadev(t)M2)J—- (2.31)

Por outro lado, o facto de g(t) ser uma isometria permite-nos escrever

dg(t) ((Ta@)Ml)L):(dg(t) (Ta<t>M1)> = (Tadevm g(t) Ml) = (Tadeva)Mz) g

Assim, em virtude de d g(t)a(t) : Ta(t)M — T, dev(t)M ser um isomorfismo, temos
também
DY

DY
dg(t)(w(t» € (T%ev(t)Mg)L se e 86 se %(t) € (Ta(t)Ml)L. (2.32)

12Entende-se que Y é paralelo enquanto campo de vetores tangentes & variedade M; e que V

é paralelo enquanto campo de vetores tangentes a variedade Ms.
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Finalmente, de (2.31) e (2.32) deduz-se agora imediatamente por transitivi-
dade: o o
DY DV i

T %(t) € (Lo M),

pelo que se pode concluir a equivaléncia afirmada. [

(t) € (T(X(t)Ml)L se e 86 se

Observacao 2.5 Quando para além das condi¢oes assumidas no teorema ante-
rior ocorre ainda que V' e'Y sdo continuos, como consequéncia particular tem-se
o sequinte: Y € o transporte paralelo [paralelo normal] de Yo = Y (0) € Tyh) M
[€ (TwyMi)*] ao longo de o se e s6 se V' € o transporte paralelo [paralelo normal]
de Vo =V (0) € To,. ) M2 [€ (T, 0)M2)*] ao longo de agey .

Sempre que a aplicacdo g tem a forma dada em (2.16), caso em que M = IR",
ou a forma dada em (2.21), caso em que M = (gl(n), ®;), a condicdo expressa
pela igualdade (2.30) é satisfeita com quaisquer campos V e Y, relacionados pela
maneira descrita. Este facto pode ser confirmado com célculos diretos a partir das
consideracoes introduzidas nas Seccgoes 2.4 e 2.5, e é independente da condicao de
nao-tor¢ao. Também é imediata a verificacao, em tais casos, de que o campo Y é
continuo sempre que V' o for.

As condigoes particulares dos rolamentos em IR} e em (gl(n), ®;) permitem-
nos encontrar formulas explicitas para expressar o transporte paralelo dum vetor
ao longo da curva de rolamento, em funcao do transporte paralelo desse vetor
ao longo da curva de desenvolvimento. Isto poderd ter especial interesse quando
o transporte paralelo ao longo da curva de desenvolvimento se configurar mais
simples de descrever que o transporte paralelo ao longo da curva de rolamento,

como por exemplo no rolamento de uma superficie esférica sobre um plano.

Corolario 2.1 1. Suponhamos que g tem a forma dada em (2.16), satisfaz as
condigdes de rolamento e nao-tor¢ao da Definigdo 2.1, e é tal que g(0) =
(I,,0). Entdo o transporte paralelo [paralelo normal] dum qualquer vetor
v € TooyMi = Toy)M2 [v € (TooyMi)F = (Tay..0yM2)*] ao longo da

curva de rolamento « € dado por
Y(o) =R (o)V(o), (com 0<o<T) (2.33)

onde V' é o transporte paralelo [paralelo normal] de v ao longo da curva de

desenvolvimento gey. (Ver a figura 2.6).

2. Suponhamos que g tem a forma dada em (2.21), satisfaz as condigdes de

rolamento e nao-tor¢ao da Definicao 2.1, e € tal que g(0) = (I, I,,,0). Entao
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o transporte paralelo [paralelo normal] dum qualquer vetor v € Ty My =
T Mo [0 € (Toio)Mi1)*" = (T, 0)M2)*] ao longo da curva de rolamento

a € dado por
Y(o)=U " (o)V(e)W(o), (com 0<o<7T) (2.34)

onde V' é o transporte paralelo [paralelo normal] de v ao longo da curva de

desenvolvimento ey -

Figura 2.6: Transporte paralelo (tangente) de Y (0) = V(0) ao longo de « € agey-

Demonstracao. Tanto para I como para 2, se fixarmos arbitrariamente v €
Togee0yMs [v € (Ty,..0)M2)"] e tomarmos o correspondente transporte paralelo
[paralelo normal] V' ao longo da curva agey, com as expressoes apresentadas tem-
se Y(0) = dg(o) ' (V (o)) em todo o instante o. Portanto ficam reunidas todas
hip6teses do Teorema 2.1. Uma vez que ¢(0) é a aplicagao identidade, verifica-se
ainda Y (0) = V(0) = v. Deste modo, pode aplicar-se a Observacao 2.5 e esta
permite-nos concluir diretamente as afirmagoes correspondentes as duas alterna-

tivas aqui indicadas. [

Com um sentido reciproco ao do Teorema 2.1, na proposicao seguinte vamos
ver que, sob certas condigoes, é possivel expressar a condi¢ao de nao-torcao a custa

da noc¢ao de campo de vetores paralelo.

Proposicao 2.7 Consideremos que g : [0,7] — G, definida como em (2.11),
satisfaz a condicao de rolamento, e suponhamos que 0 =ty < t; < --- < t,. =7
¢ uma parti¢io do intervalo [0, 7] de modo que g é suave em cada subintervalo

ti—1, t:[. Admitamos ainda que g € tal que a condigcdo expressa pela igualdade
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(2.30) € satisfeita com quaisquer campos V' eY . Entao verifica-se a parte tangen-
cial [parte normal] da condi¢ao de nao-tor¢ao se em cada subintervalo |t;_1,t;] for
cumprida a sequinte condi¢do: “Sempre que V(o) € um campo de vetores paralelo
[paralelo normal] ao longo da curva de desenvolvimento ey (o), 0 correspondente
campo Y () = dg(o) " (V (o)) é um campo de vetores paralelo [paralelo normal]

ao longo da curva de rolamento a(o)”.

Demonstracao. Tomemos um instante ¢ (fixo) arbitrariamente num qual-
quer subintervalo |t;_1,;[. Com qualquer v € T, (t)Ms, seja V(o) o transporte
paralelo do v ao longo da restricao de aqe,(0) ao intervalo |t;_1,¢;[, satisfazendo
V(t) = v. Portanto temos %(t) € (ToyoyMa)*.

Por outro dado, se admitirmos que a condi¢ao aqui indicada é valida, Y (o)
é um campo de vetores paralelo ao longo da restricao da curva a(o) ao inter-
valo |t;_1,t;[. Logo %(t) € (TowM:1)* e, consequentemente, dg(t)(%(t)) €
(Tadcv(t)MQ)L'

Assim podemos concluir diretamente de (2.30) que ZX-(t) € (T,,.,

1
(Ma) ", se
considerarmos X" definido como em (2.13).

A demonstracao para a alternativa referente a parte normal é feita com as

evidentes adaptacoes, razao pela qual a vamos omitir. [

Em virtude do exposto no Teorema 2.1 e na Proposicao 2.7 podemos agora
apresentar uma reformulacao da definicao de condicao de nao-torcao, valida para
rolamentos em M = IR" e em M = (gl(n), ®;).

Observagao 2.6 Quando a aplicagdo g tem a forma dada em (2.16) ou a forma
dada em (2.21), se verificada a condi¢do de rolamento, as alineas (a) e (b) da

condi¢dao de nao-torcao, na Definicao 2.1, sao equivalentes as sequintes:

(a’) (parte tangencial) Em cada intervalo |t;—1,t;[, um campo de vetores Y (o) é
paralelo ao longo da curva a(o) se e s6 se V(o) = dg(o)(Y (o)) € um campo

de vetores paralelo ao longo da curva ey (o).

(b’) (parte normal) Em cada intervalo |t;_1,t;[, um campo de vetores Y (o) €
paralelo normal ao longo da curva (o) se e s6 se V(o) = dg(o)(Y (o)) €

um campo de vetores paralelo normal ao longo da curva agey (o).

Esta reformulagao da condi¢ao de ndo-tor¢ao aparece igualmente em [28] (Pro-
position 1, p. 7), para rolamentos em [R. Contudo, a argumentacao feita pelos

autores é substancialmente diferente, uma vez que a definicao de rolamento sem
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deslize nem torcao por eles usada, embora equivalente, tem um enunciado diferente
daquele que construimos na presente dissertacao.

A afinidade da condicdo de nao-torcao com os campos de vetores paralelos
ao longo das curvas associadas ao rolamento, permite ainda relacionar unioes de
geodésicas de distintas subvariedades de IR} ou de (gl(n), ®;) através de rolamen-

tos.

Proposicao 2.8 Consideremos que g é uma aplicagao rolamento sem deslize nem
tor¢ao tendo a forma dada em (2.16) ou a forma dada em (2.21). Entdo a curva
de rolamento o € uma geodésica quebrada em M, se e so se a correspondente curva

de desenvolvimento ey € uma geodésica quebrada em M.

Demonstracao. Evidentemente, uma geodésica pode ser caracterizada como
sendo uma curva suave cujo campo velocidade é paralelo. Também sabemos que
quando ¢ tem a forma (2.16) ou a forma em (2.21), a condigdo de nao-deslize
(2.18) é equivalente a ter-se que ey (t) = dg(t)(a(t)).

Suponhamos que « é uma geodésica quebrada eseja 0 =ty <t; < --- <t, =7
uma parti¢ado do intervalo [0, 7], cumprindo os requisitos das condigdes de néo-
deslize e nao-torgao, de forma que cada restricdo de a aos subintervalos |t;_1, ;]
é uma geodésia. Entao, em cada um destes intervalos, o campo Y (o) = &(o) é
paralelo ao longo de a. Consequentemente o campo V(o) = dgey(0) é paralelo ao
longo de age, nos mesmos intervalos, pelo que age, € igualmente uma geodésica
quebrada. Com o mesmo raciocinio poder-se-ia mostrar também que « é uma

geodésica quebrada sempre que age, 0 for, logo a demonstragao esta concluida. H



Capitulo 3

Rolamento de Hiperquadricas

dum Espaco Pseudo-Euclidiano

No presente capitulo estudaremos rolamentos, sem deslize nem torcao, duma
importante familia de hipersuperficies pseudo-Riemannianas de espacos pseudo-
Euclidianos. Esta familia é constituida pelo espago pseudo-hiperbélico HJ'(r) e
pela pseudo-esfera S (r), que vamos definir em (3.2) e (3.1) abaixo. A nossa prin-
cipal preocupacao serd o rolamento de H”(r) sobre o espago afim associado ao seu
espaco tangente num ponto pg, definido por

To Hyi(r) = {po +v:v € T, H(r)}

K

O conhecimento deste rolamento possibilitara depois a deducao de diversos ro-
lamentos, a custa de propriedades introduzidas no capitulo anterior. Nomeada-
mente, analisaremos o rolamento dum espago pseudo-hiperbdlico sobre outro re-
correndo as propriedades de simetria e transitividade. Rolamentos com a pseudo-
esfera S”(r) serao abordados apenas no final do capitulo, por meio duma homo-
tetia conveniente que nos permitira importar a informagao do caso H(r).

Parte dos resultados deste capitulo estao publicados em Marques et al. [32]

3.1 Hiperquddricas em R""!

Vamos comegar este capitulo com a introdugio das hiperquddricas de R™"!.
Considere-se que M é uma subvariedade pseudo-Riemanniana de M. Para
todo p € M, do Lema 1.3 resulta

ind(3) = ind(7,M) + ind((T,M)"),

o7
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pelo que todos os (T,M)* tém o mesmo indice. Esse valor comum é chamado o
co-indice de M (em M). Quando M é uma hipersuperficie pseudo-Riemanniana,
de M, isto é, M tem co-dimensao (= dim(M)—dim(M)) igual a 1, uma vez que os
espagos (T, M)+ sao unidimensionais, o co-indice de M tem de ser 0 ou 1. O sinal
e de M define-se como sendo +1 se o co-indice de M é 0 e como sendo —1 se o
co-indice de M é 1. Portanto, ind(M) = ind(M) se e = +1 e ind(M) = ind(M)—1

se € = —1.

Lema 3.1 Suponha-se que q : IR™™ — IR € a funcao definida por q(u) = (u,u)
e seja P o campo de vetores posicao de IR"™. Entao, parar >0 e e = +1, tem-se
que Q = q_1(67°2) ¢ uma hipersuperficie pseudo-Riemanniana de IR™ com campo

de vetores normais unitarios U = % e sinal €.

Estas hipersuperficies ) sao chamadas as hiperquddricas (com centro) do
espago IR"™'. Mediante o sinal € que seja considerado, a defini¢ao seguinte atribui

um nome especifico a hiperquadrica correspondente.

Definicao 3.1 Sejamn >1¢e¢0 <k <n. Entdao:

1. A pseudo-esfera de raio r > 0 em R""! ¢ a hiperquddrica

Se(r)y=q '(r*) ={pe R : (p,p) =r’}. (3.1)

2. O espaco pseudo-hiperbdlico de raio » > 0 em JRZH € a hiperquadrica

Hr)=q '(—=r*) = {pe RIi: (p,p) = —r*}. (3.2)

(Ver a tabela 3.1.)

Observagao 3.1 S(r) e H(r) tém ambas dimensdo n pois sao hipersuperficies
numa variedade diferencidvel com dimensio n+ 1. O indice de Si(r) é K, pois o
seu sinal € +1 e, portanto, ind(S7(r)) = ind(IR™*1). O indice de H"(r) também
€ K, pois o seu sinal é —1 e, assim, ind(H?(r)) = ind([R}T]) — 1. Repare-se, no

entanto, que S"(r) C R enquanto que H"(r) C RM].

Observacao 3.2 Uma vez que tém indice igual a zero, S§(r) e HY(r) sdo vari-
edades Riemannianas. Obviamente estas sao as duas unicas hiperquddricas onde

tal acontece.



S(r) C R

29

Tabela 3.1: Hiperquadricas
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3.2 Resultados Preliminares

H?(r) é conexa sempre que k£ > 1, mas quando x = 0 esta hiperquadrica consiste
em duas componentes conexas: a folha superior, que contém (r,0,--- ,0), e a folha
inferior, que contém (—r,0,---,0). No entanto, estas duas componentes podem
identificar-se projetivamente e lidaremos apenas com uma delas. Assim, a partir

de agora assumiremos que H{(r) designa a correspondente folha superior, ou seja,
Hy(r) ={p= (1, - ,2np1) € R : (p,p) = —r* ANy > 0}. (3.3)
Situagao andloga acontece com a pseudo-esfera S”'(r), e vamos assumir que
Sty i=4{p= (1, ,xnr1) € R : (p,p) =1r* N1 > 0}.

Tendo em conta que a andlise dos rolamentos de pseudo-esferas serd feita a
partir do estudo sobre rolamentos com espacos pseudo-hiperbélicos, os resultados
preliminares que vamos introduzir nesta secgao focarao apenas H”(r).

Observamos, antes de mais, que H(r) e TATH'(r) estdo ambas mergulhadas
na variedade pseudo-Riemanniana ZRQI% Aqui, como habitualmente, faremos uso
das identificacoes que nos permitem alternar livremente entre pontos de variedade
IR!'t1, vetores tangentes de cada T,,(IR]) e vetores do espago vetorial IR com

o produto escalar definido por

<Ula U2> = UIJH+1U2>

onde J, 11 = diag(—Ili1, In—k)-
Alguns dos calculos das demonstragoes desta seccao sao suportados pelo re-

sultado seguinte.

Proposigao 3.1 SO (n+1) atua transitivamente em HP(r), isto €, para quais-

quer dois pontos p,q € HI(r) existe alguma matriz R € SOL, (n + 1) tal que

Rp=gq.

Demonstragao. Seja pg = (r,0,---,0). Evidentemente, é suficiente demons-
trarmos que para cada g € H]'(r) existe R € SOL_H(TL + 1) tal que Rpg = q.
Primeiramente vamos provar que existe Re Ok11(n+1) tal que I?Zpo = ¢, isto

, . 5.4 ‘ ;
é, a primeira coluna de R é —=. Para tal, comegaremos por mostrar que é possivel
r

. . q
construir uma base ortonormada de IR!T] a partir do vetor -, demonstrando que
r
cada conjunto ortonormado {ej,---,e;} com ¢ < n + 1 pode ser ampliado com

mais um vetor. Efetivamente, o Lema 1.1 garante que estes vetores geram um
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subespago (com dimensao i) nao-degenerado W. Por conseguinte, basta apenas
encontrarmos um vetor unitario em W+ # 0. Mas sabemos que W+ ¢ igualmente

v
nao-degenerado, logo existe algum v € W+ tal que (v,v) # 0 e, portanto, W éo
v

vetor unitario procurado. Assim, assumindo-se neste momento que =, vg, -+ + , Upiq
r

formam uma base ortonormada de IR!'T{, se tomarmos estes vetores como colunas

B q . . .
duma matriz R, figurando = na primeira coluna e os outros vetores tipo-tempo
T

nas restantes primeiras x + 1 colunas, o Lema 2.1 permite-nos afirmar que R €

O,.H_l(n + ].)
Consideremos agora a matriz R anteriormente construida decomposta na forma
~ Ry | R
= Rl R2 , com Ry do tipo (k+ 1) x (k + 1). Antes de mais, note-se que
3| Iy

quando x = 0 a primeira entrada de g é necessariamente positiva (pois H{'(r)
designa a componente que contém (r,0,--- ,0)) e, portanto det(R;) = Ry > 0. No
entanto, se det(R;) < 0 substitua-se, em R, a coluna vy por —uvs e se det(Ry) < 0
substitua-se a coluna v, 11 por —v,4;. Finalmente, se designarmos a matriz assim
obtida por R, é evidente que R € SO}, ;(n+ 1) e Rpy = q. |

Notamos agora a existéncia de alguns factos que nos serao uteis e que podem

ser facilmente deduzidos. Nomeadamente, V0 < k < n:

1. VR € SOL,(n + 1), temos {Rp:p € H(r)} = H(r). Portanto a “parte

rotacional”da aplica¢ao rolamento mantém H'(r) invariante.
2. VQ € 50,41(n+1),Vt € IR, temos e € SOL,(n + 1).

3. Se A € so(n+ 1), entdao J,11A e AJ.y1 pertencem a s0,.1(n + 1). Se
A€ so.1(n+1), entdo J, 1A e A,y pertencem a so(n + 1).

A seguir vamos apresentar algumas propriedades preliminares relacionadas
com T}, H(r), que s@o necessarias para a construcao do resultado principal deste

capitulo, o Teorema 3.1.

Proposicao 3.2 V0O < kx < n temos

T H(r)={ve R :v=0py,Q €so,1(n+1)}

(Tpo Hy(r)) " = Rpo.
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Tpa:fH12 (f")

G

Figura 3.1: espago afim ao espaco tangente e complemento ortogonal afim.

(Ver a figura 3.1).

Demonstragao. Seja V = {ve R :v=Qpy, Q€ s0,1(n+1)}. E evi-
dente que V' C T, H](r), uma vez que se tomarmos um qualquer v = Qpy € V
entdo a curva y(t) = e¥p, € H"(r) satisfaz v(0) = py e 4(0) = Qpo. Agora
vamos mostrar que T, H(r) € V, ou seja, que todos os vetores tangentes em
po sao da forma Qpy. Para tal seja t ~» (t) uma curva arbitraria em H?(r)
satisfazendo v(0) = po. Visto que SO} _;(n + 1) atua transitivamente em H"(r),
podemos escrever que (t) = 6(t)po, onde ¢ ~ §(¢) é uma curva em SO}, (n + 1)
e 6(0) = I. Portanto 4(t) = d(t)po = Qt)d(t)po = Q(t)y(t), para alguma curva
Q(t) € s0,1(n+ 1). Fazendo aqui t = 0 encontramos a igualdade 4(0) = ©(0)py,
que permite concluir o que pretendiamos.

A segunda igualdade resulta trivialmente do facto de py € (T, H™(r))*, que

se verifica porque o campo de vetores posi¢ao é normal a H?(r), e do facto de
dim((T,, H™(r))*) = 1. [ |

Como consequéncia imediata da proposicao anterior temos que, V0 < kx < n e
Vpo € H2(r),
TAH!(r) = {pe R} :p=po+ o, QEs0,1(n+1)}.

Com esta caracterizacao podemos ainda analisar a intersecao das duas subvarieda-
des que irao estar em rolamento. Vamos constatar que, contrariamente ao classico

rolamento da esfera Euclidiana sobre um plano, na presente situacao podera nao
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haver somente um ponto de contacto entre H(r) e o seu espago afim ao espago

tangente. Mais precisamente,

Proposicao 3.3 V0O < k <n eVpy € H'(r) temos

K

T;fH"(r)ﬂH:(r) = {p € RZI% :p=po+ o, Q€ s0,1(n+ 1), (Upo, o) = 0} )

Demonstragdo. Seja p um ponto arbitrério de T2 H?(r) N H(r). Entao

p = po + Qpo, com Q € s0,.1(n + 1), e (p,p) = —r2.

bilinearidade e a simetria do produto escalar, podemos afirmar que

Portanto atendendo a

<p0’p0> + 2<p0> on) + <Qp0, Qp0> = —7’2'

Mas a segunda parcela acima é nula pois py € (T, H™(r))* e Qpy € T, H(r).
Logo temos que ter (Qpg, Qpo) = 0. [ |

Observagao 3.3 T2 H(r) N H (1) = {po} se e 53 se (-,-)p, restrita a T, H(r)
¢ definida (positiva ou negativa). Portanto py € o unico ponto da interse¢ao de

TAH (1) com H(r) se e s6 se k=0 ou k= n.

Proposicao 3.4 Vv € T, R, verifica-se a equivaléncia
v € Ty HE(r) <= (v,po) = 0.

Demonstracao. A veracidade da implicagdo (=) é evidente, pois py €
(T,, H™(r))*. Para mostrarmos que (<=) também se verifica, suponhamos que
(v,po) = 0. Entao, uma vez que (T,,H"(r))* = Rpy, podemos afirmar que v €
(T, H™(r)) "), Mas como (T, H(r))*)* = T,,H"(r), a prova estéd completa.

Proposigao 3.5 Set € [a,b] ~ s(t) € R™™ € uma curva suave, entio
(s(@), 5(0) € T, H2(r), vt € Ja,b] ) = (s(t) € T HE(r), Ve € [a,0] ).

Demonstragcao. Suponhamos que se verifica o antecedente da implicagao.
Entao existe alguma aplicacao integravel [a,b] — so0,11(n + 1), t ~ Q(¢), tal
t

que $(t) = Q(t)po para todo t € ]a,b[. Portanto s(t) = (/ Q(p)dp) po + s(a),

a

Vt € [a,b]. Assim se designarmos s(a) = Qpy € Ty, H™(r), uma vez que

t N\ ¢ _ t .
(/ Q(p)dp+Q> :/ Q(p)po+QT=/ — St 1) Jus1dp — S 191

t ~
=— Jup1 (/ Q(p)dp + Q) Jot1,
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t ~
podemos escrever s(t) = Q(t)py com Q(t) = / Q(p)dp + Q € so0,11(n + 1),

para todo t € [a,b]. Logo estd provado que, na implicagdo, também se verifica o

consequente. [

Proposigao 3.6 Para qualquer ponto q € T[f‘fH”(T), temos

K

Ty (T Hy(r)) = Ty Hy (1)

K

Demonstragao. Em primeiro lugar note-se que a tese é equivalente a igual-
dade

{7(0) y(t) € T;fH:(r) A (0) = q} ={Qpo: Q€ so,1(n+1)}.

A fim de demonstrarmos a inclusao (C), consideremos um vetor 4(0) arbitrario.
Sabemos que (t) = po+ Q(t)po, para alguma curva Q(t) € so,41(n+1). Entao se
designarmos Q = (0) temos que %(0) = Qpy e, evidentemente, Q € s0,,1(n+1).
Para mostrarmos que a inclusao (2) também se verifica, consideremos um vetor
arbitrario Qpg, com Q € so,.1(n + 1). Entao se tomarmos (t) = ¢ + (2¢)po,
verifica-se que (0) = ¢, 4(0) = Qpg e y(t) € T2TH?(r). Efetivamente, uma vez
que ¢ = po + Qpo, para algum Q € s0,.41(n + 1), temos que (t) = py + Qpo +
(Qt)po = po + (2 + Qt)py e (2 + Qt) pertence, evidentemente, a s0,,1(n + 1).
Portanto a demonstracao esta concluida. [

3.3 Geodésicas de H!(r)

Os rolamentos que melhor conseguiremos descrever correspondem ao caso em que
a curva de rolamento é uma geodésica de H'(r). Vamos agora ver que estas
geodésicas podem ser escritas explicitamente. Nas duas préximas proposicoes
serao apresentadas as equagoes dos trés tipos possiveis de geodésicas de H'(r) e
mostraremos em que condicoes dois pontos desta hiperquadrica podem ser unidos

por uma geodésica.

Proposicao 3.7 Sejam py € H!(r) ev € T, H}(r). Entao:

1. Se v é um vetor tipo-tempo e ||v|| =, ou seja (v,v) = —1r?,
t ~» y(t) = po cos(t) + vsin(t) (3.4)

¢ a unica geodésica tipo-tempo em H'(r) com ponto inicial py e velocidade

inicial 4(0) = v.
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2. Se v € um vetor tipo-espago e ||v|| = r, ou seja (v,v) = 1r?,
t ~> y(t) = po cosh(t) 4+ vsinh(t) (3.5)

¢ a unica geodésica tipo-espago em H'(r) com ponto inicial py e velocidade

inicial Y(0) = v.
3. Se v € um vetor tipo-luz ou é o vetor nulo, ou seja (v,v) =0,
t~(t) = po + vt (3.6)

¢ a unica geodésica tipo-luz ou constante em H]'(r) com ponto inicial py e

velocidade inicial (0) = v.

(Ver a figura 3.2).

3
R,
tipo-luz
(nula) ~— -
————————— tipo-tempo
tipo-espago -~~~

2
H; (r)
Figura 3.2: Tipos de geodésicas num espago pseudo-hiperbdlico de IR3.

Demonstragio. E evidente que as curvas (3.4), (3.5) e (3.6) verificam as
condigoes iniciais, e o Lema 1.10 garante a unicidade. Também sabemos que
caracter causal duma geodésica coincide obrigatoriamente com o do seu vetor ve-
locidade inicial. Assim, resta apenas mostrar que cada uma das curvas 7 pertence
a H"(r) e que a sua aceleracao usual 4 é, para todo o t, normal a H(r). Uma vez
que para as restantes curvas o processo ¢ inteiramente andlogo, apresentaremos

somente a prova para a curva y(t) = po cos(t) + vsin(t). De facto:

(v(t),7v(t)) = (po cos(t) + vsin(t), po cos(t) + vsin(t))
= cos?(t){po, po) +sin(t) cos(t)(po, v)+sin(t) cos(t) (v, po) +sin®(t) (v, v)
= —r2cos?(t) — r?sin®(t) = —r?,
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pelo que y(t) € H(r); Por outro lado,

7(t) = —pocos(t) —vsin(t) = —(t) € Ry(?),

e, portanto, 5(t) € (T, H(r))* . |

Quando py e p; s@o dois pontos antipodais (isto é, p; = —pg) em HI(r) é
evidente que qualquer geodésica tipo-tempo dada por (t) = pg cos(t) + vsin(t),
com v € T, H(r) e ||v]| = r, satisfaz v(0) = py e v(7m) = p;. Na proposigao
seguinte mostraremos que dois quaisquer pontos distintos e nao-antipodais pg, p; €
H"(r) pode ser unidos por uma geodésica de H™(r) se e s6 se (po, p1) < r2.
Proposicao 3.8 Sejam py e p1 dois quaisquer pontos distintos nao-antipodais em
H(r). Entao:

1. Se {po,p1) < —r?, digamos (py,p1) = —r*cosh(0) para algum 6 # 0, a

geodésica tipo-espaco dada por

p1 — po cosh(0)

t ~ v(t) = po cosh(t) + sinh(0)

sinh(t)

satisfaz 7(0) = po ¢ 7(6) = pi.

2. Se (po,p1) = —1?, a geodésica tipo-luz dada por
t~>y(t) = po+tpo — p1)

satisfaz ¥(0) = po ¢ 7(1) = py

3. Se —r? < (pg,p1) < 12, digamos (py,p1) = —r*cos(f) para algum 0 # k,
k € Z, a geodésica tipo-tempo dada por

P1— Po COS(Q)

5n(0) sin(t)

£~ (t) = po cos(t) +

satisfaz v(0) = po e v(0) = p1.

4. Se {po,p1) > 1%, ndo existe uma geodésica em H"(r) que ligue os pontos py

e p1. No entanto, eles podem ser unidos por uma geodésica quebrada.

Demonstragao. A demonstracao das afirmagoes 1, 2 e 3 resulta de forma

quase imediata da Proposi¢ao 3.7. Por exemplo, para provarmos a primeira
p1 — po cosh(0)
sinh(6)

afirmacao, se designarmos v =

temos que y(t) = pgcosh(t) +
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vsinh(t) com (v,v) = 2.

Portanto, podemos afirmar que 7 é uma geodésica
tipo-espago de H(r) e, obviamente, satisfaz v(0) = py e v(0) = p1.
Para demonstrarmos a iltima afirmacao, suponhamos que existe uma geodésica

v que contém os pontos py € p;. Assim quando vy é tipo-espago ou tipo-tempo,

Iy ( )l

cardter causal que v e contendo py e pi, que verifica ||[v*(0)|| = r. Conside-

a reparametrizagao v*(t) = y(~——=—t) é uma geodésica em H(r), com o mesmo

remos que v(0) = po e v*(f) = p1. Se v é tipo-espago decorre de (3.5) que
(posp1) = (po,7*(0)) = (po, po cosh(f) +7*(0) sinh(6)) = —r? cosh(#) < —r?. Ana-
logamente, se 7 é tipo-tempo decorre de (3.4) que {pg, p1) = —r*cos(0) € [—r?, r?].
Mas (po,p1) = —r? (ou seja cos(f) = 1) implica que py = p; e, de igual modo,
<p07p1> =r?
luz, decorre de (3.6) que (py,p1) = —r*. Como s6 existem as trés possibilidades

implica p; = —pg, que sao casos impossiveis. Finalmente se v ¢é tipo-

consideradas para o caracter causal de 7, de facto podemos concluir que se pg
e p; verificam (pg,p;) > r? entdo nio podem ser unidos por uma geodésica de
H™(r). Por fim, se considerarmos que (py, p;) > r?, uma vez que (py, —p1) < —72,
resulta dos factos ja expostos que py e p; podem ser ligados pela concatenacao
duma geodésica (tipo-espago ou tipo-luz) que une py a —p; com uma geodésica

(tipo-tempo) que une —p; a p;. |

3.4 Rolamento de H(r) sobre T;OHH,?(T)

3.4.1 Equacoes da Cinematica

No teorema que se segue exibiremos as equagoes da cinemética, descrevendo as
velocidades de “translacao”e de “rotacao”determinadas por um “controlo”, do
rolamento de H(r) sobre o espago afim ao espago tangente num seu (qualquer)
ponto. A estratégia consistird em apresentar um conjunto de equacgoes diferenciais
a evoluir no grupo de isometrias SOL, | (n+1) < IR"™!, e demonstrar posteriormente

que a sua solugao define uma aplicacao rolamento.

Teorema 3.1 Sejam py um ponto arbitrdrio de HX(r) e t € [0,7] ~ u(t) €
IRt} uma aplicagio seccionalmente suave tal que (u(t),py) = 0. Se t € [0,7] ~
(R(t),s(t)) € SO,.1(n+ 1) x R™ € a curva seccionalmente suave que em cada

intervalo aberto onde u € suave verifica o sistema

(3.7)

,—/H
VaR
~~
~
SN—
I
<
[N}
e
~~
~
SN—

(t) =R t) ( ( )po + pou (t)) g1
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e satisfaz a condi¢ao inicial (R(0),s(0)) = (I,41,0), entdo t € [0,7] ~ g(t) =
(R7Y(t),s(t)) € SOL, 1 (n+1) x R"* é uma aplicagdo rolamento de H"(r) sobre o
espago afim ao seu espago tangente em pgy, sem deslize nem tor¢ao, com a curva de

rolamento t ~ a(t) = R(t)po e curva de desenvolvimento t ~» ey (t) = po + s(t).

X
Figura 3.3: Rolamento de Hg(r) sobre T2 Hg(r), com py = (r,0,0)

Antes de passarmos a demostracao, observamos que a segunda equacao de
(3.7) faz sentido, pois a matriz —u(t)p] + pou' (t) é anti-simétrica e, portanto, o
seu produto por J,,1 pertence a s0,41(n+ 1). Notamos também que as equagoes
(3.7) s@o as equagoes da cinematica para o rolamento.

Demonstracao. A verificagao das relagoes (2.18)-(2.20), referentes as condigoes

de nao-deslize e de nao-torgao, serd feita nos intervalos abertos onde u é suave.

1. Confirmagao da condi¢ao de rolamento.

Dado que Rpy € H™(r), VR € SO._,(n + 1), a curva o pertence a H(r).

Conjuntamente, Vt € [0, 7], temos as alineas que se seguem.

(a) adev(t) € TTH(r). De facto:

K

Desde logo, a curva de desenvolvimento é definida por
aev(t) = g(t) * a(t) = R () a(t) + s(t) = po + s(t).

A parte disto, com a igualdade (u(t),po) = 0, da primeira equacao da
cinematica tiramos que §(t) € T, H>(r), para todo t de cada intervalo
aberto onde u é suave, e, por conseguinte, em virtude de s(0) = 0 €
T,,H (1), a Proposigao 3.5 garante-nos que s(t) € T, H2(r), Vt € [0, 7].

Portanto, podemos concluir o pretendido.

(B) Togeutty (9(t) * HZ (1)) = Toyorvy (TATH (7). De facto:

K
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Em primeiro lugar, sabemos que a igualdade anterior é equivalente
a T,

Adev

igualdade, tomemos v € Ty, ) (9(t) * H,!(r)). Entao podemos afirmar

@ (g(t) * H!(r)) = T H(r). Agora, a fim de mostrarmos esta

que existe uma curva t ~ v(t) € g(t) * H*(r) tal que 7(0) = aqgey(t) €

4(0) = v. Consequentemente, uma vez que

g(t)« H(r) ={R™'(t)p+s(t):pc H!}
={R'(t)p:pe H}r)} + s(t)
= H'(r) + s(t),

t ~ *(t) = y(t) — s(t) é uma curva em H!(r) com 7*(0) = pg e
v*(t) = 4(f). Deste modo, resulta que v = 7*(0), o que nos permite
concluir que v € T,,, H?(r). A prova da outra inclusao ¢ anédloga.

2. Confirmacao da condig¢ao de nao-deslize.

Antes de mais, temos que

(9(1) 0 9(t) ™) (0aer(t)) = BHOR (1) e t) — (1)) + 31
— —R M OROR R (e (t) — s(t)) + 5(2)

(
= - <R71(t)R(t) (tdev () — s(t)) — S(t)> '

Assim, a igualdade (2.18) da condigao de nao-deslize é equivalente a
R () R(t) (aev(t) — 5(t)) — 5(t) = 0.

Mas pode provar-se facilmente que esta condicao se verifica. Efectivamente,
atendendo a que aqe,(t) = po + s(t) e a segunda equagao da cinemética, a
condicio anterior ¢ equivalente a —u(t)p] Jer1p0 +pou’ (t)Jer1p0 — $(t) = 0.
Por sua vez esta equagio, em virtude de (py,po) = —r* e (u(t),po) = 0, é

equivalente a $(t) = r?u(t), que é a primeira equacgao da cinemdtica.
3. Confirmacao da condigao de nao-torgao.

(a) Parte tangencial. Evidentemente,

R;l(t)R_l_l(t)v € (Togeutt (T;fH”(r)))L, Vo € Tout) (T;fH”(r))

K K

0

R ()Rt € (T, HY(r)) ", Vo € Ty Hy (r).
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Portanto, a relagao (2.19) é equivalente a
RY)R() (o) € (T HMr)) ", YQ € 50,041(n + 1).

Para a prova desta condicao, precisamos de observar previamente que
se tem pg Je11Qp0 = 0, como consequéncia de J, 1€} ser anti-simétrica.

Assim resulta que

R~ () R(t)(Qpo)

(—u(t)pg + po(t)) Jur1 Qo
- _u(t)p(—)r Jie+182p0 + poUT(t) J112p0
p0<u(t)7 Qp()),

Uma vez que a ultima expressao ¢ o produto de uma funcao escalar por

Do, a demonstracao desta parte estd completa.

(b) Parte normal. Vamos mostrar que esta condigdo é automaticamente

satisfeita. Analogamente a situacao anterior, temos:

RYOR T ()0 € Togy (TETHI1)) , Yo € (Tageutny (T2THE (1))

K K

0

R () R(t)v € Ty H(r), Vo € (T H (1)) .

Desta forma, a rela¢ao (2.20) é equivalente a
R (t)R(t)epo € Ty, H (1), Ve € IR.

Mas esta inclusdo é trivialmente verdadeira, pois R~ (t)R(t) pertence

a s§0,.41(n+1).

Observacao 3.4 A justificacdio para termos considerado a inversa na matriz
R da aplicagao rolamento g prende-se somente com a nossa preocupac¢ao em
uniformizarmos este trabalho com outros ja existentes, nomeadamente [19] (p.
467), quando trata o rolamento da esfera Euclidiana, e [23], sobre a esfera Lo-
rentziana. Se pretendéssemos agora que a aplicagao rolamento tivesse a con-
figuracao g(t) = (R(t),s(t)), bastaria, evidentemente, efetuarmos a “mudanca
de varidvel” R ~ R™'. As tinicas alteragoes surgiriam na sequnda equacdo ci-
nemdtica, que passaria a ter a forma R(t) = (u(t)pg — pou'(t)) Jupa1 R(t), € na

curva de rolamento, que seria dada por a(t) = R~ (t)po.
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Observagao 3.5 No caso particular em que py = (r,0,---,0), temos que ter
T

wt) =10 wua(t) - unsi(t) } e as equagoes da cinemdtica (3.7) reduzem-se

a

5(t) = r?u(t)

=2 i=K+2

L < (1) =(7)

sendo Eyy = [ep] € gli(n+1) com e = { 0 < (£,0) # (i.5)

3.4.2 Solucoes Explicitas das Equacoes da Cinematica

Com o objectivo de podermos descrever as solugoes das equacoes da cinematica e
as curvas associadas ao rolamento, vamos comecar por focar a nossa atencao na

matriz dos coeficientes que figura na segunda equagao de (3.7).

Proposigao 3.9 Consideremos um ponto py € IR™* tal que py Jei1po = —12 e

uma curva u(t) € IR™* tal que u(t)" Joi1po = 0. Defina-se
A(t) = (—u(t)py + pou'(t)) Jes. (3.8)

Entao para todo j € IN e todo t € IR, temos

—1

AYHE) = (rPuT(t) Jepau(t)) ™ A). (3.9)

A () = (rPuT(t) Jepau(t)) " A%(1). (3.10)

Demonstragao. Uma vez que (3.10) é uma evidente consequéncia de (3.9),
demonstraremos apenas esta igualdade. A prova serd feita por indugao ma-
tematica e o “passo basico”é imediato. Para simplificar a notacao omitiremos
a variavel t em A(t) e em u(t) e também o indice xk + 1 na matriz J,,;. Relativa-

. . . , j .
mente & “tese de indu¢ao”, A% = (r?u’ Ju)’ A, vejamos:

AZTL — p2i-1 A2 — (T‘QUTJU)J;I AA27
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mas AA? é dada por

0 —r? 0
—up, J T Jupl J —upl Jpou"J — pou' Jup, J TIpou'J
(—upy J + pou’ J) (upg Jupy J — upg Jpou pou' Jupy J +pou' Jpyu'J)
0 —r2 0

/-/\ /—M /—/\
= —r2up) Juu'J +upy Jpou' Jupy J + ripou’ Juu'J —pou' Jpou' Jup) J
—r?u(u’ Ju)py J + r¥po(u’ Ju)u'J = r?u’ Ju(—upy J + pou’ J)
=r2u" JuA.

Portanto o “passo indutivo”esta concluido. |
Corolario 3.1 Consideremos py € ]RZﬁ tal que py Jer1po = —1% e suponhamos

que u(t) = u € IR'T} é um vetor constante nao-nulo satisfazendo (u,p) = 0.

Entao, sendo A = (—upg +p0uT) Jetr1, temos:

1. Se u € tipo-tempo, ou seja, (u,u) = —||ul|* < 0:
gy S 1 costrlpl) 1o .
rlull (r{ull)
2. Se u é tipo-espago, ou seja, (u,u) = ||ul|* >0:
A _ g sinh(rHth)A_ 1-— cosh(r|2|u||t)A2. (3.12)
rlull (r{lull)
3. Se u € tipo-luz, ou seja, (u,u) = 0:
t2
A=T+tA+ EAQ (3.13)

Demonstracao. Uma vez que quando u' J.yu = 0 temos A¥~1 = A% = ()
para j > 2, a igualdade (3.13) é evidente. As demonstragoes de (3.11) e (3.12)
sao inteiramente analogas, pelo que apresentaremos apenas uma delas. De facto,

sendo u tipo-espaco, tem-se:

2 3 ¢ £
A:I+tA+—A2+—A3+—A4+—A5+
3 4
= I+tA+ A2 3' —(r*u'Jeu)A+ = (7’ u' e u) A%+ ol —(r*u"Jequ)* A+

3 4 5 6

—I+tA+2,A2 o7 (rllull)® A+ (rlull)* A%+ (r IIUI\)4A+ (rllul))*A* +

:I+%<(THth)+—( ”;L!Ht) +~~->A+ (THi||)2(( ”g!”t) +(Tif) +~~-)A2

(cosh(r|jul[t) — 1)A?

1
sinh(r||u||t)A + ———
H I (r{ll)®

sinh(r ||u||t)A_ 1 — cosh(r||ul|t)

A2, _
rull (r{ful))?
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Estamos agora em condigoes de apresentar as solucoes explicitas das equagoes
da cinematica (3.7), que satisfacam as condigbes iniciais s(0) = 0 e R(0) = I,,11,
em dois casos especiais. Isto permitira caracterizar também, em cada uma das
situacoes, a correspondente aplicagao rolamento g(t) = (R™'(t), s(t)), a curva de
rolamento «a(t) = R(t)py e o seu desenvolvimento aqey (t) = po + s(t).

Caso I: Nesta situacao a fungao u(t) sera constante e py serd um ponto ar-

bitrario.

Proposicao 3.10 Quando u(t) =u € JRZI} ¢ um vetor constante nao-nulo satis-
fazendo (u,po) = 0, a solugdo das equacoes da cinemdtica (3.7), com as condigoes

iniciais R(0) = 1,11 € s(0) =0, €
s(t) = r’ut, R(t) = e,

sendo A = (—upOT —I—pouT) Jia1-
Além disto, a curva de rolamento a(t) = R(t)py e o seu desenvolvimento
ey (t) = po + s(t) sdo geodésicas em H(r) e T2V H(r), respetivamente, tendo o

mesmo cardcter causal que o vetor wu.

Demonstracgao. A primeira parte é 6bvia. Para a segunda, vamos considerar
as trés situagoes possiveis para o cardcter causal de u.

Se u é tipo-tempo, temos

sin(r||u||t 1 — cos(r|ju||t
g SO0 1o,
7l (rflull)
Mas, neste caso, Apy = r’*u e A%py = —(r|lul|)*po, logo a curva de rolamento é
ru -
a(t) = po cos(r|ullt) + Tl sin (r[|ul|t).

A partir de (3.4) e do Lema 1.11 é imediato que «(t) é uma geodésica de H'(r).
Também ¢ evidente que a curva de desenvolvimento age,(t) = po + r*ut ¢ uma
geodésica de TATH'(r). Estas curvas verificam &(0) = duey(0) = r?u, logo sao
tipo-tempo.

Se u é tipo-espago, com um procedimento analogo ao da situagao anterior

podemos deduzir que

ru .
a(t) = po cosh(r||u||t) + —: sinh(r||ul|t), Qev () = po + rut,

i

e também que estas curvas sao geodésicas tipo-espaco.
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Se u é tipo-luz, temos

t2
e"*po = po + tApy + §A2po-
Mas neste caso Apy = r*u e A%p, = 0, logo a curva de rolamento e o seu

desenvolvimento coincidem, tendo-se
a(t) = ger(t) = po + r’ut.

A partir de (3.6) é imediato que «(t) é uma geodésica de H(r) e, evidentemente,

ambas as curvas sao tipo-luz. |

Observacao 3.6 De acordo com a demonstracao anterior, se tomarmos um qual-
quer vetor constante tipo-luz u € T, H(r) e designarmos A = (—upg + pouT) Jet1,
entio g(t) = (e, r2ut) = (Iyy1 — tA + £ A% r?ut) é uma aplicagio rolamento
de H}!(r) sobre TANH(r) tal que ou(t) = caey(t) = po +rut € HX(r) T2 H? (r).

Portanto, neste caso, a aplicagao rolamento g move H(r) sobre T2XH(r) em

RZﬂ mantendo invariante cada ponto da curva de rolamento.

Caso II: A ideia da escolha da fungao u que consideraremos neste segundo
caso foi recolhida em [16], onde o autor mostrou que quando a esfera (Euclidiana)
S? rola no plano tangente ao polo sul, as equacoes da cinemética podem ser
resolvidas explicitamente se a curva de rolamento for uma circunferéncia. Em [37]
foi ainda feita uma generaliza¢do para a esfera S™ do caso estudado em [16].

Nesta situagao vamos considerar py = (r,0,---,0) € R""'. Consequente-
mente, teremos u(t) = (0,ua(t), ,un1(t)) € R e s(t) = (0,s9(t),- -,
Spe1(t)) € R™. Contudo, sempre que for apropriado, identificaremos u(t) com
(ug(t), -+ yuns1(t)) € R™ e s(t) com (s2(t), -, sp11(t)) € IR™.

Proposigao 3.11 Quando u(t) = e *®Bc, com B € so.(n) e ¢ € R"\{0}, a
solugdo das equagoes da cinemdtica (3.7), com as condi¢oes iniciais R(0) = I,11
es(0)=0, é

s(t) = (Lo —e™P)e,  R(t) = Q).

~ 0 |(rBo)T 0| o 1] 0
do A = Js1 — t) = .
senae —rBe| 0 O N B e

Demonstragao. A expressao de s(t) resulta facilmente da primeira equacao

da cinematica e da condic@o inicial s(0) = 0.
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Para podermos resolver a segunda equacdo da cinemética, R(t) = R(t)A(t),
vamos considerar a mudanca de varidvel R ~» R definida por R(t) = R(t)Q(t).

Apo6s a substituicao obtemos

R(t) = R (QUABQ () - Q@™ (1)) (3.14)
Mas
a0 [ [ < 315
1] 0 0 | (re”Be)T 0
QAN () = 0 ‘ et? ] —re "B Be ‘ 0 Tt [ 0 ‘ Jo(eBYT T, ]
oo [ rBeT(eB)T 1] 0
= e 0 ] Jet1J w41 [T’W] Jrt1
B [0 (rBe) "
B I —rBc 0 Tt

portanto a equacao (3.14) reduz-se a R(t) = R(t)A. Sendo esta equacio uma
equagao diferencial em SO, 1(n+ 1) com A constante e pertencente a algebra de
Lie 50,.1(n + 1), a sua solucio que satisfaz R(0) = 4, é R(t) = ed. Assim,
podemos concluir que R(t) = e 4Q(¢). [

Observagao 3.7 No caso II, tem-se (s(t) — r?c,s(t) — r’c) = (r’c,r%c), sendo

(-,-) o produto escalar em IR", uma vez que e~*F € SOL(n). Consequentemente:

1. Se ¢ é tipo-luz, s(t) estd no pseudo-cone de IR" com centro em r’c.!

2. Se ¢ € tipo-tempo, s(t) estd no espago pseudo-hiperbdlico de IR com centro

em r%c e raio ||ric||.

3. Se ¢ € tipo-espago, s(t) esta na pseudo-esfera de IR com centro no ponto

r?c e raio ||ric|.

Desta forma, em particular, tem-se que HZ(r) (folha superior do hiperboloide de
duas folhas) e H3(r) (superficie esférica) rolam sobre uma circunferéncia, en-
quanto que HZ(r) (hiperboloide de uma folha) rola ou sobre uma reta ou sobre
uma hipérbole. (Ver a tabela 3.2 e a figura 3.4)

1O pseudo-cone em IR" com centro ¢ é definido por C”(c) := {p € IR" : (p — ¢,p — ¢) = 0}.
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gO*H; (1)

- g+ Hy (1)

Figura 3.4: Rolamento de HZ(1) e de H3(1).

Hiperquédrica | Curva t ~ s(t), no plano xqoxs, sendo ¢ = (¢q, ¢3)

Hi(1) (22 —c1)? + (13 — 2)* = ] + 5
(1) xr3 = tx9+ (2 F 1) se ¢; = £
! (o —c1)?— (13— )’ = — 3 sec # Fo

H3 (1) (z2—c1)’ + (13— @)’ =i+

Tabela 3.2: Equacoes de s(t) quando py = (1,0,0) e u(t) = e ' Bec.

3.5 Rolamento dum Espaco Pseudo-Hiperbdlico

nao Centrado na Origem

Na sec¢ao anterior ocupamo-nos com o rolamento de H?(r), que é uma hiperqué-
drica “centrada”na origem, sobre o espaco afim a um seu espaco tangente. Pre-
tendemos agora alargar este rolamento para a situagao mais geral em que o centro
pode ser qualquer outro ponto.

O espacgo pseudo-hiperbolico de raior > 0 e centro ¢ em RZI} ¢é a subvariedade

pseudo-Riemanniana de dimensao n e indice k definida por
H(r,e)={pe R : (p—c,p—c)=—1r"}.

A semelhanca do que foi feito para H(r), assumiremos H{(r,¢) como sendo
a correspondente folha superior. Uma vez que H(r,c) = HI(r) + ¢, ou seja,
H(r,c) é uma translagdo de H(r), a analise do rolamento de H(r,c) sobre o
espago afim ao espaco tangente num qualquer seu ponto pode ser facilmente feita
a partir do Teorema 3.1 com recurso a Proposigao 2.6.

Efetivamente, tomando-se a isometria ¢ = (1,11, ¢) a Proposicao 2.6 garante
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que se g(t) = (R™'(t), s(t)) é uma aplicagao rolamento de H}(r) sobre T2 H(r),

K

com curva de rolamento « e curva de desenvolvimento age,, entao

=g¢og(t)oo™
= (R'(t), =R '(t)c+ s(t) + ¢)

¢ uma aplica¢io rolamento de H}(r,c) sobre ¢ (T2XH?(r)) = T2% H!(r,c), com
curva de rolamento &(t) = «(t)+c e curva de desenvolvimento Qgey (t) = Qgey (t)+c.

Desta forma, se fixarmos um ponto ¢o € H”(r) e uma aplicagdo seccional-
mente suave ¢ ~ u(t) € R} tal que (u(t),q) = 0 (fungdo de controlo), por
aplicacao do Teorema 3.1 fica determinada também uma aplicagao rolamento
g(t) = <§_1(t),§(t)> de HJ(r,c) sobre T2 H(r,c), satisfazendo a condigio
inicial (R(0),3(0)) = (In41,0). As equacdes da cinematica correspondentes a este
rolamento deduzem-se imediatamente das equagoes (3.7) e podem escrever-se na

forma seguinte:

5(t) = (~u(V)ag + aou"(1) Jens B (B)e +r2uft)

R(t) = R(t) (_u(t)QOT + QOUT(t)) Jit1

Além disto, as curvas de rolamento e de desenvolvimento sao a(t) = R(t)qy +c e
Qaev(t) = qo + 5(t) + E‘l(t)c, respetivamente.

3.6 Rolamento dum Espaco Pseudo-Hiperbdlico
Sobre Outro

O nosso objetivo nesta seccao é descrever o rolamento, em M = RZE, de

um espago pseudo-hiperbdlico (centrado na origem) sobre outro espago pseudo-
hiperbdlico (nao centrado na origem) tangente ao primeiro. Empregaremos aqui
uma argumentagao andloga aquela que aparece em [26] para o rolamento de uma
esfera (Euclidiana) sobre outra, implementando o raciocinio que referimos na Ob-
servacao 2.3. Ou seja, alcancaremos o nosso objectivo a custa das equacoes da
cinemaética para o rolamento de tais subvariedades sobre o espaco afim a um espaco
tangente, juntamente com as propriedades de simetria e transitividade contidas
na Seccao 2.6.

Com 71,75 € IRY, considere-se py = (r1,0,-+-,0),q0 = (r,0,---,0) € ZRZI%
e seja 1) = pg — qo. Denote-se My = H(r1), N = T2 H(ry) e My = H}!(ra,7).
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Uma vez que Tp,, H]! (12, 1) = Ty H (r2) = T, H2(r1), evidentemente o espago afim
ao espaco tangente a M, em pg coincide com N.

Sabemos explicitamente como rolar M; e My sobre N. Consequentemente, por
simetria (Proposic¢ao 2.5), conhecemos também como rolar N sobre M;. Portanto,
por transitividade (Proposi¢ao 2.4), conseguiremos descrever o rolamento de M,
sobre M,.

Relativamente ao rolamento de M; sobre N, sabemos que ap6s ter sido fixada
uma aplicagio seccionalmente suave ¢ ~ u(t) € RIT] tal que (u(t),po) = 0, se

Ry (t) e s1(t) constituem a solugdo do problema

{ $1(t) = r2u(t)

. ; R1(0) = Ly, $1(0) =0,
Ri(t) = Ri(t) (—u(t)pg +p0uT(t)) Tt (0) (0)

entdao g,(t) = (R;*(t),s1(t)) é uma aplicacdo rolamento com curva de rolamento
a1(t) = Ri(t)po e curva de rolamento oy, (t) = po + s1(t).

Relativamente ao rolamento de M, sobre N, sabemos que a partir da escolha
duma aplicagio seccionalmente suave ¢t ~ u(t) € RI] tal que (U(t),qo) = 0, se

Ry(t) e so(t) formam a solugao do problema

{ %‘2(?5) (—a(t)CIoTAJF CIoTﬁT(t))jaHRz_l(t)ﬁ+7‘§a(t); Ro(0) = L1, 52(0) =0,
Ry(t) = Ro(t) (—u(t)gy + goti (1)) Juin

entdo go(t) = (Ry*(t), s2(t)) é uma aplicacio rolamento com curva de rolamento
aa(t) = Ry(t)qo+n e curva de desenvolvimento aw,  (t) = qo+s2(t)+ Ry ' (t)n. Logo
a Proposicio 2.5 garante que g, ' (t) = (Ry'(t), s2(t)) ™! = (Ra(t), —Ra(t)sa(t)) é
uma aplicagao rolamento de N sobre M, com curva de rolamento ay, , e curva
de desenvolvimento «s.

Assim, sob a condigdo das funcoes u e u serem tais que oy, = ag, ., com as

aplicagoes rolamento g; e go anteriores, a Proposicao 2.4 permite-nos concluir que

g3(t) = g3 ' (t) 0 g (1)
= (Ra(D) BT (1), Ra()(s1(1) = 52(t))

é uma aplicacao rolamento de M; sobre M, tendo a curva de rolamento a; e
a curva de desenvolvimento as. A fim de podermos estabelecer as equacoes da
cinematica para este rolamento, precisamos ainda de ver a relacao que deve se
cumprida entre u(t) e u(t) para que se verifique ay,  (t) = o, (t). Mas com

calculos diretos sobre as condigoes assumidas, podemos deduzir as seguintes equi-
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valéncias:

Mgy (t) = Q24 (t)
Sso(t) = s1(t) =n— Ry (t)n
& $o(t) — 51(t) = Ry (1) Ra(t) Ry ()

@r%ﬁ(zﬁ) = r%u(t).

Em conclusao, tendo ainda em conta a estrutura particular do ponto py e o facto

qo = :—fpo, podemos estabelecer o seguinte resultado.

Teorema 3.2 Sejam ri,79 € R, po = (r1,0,--+,0),q0 = (r2,0,---,0) € R]
en = po— qo- Sejat € [0,7] ~ u(t) = (0,us(t), - ,upy1(t)) € R™™ uma

aplicagao seccionalmente suave e defina-se

Ut) = Zui(t)(E“ — Ey) + Z ui(t)(En + Ev),

onde E;; denota a matriz de ordem n + 1 com a entrada (i,7) igual a 1 e as

restantes todas nulas. Se (Ry(t), Ra(t), s1(t), s2(t)) constitui a curva-solugdo de

(

$1(t) = riu(t)
4o(t) = %U(t)Ril(t)n + riu(t)
> (3.15)
Ri(t) = mBi(H)U(2)
Ry(t) = ;—%th)U (t)

que verifica a condi¢ao inicial (R1(0), R2(0),51(0), s2(0)) = (111, Ins1,0,0), entao
t €10,7] ~ g(t) = (Ra(t)R7' (), Ra(t)(s1(t) — 52(t))) € SO py(n + 1) x R™!
¢ uma aplicagao rolamento de H!(r1) sobre H"(rq,m), sem deslize nem tor¢ao,
corespondendo-lhe a curva de rolamento a(t) = Ry(t)py € a curva de desenvolvi-
mento Qgey(t) = Ra(t)qo +n. (Ver a figura 3.5).

3.7 Rolamento da Pseudo-Esfera S’ (r) a Partir
do Rolamento de H . (r)

No que se segue vamos abordar o rolamento de pseudo-esferas, utilizando o co-

nhecimento disponivel para o rolamento de espacos pseudo-hiperbdlicos. A ideia
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gO*H}(r)

Hp(r)\

HI?(VZan)

Figura 3.5: Rolamento de H”(ry) sobre H'(r2,m), quando n =1 e k = 0.

fundamental passa pela introducao duma transformacao anti-isométrica que pos-

sibilitara uma ligacao entre os rolamentos das duas hiperquadricas.

Ao longo desta seccio ¢ : IR™TL L1 — IR vai designar a aplicagdo definida

por
0 1.
o(r) =Qx, com Q= : (3.16)
[n—n—l—l 0
Explicitamente ¢(z1,- -+, Tny1) = (Tn-r42," *  Tng1, T1° ", Tn_g41), PoOrtanto é

imediata a confirmacao da igualdade

n+1 n—k+1
(O@),¢(@)s, == D @i+ Y, ai=—(@2) .
t=n—k+2 =1

Em consequéncia desta féormula, resulta que ¢ é uma anti-isometria e também
que ¢ (H_.(r)) = Si(r). Ou seja, ¢ transforma anti-isometricamente o espago
pseudo-hiperbélico H!"_, (r) na pseudo-esfera S”(r). (Ver a figura 3.6).

A transformacao ¢ constitui uma via que, grosso modo, nos permite transferir
grande parte conhecimento geométrico sobre espagos pseudo-hiperbélicos para o
estudo correspondente com pseudo-esferas. Isto resulta da circunstancia de ¢ ser
uma homotetia. De facto, uma vez que as homotetias preservam conexoes de Levi-

Civita, elas preservam todas as nogoes geométricas que dependem unicamente da
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H}(r)c R;

SP(r)c R}

Figura 3.6: Transformagao de H)' ,(r) em S} (r), quandon =2 ¢ k = 1.

conexao de Levi-Civita, tais como geodésicas e transporte paralelo. No entanto,
sendo ¢ uma homotetia de coeficiente negativo, evidentemente o caracter causal é
invertido, isto é: v é tipo-tempo = d ¢ (v) é tipo-espago, v é tipo-espaco = d ¢ (v) é
tipo-tempo (verificando-se ainda: v é tipo-luz = d¢ (v) é tipo-luz). Em particular,
as equagoes das geodésicas de S™(r), com um ponto e um vetor velocidade iniciais
previamente estabelecidos, podem ser prontamente escritas a partir da Proposicao

3.7, tendo-se o seguinte:
Proposicao 3.12 Sejam py € S(r) ev € T,,,S)(r). Entao:

1. Se v € um vetor tipo-tempo e ||v|| = r, a curva y(t) = po cosh(t) 4+ v sinh(t)

¢ a unica geodésica tipo-tempo em SI(r) que parte de py com velocidade v.

2. Se v € um vetor tipo-espaco e ||[v|| =, a curva y(t) = pocos(t) + vsin(t) €

a Unica geodésica tipo-espago em ST (r) que parte de py com velocidade v.

3. Se v é um vetor tipo-luz, a curva y(t) = po + vt é a Unica geodésica tipo-luz

em S(r) que parte de py com velocidade v.

Tal como no caso do espago pseudo-hiperbdlico, para além do rolamento de
S™(r) sobre o espago afim ao espago tangente num ponto, naturalmente faz também
sentido o rolamento com uma pseudo-esfera nao centrada na origem e o rolamento
duma pseudo-esfera sobre outra. Contudo aqui s6 nos vamos preocupar com o pri-
meiro rolamento, uma vez que os outros podem claramente ser obtidos a partir

deste com o raciocinio exposto para HJ(r).
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Tomando-se um ponto ¢y € H' ,_(r) e uma aplicacdo seccionalmente suave
t~u(t) € RMLL tal que (a(t), qo) = 0, pelo Teorema 3.1 sabemos que se R(t)
e 5(t) formam a solu¢do do problema

s(t) = r’u(t) -
kS ~ B T T 3 R(O) = In+1, §(0> =0, (317)
R(t) = R(t) (=u(t)go + o' (t)) Jn—nt1

entdo §(t) = (R7(t),3(t)) é uma aplicacao rolamento H™_, (r) sobre T H (),
tendo como curva de rolamento &(t) = R(t)gy e como curva de desenvolvimento

Qgev(t) = qo + $(t). Portanto a Proposi¢ao 2.6 permite-nos concluir que
g(t) = (R7(1),5(1) = (QR'(1Q ™, Q3(1)) (3.18)

¢ uma aplicagdo rolamento de S7(r) sobre gb(TaﬂHg (1) = ngo "(r), com

a curva de rolamento a(t) = Qa(t) = R(t)Qqo e a curva de desenvolvimento
adev(t> = Q&dev (t) = Qq(] + 5(t>

Em relacdo as equagoes da cinematica deste rolamento, a partir de (3.17) e
(3.18) obtemos:

5(t) = Qs(t) = r*Qu(t)

R(t) = QR(HQ ™
= RHQ (—u(t)gy + qoti (t)) Jp—pi1Q"
= R(t) (—Qu(t)gg @ + Qi ()Q™") QI 1Q "
= R(t) (—Qu(t)(Qq) " + Qao(Qu(t))") (= Jy) .

Portanto, se definirmos py = Qqo e u(t) = Qu(t), as expressoes das velocidades de
s e R podem ser escritas tal como constam no sistema (3.19) abaixo.
Observamos ainda que (u(t), go) = 0 em R | se e s6 se (u(t),po) = 0 em

IR+, pois (u(t), po) 5, = (d(u(t)), dlao)) 5, = — (U(t), q0), .-

Em suma, temos o seguinte:

Teorema 3.3 Consideremos arbitrariamente py € SI'(r) e uma aplica¢do seccio-
nalmente suave t € [0,7] ~ u(t) € R tal que (u(t),po) = 0. Set € [0,7] ~
(R(t), s(t)) € SOL(n 4 1) x IR™! ¢ a curva seccionalmente suave que em cada

intervalo aberto onde u € suave verifica o sistema

(3.19)
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e satisfaz a condi¢ao inicial (R(0),s(0)) = (I,41,0), entao t € [0,7] ~ g(t) =
(R7Y(t),s(t)) € SOL(n 4 1) x R™*' é uma aplicacdo rolamento de S(r) sobre o
espago afim ao seu espago tangente em po, sem deslize nem tor¢ao, tendo a curva

de rolamento a(t) = R(t)py € a curva de desenvolvimento augey(t) = po + s(1).

Este teorema estd de acordo com Teorema 4.1 em [23], referente ao rolamento

da espera Lorentziana S7(1).



84



Capitulo 4

Rolamento de Grupos de Lie

Quadraticos

No que se segue J, Gy e Gﬁ terao as mesmas condigoes que na Secgao 2.5, rela-
tiva aos rolamentos em M = (gl(n), ®;). Portanto Gj representard o grupo de
Lie quadratico associado a matriz .J, G; representara um subgrupo conexo das
isometrias de M que preservam a orientacio e ®; representard a métrica pseudo-
Riemanniana que a cada P € gl(n) associa o produto escalar em Tpgl(n) = gl(n)
definido por (A, B); = tr(JT AT JB).

Analisaremos aqui o caso do rolamento, sem deslize nem torcao, de M; = Gy
sobre o espago afim ao seu espago tangente num (qualquer) ponto Py € Gy, que se
define por My = TA Gy := {Py + v : v € T, Gy}. Seguindo o raciocinio feito em
Crouch et al. [6] para os grupos pseudo-ortogonais, estudaremos este rolamento
de forma que a estrutura das matrizes envolvidas seja preservada. J& observamos
anteriormente que uma abordagem alternativa, para cada grupo Gy, passaria por
mergulharmos isometricamente Gy e Tj;f G; numa variedade pseudo-Riemanniana
BZQ. No entanto, nao teremos interesse em tal perspectiva porque isso destruiria

a estrutura matricial das variedades envolvidas.

Embora estes rolamentos tenham a prior: uma vocagao mais abstrata por nao
se poderem visualizar geometricamente, ainda assim eles tém interesse pratico,

como se vera no capitulo final.

Os resultados principais do presente capitulo estao parcialmente publicados

em Marques et al. [33].
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4.1 Resultados Preliminares

Vamos comecar por verificar que Gy, e por consequéncia também T]%g Gy, é efe-
tivamente uma subvariedade pseudo-Riemanniana de M, conforme se requer na
definicao de rolamento. Isto envolve o espaco tangente a Gy num ponto arbitrario

X, que pode ser caracterizado como o subespaco vetorial de gl(n) dado por
Tx GJ = {X\If v e E(GJ)} = {‘IfX NS E(GJ)}, (41)

onde L(Gy) é a algebra de Lie do grupo Gj. Repare-se ainda que em virtude de
termos

TQ (ng GJ) = TPO GJ, VQ € T;gf GJ,

as duas subvariedades cumprem também, evidentemente, o requisito de possuirem

igual dimensao e indice.

Proposicao 4.1 O grupo de Lie quadrdtico Gy é uma subvariedade pseudo-Rie-

manniana de (gl(n), ®y).

Demonstracao. Sabemos que é suficiente mostrar que a restricao do produto
escalar (-,-); a cada espago tangente a Gy é uma forma nao-degenerada, e que o
indice dos espagos Tx Gy é o mesmo para cada X € Gj.

Para verificarmos a primeira das condicoes, seja X € Gy arbitraria. Uma
vez que Tx Gy = {AX : A€ L(Gy)} e (AX,BX); = (A, B),, estd em causa
provarmos, com A € L(Gy),

(A,B); =0,VB e L(G;) = A=0.

Consideremos entao que se verifica o antecedente da implicacao. Antes de tudo
mais, (A, B); = (AJ,JB) = (JTAJ,B), onde (-,-) denota o produto interno de
Frobenius. Deste modo, resulta (JTAJ, B) = 0, VB € £(Gj). Mas, dado que
a restricao dum qualquer produto interno a um subespaco é ainda um produto
interno, (-, -) é nao-degenerada em £(Gj). Assim, em virtude de J'AJ € L(Gy),
temos J' AJ = 0. Podemos pois concluir que A = 0.

Relativamente a segunda condicao a verificar, uma vez que, VX € Gy, o con-
junto {XV; :i=1,---  dim(G;)} é uma base ortonormada de Tx G; sempre que
{Vi:i=1,---,dim(L(Gy))} é uma base ortonormada de £(Gy), é imediato que
o numero de sinais negativos na correspondente assinatura da restri¢ao de (-, ),
a cada Tx Gy coincide com o indice de £(Gy). Logo, todos os espacos tangentes

Tx Gy tém o mesmo indice. [ |
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Embora nao possamos visualizar geometricamente o presente rolamento, uma
questao natural que se mantém consiste em saber-se qual o contacto entre as sub-
variedades envolvidas. Com este sentido, na proposicao seguinte vamos apresentar

a intersecao de Gy com T I%f Gy.
Proposicao 4.2 Para qualquer Py € Gy, temos
GJOTS?GJ = {PO—F\I/P() U e £(GJ), U2 = O}

Demonstracao. Consideremos X € T I%f Gy arbitraria. Entao X = Py + VY F,,
para alguma matriz ¥ € £(Gjy). Assim, uma vez que P JPy = Je ¥ J = —JU,
temos

XeGye (P +P U J(Py+VR) =J & U2 =0,

o que nos permite inferir a igualdade em apreciagao. |

A proposicao anterior é uma generalizacao para qualquer grupo de Lie quadra-
tico da correspondente propriedade contida em [6], referente ao caso do rolamento
de SOL(n). Assumindo x > 1, nesse artigo os autores mostraram também que tal
intersecao é formada apenas pelo ponto P, se e somente se kK = 1. Podemos ainda
afirmar que no caso do grupo simplético Gy = Sp(2m), independentemente de
m € IN, tem-se Gy N T G, # {Py}. De facto, existem sempre matrizes nao-nulas

I, | I,
~Ln | =1, ] '
Antes de finalizarmos esta sec¢ao precisamos ainda de caracterizar o comple-

U € £(Gy) = sp(2m) tais que U2 = 0, sendo um exemplo ¥ =

mento ortogonal de T'x Gj.

Proposicao 4.3 Para qualquer X € Gy, temos:
(Tx Gyt ={XT: Y&} ={YX:Tc&}, (4.2)

onde
E:={Acgln): ATJ=JA}! (4.3)

Demonstracao. A demonstracao sera suportada pelo seguinte resultado au-
xiliar:

&y = L(Gy)*. (4.4)

Para verificarmos esta igualdade, necessitamos de observar previamente que se
U € L(Gy) entdao com cada T € gl(n) temos

(T, 0) ;= (Y0, = (JYT, JUT) = (JYTT, -0y, = —(JYTJT, 0,

'A condicio AT.J = JA é equivalente a JAT = AJ.
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Assim,
(Y, 0); =0, YU € L(Gy) & (T, ¥); = (JYTJ", W), V¥ L(Gy)
S (T —JYTT W), =0, VU € L(Gy)
ST —JYTJT =0 (£(Gy) é ndo-degenerado)
ST =JT,
pelo que T € £(Gy)t se e sé se T € £, como queriamos mostrar.

Estamos agora em condigoes de exibir a prova pretendida. De facto, podemos

escrever
Ac (Tx Gyt < (A, XT); =0, VI € L(Gy)
S (XA W), =0, VU € L(G;) (em virtude de X € Gy)
s X laAeg
S A=XT, com T €&y,

portanto estd garantida a primeira igualdade de (4.2). A deducdo da outra igual-

dade ¢ feita com as 6bvias adaptacgoes. [
Observagao 4.1 De (1.6) e (4.4) resulta imediatamente a igualdade

gl(n) = L(Gy) @ &,. (4.5)

4.2 Equacgoes da Cinematica

Nesta seccao exibiremos as equacoes da cinematica do rolamento dum arbitrario
grupo de Lie quadratico Gy sobre o espaco afim a um seu qualquer espago tangente.

Vamos comecar por apresentar uma caracterizagao dos requisitos que cada
aplicacdo com a forma (2.21) deve cumprir neste caso particular para que seja

verificada a condicao de nao-torcao. Assumiremos fixada a seguinte notacgao:
Qut) =U@U ) e Qu(t) =W (EHW ).
Proposicao 4.4 No rolamento de Gy sobre T]%f Gy tem-se o sequinte:
1. a condigdo (2.25) é equivalente a

[Qu(t) + PQw(t) Py, U] =0, VU € L(Gy); (4.6)

2. a condigdo (2.26) € equivalente a

[Qu(t) + PQw ()P, T] =0, VY €& (4.7)
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Além disso, estas duas relacoes verificam-se em simultaneo se e so se
Qu(t)Py = —PoQw(t). (4.8)

Demonstracao. De modo a aliviarmos a exposicao vamos omitir a de-

pendéncia explicita de t. Dado que T, (T3 Gy) = Tp, Gy, a condicao (2.25)

reduz-se a
QUU — UQW € (Tpo GJ)J_, Yv € TPO GJ.

Mas fazendo-se uso das igualdades (4.1), (4.2), (4.3) e (2.2), podemos deduzir

sucessivamente a equivaléncia da relacao anterior com cada uma das seguintes:

(Qu¥ — UPQw Py ) Py € (T, Gy)*t, VU € L(Gy)
S QU — VPO Pyt € &, YU € L(Gy)
& (WY —URQwF ) T =J(QV - WRQwP ), YU € L£(Cy)
& J(VQy — PQwFy ') = J (Qu¥ — WPRQwF; "), VU € L(Gy)
SV (Qu+ PQwPy ') — (Qu+ PQwPy ) ¥ =0, VU e L(Gy)
& [Qu+ PQwPy ', U] =0, YU € L(Gy).

Portanto esta demonstrada a afirmagao referente a parte tangencial. A prova para
a parte normal pode ser feita de forma inteiramente analoga.

Relativamente a afirmacao final, atendendo a decomposigao (4.5), verifica-se
a conjugacao de (4.6) e (4.7) se e 86 se [Qu + PoQwF,; ', A] = 0 para qualquer
A € gl(n), ou seja, se e s6 se Qu + PyQw P, ' é uma matriz escalar. Mas esta
matriz esta em L£(Gj) e a nica matriz escalar desta algebra de Lie é a matriz

nula, logo podemos concluir a equivaléncia afirmada. |

Se por outro lado no presente rolamento de grupos de Lie quadraticos im-
pusermos que a curva de desenvolvimento, a semelhanca da classica situacao do
rolamento duma superficie esférica sobre um plano no espaco Euclidiano IR?, deve
ter a forma agey(t) = Py + Z(t), a condigao de nao-deslize (2.24) reduz-se imedi-
atamente a

Z(t) = —Qu(t) Py + PoQuy (). (4.9)

Assim, as equagoOes da cinemética deste rolamento sem deslize nem torcao, des-
crito por uma aplicagao t ~ g(t) = (U(t),W(t), Z(t)) € GI] em que a curva de
rolamento tem a forma a(t) = g(t)™' x (Py + Z(t)) = U1 (t)RyW (1), sao agora
facilmente deduzidas a partir da Proposi¢ao 2.1 e das igualdades (4.8) e (4.9).
Efetivamente, se introduzirmos a aplicacdo t ~» Q(t) = —Qu(t) € L(Gy), as
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expressoes das velocidades de U(t), W (t) e Z(t), nos instantes onde se encon-
trem definidas, podem ser imediatamente escritas tal como constam no sistema
(4.10) do teorema que se segue. Veremos ainda nesse teorema, reciprocamente,
que se for escolhida uma condigao inicial apropriada, a aplicagdo t ~~ g(t) =
(U(t),W(t), Z(t)) determinada posteriormente pelo referido sistema de equagoes
diferenciais é uma aplicacao rolamento. Serd concebivel qualquer condicao inicial
(U(0), W(0), Z2(0)) = (Uy, Wy, Zy), com (Uy, Wy, Zy) € Gﬂ, tal que a configuragao
inicial nao inviabiliza a condi¢ao de rolamento. Para tal é necessario e suficiente
que se verifique ¢(0) * a(0) = Py + Zy € TA Gy, ou seja, Zy € Tp, Gy

Teorema 4.1 Sejam Py um ponto de Gy e Q : t € [0,7] ~ Q(t) € L(Gy) uma
aplicagao seccionalmente suave. Se g : t € [0,7] ~ g(t) = (U(t),W(t), Z(t)) €

e

G; € a curva seccionalmente suave que nos intervalos abertos onde (t) € suave

verifica o sistema

Ut) = —Q)U(t)
W(t) = Py'Q(t) PaW (1) (4.10)
Z(t) = 2Q(t) P,

e satisfaz a condigdao inicial (U(0), W(0),Z(0)) = (Uy, Wo, Zp) € Gf] com Zy €
Tp, Gy, entao g € uma aplicacao rolamento de Gy sobre o espago afim associado
ao seu espaco tangente em Py, sem deslize nem torcao, tendo a curva de rolamento
a(t) =UL ) PW(t) e a curva de desenvolvimento qgey(t) = Py + Z(t).

Demonstragao. Em primeiro lugar, com base no Teorema da Ezxisténcia e
Unicidade de solugao para sistemas de equagoes diferenciais lineares, podemos
realmente garantir que existe uma tunica curva seccionalmente suave ¢t € [0, 7] ~~
g(t) = (U(t),W(t), Z(t)) € gl(n) que verifica o sistema (4.10) nos intervalos aber-
tos onde €(t) é suave e satisfaz uma qualquer condigao inicial que seja prescrita.
Além disto, atendendo a forma das equacoes diferencias em questao e ao facto de
(Uo, Wo, Zy) € Gg, podemos ainda assegurar que ¢(t) € GIJ, vt € [0,7].

Quanto as condigoes de nao-deslize e de nao-torgao, as igualdades (4.8) e (4.9)
podem ser prontamente confirmadas, com recurso as trés equagoes da cinemaética,
nos intervalos abertos onde €(¢) é suave. Assim resta apenas a verificagao da

condicao de rolamento. Mas:

1. Com um raciocinio andlogo ao da Proposicao 3.5, pode-se provar que se

t € [a,b] ~ Z(t) € gl(n) é uma qualquer curva suave entdo

<(Z(t) € Tp, Gy, Vt € ]a,b[)/\g(a) € Thp, GJ) = <Z(t) € Thp, Gy, Vt € [CL, b])
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Deste modo, uma vez que Z(0) € Tp, Gj e da terceira equagao da cinematica
resulta Z(t) € T'p, Gj nos intervalos abertos onde a aplicagao €2 suave, temos
Z(t) € Tp, Gy no intervalo inteiro [0,7]. Logo a curva aqe (t) = Py + Z(t)

4 aff
estd em Tp' Gj.

2. Em virtude de em cada instante ¢ termos g(t) * G; = G;+Z(t), é evidente
que Ty, (9(t) * Gy) = Tp,Gy. Pelo que podemos concluir a igualdade
Tadev(t) (g<t) * GJ) = Tadev(t) (ngf GJ) .

Portanto estao provadas as trés condigoes da Definicao 2.1, e a demonstragao esta

terminada. [ ]

A aplicagao t ~ Q(t) € L(Gy) do teorema anterior tem o papel de “fungao
controlo”, pois determina completamente o rolamento. Na proposicao seguinte
vamos descrever explicitamente a correspondente aplicagao rolamento quando ()

¢ escolhida numa classe especifica de fungoes.

Proposicao 4.5 Quando a fung¢dao de controlo Q(t) € suave e comuta com a sua
primitiva O(t) := /t Q(p)dp, isto €, [Q(t),O(t)] = 0 para todo t € [0, 7], a solugdo
das equagoes (4.103, com a condi¢ao inicial (U(0),W(0),Z(0)) = (I, 1,,0), €
dada por

Uit)y=e®Y  W(t)=PF®Yp,  Z(t)=20)FR,.

Além disto, em tal caso a curva de rolamento a(t) = e*®*® Py e o respectivo desen-
volvimento agey(t) = Po+20(t) Py sdo geodésicas em Gy e T}‘.g Gj, respetivamente,

se e s6 se Q(t) € constante.

Demonstracao. Antes mais, uma vez que O(t) € L(G;), tem-se eviden-
temente (e ®", PP, 201 Ry) € G. As condicdes iniciais sio também
trivialmente verificadas.

A parte de tudo isto, com a definicao de exponencial matricial prova-se que

qualquer curva suave t ~ X (t) € gl(n) verifica

X(1)
A _dX(1) xo _ xwdX(0) {X(t), dX(t)] o

dt dt dt dt
Portanto, uma vez que O(t) = Q(t), as expressoes apresentadas para U (t), W (t)

e Z(t) podem ser diretamente confirmadas.
Passamos agora a andlise do que se refere as curvas a(t) e aqey(t). Da expressao

de a(t) deduz-se imediatamente que a sua aceleragao usual é

a(t) = (29(t) + 492(t))a(t).
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Por outro lado, a partir do Lema 1.15, sabemos que « é uma geodésica em Gy
se e 56 se &(t) € (Taw Gy)*t. Logo, fazendo-se uso da caracterizacao dada em
(4.2), resta-nos mostrar que 2Q(t) 4+ 4Q%(t) € & se e s6 se Q(t) é constante. Mas
Q(t) € L(Gy) e Q%(t) € &, pelo que, em virtude de gl(n) = L£(Gy) @ &;, tem-se
20(t) 4+ 402(t) € &y se s6 se Q(t) = 0. Estd assim terminada a parte relativa a

a(t), e a prova referente a curva agey (t) pode ser feita de forma totalmente similar.

Observacao 4.2 Entre as fungoes §2(t) que satisfazem a condigao [Q(t), ©O(t)] =0
da proposi¢ao anterior, estio todas as aplicagoes da forma Q(t) = f(t)Q2, com
Q € L(Gy) constante e f uma fungdo polinomial escalar. Se o rolamento € feito
ao longo de geodésicas, correspondendo a uma escolha particular Q(t) = Q, cla-
ramente a aplicagio rolamento reduz-se a g(t) = (e*Qt,PO_lthPo,%QPO), e as

curvas envolvidas sao a(t) = e*% Py e age, (t) = Py + 2tQP,.

Para terminar este capitulo, referimos ainda que os resultados principais aqui
obtidos generalizam o que foi obtido em [6] para o rolamento de grupos pseudo-

ortogonais.



Capitulo 5

Controlabilidade de Rolamentos

sem Deslize nem Torcao

E evidente que a aplicacio ¢ ~ u(t) que aparece nas equagoes da cinematica (3.7)
da Secgdo 3.4.1 determina um rolamento concreto de HJ!(r) sobre o T2X H(r), sob
o “efeito”da correspondente aplicacao rolamento. Também ¢é imediato, a partir da
exposigao da Secgao 4.2, que a aplicagao t ~ €(t) que aparece nas equagoes da ci-
nematica (4.10) define completamente as solugoes deste sistema, pelo que apos ter
sido fixada uma condicao inicial concebivel a escolha de §2(t) determina a forma
como depois Gj rola sobre T3 G;. Entdo, podemos considerar u(t) e Q(t) como
fungoes de controlo e as equagoes da cinematica (3.7) e (4.10) tornam-se sistemas
de controlo com estados (R(t),s(t)) e (U(t), W(t), Z(t)), respetivamente. Estu-
dar a controlabilidade destes sistemas é o objectivo que temos neste capitulo. A
estratégia passard por reescrevermos as equagoes da cineméatica numa forma mais
conveniente, de modo a podermos usar um teorema classico sobre controlabilidade
em grupos de Lie. A primeira seccao destina-se essencialmente a introducao de tal
resultado, que foi provado em Jurdjevic et al. [18]. A abordagem que empregare-
mos é unicamente “algébrica”. Com compativel finalidade, mas com um pendor
bastante mais “geométrico”, em Grong [10] foi estudada a controlabilidade de ro-
lamentos intrinsecos para variedades Riemannianas. Os resultados principais do
presente capitulo estao parcialmente publicados em Marques et al. [32] e Marques
et al. [33].
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5.1 Controlabilidade de Sistemas Invariantes em

Grupos de Lie Matriciais

Nesta seccao G representard um subgrupo de Lie de GL(n), e a sua algebra de
Lie serda denotada por L£(G). Introduziremos aqui algumas notas bdsicas sobre
uma classe particular de sistemas de controlo a evoluir em G. Mais detalhes sobre
sistemas de controlo em grupos de Lie podem ser encontrados, por exemplo, em
[19] ou [38].

Um sistema de controlo afim, invariante a esquerda, é um sistema com a forma

X(t)=X()Yy + iui(t)X(t)Y;, u(t) = (ur(t), -+ ,un(t)) ed € R™, (5.1)

onde X(t) € G, m < dim(G), Yy, Y1, -+, Y, € L(G) e as fungdes de controlo
u(-) = (u1(+), - ,um(:)) pertencem a alguma classe € de controlos admissiveis,
previamente convencionada, tal que para cada escolha de uma funcao de controlo
e uma condicao inicial, a equacao diferencial tem solucao tunica. O nome destes
sistemas deve-se ao facto de eles serem invariantes para translagoes a esquerda,
isto é, mantém a mesma forma apds qualquer mudanca de variavel X ~~» Z = WX,
com W € G. Sendo suficiente para os nossos interesses, vamos considerar somente
sistemas em que € é classe das aplicagoes seccionalmente constantes.

Um dos problemas mais relevantes em teoria de controlo é a questao da con-
trolabilidade dum sistema, que definiremos de seguida. Dizemos que uma curva
(continua) seccionalmente suave t € [a,b] ~ X(t) € G é uma trajetdria do sis-
tema (5.1) se existir uma partigdo a = tg < t1 < --- < t, = b e uma fungdo de
controlo admissivel u(-) constante nos intervalos abertos |t;_1,¢;[,i = 1,--- ,r, de
forma que a restricao de X () a cada um destes subintervalos é uma solucao da

equacao diferencial, ai definida, que resulta da escolha do controlo particular u(-).

Definicao 5.1 O sistema (5.1) diz-se controlavel se para qualquer par de pontos
distintos Xo, X1 € G, existe um tempo finito T > 0 e uma trajectoria X (-) definida
em [0, 7] tal que X (0) = Xy e X(7) = X;.

Uma condigao necessédria para a controlabilidade do sistema (5.1) é que G
seja conexo. Na verdade, se os pontos Xy e X pertencerem a duas componentes
conexas distintas de (G, nao existe nenhuma trajetéria do sistema que os ligue.

Quando o termo livre Yy é nulo e o conjunto de controlo U é simétrico, isto é

U = —U, o sistema (5.1) diz-se homogéneo. Uma vez que nos capitulos seguintes
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desta dissertagao teremos exclusivamente sistemas homogéneos, vamos preocupar-
nos apenas com a analise de sistemas deste tipo. No lema que se segue veremos
que a controlabilidade de sistemas homogéneos em grupos conexos pode ser ca-

racterizada algebricamente. Este resultado foi provado em [18].

Lema 5.1 Se G é um grupo de Lie conezo e o sistema (5.1) é homogéneo, entio

este sistema € controldavel se e so se
{Y1,--- 7Ym}L.A. = L(G), (5.2)

onde {Y1,---,Y,}, 4 denota a subdlgebra de Lie de L(G) gerada pela matrizes
le? o 7Yn- !

A condigao (5.2) é conhecida como condi¢do caracteristica de controlabilidade.
Em geral esta condigao é apenas necessaria. Isto é, quando o sistema (5.1) nao
é homogéneo tém que existir requisitos suplementares para que (5.2) seja uma
condicao suficiente para a controlabilidade. Um requisito possivel nestas cir-

cunstancias é que o grupo de Lie G seja compacto.

Para terminar esta secgao, assinalamos ainda que de modo similar aos sistemas
de controlo afim invariantes a esquerda, naturalmente também se poderia consi-
derar os sistemas de controlo afim invariantes a direita no grupo de Lie GG, tendo

estes sistemas a forma

X(t) = YoX(t) + Zm:ui(t)YQX(t), w(t) = (w(t), - um(t)) €U C R™. (5.3)

=1

Contudo, todo o sistema com a forma (5.1) pode ser transformado num sistema
com a forma (5.3), e vice-versa. Tal transformacao passa somente pela mudanga
de varidvel X ~» X = X! (a matriz varidvel incégnita X (¢) d4 lugar a sua
inversa X (t) = X(t), e as matrizes constantes Y; ddo lugar as suas simétricas
}71- = Y, parai=0,--- ,m). Portanto os resultados apresentadas para sistemas
de controlo invariantes a esquerda sao igualmente validos para sistemas de controlo

invariantes a direita.

YY1,--+,Ym}, 4 é a menor subdlgebra de £(G) que contém Yi,---,Y,, portanto é cons-
tituida pelas combinacoes lineares que se podem efetuar com essas matrizes e seus produtos de
Lie.
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5.2 Controlabilidade do Rolamento de H(r) so-
bre T2 H!(r)

Esta seccao destina-se a andlise da controlabilidade do sistema constituido pelas
equagoes (3.7), que descreve o rolamento de HJ(r) sobre o T2 H(r). Estuda-

remos este assunto empregando uma estratégia idéntica a que foi usada em [43]

para a esfera Euclidiana e em [23] para a esfera Lorentziana.

Sem perda de generalidade, vamos considerar que r = 1 e pg = (1,0,--- ,0).
Consequentemente aqui teremos T3 ! (r) = {(x1, 22+ -+, 2py1) € R 2y = 1},
u(t) = (0,ue(t), -+ ,ups1(t)) e s(t) = (0,89(t), -+, Spy1(t)). Para simplificar a
notagao, E;; designard uma matriz quadrada com a entrada (7,j) igual a 1 e as
restantes todas nulas, A;; := E;; — Ej; e B;; := E;; + Ej;. Serd ainda acrescen-
tada uma virgula entre os indices sempre que for conveniente esta clarificacao.
Também omitiremos a variavel independente t. Entao as equagoes da cinematica

reduzem-se a

32 = U2

. (5.4)
Sp+1 = Up41

R = R(U2A21 + U1 A1 F U2 Breior + - F un+1Bn+1,1)7

com R € SOL,(n +1).

Primeiramente vamos reescrever este sistema de controlo numa forma mais
conveniente, que nos permitira aplicar resultados existentes sobre controlabilidade
em grupos de Lie. Para tal, vamos juntar as componentes do estado (R, s) numa
unica matriz (2n + 2) x (2n + 2):

R 0
S2
X = I,
0
Sn+1
i 0 0 1 |

Denotaremos por G = SOLH(TL + 1) x IR" o grupo de Lie de todas estas

matrizes, contendo todos R € SOL.;(n+ 1) e (sg,-++ ,8,41) € IR™. A partir do

Lema 2.3, é evidente que dlgebra de Lie de G é a subdlgebra de Lie de gl(2n + 2)
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definida por

¢ 7 )

Ay B 0
B | 4 A 1), BeM
€ y S K n—k)»
L(G) = o | A€ot D<=
- Ay €o(n—kK), (z1, -+ ,z,) ER
0 0 :
Ty,
\ L 0 . 7

onde M(,.11)x(n—r) Fepresenta o conjunto das matrizes (£+1) x (n—rx) com entradas
reais.

Deste modo, sendo evidentemente equivalente a

O_UQ"'_un—i-lu,‘{—‘rQ"'un-i-l

- _ uy 0 -+ 0 0 --- 0
R 0 0

0 0 49 . . . . .

_y Upsr 0 -+ 0 0 --- 0 |

0 0--- 0 wuy

0 -+ 0 $np1

0 0 0 0
- - 0...Oun+1

o sistema (5.4) toma a forma
X =X <U2 (Aot + Epioonta) + - 4+ Uit (Ang11 + Engrti,ong2) +

Uit2 (Bry21 + Entriooni2) + -+ Unt1 (Bry11 + Eont1.2n42) )

Designando ainda (admite-se 0 < k < n)

)

Vo A+ Enyignyz €2<i<r+1
" But Enpionis =r+2<i<n+1

podemos agora escrever o sistema (5.4) como

n+1
X=> wXY;,  (ug-  Ups1) € R (5.5)

i=2
que é um sistema de controlo afim invariante a esquerda, homogéneo, a evoluir no
. . 1 n
grupo de Lie conexo G = SO, (n + 1) x IR".

Teorema 5.1 Para n > 2, o sistema de controlo (5.5) (ou, equivalentemente, as
equagoes da cinemdtica (3.7)), que descreve o rolamento de H'(1) sobre o espago

afim ao seu espago tangente no ponto py = (1,0---,0), € controldvel no grupo
G =S50, (n+1) x R".
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Demonstragao. Pelo Lema 5.1, sabemos que o sistema é controlavel em G

se e so se

(Yo, Yaadpa = £(G).

Portanto é suficiente mostrarmos que todo o elemento da base canénica de L£(G),

{Aj:1<j<i<r+1JU{dy;:r+2<j<i<n+1}
U{Byj 1< j<k+1, k+2<i <n+1}U{Burisnie:2<i<n+1},

pode ser obtido a partir das matrizes Ys,---,Y,11 e dos seus produtos de Lie.
Na uniao anterior estamos a considerar que o primeiro, o segundo e o terceiro
conjuntos sao vazios quando k =0, Kk =n — 1, n e kK = n, respetivamente.

Mas com a defini¢ao do comutador [, | e a igualdade E;; Ey = 64 E; podem-se

construir as seguintes formulas de comutacao:

[Eij: Enl = 0Eq — 6uEy
[Aij, Apl = GaAj + bjpAu — dip Aj — Ay
[Aij, Ep] 0jpEi — 0uEy — disEj — 0 Ey;
[Bij, Epll = 6ypEu— 6ullyy + 6iEj — 6 Ey;
[Aij, By 0;Bit — 0By — 6:yBji + 0By,
e com estas formulas podemos diretamente verificar que:
1. (considerando x > 1)
A =1Y.Y], pra2<j<i<k+1
H}/'L')YR-I—I] 7Yn+1] <~ 1§/€§n_]—
Ail = [Yn+17[}/27yn+1“<:i:2 = ) para2§i§f€+1
kK=mn
[Y2, V7], Yo < 3<i<n+l
2. (considerando k < n — 2)
A=Y, Y], parak+2<j<i<n+1
3. (considerando kK < n — 1)
Bij=1Y;,Yi], para2<j<k+lern+2<i<n+1
Y2, Yoia], Y] <= i =2 e
Bﬂ: D@?D@;Y;H <:3§Z§n+1 , para R+2§Z§TL—|—]_
Yz, [Y;, Ya] <1<k<n-—1

4. (considerando 0 < k < n)
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En+i,2n+2:{ ¥z, [¥2, Yi] " ,parad <:<n+1

Vit [Ya [Va, Vil <1<k <

Y, — [D/QaYn—i-l]yynJ,-l] <0<k<n-—1
En+2,2n+2 ==
Yo+ [[Y2, Yo, Yol & k=n

Assim, a demonstracao estd terminada. |

Para concluir esta secgao, referimos ainda que a partir duma simples aborda-
gem geométrica pode-se prontamente constatar que o referido rolamento nao é

controlavel quando n = 1.

5.3 Controlabilidade dos Rolamentos de O,(n) e
Sp(2m)

Ja referimos que podemos interpretar o rolamento dum grupo de Lie quadratico Gy
sobre T,%gf Gy, descrito pelas equagoes (4.10), como sendo um sistema de controlo
com as configuragoes associadas aos estados (U(t), W(t), Z(t)) € 63 e a fungao de
controlo t ~ Q(t) € L(Gy). Investigaremos a questao da sua controlabilidade nos
casos particulares do grupo pseudo-ortogonal Gy = O,(n) e do grupo simplético
Gy = Sp(2m).

Sem perda de generalidade, vamos considerar Fy = [,,. Consequentemente,
sao validas as igualdades Tp, Gy = L(Gj) e Tji“f Gy = I, + L(Gy), e as equagoes

da cinematica (4.10) ficam reduzidas a
W) . (5.7)

Deste modo, nas varidveis do sistema anterior, U(t) e W (t) pertencem a compo-
nente conexa de G; que contém a identidade e Z(t) pertence a dlgebra de Lie
L(Gy).

Tal como na Secgao 5.2, ao longo da presente seccao assumiremos sempre que
E;; designa uma matriz quadrada com a entrada (7, j) igual a 1 e as restantes todas
nulas, A;; := E;j— Ej; e B;j := E;;+ Ej;;. Portanto, mantém-se vélidas as férmulas

de comutacao dadas em (5.6). Omitiremos igualmente a varidvel independente t.
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5.3.1 Controlabilidade do Rolamento de O(n)

Neste caso particular tem-se U, W € SOL(n) e Z € £(O(n)) = so,.(n). Recorda-

mos que

50,(n) = {

onde M, (n—x) denota o conjunto das matrizes reais com « linhas e n — & colunas.

0| Qs
al [ Q,

] : 0y €s50(k), Qe €s50(n—K) e Q3 € Mnx(n_ﬁ)} ,

Tome-se uma qualquer funcao de controlo, particionada na forma exposta
acima,

01 | Qs
Q] [,

) onde le[wij] 1<i<n QQZ[aij] 1<i<n-r © 932[@@‘] 1<i<n

1<j<n 1<j<n—n 1<j<n—n
(5.8)
. - . Zy | Zs : .
Com igual decomposi¢ao na matriz Z = 7T 7 a terceira equagao de (5.7),
3 2

Z = 2Q, fica equivalente a
Zy =20, Zo=20, Zs=2Q;. (5.9)

Portanto as equagoes da cinematica sao equivalentes a um sistema com as duas pri-
meiras equagoes de (5.7) e as trés equagoes de (5.9), tendo estados (U, W, Z1, Z3, Z3).
De modo a podermos aplicar a teoria exposta na Seccao 5.1, precisamos de
comecar por reescrever o sistema descrito com a forma dum sistema de controlo
afim invariante (& direita), a evoluir nalgum grupo de Lie. Com esse objectivo,

vamos identificar (U, W, Zy, Zs, Z3) com a seguinte matriz X, diagonal por blocos,

) . (5.10)

O subconjunto de GL(5n) formado por todas as matrizes X com esta estrutura,
onde U, W € SOL(n), Z, € s0(k), Zs € s0(n — k) e Z3 € Myx(n—r), seré denotado

por G = SOL(n)2x50(k) X 50(n—k) X My (n—r). Este conjunto vai, entio, constituir

de ordem 5n:

I.| 2,
O‘IH

L | 7
0 | In-w

Y

X = diag (U, W,

L.| 7
’ O\IH

o espagco dos estados onde analisaremos a controlabilidade do rolamento. Nas duas
proposicoes seguintes vamos mostrar que G cumpre os requisitos exigidos no Lema
5.1, referente a condicao caracteristica de controlabilidade, e apresentaremos a sua

algebra de Lie.

Proposicao 5.1 G = SOL(n)2 X 50(K) X 50(n — K) X My (n—w) € um subgrupo de
Lie conexo de GL(5n).
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Demonstracao. Antes de mais, G ¢ efetivamente um subgrupo de GL(5n).
Isto pode ser imediatamente constatado, uma vez que se tomarmos duas quaisquer

matrizes em G,

X; = diag (UZ-,I/VZ.7 Ly ‘ Zui ’ [ Inr ‘ i 7 I ‘ Zs; ) =12
0 ‘ L 0 ‘ g P— 0 ‘ I,
(5.11)
temos
XlXQ = dlag (leU'Q7 W1W27 I(,; Zl,l[‘i‘Zl,Q ’ ]no_,.i ‘ ZQ;+ZQ72 7 ](;{Z3’;+Z372 > ‘

Por outro lado, atendendo ao Teorema de Yamable (algumas vezes também
chamado por Teorema de Kuranishi-Yamable), sabemos que um qualquer sub-
grupo dum dado grupo de Lie é um seu subgrupo de Lie conexo se e s6 for (um
subespago topoldgico) conexo por arcos. (Ver, por exemplo, [1]). Assim basta-nos
mostrar que G é um subconjunto de G'L(5n) conexo por arcos, com respeito a
topologia relativa.

Tomemos duas quaisquer matrizes X7, Xo € G, definidas tal como em (5.11).
Dado que SOL(n) é um subgrupo de Lie conexo de GL(n), estéd garantida a
existéncia de curvas 7; : [t1,ts] — GL(n), com i = 1,2, totalmente contidas
em SO (n) tais que 1 (t1) = Up, v (t2) = Us € 72(t1) = Wi, 72(t2) = Wa. Conside-

remos ainda as seguintes curvas, para t € [t1,ts],

t—t
0;(t) = Zj1 + ﬁ (Zj2— Zj1), com j=1,2,3.
2 U

E evidente que as matrizes 6;(t) e 65(t) sdo anti-simétricas. Entdo, a curva
v ¢ [t1, ta] — GL(5n) definida por

L@ ‘ Ol(t) ]n—/i ‘ 02(t) ]li 93(t)
0 Lo || 0 Lo |7 0] L |)

estd totalmente contida em G e verifica y(t1) = Xi,7(t2) = X,. Portanto G é

7(t) = diag (%(t), 72(1),

conexo por arcos, como se pretendia provar. |

Proposicao 5.2 A dlgebra de Lie de G = SO (n)? x 50(k) X §0(n— k) X Myy (n—r)
¢ formada pelas matrizes da forma

. O,i Q7 On_,i Qg On Q9

com Qy,Q4, Q7 € s0(K), Q2,85,Qs € s0(n — k) e Q3,Q,Q € Muxinr)-

Qs
Q4 [

Q4| Qg
g | Qs

Y J
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Demonstragao. Em primeiro lugar, como habitualmente, nesta proposicao

estamos a admitir as identificagoes que permitem escrever
L(G) =Ti(G) = {¥(0) : v(t) é uma curva suave de G, y(0) = I} .
Tomemos uma curva suave arbitraria v(¢) em G tal que v(0) = I. Entao

’V(t) = diag(71 (t)v V2 (t)’ 73(t)7 V4 (t)v ’75(t)) )

onde 7, (t),72(t) € SOL(n), v3(t) = [g@ %}(t) ]’ alt) = [Inon ?(_t) ] e

V5(t) = IS ;5(75) , com Y3(t) € s0(k), Ya(t) € s0(n — k) e Y5(t) € Mux(n—r)-
Portanto 4(0) tem a forma dada em (5.12), j4 que #1(0) e 42(0) pertencem a
dlgebra de Lie £(SOL)(n) = £L(0(n)) = s0.(n) e a derivada usual duma matriz
anti-simétrica ¢é igualmente anti-simétrica.

Por outro lado, reciprocamente, se A € gl(5n) tem a forma descrita em (5.12),
a curva suave (t) = e pertence a G e verifica y(0) = I,%(0) = A. Isto pode
ser rapidamente confirmado porque que a exponencial duma matriz diagonal por
blocos é formada pelas exponenciais dos correspondentes blocos diagonais, as duas
primeiras matrizes de (5.12) pertencem & &lgebra de Lie de SOL(n) e as restantes
trés sao matrizes nilpontentes de indice 2. Logo podemos concluir a igualdade

pretendida. [

Com a fungao de controlo introduzida em (5.8) e a matriz X definida em

(5.10), o sistema de controlo em andlise ¢ equivalente a

. 0, | 20 On—r | 2Q 0, | 292
X = diag| —QU, QW ~, | 20, : i
0 o, 0 | 0ns 0 |05

portanto pode ser reescrito como

. 0, | 20 On_r | 20 0, | 29

X = diag| -, Q, Ly, 2, 1) X, (5.13)
0 o, 0 | 0ns 0 |05

Se definirmos

?ij = —Aij + Anvint; + 2 (Eontionints — Fontjontrti)

Yi' - _AH—H',H-i—j + An—i—n—f—i,n—&-n-i-j + 2 (E2n+25+i,3n+f£+j - E2n+2/i+j,3n+n+i)a

Yii=—Bixtj + Antintntj + 2Euntidntntj

a equacao (5.13) pode ainda escrever-se na forma seguinte:
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X = ( Z wij?ij + Z Cvijgj + Z ZJU}A{]) X. (5.14)
1<i<j<k 1<i<j<n—k i=1 ok

j=1--,n—k

Este sistema, onde (@ig, -+ ,Wxpnr) €U = ]anT_", é um sistema de controlo afim
invariante a direita, homogéneo, a evoluir num grupo de Lie conexo, pelo que
sua controlabilidade pode ser analisada com recurso ao Lema 5.2. Nesta andlise
descartaremos o caso n = 1, que corresponde a situacao desinteressante dum

sistema de controlo com um unico estado.

Teorema 5.2 Assumindo-se quen # 1, o sistema de controlo (5.14), referente ao
rolamento de O, (n) sobre o espago afim ao seu espago tangente no ponto Py = I,
é controldvel no grupo de Lie G = SO (n)? x s0(k) X 50(n — k) X Myx(n_r) S€ €
s0 sen > 3.

Demonstracgao. Sabemos que o sistema ¢é controlavel em G se e s6 se

i<y i< .
{Yz : Z:: 1,--- ,n—l} U {Y;J : Z:: 1. ,n—n—l} U {K] : j= 1: :nfﬁ} = E(G)
j]=2,-- K j=2,---,n—K LA
(5.15)
Vamos comecar por concretizar ambos os membros da igualdade anterior na
situacao de n = 2, considerando as trés correspondentes possibilidades para o

valor k.

Caso Kk =0 ou Kk = 2. Aqui temos:

000 ¢
L(G) = { dia 0 Jaf [0 lo] Jool—col folobt e
B g—a\o’—b\o’oooo’o\o

0000

{?z‘j,?ijaﬁj}LA = { — Ayg + Ags + 2(Fss — Ea?)}LA

00/ 0 2
B diae | [0122] [0 1) fooj-20] fo|o
PR T [ =o] {0 o[ 00 | [o]o
00[ 00
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Caso k =1 . Aqui temos:
£(6) = { ding ola| [0]o] [o]o] [o|o] [o]e bec R
alo| " |olo] " |o]o] " |o]o] "[ofo]) T

'j} = { — Bia + Bas + 2Eg,m}
L.A. L.A.

-emnfus([ 563351 o] (6] 561)

Vemos que em nenhum destes dois casos é verificada a condigao (5.15). Portanto

——
=
é< )
=

o sistema nao é controlavel quando n = 2, independentemente do valor de k.
A partir de aqui vamos assumir que se verifica n > 3. Evidentemente, para
garantirmos a igualdade (5.15) é suficiente mostrarmos que todo o elemento da

base canonica de L(G),

{A;; 1 <i<j<k}U{Auqint;j 1 <i<j<n—r}U{B;ut;:1<i<k, 1<j<n—k}
U{Antint; 1 <i<j <k} U{Anintintntj 1 <i<j<n—k}

U{Bn+intntsj 1 <0<k, 1<j<n—rtU{Eontiontnts — Bontjontnti 1 <0 <j <k}
U{E2n+2nk+i3ntrn+i — Eontontjntnti: 1 <0< <n—rktU{Egpiantnts: 1 <0<k, 1<j<n—k},

~

pode ser obtido a partir de combinagoes lineares das matrizes Y, 37,7 e Y;; e dos
seus produtos de Lie. Falta-nos entao apresentar a maneira como cada matriz de
cada um dos subconjuntos da base acima pode ser assim construida. Mas com
recurso as formulas de comutacao (5.6), ¢ possivel confirmar diretamente todas as

igualdades seguintes, que terminam a demonstracao.

Construcao das matrizes de {4;; : 1 <i < j <k}

(conjunto vazio quando k =0, 1)

se k=2,
Aw = =3 ||Vie, V] + Var, Tui
se 2 < Kk <n,
Ay o= L[V, Y] - Y, Yy, para2<i<j<k
- % H?lj,?m_s-l] +?j,j+1;?1,j+1} , para2 < j <K
j =

Construcao das matrizes de {Axtiny; 1 <i<j<n—k}

(conjunto vazio quando Kk =n — 1,n)

sek=n—2,
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N |—=

An—l,n = - [
se 0 < kK <n-—2,

—

i/\;127 }//\?I.l:| + }/}127 S>ll:|

Aptintj }/;ja}/ij] - Y, Y], para2<i<j<n-—k

A/-c—&-l,n—l—j = {

Construgao das matrizes de {B; x4, : 1 <i<k,1<j<n—k}:

NI
| — |
N|= —

[Ylg', Yl,j-&-l} + Y41, Yl,j—i-l} ,para2<j<n-—=k

Awi1nr2, Anton), paraj =n — k;

—

(conjunto vazio quando k = 0, n)

se k=1, - _
i 1 [ Va2 V] + V12, Vo], paraj =1
1,145 = rr o R . Y — .
—5 || Y15, Y3 —Y11>Y11}> para2<j<n-—l

se 1 <k <n—1, com qualquer 1 < j <n — K, tem-se

B _% 7127?1]‘ + ?2]‘,?12} , para i =1
N fr A o .
—% "Y12,Y2j_ - Ylj,Yu} , para 2<1< K;

Construcao das matrizes de {A,1intj 1 <i<j <k}

(conjunto vazio quando k = 0, 1)

se k =2,
Aniinte = % [[712,?11] - 3721,?11}
se 2 < Kk <n,
Anvineg = —5[[Vi), Yyl Y1, Yy, para2<i<j<rk
A — =5 [[Y1: V1] = Yijur, Yign], para2 <j <w
n+lnty  —

[An+1,n+2a An+2,n+n] , para .] = K;

Construgao das matrizes de {A,tntintntj: 1 <i<j<n-—k}:

(conjunto vazio quando k =n — 1,n)

se k=n— 2,

Aspion = 3 Hﬁm?n] - 3/}12,?11}

se 0 < Kk<n—2,

Apgrtintnti = —% [[2]7}713} +571i,371j] ,para2 <i<j<n-—k

{ -3 Hffljafflﬁl] - fG,jH,ﬁJH] , para2 < j<n—k

[An+fi+1,n+m+27 An+n+2,2n] , para j =N —K;

An+f@+1,n+/@+j =

Construcao das matrizes de {Bytintrs; 1 <i<k,1<j<n—rk}

(conjunto vazio quando k = 0,n)

se k=1,
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i>127Y11 _}/127}’;12] ) paraj =1

N |—=

Bn+1,n+1+j =

D=

i}lja?lj +§A/11,3A}1J}, para2<j<n-—1

se 1 <k <n—1, com qualquer 1 < j < n — k, tem-se

5 % Yio, Y15 — Y2j,Y12] , para i =1
it = 7 . ‘
% Yio, Yo;| + Ylj>le} , para 2 <1 < k;

COIlStl”U_(;éJO de {E2n+i,2n+fc+j — E2n+j,2n+/-c+i 1 << < :‘i}l

(conjunto vazio quando k = 0, 1)
com qualquer 2 < k < n, para 1 <i < j < Kk tem-se

1 (v .
E2n+i,2n+n+j - E2n+j,2n+n+i = 3 (ng + Az’j - An+i,n+j) ’

Construcao de {Eontontigntntj — Eontortjgninti 1 1 <1< j<n—k}:

(conjunto vazio quando kK =n — 1,n)

com qualquer 0 < x <n—2,paral <1< j<n— kK tem-se

— l(y .
E2n+2ﬁ+i,3n+m+j - E2n+2n+j,3n+n+i - 3 ()/z] + An+i,m+j - An+m+i,n+n+j) )

Construcao das matrizes de {Eyptianints 1 <1<k, 1<j<n—k}

(conjunto vazio quando k = 0,n)

com qualquer 1 <k <n—1,paral <i1<kel <j<n—ktem-se
Eintiantnt; = % (Y;J + B gt — Bn+i,n+/i+j> . u

5.3.2 Controlabilidade do Rolamento de Sp(2m)

Dado que Sp(2m) é conexo, aqui U,W € Sp(2m) e Z € L(Sp(2m)) = sp(2m).

Podemos também deduzir rapidamente que

oo
Q| —Qf

sp(2m) = { 1 Qpeglim) e Oy, € Sym(m)} )

onde Sym(m) denota o conjunto das matrizes reais de ordem m simétricas.

Tome-se uma qualquer funcao de controlo, particionada na forma exposta

acima,
o] 0 _ . R
Q: Qg _Q;r s Ondte:[wij]1§i,j§m7Q2:[wij]1gi,]‘§me Qg:[wij]lgi,jgm'
(5.16)
Z1 | o

Com igual decomposicao na matriz Z = as equacgoes da cinematica

Zs | —2]
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(5.7) ficam equivalentes ao seguinte sistema:

(7= —qU
W=Qw
Zy =20, . (5.17)
Zy = 20

\ Zs = 203

A semelhanga do que fizemos no caso referente a O, (n), de modo a podermos
aplicar a teoria disponivel sobre controlabilidade em grupos de Lie matriciais, va-
mos comegar por reescrever o sistema (5.17) com a forma dum sistema de controlo

afim invariante (& direita), recorrendo a associacao dos estados (U, W, Z1, Zy, Z3)

) . (5.18)

O subconjunto de GL(5n) formado todas as matrizes X com esta estrutura, onde

U W € Sp(2m), Z, € gl(m) e Zy, Z3 € Sym(m), sera denotado por G = Sp(2m)?x

gl(m) x Sym(m)?.

com a seguinte matriz

Im\zl
O\Im

Jm\Z2
o\fm

Im\zg,
o\fm

Y Y

X = diag (U, W,

A demonstracao da proposicao seguinte pode ser construida

com uma raciocinio analogo ao que foi feito nas Proposigoes 5.1 e 5.2.

Proposigao 5.3 1. G = Sp(2m)? x gl(m) x Sym(m)? € um subgrupo de Lie
conezo de GL(5n).

2. A dlgebra de Lie L(G) do grupo G = Sp(2m)? x gl(m) x Sym(m)? € formada
pelas matrizes da forma

o [ 1] 22 | 4] ©5
iag
Qs -0f
Com a funcdo de controlo introduzida em (5.16) e a matriz X definida em

Q|-

0| 27
0 |0,

0| Q4
0 |0,

0| Q9
0 |0,

Y I ) )

com 91794797 € g[(m), QQ, 937957967987 Qg € Sym(m)

(5.18), podemos confirmar diretamente que o sistema de controlo em anélise pode

ser reescrito como

. 0 | 20
X:diag<—9, Q, , 20 D X. (519

0 | 0

O | 200 | [ O | 202
0] 0n || 00
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A fim de aliviarmos a exposicao, vamos agora introduzir as seguintes notagoes:
com quaisquer ¢, 5 € IN,
Cij = Eij = Emtimy;
5
Bij = Eimtj + Ejmyi
4 _
B}, = Epvij + Emyji-
Definindo-se também
Yij = _Cij + Cn+z‘,n+j + 2E2n+i,5m+j
1p— 1p— — ..
Y., _53“ + EBn+i,n+z’ + B3n+i,3n+z’7 se 1 =)
t — — — . .
_Bij + Bn-‘ri,n-i—j + 2B3n+i,3n+ja S€ 1 7é J
1 1nd N .
/Y\', — _§Bii + §Bn+i,n+i + B4n+z’,4n+z‘v Se =]
o J 1 s . .
_Bij + Bn+z‘,n+j + 234n+i,4n+j7 se i # j

a equacao (5.19) pode ainda escrever-se na forma seguinte:

X = ( Z wij?ij + Z&}ijgj + Z@gﬁy) X. (5-20)

1<ij<m 1<i<j<m 1<i<j<m

. _ ~ n?in .
Este sistema, onde (W11, -+ ,Wmm) € U = IR 2, é um sistema de controlo afim
invariante a direita, homogéneo, a evoluir num grupo de Lie conexo, pelo que sua

controlabilidade pode ser analisada com recurso ao Lema 5.2.

Teorema 5.3 Para todo m > 1, o sistema de controlo (5.20), referente ao rola-
mento de Sp(2m) sobre o espago afim ao seu espago tangente no ponto Py = I,

¢ controldvel no grupo de Lie G = Sp(2m)? x gl(m) x Sym(m)?.
Demonstragao. Sabemos que o sistema é controlavel em G se e s6 se
{(Vort<ijsmju{Vyi<i<j<mu{ly1<i<j<m}} = L)
L.A.

Evidentemente, para garantirmos a igualdade anterior é suficiente mostrarmos

que todo o elemento da seguinte base de L(G),
{Cijzlﬁl}jgm}U{Bg:1§i§j§m}U{Bjj:1§i§j§m}
U{Crrimtg 11205 SmPU{Bey 1 Si<i<myU{BL i1 <i<j<m]

U{Bantismaj 1 <0, <m}yU{Bgh g0y 1<i<j<m}U{By iny, 1 <i<j<m},

~

pode ser obtido a partir de combinagdes lineares das matrizes Y, 171-]- e Y e

dos seus produtos de Lie. Precisamos, entao, somente de apresentar a maneira
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como cada matriz de cada um dos subconjuntos da base acima pode ser assim
construida.

Mas a igualdade [E;j, Ey) = 0, E; — 04 Ey; permite-nos construir as seguintes
formulas de comutacao: se 1 <14, 5, f,l < m,

[Cij,C] = 0;Cu—0uCy

[Cij, Byi] = 0By + 0B}

[Cyj. By] = —6i4 B}, — 6aBj,

[Bi7.B;] = 0Cu+ 6uCi + 6;3Cis + 65 Clis

e fazendo-se uso destas féormulas podemos verificar diretamente que:

1. com 1 <45 <m,

Cy = _7} H?u:n} —Ez,_?u] , Se =]
-1 [ 1'1'7}/1'1} - YM,YZ-J»] , se i # 7
|V Y] + 2%, 5], se i =
Cotinti =4 " Ho o7 o ,
B H ii,Kz'] —l—Y“-,YiJ} , SeiF g

2. com1<i<7<m,

1rr~ ~ o~
B; - - = |:|: mm} _Yizﬁ%]] y
2
1rr~ ~ N
Lo
Bij —5 H%Y}a} - J]’KJ] J
1rr~ ~ o~
B;—}l-i,n-‘rj :i H: zzaKi] +Yu; zgi| )
' Ly 9107, v
Bing =~ ) HY;J»Y}J} + JJ’KJ] ;
1 —
Eontism+j =5 (Yij + Gy — Cn+z‘,n+j) ;
B B Yi + %B; - %B:H,n-i-i? sei =] )
3n+i,3n+i v ; ;)
%(}Qj—i—Bg—B,l—;i,nH) , Sei £ g
> ) Yat %th - %Bi—&-i,n-i-i? sei =]
dn+idn+j — % ; ;o
+i,4n+j %(Yij_FBjj—Bianﬂ),sel%j

Portanto a demonstracao esta concluida. |
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Capitulo 6

Interpolacao Suave em
Subvariedades de R} ou (gl(n), ®;)

com Recurso a Rolamentos

Vamos mostrar aqui que rolamentos sem deslize nem torcao podem ser usados
como uma ferramenta para resolver problemas de interpolacao em variedades.
Especificamente, o objetivo que temos neste capitulo final é a aplicacao de alguma
da teoria dos capitulos anteriores na resolucao dum problema de interpolagao
suave com condigoes de fronteira, em subvariedades pseudo-Riemannianas de IR}
ou (gl(n), ®y).

Existem varios métodos classicos para gerar curvas interpoladoras em espagos
Euclidianos, sendo o algoritmo de De Casteljau um dois mais conhecidos. Pro-
blemas de interpolagao em variedades Riemannianas gerais foram também j& es-
tudados por vérios autores, a partir da publicagdo Noakes et al. [36]. Os traba-
lhos realizados a este respeito produziram apropriadas generalizagoes dos métodos
classicos, encontrando-se em Crouch et al. [5] um exemplo disto. No entanto, os
métodos que foram desenvolvidos tém dificil implementacao pratica, na medida
em que, por norma, eles nao produzem curvas interpoladoras definidas de forma
explicita. O algoritmo que vamos apresentar procura essencialmente contribuir
para se ultrapassar este obstaculo.

Problemas de interpolagao em variedades sao, em geral, dificeis de resolver
duma forma intrinseca. O que proporemos é um procedimento extrinseco que
consiste em transferir o problema para outra variedade mais simples. Esta técnica
combina um rolamento sem deslize nem tor¢cao com um difeomorfismo e visa

especialmente tornar o método menos propenso a distorgoes, comparativamente

111
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com a alternativa basica em que se utilizaria somente um difeomorfismo. Algumas
das ideias usadas aqui sao inspiradas em Jupp et al. [17], um artigo pioneiro sobre
interpolagao na esfera bidimensional. Posteriormente a esta publicagao e seguindo
a mesma linha de raciocinio, surgiram ja métodos interpoladores explicitos para
a esfera n-dimensional, em Huper et al. [13], para o grupo das rotagoes SO(n) e
variedades de Grassmann, em Huper et al. [14], e para os elipsoides, em Krzysztof
et al. [24].

Contrariamente ao que acontece nos ultimos trabalhos citados, o método que
vamos introduzir nao esta confinado a uma variedade especifica. Na verdade, a
implementacao do algoritmo serd possivel com qualquer subvariedade de IR} ou
(gl(n), @y), desde que ela cumpra um certo requisito e a saibamos rolar. Desta-
camos ainda, por fim, que é na interpolacao em variedades cujos rolamentos sé
sao conhecidos quando mergulhadas num destes espacos ambiente, como é o caso
dos hiperboloides e dos grupos de Lie quadraticos em geral, que se manifesta a
especial importancia do que agora acrescentamos a teoria de interpolagao. Em
Shen et al. [40] encontra-se um exemplo concreto da utilidade pratica desta teoria,

com o caso particular do grupo SO(3), no planeamento do movimento dum robot.

6.1 Formulacao do Problema e sua Resolugao

Na presente seccdo M designard uma subvariedade pseudo-Riemanniana de M,
podendo esta variedade ambiente ser IR ou (gl(n), ®;). Além disto, consoante se
assuma M := IR" ou M := (gl(n), ®y), estabeleceremos entdo G := SOL(n) x IR"
ou G = @3, respetivamente, considerando-se estes dois grupos de isometrias
definidos tal como nas Seccoes 2.4 e 2.5.

Vamos instituir como hipétese que o subgrupo de G das isometrias lineares
mantém M invariante, ou seja, com qualquer isometria linear h € G teremos
hx M = M. Sao exemplos de subvariedades que cumprem esta condicao as
hiperquéadricas H"(r) C R} e S*(r) € IR"!, bem como os grupos de Lie
quadréticos Gy C (gl(n), ®;).

Com este contexto, comegamos por enunciar o problema que pretendemos re-

solver, que é um problema de interpolacao suave em M com condigoes de fronteira.

Problema 6.1 Dados um conjunto de pontos distintos p; € M, comi=0,--- v,
uma sequéncia discreta de tempos fixros 0 =tg < t; < --- < t, =7 e dois vetores
tangentes & € T,,M e &, € T, M, determine uma curva vy : [0,7] — M de
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classe C? satisfazendo o sequinte:

/Y(ti) =p;, Vi€ {07 T ’V}’ 7(0) = &o € ’7(7-) =&,

Passamos de imediato a apresentacao dum método para a resolver o problema
anterior. A ideia basica sob o procedimento que propomos consiste em transferir
os dados da variedade M para T;fM , depois resolver o problema neste espaco
e por fim trazer de volta para M a solugao calculada em TI?OH M. Relembramos
que num espaco Fuclidiano o problema enunciado pode ser facilmente resolvido
com o calculo de uma spline ciibica, por exemplo, através do classico método de
De Casteljau (ver, por exemplo, [7]). A passagem entre M e T;fM é feita com o
processo de rolamento e projecao. Esta técnica combina um rolamento sem deslize
nem torgao com um difeomorfismo. Na prética, para evitarmos as distorgdes (que
surgem com o difeomorfismo), com a inclusao do rolamento procuramos fazer com
que os pontos p; se concentrem perto da posicao py, na medida possivel, antes de
serem projetados em T2 ).

A execucao do algoritmo interpolador que enunciamos de seguida assenta em
duas escolhas auxiliares prévias. A primeira é a escolha de uma aplicacao rola-
mento suave g : [0,7] — G, cumprindo g(0) = id, em que a curva de rolamento
a : [0,7] — M verifica a(0) = py e a(7) = p,. O ideal é que esta escolha seja
feita de modo que cada ponto p; fique “préximo”de «(t;). A segunda escolha ne-
cessaria é um difeomorfismo ¢ : Q@ C M — ¢(Q2) C T]foff]\/[, onde € é um aberto
de M e po € €, satisfazendo os requisitos ¢(pg) = po e d¢,, = id. Apds fixarmos

g e ¢, os 4 passos abaixo sao automaticos.

Algoritmo 6.1 (para resolver o Problema 6.1)

Passo 1 - envio dos dados de fronteira para T, I?Off M.
Rolar M sobre T;f]\/[ por meio da aplicagcao g. Este rolamento cria uma curva
suave Qgey : [0,7] — T;OHM e permite enviar os dados de fronteira de M para

i : :
Too M, do seguinte modo:

po=a(0) € M ~~ qo:= &dev(O):poeT;fM
Py =0a(T) € M ~~ gy := Qtgev(T)

& € TpoM ~ ny:=dyg

& ey, M ~ n,:=d

Passo 2 - envio dos pontos intermédios para T;Off M.

Combinar a projecao dada por ¢ com o rolamento dado por g para “desenrolar”os
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restantes dados {p1,--+ ,p,_1} em T;OHM, de maneira que:

pi ~ qi = &(g(t:) * pi — Qaev(ti) + Po) + Qaev (i) — po. (6.1)

Passo 3 - interpolar em IRY™M) com os dados transferidos para T ;fM .
Resolver o novo problema de interpolagcao em T;fM >~ RImM) ysando os dados
{qo, ", qw; Mo, } mo lugar de {po,--- ,pv;&0,& }. Isto gera uma curva interpo-
ladora de classe C?, por exemplo uma spline cibica, 3 : [0,7] — TI‘;"OHM com as

sequintes propriedades:

ﬁ(tz)z%a VZE{O,,V}, 5(0):7]0 € 5(7):771/

Passo 4 - envio para M da curva interpoladora construida em T;‘f M.
“Enrolar”a curva 8 na variedade M, usando ¢~ enquanto M “desrola”ao longo

da curva o, para produzir uma curva vy, definida pela sequinte formula explicita:

V(t) = g(t)™ <¢‘1 (B(t) = Qen(t) + po) + Qe (t) — p0>. (6.2)

No teorema que se segue confirmaremos que este algoritmo produz efetiva-
mente uma solugao para o problema formulado, mas antes disso vamos tecer al-

gumas consideragoes.

Observagao 6.1 A formula (6.1) para calcular os pontos projetados q; faz sen-
tido. De facto, em virtude de termos assumido a hipotese de que a “parte rotacio-
nal”das isometrias de G mantém M invariante, no rolamento de M sobre T;fM
a “parte translacional”da aplicagdo rolamento é dada pela expressio aqgey(t) — po.

Portanto g(t;) * pi — ey (t;) + po pertence a M e o ponto q; estd em T;f]\/[.

Sem prejuizo da observacao anterior, reparamos, contudo, que o difeomorfismo
¢ tem que ser escolhido de modo que cada g(t;) * p; — Qe (t;) + po pertence Q e a
curva interpoladora § tem que ser tal que 5(t) — aigev(t) + po esté dentro de ¢(2)
em todo o instante t € [0, 7]. Notamos ainda, por outro lado, que nao é necessario
que todos os pontos p; pertencam a €2, traduzindo-se isto numa importante “mais-
valia” quando néo existe disponivel um difeomorfismo (carta local) que contenha

todos os pontos p; no seu dominio.

Teorema 6.1 A curva vy : [0,7] — M definida em (6.2) resolve o Problema 6.1.

Demonstragao. A garantia de que a curva v é de classe C? advém por
construcao, pois ¢ e g sao suaves e 3 é de classe C?. As restantes condicoes vao

ser verificadas separadamente para as duas possibilidades de M.
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Caso M = IR". Suponhamos que g(t) = (R7(t), s(t)) € SOL(n) x IR". Uma

vez que as hipéteses adotadas implicam s(t) = agey(t) — po, claramente temos

desde jé que a curva de rolamento pode ser definida por a(t) = R(t)po.
Em virtude de g(t)™* = (R(t), —R(t)s(t)), por substituicio direta em (6.2)
obtemos
y(t) = R(t) (671 (B(t) — s(t)) + s(t)) — R(t)s(t)
= R(t)o~ (B(t) — s(t))

Assim, dado que a férmula (6.1) também é valida se i = 0 ou i = v, com qualquer

(6.3)

1=20,1,--- ,v podemos escrever:

Y(t:) = R(t:)o~ ' (B(t:) — s(t:))
=R(t;)o" (¢ (R7'(t:)pi))
= Di-

Com o objetivo de comprovarmos que v tem as velocidades inicial e final

prescritas, observemos em primeiro lugar que de (6.3) resulta imediatamente

(t) = R(t)o~ (B(t) — s(1)) + R(t) do™ (B(1) — (1))

Note-se também, a parte disto, que da hipdtese de nao-deslize do rolamento resulta

a igualdade s(t) = R™*(t)a(t). Entao, podemos afirmar o seguinte:

R(0)¢™"(8(0) — 5(0)) + R(0) d¢™* (B(0) — 5(0))
R(0)¢™"(po) + (0) — 5(0)

R(O)Po + 19 — &(0)
&

7(0)

Y(r) = R(r)¢ " (B(r) — s(7)) + R(r) do~" (B(r) — (7))
R(1)¢ ™ (po) + R(7)(B(1) — $(7))

= R(7)po + R(T)m, — &(T)
&

Caso M = (gl(n), ®;). Suponhamos que g(t) = (U(t), W (t), Z(t)) € GIJ Ana-
logamente ao caso anterior, em virtude de Z(t) = agev(t) —po, a curva de rolamento
pode ser definida por a(t) = U1 (t)poW (¢).
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Uma vez que g(t)~! = (U(t), W=(t), =U~ () Z(t)W(t)), por substitui¢ao
m (6.2) obtemos

V(&) =U (1) (67 (B(t) — Z(t)) + Z(t)) W(t) — U (1) Z(t)W (1)
=U ()™ (B(t) — Z(1)W (1)

Portanto com qualquer ¢ = 0,1,--- , v podemos escrever:

(6.4)

Y(t:) = U)o (B(t:) — Z(t:))W (t:)
= U (t:)o~ " (o(U(t:)psW = (t:))) W (t:)

= Pi-

Quanto as velocidades, de (6.4) com célculos diretos obtemos

(1) = U (0) (4o (B@) = 2(0) = UOU 06 (8(1) - 2(8) ) W (1)
+UN () (B(8) — Z(1) W (8),
e da condicio de nio-deslize do rolamento tiramos Z(t) = U(t)a(t)W~'(t). Logo
temos também o seguinte:
7(0) = d¢™" (5(0) = Z(0)) = U(0)¢™ (8(0)) + ¢~ (8(0)) W (0)

= 5(0) = Z(0) = U(0)¢~ ( 0) + 67" (po) W <0>

= 1o — &(0) — U(0)po + poW (0)

— &

i(r) = U7(r) (o™ (B(r) = 2(r)) = U(U (7)o (B(r) = Z(r)) ) W(7)
+ U )6 (B(r) = Z(r)W(7)
= U7 (7) (B(r) = Z(r) = V@)U (T)po) W () + U™ ()po W (7)
= U~/ (MW () = alr) = U™ (U U (7)o (7) + U (7)polV (7)
= U~ ()W (r)

Observacao 6.2 Se percorrermos a demonstracao anterior verificamos que, a

respeito do rolamento, nunca foi usada a condicdo de nao-tor¢ao e que a condi¢do
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de nao-deslize so foi usada em torno dos instantes inicial e final. Portanto se
existissem deslizes em instantes intermédios ou torgoes, ainda assim o algoritmo
produziria uma curva interpoladora com as condicoes requeridas. A razao de nao
admitirmos tais movimentos prende-se com o facto de que isso aumentaria a ex-

posicao ao risco de distorcoes, que diminuem a “qualidade”da solucao construida.

6.2 Implementacao do Algoritmo Interpolador

O objetivo desta seccao ¢ fornecer os ingredientes fundamentais para gerar curvas
interpoladoras C*-suaves nas hiperquadricas H{(r) e HP'(r). Isto é, para cada
um dos dois espacgos pseudo-hiperbdlicos, pretendemos disponibilizar de forma
explicita uma possibilidade de aplicagao rolamento g e de difeomorfismo ¢ con-
formes ao Algoritmo 6.1, tendo em vista a futura implementacao pratica deste
método.

Do Teorema 6.1 resulta a seguinte consequéncia particular: quando temos
M = H}(r) [respetivamente, M = S}!(r) ou M = G, se fixarmos uma funcao de
controlo suave de modo que as equagoes da cinematica que figuram no Teorema
3.1 [respetivamente, Teorema 3.3 / Teorema 4.1] determinam uma aplicagao ro-
lamento g em que a curva de rolamento o une os pontos py € p,, entao a curva
v definida pela férmula (6.2) com tais « e g, juntamente com um difeomorfismo
conveniente ¢, resolve o Problema 6.1. Sera com base neste raciocinio que iremos
abordar a questao do rolamento a utilizar. No entanto, a funcao de controlo tera
ainda, antes de tudo o mais, de ser tal que as equacgoes da cinematica possam ser

resolvidas explicitamente.

6.2.1 Interpolagao em H/'(r)

Aqui pretendemos resolver o Problema 6.1 para M = H['(r), encarando-se esta
hiperquéddrica como em (3.3), através do Algoritmo 6.1. Sem perda de generali-
dade, adotamos py = (r,0,---,0). Quando tal ndo acontece a contrariedade pode
ser ultrapassada “girando”a variedade. Basicamente, faz-se uma rotagao prévia
com esse sentido, a seguir executa-se a interpolacao com os dados rodados e no
fim reverte-se a rotagao feita inicialmente. A existéncia desta rotacao é garantida
pela Proposicao 3.1. Duas escolhas ha entao para fazer: a aplicagao rolamento
g :[0,7] — SOi(n +1) x R™*' t ~ g(t) = (R7(t),s(t)), com curva de ro-
lamento t ~ a(t) = R(t)po tal que «(0) = py e a(7) = p,, e o difeomorfismo
¢:QC H(r) — ¢() C TETH (r) respeitando ¢(po) = po e d¢,,, = id.
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Relativamente a escolha do rolamento, vamos selecionar a opcao mais facil e
evidente, que é o rolamento ao longo dum arco de geodésica. Ou seja, vamos
escolher a aplica¢do rolamento g correspondente as equagoes da cinemdtica (3.7)
com uma funcao de controlo u constante. Precisamos, entao, de encontrar um
vetor constante ndo-nulo u € IR}, satisfazendo (u,po) = 0, tal que a curva de
rolamento « por ele determinada una pg a p, entre o instante inicial ¢ = 0 e o
instante final ¢ = 7. Uma vez que H{'(r) tem indice zero e u € T, H{(r), este
vetor é necessariamente tipo-espago. Portanto, decorre da Proposicao 3.10 que a
curva « sera a geodésica dada por

a(t) = po cosh(r||ul[t) + ﬁ sinth (r{|ul[¢).

A partir deste conhecimento, para além da trivialidade a(0) = pg, podemos dedu-
[[ul| p» — po cosh(r||u]|7)

zir a equivaléncia «(7) = p, & u = . Mas com qualquer

r sinh(r||u||T)
u desta forma temos (u,py) = 0 se e s6 se (po,p,) = —r?cosh(r||ul|7). Assim

podemos concluir que o (inico) vetor procurado é

. 6 py — pocosh(b)
" r2r sinh(6)

—r2

, onde 0 # 0 := arccosh ((po,p,,)> : (6.5)

Note-se que este valor 6 existe efetivamente, pois acontece que (pg, p,) < —7r.

Em suma, com o vetor u introduzido em (6.5), se considerarmos a matriz
A= (—upg + pouT) J1, a aplicagao rolamento g que escolhemos é dada por
g(t) = (e, r’ut)
sinh(Zt
(- sinh(zt)

1 — cosh(£t
i), Loeonc
: (7)?
tendo as curvas de rolamento (geodésica de H'(r)) e de desenvolvimento (linha
reta em T2 H'(r)) definidas por

= A2

0 p, — po cosh(6) ) (6.6)
T sinh(#) ’

.0 B 0 p, — pocosh(0)
smh(Tt) e Qgev(t) = p0+7_ b (0)

(6.7)
Vamos agora fixar um difeomorfismo ¢ com as condicoes exigidas. A nossa

Py — Do cosh(0)
sinh(0)

a(t) = po cosh(ét)%—

escolha corresponde & projegio gnomdnica (ou central) de Hg(r) em T2THy (r)
(plano de equagao cartesiana x; = r). Quer isto dizer que o difeomorfismo ¢ a
cada ponto p = (21, -+, ,41) € Hy(r) associard o ponto ¢(p) € T2THp(r) que
se obtém intersetando a reta op, onde o = (0,---,0), com o plano x; = r. Uma

vez que esta reta admite a equacao vetorial x = tp, t € IR, é evidente que tal
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T2 I'Tn+1 . .
—). Além disto, se

' B r
intersegao ocorre (quando ¢ = —) no ponto (r,—=, -+,

X1 T T
repararmos que

TTo 2 TTh41 2 7”2 2 2 2.%% - 7’2 2
— )+t =gt tr) =T <7
2 n+ 2

constatamos que os pontos ¢(p) pertencem a bola aberta B(o,r), de centro na
origem e raio r, do espaco Euclidiano [R" ~ T;ng(r). A correspondéncia es-

tabelecida é bijetiva, mas vamos omitir a prova para nao sobrecarregarmos a ex-

posicao. Inversamente, para cada ponto (yi,- -, y,) da bola B(o,r), com o mesmo

raciocinio, também nos é possivel verificar que a reta que passa pela origem e por

(Ta Y, - 7yn) interseta Hg(?") no pOHtO (7’, Yi, - 7yn)
NG

Resumindo, o difeomorfismo que escolhemos é

o Hy(r) — {run ) D uf <%
i=1 s

1 T2 Tn+1
(171,1'2,"' ,$n+1) ~ T( 71’_7'..’ -
1 1

tendo a inversa

¢ {(Tvyla"' Yn) P Y U< Tz} — Hg(r)
=1

, .
(Tayla"'ayn) ~ 3 ) 2(ray17"'yn)
N

(Ver a figura 6.1).

Observamos ainda que se tem claramente ¢(py) = (r,0,---,0) = py e que
do,, : Ty Hy(r) — Ty Hg(r) é a aplicagao identidade. De facto, com qualquer
v e T, Hi(r), se § ¢ uma curva em H{(r), definida por 6(t) = (61(), - - , on11(t)),
tal que 6(0) = po e 6(0) = v, entdo

) | dul),
6(0)" 7 ai(e)

(pod)(t) =r(L,
pelo que

Ay, (v) = (¢©8) (0) = (0,02(0), -+, 6,41 (0)) = v.

6.2.2 Interpolagao em Hj(r)

A semelhanca do caso anterior, neste exemplo esta em causa determinarmos uma
aplicagdo rolamento g : [0,7] — SO (n + 1) x R™, t ~ g(t) = (R7L(t), s(t))
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X3

Figura 6.1: Projecao gnoménica. Interpolagao suave em HZ(r).

e um difeomorfismo ¢ : Q@ C HJ'(r) — ¢(Q) € T2 H}(r), com as condigoes
definidas junto do Algoritmo 6.1. Fixamos agora py = (—r,0,---,0).

Quanto a primeira escolha a fazer, optamos novamente pelo rolamento ao
longo dum arco de geodésica. Portanto voltamos a necessitar dum vetor constante
nao-nulo u (controlo), para as equagoes da cinematica (3.7), tal que a curva de
rolamento « que lhe corresponde tem como extremos py e p,. No entanto, no
atual exemplo temos de ter em conta o valor de (pg,p,). Gragas a Proposigao
3.8 sabemos que nao existe uma geodésica em H{(r) que ligue py e p, quando
(po, pv) > 72, anao ser que py e p, sejam anti-podais. Por conseguinte, o presente
procedimento esta, desde logo, condicionado a circunstancia dos dados verificarem
(po,pv) < r* ou pg = —p,. Sabemos também que o tipo de geodésica que liga

os dois pontos varia consoante se verifique (po,p,) < —72, {po,p,) = —1r? ou

—r2 < (po,p,) < 1%

tipo-tempo no terceiro. Apesar desta diferenca, com um raciocinio andlogo ao

sendo tipo-espaco no primeiro caso, tipo-luz no segundo e

que expusemos para H('(r), é-nos igualmente possivel deduzir as expressoes para
0 necessario vetor-controlo u, quando este existe, que apresentamos a seguir.

De forma sintetizada, com o vetor revelado em cada um dos casos abaixo, se
definirmos A := (—upg + pouT) Jo, a aplicacao rolamento ¢ que indicamos para
a implementagao do algoritmo interpolador e as respetivas curvas de rolamento «
e de desenvolvimento ag., sao dadas por:

Caso (po,p,) < =12 (U, @ € gey 530 tipo-espago),
o vetor u é tal qual como em (6.5). Pelo que ¢(t), a(t) e qgey(t) tém as

expressoes dadas em (6.6) e (6.7), diferindo apenas, evidentemente, o produto
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escalar (.,.) e a matriz A.

Caso (pg, p,) = —1% (u, @ e agey S20 tipo-luz),

. Pv — Do
r2r

t? y—
g(t) = <I — A+ S A, I%t)

DPv — Do

at) = agey(t) = po + t.

Caso —12 < {po, p,) < 72 (U, @ € agey 530 tipo-tempo),

0 p, — 0 s Py
U= —ZM, onde 0 # 6 := 9 = arccos(<p0 )

r?r  sin(6) —r?

youO#6:=27r—9

(entre as duas opgoes existentes para u, ¢ importante que se escolha a alternativa

que mais faz com que cada ponto p; fique “préximo”de a(t;).)

sin(%t) 1—cos(%t) , 0 p, —pocos(f)
) = (1= =g A= —gr=at, =)

T

Py — po cos(0)

0 0
a(t) = po cos(;t) + sin(=t) e age(t) =po+ —

sin(f) T T sin(f) '
Caso pg = —p, (u, a e agey S80 tipo-tempo),
2k +1
u := qualquer vetor tipo-tempo tal que (u,py) =0 e ||u|| = u, com k € Z
rT
sin(%t) 1 — cos(4t)
g(t) = <[— 7 A- BE A2, r2ut)
2k +1 2 2k + 1
a(t) = po cos(( + )Wt e R )Wt) e Qqev(t) = po + riut.

Ty G

Resta-nos entdo fixar o necessario difeomorfismo ¢ : Q C H7(r) — ¢(§2) C
TﬁfH{l(r). A opcao que fazemos resulta da projecdo estereogrdfica do aberto
Q = {(z1,22, - ;&1 € H(r) : &1 < r)} em TAH(r) (plano de equagio
xy = —r), a partir do ponto N := —py = (r,0,---,0). Ou seja, seleciona-
mos a aplicacdo ¢ que a cada ponto p = (1, -+ ,Tp41) € €2 associa o ponto
o(p) € T;(?H?(r) que se obtém intersetando a reta Np com o plano z; = —r. A

figura 6.2 procura ilustrar esta projecao no caso bidimensional. Se repetirmos a
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Figura 6.2: Projecéo estereogréfica de Q C H7(r) em TN H (r).

estratégia apresentada anteriormente para o caso de H{(r), podemos caracterizar

¢ da maneira seguinte:

¢: {(xla'” 7xn+1)€H{L(r): T < T} — {(_Tayla'” 7y’ﬂ): _y% +Zy22 < 4T2}
=2

21‘2 an-‘,—l

)7

(.Z'l,.’lfg,"‘ 7xn+1) ~ T(_]-a ) )
r—I r—I

e a sua inversa ¢é definida por

—4r?

—Ar? —yi+yie

¢—1(_T,y17"' 7yn) = (T,O,"' a0)+

E também evidente a prova de que ¢ verifica as condigoes ¢(po) = po e do,,, = id.

Assim, esta seccao estd terminada.



Consideracoes finais

Nestas notas finais destacamos as principais contribuicoes desta dissertacao, al-
guns aspetos da problematica dos rolamentos que mereceram a nossa atencao mas
nao foram incluidos por nao termos chegado a respostas conclusivas, e outros as-
petos relacionados que, por falta de tempo, nao puderam ser abordados aqui mas

que estarao nas nossas prioridades em trabalho futuro.

A primeira contribuicao da presente dissertacao foi o alargamento da defini¢ao
de aplicacao rolamento para o caso em que as variedades rolantes estao mergulha-
das numa variedade pseudo-Riemanniana. A partir desta defini¢ao, procuramos
generalizar resultados que sao conhecidos, quer para o caso classico de variedades
mergulhadas em espagos Euclidianos, quer para a situacao Riemanniana. Esta
dissertacao também unifica alguns resultados dispersos sobre rolamentos no caso

pseudo-Riemanniano.

Demonstramos trés propriedades fundamentais dos rolamentos. Duas destas
propriedades, que generalizam propriedades ji abordadas em Sharpe [39] num
contexto Euclidiano, estdao ainda limitadas a rolamentos em IR? ou (gl(n), ®;).
Em trabalho futuro, procurar-se-a desprendé-las dessa limitagao. Outras questoes
que continuam em aberto a este respeito, sao as da existéncia e unicidade. Isto
é, ainda nao ha resposta para o seguinte: em que condicoes serd possivel garantir
que, dadas duas variedades e uma curva de rolamento (ou de desenvolvimento),

exista uma tnica aplicagao rolamento a ela associada?

Provamos relacoes entre rolamentos e transporte paralelo, que nos permitem
recuperar as equagoes do transporte paralelo de vetores ao longo de uma curva
a partir do rolamento ao longo dessa curva. A ligacao entre os dois assuntos
permitiu-nos reformular a condicdao de nao-torgao nos casos em que o rolamento
ocorre em IR! ou (gl(n), ®;). Esta formula¢ao da condi¢ao de nao-tor¢ao aparece
igualmente em Markina et al. [28] para rolamentos numa perspetiva intrinseca,
isto é, quando nao se assume que as variedades rolantes estao mergulhadas numa

outra variedade ambiente. Tudo leva a crer que a rela¢do rolamento/transporte
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paralelo, que apresentamos sob uma restricao, seja valida em geral e resulte apenas
da condicao de nao torcao, mas, por enquanto, esta é outra questao que fica em
aberto.

Exibimos algumas propriedades relacionadas com o espaco pseudo-hiperbélico
H?(r), com destaque para as expressoes dos trés tipos possiveis de geodésicas desta
hiperquadrica. Apresentdmos as equagoes da cinemética do rolamento de H[(r)
sobre o espaco afim tangente T]j‘fH "(r), para qualquer dimensao n, qualquer indice
k e qualquer ponto de tangéncia py. Estas equagoes foram resolvidas explicita-
mente para dois casos particulares da fungao de controlo. Encontramos também
as equacoes da cinematica do rolamento de um espaco pseudo-hiperbélico sobre
outro. A respeito da pseudo-esfera S”(r), explicdmos como os seus rolamentos
podem ser obtidos a partir dos correspondentes com o espago pseudo-hiperbdlico
H! _(r). Os resultados conseguidos por esta via generalizam resultados de Ko-
rolko et al. [23].

Deduzimos as equagoes da cinematica do rolamento de um grupo de Lie
quadratico Gj arbitrario sobre o espaco afim tangente 7T I?OH Gj. As correspon-
dentes solugoes explicitas foram encontradas para uma certa classe de fungoes de
controlo. Os resultados obtidos neste contexto generalizam o que foi obtido em
Crouch et al. [6] para o rolamento de grupos pseudo-ortogonais. Serd interes-
sante, em trabalho futuro, considerar outras funcoes de controlo, por exemplo as
que garantam rolamentos suaves.

Demonstramos algebricamente a controlabilidade do rolamento de H(r) sobre
T;OHH ™(r) para n > 2. Este é um resultado importante, pois garante que dadas
duas configuragoes admissiveis da variedade rolante é sempre possivel passar de
uma configuracao para a outra através de rolamentos sem deslize nem torcao.
Contudo, é legitimo perguntar como se processa esse movimento. Esta questao
pode ser respondida exibindo-se uma prova construtiva da controlabilidade. No
sentido de encontrar tal resposta, tentamos inspirar-nos no trabalho de Kleinsteu-
ber et al. [21] onde o caso da esfera S™ foi estudado, mas mesmo no caso mais
simples da variedade H(r) depardmo-nos com dificuldades adicionais que nos
impediram de incluir aqui uma prova construtiva da controlabilidade para esta
variedade.

Demonstramos igualmente a controlabilidade das equagoes da cinemética para
rolamentos dos grupos pseudo-ortogonais O, (n) para n > 3 e dos grupos simpléti-
cos Sp(2m) para m > 1, sobre o correspondente espaco afim tangente na identi-
dade.

Apresentamos um algoritmo baseado em rolamentos para resolver um pro-
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blema de interpolacdo suave em subvariedades de IR} ou de (gl(n), ®;). Este
método generaliza resultados obtidos em Huper et al. [13] e em Huper et al. [14]
com variedades especificas. Fornecemos as componentes essenciais para a imple-
mentagao do algoritmo nos casos de HJ(r) e H}'(r). Como trabalho futuro a desen-
volver neste campo, destacamos o alargamento para outras variedades concretas,
nomeadamente grupos de Lie quadraticos, e a implementacao computacional do
algoritmo.

O trabalho desenvolvido no ambito desta dissertacao ja esta parcialmente pu-
blicado em Marques et al. [32] e [33]. Estao ainda em preparagao os artigos
Marques et al. [29], [30] e [31], para posterior submissao a publicacao.

Olhando um pouco para além das questoes em aberto mais diretamente rela-
cionadas com o trabalho desenvolvido, terminamos estas consideragoes finais com
uma breve referéncia a trés assuntos que nos parecem muito interessantes e sobre
os quais ha ainda muito pouco trabalho. O primeiro prende-se com problemas de
controlo 6timo. Embora a controlabilidade de um sistema seja uma propriedade
fundamental em teoria do controlo, nesta questao nao ha a preocupacao em obter
trajetorias que minimizem uma certa energia. No caso particular dos rolamentos,
sabendo que eles permitem recuperar uma qualquer configuragao a partir de uma
configuragao inicial, uma pergunta crucial é saber se isso é possivel usando apenas
movimentos suaves, ou movimentos que minimizem a distancia percorrida na vari-
edade, ou outra qualquer funcional custo com algum significado. Este assunto dos
rolamentos 6timos esta praticamente por explorar. Outra questao interessante sao
os rolamentos com limitagao de area de contacto. Tanto quanto sabemos, existem
apenas resultados para a esfera S?. Esta situacao, que é particularmente impor-
tante nas aplicagoes a Robdtica, foi estudada por exemplo em Svinin et al. [42].
Finalmente, mencionamos trabalho muito recente sobre rolamentos de variedades
de dimensoes diferentes. Esta questao foi abordada num contexto nao extrinseco
por Mortada et al. [34]. E uma nova perspetiva de rolamentos de variedades
que ainda nao foi abordada no caso em que as duas variedades, com diferentes
dimensoes, vivem no mesmo espaco ambiente (pseudo-)Riemanniano.

E nossa intencao estudar estas questoes no contexto dos rolamentos apresen-

tados e estudados nesta dissertacao.
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maximal, 18 condicao caracteristica de, 95
quebrada, 17 controlavel, 94

grupo homogéneo, 94
de Lie quadratico, 28 invariante a direita, 95
pseudo-ortogonal, 33 invariante a esquerda, 94

especial, 33 trajetoria de, 94
simplético, 33 subvariedade pseudo-Riemanniana, 6
hiperquadricas, 58 transformacao afim, 31
homotetia, 8 transporte paralelo, 16
normal, 23

isometria, 8
linear, 12 variedade
o orientavel, 24
metrica pseudo-Riemanniana, 4
indice de, 4

Riemanniana, 4

pseudo-Riemanniana, 3

Riemanniana, 4

orientacio, 23 semi-Riemanniana, 4

preservar, inverter, 24 vetor
usual de IR", 24 carater causal de, 5
normal a uma variedade, 20
produto direto, 31 tipo-espaco, tipo-tempo, tipo-luz, 5
produto escalar, 2 velocidade, 7

assinatura de, 3
produto interno, 2
produto semi-direto, 31

projecao



