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Resumo

As séries temporais de valores inteiros nao-negativos podem ser en-
contradas em muitas situagoes e actividades, especialmente associadas
a processos de contagem. Como os modelos ARMA néo sao adequados
para modelar este tipo de séries, surgiu a necessidade de criar uma nova
classe, os modelos INARMA, que utilizam o operador thinning binomial
em vez da multiplicacao usual.

Neste trabalho, comegamos por apresentar o operador thinning bino-
mial e algumas das suas propriedades. De seguida, estudamos probabilis-
ticamente o modelo INAR(1) em particular no que diz respeito a estacio-
naridade e ao seu comportamento distribucional. Apresentamos ainda o
modelo INAR(1) inflacionado em zero, abreviadamente ZINAR(1), com
inovacao de Poisson. Por fim, efectuamos um breve estudo do modelo
INMA(q), que inclui a analise da estacionaridade e obtensao das fungoes
média e de autocovariancia. Os diversos modelos sao ilustrados recor-
rendo a estudos de simulacao.

Palavras Chave: Séries temporais de contagem, Operador thinning binomial,

Modelo INAR(1), Modelo ZINAR(1), Modelo INMA(q)

Abstract

Non-negative integer-valued time series can be found in many situati-
ons and activities, specially associated with counting processes. ARMA
models are not adequate to model these kind of time series. This gave
rise to the necessity of developing the INARMA models, which use the
binomial thinning operator instead of the usual multiplication.

In this work, we start by presenting the binomial thinning operator
and some of its properties. Then we study the INAR(1) model parti-
cularly in which concerns the stationary analysis and its distributional
behaviour. We also explore the INAR(1) inflated zero, ZINAR(1), with
Poisson innovations. Finally, we present a brief study about the INMA(q)
model analysing, in particular, its stationarity, and deducing the corres-
ponding mean and autocovariance functions. The presented models are
illustrated using simulation studies.

Keywords: Count time series, Binomial thinning operator, INAR(1) Model, ZI-

NAR(1) Model, INMA(q) Model
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Capitulo 1

Introducao

Uma série temporal é um conjunto de dados evoluindo de forma aleatéria com o
tempo, onde a ordem de recolha é fundamental. Um dos objectivos fundamentais
destas séries temporais é a modelagdo dos dados observados. Assim, observada uma
série temporal pretende-se encontrar um modelo que se ajuste a série no sentido de
reproduzir tao fielmente quanto possivel a dindmica da informacao obtida.

As séries temporais de valores inteiros nao-negativos, também referidas como
séries de contagem, estdo naturalmente presentes no nosso quotidiano, geralmente
associadas a processos de contagem num determinado intervalo de tempo. Como
exemplos de aplicagao destes modelos, temos o ntimero de elementos de uma po-
pulagao, o nimero de acidentes em determinada estrada ou o niimero de anomalias
num sistema durante um certo periodo de tempo. Além disso, muitas areas cienti-
ficas veém-se também hoje confrontadas com este tipo de séries. Dada a presenca
frequente destes fendémenos surgiu o interesse e a necessidade de estudar métodos de
modelacao para estas séries temporais de contagem, sendo, actualmente, um campo
emergente da ciéncia.

Sao inimeras as classes de modelos propostas na literatura para a analise de uma
série temporal destacando-se, na classe geral dos modelos lineares, os modelos auto-
regressivos média movel (ARMA). Tais modelos de valores reais nao sao, contudo,
adequados para séries de valores inteiros, pois a simples operacao de multiplicagao
de um real por um inteiro resulta, frequentemente, num real nao inteiro. O facto das
propriedades dos modelos ARMA serem muito atraentes motivou a que se procuras-
sem adaptar estes modelos a séries de contagem. Essa adaptacao levou a introdugao
de novos modelos inspirados nos da classe ARMA, sendo a multiplicagao substi-
tuida por um operador de valores inteiros, designado operador thinning binomial.
Dado «a € [0,1] e X uma variavel aleatoria de suporte contido em Ny, este operador,
denotado por "o" é definido por

X
@oX =3,
j=1
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onde {Y;}, designada série de contagem, é uma sucessao de varidveis aleatorias de
Bernoulli de parametro a, B(«), independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.)
e independentes de X . Este operador veio "substituir"a multiplicacao escalar usual,
tornando possivel que o resultado do operador thinning binomial entre um escalar e
um valor inteiro seja ainda um valor inteiro. Note-se que o operador é independente
da série de contagem (Y;) considerada.

Foi criada, assim, uma nova classe, os modelos INARMA, que sdo uma adpta-
¢do dos modelos ARMA usando o operador thinning binomial. O nosso estudo vai
centrar-se em duas classes importantes desta familia que provou ter grande rele-
vancia na pratica: os modelos INAR(1) (Integer-valued Autoregressive) e INMA(q)
(Integer-valued Moving Average). Estes modelos sao inspirados nos modelos AR(1)
e MA(q), respectivamente.

Brevemente, dizemos que um processo X = (X;,t € Z) segue um modelo INAR(1)

se admite, para « € (0, 1), a seguinte representagao
Xe=aoXiq+ey,
e que segue um modelo INMA(q), se para S, 81, ..., 54 € [0,1], 55 # 0 se tem
Xi=PBooet+Proes1+...+ By 0eq.

onde e = (e, t € Z) é um processo estocastico com valores em Ny, ao qual se da
o nome de processo de inovagao, em geral formado por varidveis aleatoérias i.i.d..
Como podemos observar, o modelo INAR(1) envolve apenas uma operagao thinning
binomial enquanto o modelo INMA(q) necessita de g + 1 operagdes deste tipo.

Com o objectivo de tornar o texto o mais auto-contido possivel de modo a facilitar
a compreensao e desenvolvimento dos temas, dedicamos o Capitulo 2 & apresentagao
de conceitos e resultados particularmente relevantes para o estudo dos modelos em
causa. Comegamos por apresentar o conceito de fungao geradora de probabilidades
bem como alguns resultados associados, seguindo Foata (2005)[5], Pestana e Velosa
(2006) [12] e Weiss (2008b) [17]. De seguida, acompanhando Da Silva (2005)[3| e
Weiss(2008a) [16], introduzimos a definigdo de operador thinning binomial e apre-
sentamos as propriedades deste operador fundamentais para o desenvolvimento e
compreensao do capitulo seguinte. Por fim, introduzimos a defini¢do de distribuigao
auto-decomponivel discreta, de Steutel e van Harn (1979)[14].

Dedicamos o Capitulo 3 ao estudo do modelo INAR(1). Comegamos por obter

2



1.0

uma representacdo em L? (e em lei) das varidveis marginais, designadamente
X; = iaj °ej.
§=0
Seguidamente, verificamos que o processo é uma cadeia de Markov homogénea, o
que nos permite concluir a estacionaridade estrita deste. Encaminhamos o estudo de
modo a obter a funcao de autocorrelacao e apresentamos algumas propriedades da
lei condicional do processo.

O modelo INAR(1) é muito utilizado para modelar séries de contagem. Con-
tudo, este modelo é insuficiente para modelar dados de contagem sobredispersos. A
sobredispersao ocorre quando o ntimero de contagens do valor zero, por exemplo, é
maior que o esperado a partir da distribuicdo em estudo. Assim, surgiu um novo
processo, correspondente ao modelo INAR(1) com inflacdo em zero que denotamos
por ZINAR(1). Deste modo, dedicamos uma tltima secgao deste capitulo ao estudo
do modelo ZINAR(1) com processo de inovagao de Poisson. Comegamos por apre-
sentar o conceito de distribuicdo de Poisson inflacionada em zero, abreviadamente
ZIP, e obtemos algumas propriedades para este novo modelo. Os resultados deste
capitulo sdo baseados em Al-Osh e Alzaid (1987)[1], Weiss (2008) [16] [17] e Jazi,
Jones e Lai (2012)[8].

Por altimo, no Capitulo 4, apresentamos um breve estudo do modelo INMA(q).
Obtemos a fun¢ao geradora de probabilidades do processo, analisamos a sua estaci-
onaridade, provamos que o processo ¢ de segunda ordem e deduzimos os momentos
de ordem 1 e 2, seguindo Weiss (2008b)[17].

Os modelos estudados sao ilustrados, ao longo dos capitulos, com os exemplos
ditos de Poisson e Geométrico, obtidos considerando processos de inovagdo com tais
leis marginais. Estes casos particulares permitem evidenciar aspectos praticos de
aplicagao da teoria, tais como o calculo dos momentos. Em ambos os casos foram

geradas por simulagao e recorrendo ao software Matlab, trajectorias dos processos.

Desenvolvimentos naturais deste trabalho envolveriam o estudo probabiliistico
de modelos INAR de ordem p,p > 1, e de modelos mistos INARMA (p,q). A esti-
magcao de parametros usando o método da maxima verossimilhanca condicional, tal

como em Jazi, Jones e Lai (2012) [8], é outro desenvolvimento possivel.
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Capitulo 2

Séries Temporais de Contagem:
Resultados Basicos

O presente capitulo centra-se no desenvolvimento de temas que entendemos relevan-

tes para uma melhor contextualizacao e compreensao do trabalho subsequente.

2.1. Funcao Geradora de Probabilidades

Nesta seccao sera introduzida a funcao geradora de probabilidades de uma variavel
aleatoria real (v.a.r.) e de um vector aleatorio real, que caracterizam as respectivas
leis de probabilidade, e serdao apresentadas algumas das suas propriedades.

Definigao 2.1.1. Seja X uma v.a.r. A fungdo geradora de probabilidades de X
é definida por

px(s)=E(s¥),se D={ueR: E(|u*) < +o0}.

Exemplo: Quando Y segue uma lei de Bernoulli de parametro a € (0,1), o seu

suporte ¢ Sy ={0,1} e tem-se
P(Y=1)=1-P(Y =0) =a.

A funcao geradora de probabilidade de Y é entao

E(sY)

= > s'P(Y=y)
yeSy

SPP(Y =0)+s'P(Y =1)

py (s)

l-a+as

A

X
Proposigao 2.1.1. Seja S = Z Y;, onde X é uma v.a.r. de suporte Sx contido
j=1
em Ny, com fungao geradora de probabilidades px e {Y;} uma sucessao de variaveis
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aleatorias i.i.d. com uma varidvel aleatoria Y de fungao geradora de probabilidades

py e independentes de X. A fungdo geradora de probabilidades de S é dada por
ps(s) = px(py(s)),s€ D ={ueR: E(|ul") < +o0 ¢ E(|py (u)[*) < +oo}.

Prova. Da definicao de func¢ao geradora de probabilidades e de esperanga condi-

cionada, podemos escrever

pS(S) pY1+Y2+...+Yx(8)

_ E(SY1+Y2+.A.+YX)

— E(E(SY1+Y2+...+YxlX))

— Z E(SY1+Y2+...+Y)(|X — I’)P(X — SU)

Z‘GSX

— Z E(SY1+Y2+...+YI)P(X :flf),

xeSx

pois as varidveis aleatorias {Y;} s@o independentes de X. Sabendo que {Y;} é uma

sucessao de variaveis aleatoérias reais 1.1.d. temos

> E(s"1s"2. 5" P(X = 2)

:DESX

= 3 ﬁE(SYi)P(X:m)

xeSX i=1

= Y [EGHIP(X =x)

:I,‘ESX

= 2 [y P(X =2)

$€SX

= E[(pv(s)"]

= px(py(s)).

ps(s)

O
Proposigao 2.1.2. Sejam X e Y variaveis aleatorias reais independentes. Entao

px+y(s) =px(8)py (s).s € D= {u e R: B(jul¥) < +o0 e E(|ul") < +oo}.

X

Prova. Como X eY sio independentes entio s* e s¥ também sdo independentes.

Assim,

pxay(s) = B(s* ™) = B(s¥s") = E(s")E(s") = px(s)py ().



2.1 Funcgdo Geradora de Probabilidades

Apresentamos de seguida a defini¢do de fungdo geradora de probabilidades de
um vector aleatorio real, particularizando-a, para o caso bidimensional discreto e
provando um resultado que nos permite obter os momentos condicionais.

Definigao 2.1.2. Seja (X7, ..., X,;) um vector aleatorio real. A fungao geradora

de probabilidades de (X1, ..., X,,) é definida por

p(Xl,...7Xn)(sl, vy Sp) = E(lel...snX")

)

para (s1,...,8,) € D = {(u1, ..., u,) € R" : E(JuyX* ..., "|) < 00}.

Uma vez que o nosso estudo recai sobre o caso discreto e s6 iremos trabalhar neste
contexto com vectores bidimensionais, apresentamos a defini¢ao de fungao geradora
de probabilidades do vector (X7, X2) no caso discreto.

Definigao 2.1.3. Sejam X; e Xo variaveis aleatorias discretas com suportes
contidos em Ny. A fungao geradora de probabilidades de (X1, X2) é definida por

Pexyxa)(50,81) = )0 Y spsT P(X1 =7, Xo =m),
7=0m=0
no dominio de convergéncia da série.
Analisando a série, concluimos que é absolutamente convergente em

[-1,1] x [-1,1] uma vez que V(sp,s1) €] - 1,1[x] - 1,1][,

[s0s1°[P(X1 =7, X2 =m) [sollsT"|

Nk
et

<
Il
o

NgE:
i

<
Il
o

o=

|s

M8

[ee]
IDNE
m=0

dado que 0 < P(X7 =7, X2 =m) < 1. Obtemos assim, um produto de séries geomé-

0

<
I

tricas que sao absolutamente convergentes em | -1, 1][.

Vejamos agora que para sg, 1 € {—1,1} temos

|sosT' P (X1 =7, X2 =m) P(X1 =7, Xo=m)

M8
s

<
Il
o

18
e

=<
Il
o

uma vez que estamos a somar as probabilidades sobre todos os valores do suporte de
X1 e Xo.

Assim sendo, p(x,,x,)(S0,51) também & absolutamente convergente em [-1,1] x
[-1,1], como queriamos mostrar.

A fungao geradora de probabilidades p(x, XQ)(S(), s1) admite ainda derivadas de
todas as ordens em | —1,1[x] -1, 1[, tendo-se que as sucessivas derivadas resultam,

neste dominio, de derivagao sucessiva das séries termo a termo (Foata (2005)[5]).

7



Capitulo 2 Séries Temporais de Contagem: Resultados Basicos

A fim de garantir a convergéncia absoluta e derivabilidade da série vamos restringirmo-
nos ao dominio |- 1,1[x] -1, 1[.
Nestas condigoes, podemos enunciar o resultado seguinte.

Lema 2.1.1. Seja p(x,,x,)(S0,51) definida em 2.1.3.. Temos

a o0
. P(XLXQ)(SO,S)‘ = Z sSTE(X|Xo=m)P(Xa=m),|s| <1
50 so=1" 20

0 .
53P(x1.x2) (50, 9) = X SEG (X - DXs = m)P(Xp = m).[s] < 1
0 80= m=0

Prova. Uma vez que para todo (so,s1) €] —1,1[x] —1,1[ a série das derivadas

é absolutamente convergente entao pela definicdo de probabilidade condicionada,

temos
i]0 (s0,81) = i i i soST'P(X1=1,X9=m)
D0 (X1,X2) (50, Do 24 2 051 )
= Z Z P(Xy=rXo= m)rsgflsgn
r=1m=0
= 3 Y rP(Xy =r|Xs =m)P(Xo =m)s) s
r=1m=0
Assim,
lim ——p(x, x,)(s0,8) = D s"P(Xa=m) ) rP(X1=r[Xs=m)
so—1 850 m=0 r=1
= Z SmE(X1|X2 =m)P(X2=m).
m=0

Quanto & derivada de segunda ordem tem-se

r-2_m

82
P(X1=r,Xo=m)r(r-1)sy “s]

2 o P(X1,X (50351)
ds? (X1, X2)

i
[N}

i r(r-1)P(X; = r|Xa = m)P (X2 = m)sj 2.

Mg L018
sy iMMe

m=0 r=2
Temos assim
2 oo oo
hnll, WP(XLXQ)(SO’ s) Y sT'P(Xa=m) ), r(r-1)P(X1 =7[Xs =m)
S0 50 m=0 r=2
= Z 81”E(X1(X1—1)|X2Zm)P(XQZm).
m=0

Concluimos assim o pretendido.

0

Os momentos condicionais F(X1|X2 =m) e V(X;|X2 =m) podem ser calculados

utilizando este lema, como veremos posteriormente, no capitulo 3, secgao 3.1..

8



2.2 Operador Thinning Binomial

2.2. Operador Thinning Binomial

O operador thinning binomial foi proposto por Steutel e Van Harn (1979) [14] e tem,
actualmente, grande utilidade na modelagao de séries temporais de contagem.
Definigao 2.2.1. Seja X uma varidvel aleatéria discreta com valores em Ny e
seja aw € [0,1]. A operagao thinning binomial é definida por
X
00X =YY,
j=1
onde {Y;}, designada série de contagem, é uma sucessao de varidveis aleatorias de
Bernoulli de parametro «, 8(«), i.i.d. e independentes de X.
Por convencao,
3y =0
j=1
Note-se que o resultado do operador nao depende da série particular de contagem
(Y;) considerada.
Propriedades deste operador foram estudadas por diversos autores, como Da Silva
(2005) [3] e Weiss (2008) [16]. Vejamos agora algumas dessas propriedades.
Seja X uma variavel aleatoria discreta de suporte Sy contido em Np.
Propriedade 2.2.1. 00 X 0.
Prova. Mostremos que P(0o X =0) = 1.

P(0o X =0)

X
PI>YY;= 0),com Yj,j=1,...,X aseguir a lei 5(0)
j=1

[ X
= P ZYj:On(XeSX)]
| j=1

x
- P By-oncee Y o]

IESX

Y DU

zeSx Lj=1
X

= Z P(ZYJ =0|X=$)P(X=CE),
veSx  \j-1

usando a defini¢do de probabilidade condicionada. Sabendo que as variaveis aleato-

rias {Y;} sao independentes de X, vem

P(0oX=0) = ZP(in:O)P(X:x)
zeSx J=1
= Y P(Y1=0,..,Y,=0)P(X =x)
xeSx
= Zs: ﬁP(Yi =0)P(X =),
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pois as variaveis aleatorias reais {Y;} sdo independentes. Como {Y;} é uma sucessao

de variaveis aleatorias i.i.d. com Y a seguir a lei 4(0), entao

P(00 X =0)

> P(X=uz)

IESX

1.

Propriedade 2.2.2. 10 X X,
Prova. Verifiquemos que P(1o X = X) = 1.

Seguindo o raciocinio da prova da propriedade anterior temos

ozex)

X
P[ YYi=Xn(Xe {m})],com Yj,j=1,..,X aseguir a lei 5(1)
j=1

:DGSX

3 P[in:Xm(Xzzr)]

zeSx j=1
X

- 3 P(ZYJ-:X|X=33)P(X=:E),
zeSx j=1

usando a defini¢ao de probabilidade condicionada. Assim,
X T
P(ZszX)z Z P(ijzm)P(sz),
j=1 weSx  \j=1
pela independéncia entre X e as variaveis aleatorias {Y;}. Sabendo que a sucessao

{Y;} é de variaveis aleatorias reais i.i.d. com Y a seguir a lei 5(1), temos

P(loeX=X) = ) P(Y1=1,.,Y,=1)P(X =x)
zeSx
= Zsj (ﬁP(Yizn)P(X:x)
= Z P(X=x)=1.
zeSx

O

Propriedade 2.2.3. A lei condicional da v.a.r. (o X') dado X é a lei binomial

de parametros (X, «).

X
Prova. Como referido anteriormente Sx € Ng e a0 X = Z Yj, com {Y;} uma

J=1
sucessao de variaveis aleatorias i.i.d. com Y a seguir a lei («).

Mostremos que Vk € S(4ox) € €N,
PlaoX = kX =) = (z)ak(l — )k,

10



2.2 Operador Thinning Binomial

Pela independéncia entre X e as varidveis aleatorias {Y;}
X
(ZY mxzﬂ
o5 )
x
( )P(Y1 1 Y= 1, Vit = 0,.., Y, = 0)
k
()T1P03=1 I1 POi=0)

1=k+1
(-

Plao X =k|X =x)

8

-

Propriedade 2.2.4. Para quaisquer «, o € [0,1] temos
ajo(aoX) g (aar) o X.

Prova. A funcédo geradora de probabilidades caracteriza a lei de probabilidade.
Mostremos entao que, de facto, ambos os membros da igualdade tém a mesma funcao
geradora de probabilidades.

Comecemos por determinar a fungao geradora de probabilidades de (aaq) o X.
Temos que (aa1)oX = ) Y;, onde {Y;} s@o varidveis aleatorias i.i.d. com Y a seguir

j=1
a lei B(ay). Assim sendo, pela proposigao 2.1.1.,

Plaa)ox (8) = px (py () = px (1 - aay + aa;s).

Determinemos agora a fungao geradora de probabilidades de awo X. Temos
X

aoX =) Y;, onde {Y;} sdo varidveis aleatorias i.i.d. com Y a seguir a lei 5(a),
j=1
logo
Paox (8) =px (1 —a+as).
aoX
Ora ajo (o X) = > Y}, com {Y;} varidveis aleatorias i.i.d. com Y a seguir a lei
j=1

B(aq). Assim,

Paro(aox)(8) = Paox (Py(s))
= Paox(l—aj +ays)
= px(1-a+a(l-a1+a18))

= px(1-ao; +aays).

11
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Apresentamos agora algumas propriedades envolvendo momentos e operador thinning

binomial. Nestas propriedades consideramos estar sempre assumida a existéncia dos

momentos envolvidos.

Propriedade 2.2.5. Para qualquer « € [0, 1] temos

E(aoX)=aF(X).

Prova.

Usando a definicdo de esperanca condicionada e relembrando que as

varidveis aleatorias {Y;} sdo i.i.d. com Y a seguir a lei 8(«), temos

E(ao X)

E

E

E[E(a o X|X)]

[z

N

E(leX)]
1

<
Il

N

E(Y»],

L j=1

sabendo que {Y}} ¢ uma sucessao de variaveis aleatérias independentes de X. Entao

E(aoX)

(%)
E(aX)

aB(X).

Propriedade 2.2.6. Para qualquer a € [0,1] temos

E[(a0X)*] = ?E(X?) +a(l-a)E(X).

Prova. Tendo em conta a definigdo de esperanca condicionada e que {Y;} é uma

sucessao de variaveis aleatorias i.i.d. com Y a seguir uma lei («), tem-se

E[(ao X)?]

I
=
&=

1l
r—|i|
S|



2.2 Operador Thinning Binomial

E

E

:E(iﬁ'X)Jw[E(” )

2. 2 YYilX
j=1i=1
J#t

[ X
ZE(YﬂX)] +E
[ j=1

]+E[

’_|

[ X
Y E(Y})

| j=1

pela independéncia entre X e as variaveis {Y;}. Assim,

E[(a 0 X)*]

Prova. Da férmula de

X X
E[Z V(Y)+E2(Y)] [Z E(Y)E(Y)]
j=1 ]=1z:
f(50) e(55)
e
E(aX)+E[o*(X%-X)]

aBE(X)+o?E(X?) - a*E(X)

a(l-a)E(X) +?E(X?).

O
Propriedade 2.2.7. Para qualquer a € [0,1] temos
V(o X) =a?V(X) +a(l-a)E(X).
Koéenig e das propriedades 2.2.5. e 2.2.6., temos
V(eoX) = E[(aoX)?*]-[E(aoX)]?
= ?E(X?)+a(l-a)E(X) - [aBE(X)]?
= *V(X)+a(l-a)E(X).
O
Propriedade 2.2.8. Para qualquer « € [0, 1] temos
Cov(ao X, X)=aV(X)
Prova. Usando a definigao da covariancia
Cov(ao X, X)=FE[(aoX)X]-FE(ao X)E(X),

13



Capitulo 2 Séries Temporais de Contagem: Resultados Basicos

atendendo, uma vez mais, que {Y;} é uma sucessao de variaveis aleatorias i.i.d. com

Y a seguir a lei f(«) e independentes de X temos

g)e]

[ X
:Exzﬂmm]
[ j=1

E[(a 0 X)X]

[ X
:Exzﬂm]
[ j=1

X
:E@Zﬁ
j=1
= E(aX?)

= aB(X?)
e pela propriedade 2.2.5. concluimos de imediato o pretendido.
O

De seguida, apresentamos propriedades que envolvem mais do que um operador
thinning binomial. Sejam agora Xi, X9 variaveis aleatorias discretas de suporte con-
tido em Ny e aq,a9 € [0,1]. Vamos considerar as sucessoes de variaveis aleatorias
Yj1(j=1,...,X1) iid. com Y] aseguir uma lei (o) e Yjo,(j =1,..., X2) i.i.d. com
Y> a seguir a lei f(ag). Consideremos ainda que {Yj1} e {Yj2} s@o independentes

de (X1, X3). Nestas condigoes temos as seguintes propriedades.

Propriedade 2.2.9. E[(«a1 0 X1)(az0 X2)] = agasE(X1X>).

Prova. Da definicao de esperanca condicionada, e tendo em conta que {Yj1} é
uma sucessao de variaveis aleatorias i.i.d. com Y] a seguir a lei f(aq) e {Yj2} é uma
sucessao de variaveis aleatorias i.i.d. com Y5 a seguir a lei S(«2), podemos escrever

sem perda de generalidade

El(a1 0 X1)(az0 X2)] E[E[(a1 0 X1) (a2 0 X2)| X1, X2]]

]

[ X1 X
= K E(Z ‘,1Y2,2IX17X2)]
L j=li=1

[ X1 Xo

= E| Y Y E(Y; Y, 2)|X1,X2]
| j=14=1

[ X1 Xo

= E| Y Y E®Y; 1Y12)]

| j=114=1

14



2.3 Lei Auto-decomponivel Discreta

pela independéncia existente entre Yj;,7 = 1,2 e (X1, X32). Da independéncia entre

{Yja} e {Yja} tem-se

E[(a10X1)(a 0 Xo)]

gha>

(o)

j=li=

<19-,1>E<m-,2>]

NLMX

= E(OqagXng)

= alagE(Xng).

Propriedade 2.2.10. Cov(aj o X1, a9 0 X2) = ajasCov(X1, X2)
Prova. Usando a definicdo da covaridncia, podemos escrever

Cov(ag o X1,a90 X9) = E[(a1 0 X1) (a2 0 X2)] — E(a1 0 X1)E(ag 0 X2)

e pelas propriedades 2.2.5. e 2.2.9. concluimos o pretendido.

Propriedade 2.2.11. Se X; é independente de X5 temos

ao (X1 +X2) L (ao X))+ (aoXs).

X1 +X2
Prova. Temos ao (X1 +X3) = Y Y, onde {Y;} sdo varidveis aleatorias i.i.d.
j=1
com uma v.a.r. Y a seguir uma lei de Bernoulli de parametro «, 3(«), independentes

de (X7 + X3). Assim,

Pao(X1+X2)(8) = Px1+x, (1 —a+as) =px, (1 —a+as)px, (1 - a+as).

Notemos que

X
ao Xy = Z Y;1, onde {le} sao variaveis aleatorias i.i.d. com Yj a seguir uma
j=1

lei B(«) e independentes de X e
X
ao Xy = Z Yj 2, onde {Y]2} sado variaveis aleatorias i.i.d. com Y3 a seguir uma

j=1
lei () e independentes de Xo.

Sem perda de generalidade, assumimos que {Y} 1} s@o independentes de {Yj2}.
Consequentemente « o X7 é independente de oo X5. Temos entao
PlaoX1)+(a0X2)(8) = Paox; (8)Paox, (8) = px, (1 - a+ as)px, (1 - a+as).

A igualdade est& assim provada visto que a funcdo geradora de probabilidades ca-

racteriza a lei de probabilidade.

15



Capitulo 2 Séries Temporais de Contagem: Resultados Basicos

2.3. Lei Auto-decomponivel Discreta

O operador thinning binomial estad também ligado ao conceito de distribui¢ao auto-
decomponivel discreta. Concluimos este capitulo com uma breve referéncia a este
conceito.

Definicao 2.4.1. Uma distribuigdo em Ny com fungao geradora de probabilida-

des p diz-se auto-decomponivel discreta se
p(s) =p(l-a+as)py(s), para|s|]<1eae(0,1)

com py uma fungao geradora de probabilidades.
A proposicao seguinte dad-nos uma condicao que assegura a auto-decomponibilidade
da lei de uma v.a.r. discreta.

Proposigao 2.4.1. Se X é uma v.a.r. discreta com valores em Ny tal que
d /
X=aoX +Y,

onde ao X’ e Y sao independentes e X’ tem a mesma lei de X, entao a distribuicao
de X é auto-decomponivel.
Prova. Seja X =ao X' +Y. A sua funcao geradora de probabilidades é

px(s) =px/(1-a+as)py(s). Como X tem a mesma lei de X’ temos

px(s) =px(1-a+as)py(s),

ou seja, X é auto-decomponivel.

16



Capitulo 3

Modelo INAR(1)

Como referido anteriormente, para modelar adequadamente séries temporais de valo-
res inteiros os modelos ARMA classicos nao devem ser usados pois, frequentemente,
a multiplicacdo de um inteiro por um escalar resulta num valor nao-inteiro. Este
facto levou a que a operagao thinning binomial fosse considerada para "substituir"a
multiplicagao escalar presente naqueles modelos, o que originou o aparecimento de
uma nova classe, os modelos INARMA. O primeiro modelo, INAR(1), foi proposto
por Mckenzie (1985)[9], e mais tarde estudado por Al-Osh e Alzaid (1987) [1] e ainda,
entre outros, por Weiss (2008) [16].

3.1. Definicao e Propriedades do Modelo INAR(1)

Vamos comegar por definir e mostrar alguns resultados relevantes do modelo INAR(1).
Sempre que possivel apresentamos exemplos de modo a ilustrar a teoria exposta.
Definicao 3.1.1. Seja (e, t € Z) um processo estocéstico real com valores em
Np, de segunda ordem, de componentes i.i.d., com média u. e varidncia 03 e seja
a € (0,1). Um processo estocastico real (Xt € Z) segue um modelo INAR(1) se

admite a seguinte representacao
Xt =Qo Xt—l + €4,

com e; independente de (X;)s<t,t € Z.

Com base nesta definigdo podemos concluir que as operagoes thinning sao na
recorréncia envolvida no modelo, por exemplo X; = o X471 +e¢, Xp-1 = ao X9 +
€t-1, ..., executadas independentemente umas das outras, pois o processo (e;) é de
componentes independentes e, para cada t € Z, e¢; é independente de (Xs)s<t-

No sentido de interpretar o modelo INAR(1), seja X; uma v.a.r. que representa
o nimero de individuos que compoem uma populagao no instante ¢. Entao X; pode

interpretar-se como a soma do ntimero de individuos que compoem a populagao em

17



Capitulo 3 Modelo INAR(1)

t -1 e que nela permaneceram em |t — 1,¢] com os que surgem em |t —1,¢].

Xy = ao Xy + €t
— [ — —
Populagdo no instante ¢  Individuos que permanecem em |t—1,¢t] Individuos que surgem em 1t-1,¢]

Propriedade 3.1.1. Se X = (X;,t € Z) é um processo seguindo um modelo
INAR(1) entao

a) X ¢é estacionario em média ! e tem-se E(X;) = 1M6 :
-«

2 2
b) E(X}) existe e é independente de t, tendo-se E(X}) = e T0c \ _He ;
1-a2  (1-a)?

c) Xy = Z oo et—j, onde a igualdade é no sentido de L2
=0

Prova. a) Da linearidade da esperanga matematica e da propriedade 2.2.5 apli-

cadas a fungoes mensuraveis positivas obtemos
E(X;)=E(aoXi 1)+ E(er) < E(Xy) =aFE(Xi-1) + fe-

Esta equagao de recorréncia de ordem 1 para E(X;) converge para uma solugao

quando t - oo uma vez que 0 < « < 1. Assim, F(X;) existe e E(X;) = 1’u6 ,
-«

independente de t.

b) Analogamente, usando as propriedades 2.2.5., 2.2.6. e pela alinea a)

E(X?) E((aoXi-1)?) + E(e})

PE(X2 ) +a(l-a)E(X, 1) +20E(X; - 1) e + 02 + 2

9 2
QPE(X? ) + ape + 1%“; + o2+l

Pelas mesmas razdes que em a), temos que E(X?) existe e

2 2
Qfle + 0 0
B(X}) = T
( t) ].—042 (1-&)27
independente de t.

¢) Analisemos agora a existéncia de processos admitindo a representacao

Xt = aOXt_l + €¢.

'E(X;) existe e é independente de t.

18



3.1 Definicdo e Propriedades do Modelo INAR(1)

Usando as propriedades 2.2.4. e 2.2.11. temos em distribuicao

Xt = OéOXt_1+6t

= ao(aoXio+er1)+e

= oo Xiji+e+aoe1+...+a’ oepj
J j J+1
= Y ddoej+a’ " oX, jq, para qualquer J.
J=0
Provemos agora que esta representagdao em distribuicao de X; verifica a igual-

dade em L? presente no enunciado.

Comecemos por provar que

J . 2 @ )
Zoﬂ oepj —> Za]oet_j’,]a 0.
3=0 §=0

De facto, sendo J < J’, sem perda de generalidade

2 2

J/
_ J )
Z Q0 €
j=J+1
J/

< Y ol oer P
j=J+1

J’ )

= Y El(efoey)?]
j=J+1

= i (0¥ E(e]) + o’ (1-a?)E(er)],
j=J+1

J J
S aloe; - S aloer
§=0 §=0

tendo em conta a propriedade 2.2.6.. Como « < 1 este somatoério tende para

zero quando J,J' —> oo pois é o resto (de ordem J + 1) de uma soma de
J
séries convergentes. Concluimos assim que Z o’ oey_j converge em L?, quando
§=0
0 .
J — oo, para Z o’ oe;_j porque é uma sucessao de Cauchy em L? e L? ¢ um
Jj=0
espago completo.

Mostremos agora que
L2
a’*lo Xij1—0,J - oo.
Temos

“aJJrl OXt_J_1||2 — E[(aJJrl OXt—J—l)Q]

AUVE(XE Y+ (1 - oY E(X 1),
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Capitulo 3 Modelo INAR(1)

de novo pela propriedade 2.2.6.. Ora, Ha‘”l OXt_J_1H2 tende para zero, quando
J —> oo, pois X; é limitado em L? e o < 1.

Entao

0o J 0o
Xi-Y aloej Yadoej+ a’tto X g - Yaloe;
Jj=0 Jj=0 Jj=0
o0
j=J+1

J
J+1 OXt—J—lH 2}0 0.

IA

oo er—j|| + |l

Pela unicidade do limite, obtemos
L2 el .
X; = Zoﬂ oerj.
J=0
O

Daqui em diante consideramos esta representacao de (X;). Esta propriedade
permite-nos concluir que, sendo X; uma funcao mensuréavel de varidveis aleatorias

reais i.i.d., entao, as componentes de X sao identicamente distribuidas.

Uma vez que oo X;_1 é independente de e;, podemos determinar a fungao gera-

dora de probabilidades de (X, t € Z), a partir de

Px, (5) = PaoXi 1+eq (8)

PaoX; 1 (8)pet (8)7

com
PaoX; 1 (S) =PXy 1 (py(S)),

onde Y segue a lei f(«). Entao

Px; (S) =DPX; (1 -+ as)pet (S)

ou ainda,

px,(5) = px, (1 -+ as)pe, (s).

Concluimos que a funcao geradora de probabilidades do processo INAR(1) satisfaz a
defini¢do de funcao auto-decomponivel discreta, pelo que as distribui¢cGes marginais
do processo sao auto-decomponiveis discretas.

Antes de concluir a estacionaridade estrita do processo vejamos que é uma cadeia

de Markov homogénea. Relembremos tal conceito.
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3.1 Definicdo e Propriedades do Modelo INAR(1)

Definigao 3.1.2. Seja E um conjunto finito ou infinito numerével. Dizemos que
o processo estocastico (X,,,n € Z), com espago de estados E ¢ uma cadeia de Markov

se Vn e N,V (ig,i1,...,0n41) € "2 P(Xg =g, ... Xy = in) > 0,
P(Xna1 = ins1)X0 = 0y o X = in) = P(Xps1 = ins1| X = in).
A cadeia (X,,,n € Z) diz-se homogénea se
¥neN,Vi,je E:P(X,=i) >0, P(Xpu1 = j|Xn =) = pi.

Propriedade 3.1.2. Se (X;,t €Z) é um processo INAR(1) entéo é uma cadeia
de Markov homogénea.
Prova. Usando a definigao de probabilidade condicionada, temos V(zq, ..., Zp+1) €

S}l{f tal que P(Xo =g, ..., Xp =) >0,
P(Xn+1 = fL‘n+l|XO =0y ey X = xn) =

P(Xn+1 = .’En+1,X0 =Xxo, ...,Xn = mn)
P(X() ZIB(),...,Xn ZLUn)
Plao Xy +ent1 = Tntt, X0 = X0, ooy X = Tny)
P(XO :xo,...,Xn ZIBn)
P(eps1 = Tps1 —ao Xy, Xo = 20, .0y X = )
P(XO :xo,...,Xn ZIBn)

Xn
Plep1 = Tpe1 — Z Yj,naXO =20,..., Xpn = xn)
J=1

P(Xo=x0,.... Xp = 2p)

Tn
Plepi1 = Tpe1 — Z }/},naXO = 0y ey X = l'n)
J=1

P(Xo =x0,..., Xy = 7))

Tn
Plepi = Tne1 — Z ij,n)P(XO =20,y Xpp = xn)
j=1

P(X0=£E0,...,Xn=33n) ’

uma vez que en,1 € independente de X, e de (Xo, ..., X;,—1). Assim,
In
P(Xn+1 = xn+1|XO = T0y ey X = xn) =Plens1 = Tpe1 - Z Yj,n .
J=1
Seguindo o raciocinio anterior, temos também

P(X,.1 = X, =
P(Xn+1 :l'n+1|Xn::1;n) ( n+l = Tntl, An xn)

P(X, =x,)
_ P(QOXTLJ"QTHI :xn+17Xn:xn)
- P(X,, = 2n)
P(€n+1 =Tn+l — Z }/j,n)P(Xn = xn)
_ i
- P(X, =z,)

Tn
P(€n+1 =Tn+1 — Z Yjﬂl)
j=1
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Capitulo 3 Modelo INAR(1)

Concluimos, portanto, que o modelo INAR(1) é uma cadeia de Markov. A cadeia
¢ homogénea na medida em que as probabilidades de transicao P(X; = z;|X; = x;)
s6 dependem dos estados da cadeia, atendendo a que as variaveis aleatorias (e;) sao

identicamente distribuidas.
O

Estamos agora em condicoes de concluir que o modelo INAR(1) é fortemente
estacionario.

Propriedade 3.1.3. (X;,t €Z) é um processo estocastico estritamente estacio-
nario.

Prova. A prova decorre do facto de (X;) ser uma cadeia de Markov homogénea
de componentes identicamente distribuidas.

De facto, vejamos que Vn,h € N, (X1,...,X,) e (X14h,-.., Xpin) tém a mesma
lei. Designando por Sy, o suporte de X; tem-se para todo (x1,...,2y,) € S, tal que
P(Xy=x1,.... Xp-1 = Zp-1) > 0 entdo

P(X1=x1,...., Xn =)

P(X1 = :L‘l)P(XQ = {L‘2|X1 = ﬂj‘l)P(Xn = ZL‘n|X1 =Ty, ...,Xn,l = l’n,l)

P(X1 = .Tl)P(XQ = .%'2|X1 = CCl)P(X = l’n|Xn_1 = .’L‘n_l)

P(Xl = wl)pzlmy--pzwww

P(Xiih =21, .0, Xppn = Tn)

P(Xy+h =21)P(Xosp = 22| X14h = 21)... P(Xpan = 2p| Xasn = 21, oo, Xpm 148 = Tnm1)

P(X11h = 21) P(Xown = 22| X148 = 21) .. P(Xpih = Ta| Xm140 = Tno1)

P(X1+h = wl)p$1$2"'pwn—1zn'

Como o processo estocastico (X;) é de componentes identicamente distribuidas entao

P(Xy =x1) = P(X145 = 21). Logo, é estritamente estacionario.
U

Por conseguinte, o processo estocastico (X;) é fortemente estacionario e esta em
L?. Entdo o processo é estacionario no sentido fraco. Calculemos os momentos de
ordens 1 e 2.

Propriedade 3.1.4. Tem-se

1
E(Xy) = pre——
l1-«
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3.1 Definicdo e Propriedades do Modelo INAR(1)

Qe + 02

V(X = e

Prova. Da propriedade 3.1.1. ¢ imediato que (X;) esta em L? e que

He

B(X:) = l1-o

Usando a formula de Koenig, a alinea b) da propriedade 3.1.1. e a expressao da
E(X};) é também imediato que

Qe + 02

V(X = el

O

Para obter a fung@o de autocorrelagao, comecemos por determinar a fungdo de
autocovariancia, y(k) = C(Xy, X1k ), k € Z. Recordemos que (k) = v(-k), Vk € Z.
Propriedade 3.1.5. Sendo (X, € Z) um processo INAR(1) tem-se

v(k) = of~(0),k e Z*.

t-1
Prova. O processo (X;) verifica X; = al o Xg + Z o’ o ey_j. Assim, pela estacio-
=0
naridade do processo, podemos calcular de imediato

v(k) Cov(Xg, Xo)

k-1
C'ov(o/C o X+ Z ol o et_j,Xo)
Jj=0

k-1
Cov(a® o Xo, Xo) + C’ov( Yoo et-j,Xo)

j=0
k-1

= afV(Xo) + 3 o? Cov(er-j, Xo)
3=0

= "V (Xp) +0,

uma vez que sendo e; independente de (X)s< entao e; é independente de Xj. Assim,

y(k) = a*7(0).

Da propriedade anterior e da definicdo de autocorrelagao decorre de imediato
p(k)=of keZd.

De modo a ilustrar alguns dos estudos anteriores, vamos, em seguida, considerar

alguns exemplos de aplica¢ao do modelo INAR(1).
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Capitulo 3 Modelo INAR(1)

Exemplo 1: Modelo INAR(1) de Poisson

Se (Xi,t € Z) segue um modelo INAR(1) com (e;) um processo estocastico com
margens i.i.d. com uma lei de Poisson de parametro \ €]0,+oo[, a fungdo geradora
de probabilidades de e; é dada por

RO (As)k _

k_-A A A _As A(s-1

pe,(s) = > s'e e > oCee =D seR.
keNg keNg

Além disso, temos px = U§< = ﬁ Se a fungao geradora de probabilidades de (X})
que verifica a equagao funcional referida anteriormente, é px,(s) = eﬁ(s_l) entao
designamos (X;) por modelo INAR(1) de Poisson. Visto que a fungao geradora de
probabilidades caracteriza a lei tem-se que a lei marginal do processo é a lei de Pois-

son de parametro ﬁ
De modo a ilustrar o modelo INAR(1) de Poisson, apresentamos na Figura 3.1,
uma trajectoria de um processo estocastico (X;) que admite a seguinte representagao
Xt =0.50 Xt—l + ey,

e onde (e;) segue uma lei de Poisson de parametro 2. Comegamos por gerar 300
observagoes mas apresentamos a trajectoria para t € {0, ..., 250} de forma a minimizar

o erro relacionado com o valor inicial atribuido, X = 4.

Figura 3.1: Trajectoria de um modelo INAR(1) de Poisson(2) com « = 0.5.

Os valores empiricos da média e da variancia da trajectoria gerada sio z= 3.9442
e Sg( = 4.0849, o que se pode considerar aceitavel em termos de aproximacao dos

valores teodricos correspondentes a este modelo, respectivamente px = crg( =4.
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Exemplo 2: Processo INAR(1) Geométrico
De modo semelhante, seja (X;,t € Z) um processo INAR(1) com (e;) um pro-
cesso estocastico de suporte Ny com margens i.i.d. a seguir uma lei Geométrica de
1 1

parametro p € (0,1). Entao p. = %p , 02 = p;gp e Vk eNg,P(e; = k) = p(1-p)k. A

fungao geradora de probabilidades de e; é dada por

Per= 3 s p(1-p)f=p 3 (s(1-p))F = —2L

keNg keNg 1—(1—]))8'
Pela propriedade 3.1.4. tem-se

1l-p 1 1-p

nx =
p l-a p-ap
¢ 1 1
ip 1P
o2 :ap o :ap—ap2+1—p
X 1-a2 p?(1-a?)

Se (X¢) esté nestas condigoes designamo-lo por modelo INAR(1) Geométrico.

Analogamente ao exemplo anterior, apresentamos na Figura 3.2 uma trajecto-
ria do modelo INAR(1) Geométrico, onde (X;) admite a seguinte representagao

Xt =0.50 Xt—l + €

e onde (e;) segue uma lei Geométrica de parametro 0.2. A trajectoria é apresentada

para t € {0,...,250} e com valor inicial X, = 8.

0F

a

20

Figura 3.2: Trajectoria de um modelo INAR(1) Geométrico(0.2) com « = 0.5.

Assim, ux =8 e 0§( = 28.6. Novamente, verificamos que existe uma aproximagao

dos valores teoricos e empiricos, tendo-se x= 8.1952 e 3%{ = 28.5577.
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Capitulo 3 Modelo INAR(1)

Em seguida, estudamos algumas propriedades da lei condicional do processo
INAR(1), terminando com uma propriedade particular para o modelo INAR(1) de
Poisson.

Propriedade 3.1.6. Seja (X¢,t € Z) um processo seguindo um modelo INAR(1).
A distribuicao condicional de X1 dado X; é dada por

min(i.j) o A
P(Xia=iXe=0= 3 (k)ozk(l )i P(er = j— k), jyi € Sx,.
Prova. Como ey, é independente de X; e de a0 X; e atendendo a definicao de

probabilidade condicionada, podemos escrever

P(Xp1=j|Xi=1) = PlaoX;i+ep =jX;=1)

i
= P( Z Ym+€t+1:j|Xt=i)

m=1
= P( Z Yo + e :])
m=1
min(i,7) i
= Z P ZYm=k‘,et+1=j—k:),porquek£i,k‘sj
k=0 m=1
min(i,5) i i
= > P Zym:k)P(eM:j—mZYm:k)
k=0 m=1 m=1
min(i,j) i
= P Z Yo = k)P(et+1 =j-k).
k=0 m=1

Como Y, segue uma lei de Bernoulli de pardmetro o entao Z Y,, segue uma lei
m=1
binomial de parametros (i,) e, sabendo que (et,t € Z) é de componentes identica-

mente distribuidas, podemos escrever

min(i,7) i )
P(Xp=jlXi=i)= 3 (k)ak(l—oa)’_kP(etzj—k:).
k=0

O

Na propriedade seguinte, analisamos a esperanca condicional e a variancia con-
dicional do processo e apresentamos as suas expressoes.

Propriedade 3.1.7. Seja (X;,t € Z) um processo INAR(1). Entao

B(Xy|Xi-1) = aXy1 + pe

V(X Xio1) =a(l-a)X; 1 + 02

Prova. Para obter a esperanca condicional do processo seguimos um raciocinio

idéntico ao da propriedade 2.2.5.. Deste modo temos
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3.1 Definicdo e Propriedades do Modelo INAR(1)

E(X¢|X:-1)

E(a o Xy 1+ et|Xt_1)
X1

= E( Z ij|Xt—1)+E(et|Xt—1))
j=1
X1

= Z (Y|Xt 1)+E(€t)

.
[y

X1

= Z E(Yj) + E(er)
=1

= aXt—l"',Ufe-

Quanto & variancia condicional, usando a férmula de Koenig e a primeira parte

desta propriedade temos

V(X Xi-1) E(XXi-1) - [B(Xe| X3-1)]

E((vo X1+ €)% Xo1) — (X2 | + 20X 1f1e + p12).

Seguindo um raciocinio anélogo ao da propriedade 2.2.6., pela independéncia
entre avo X;_1 e e; € como {Y]} é uma sucessao de variaveis aleatorias i.i.d. com Y

a seguir a lei f(«) e independentes de X;_1, obtém-se

E((CY o Xt—l + et)2\Xt_1) =

= E((aoXi 1)} X 1) +2E((avo Xo1)ed Xio1) + E(€2|Xt-1)

X1 9 X1 X1 ) 5
= ( Z }/J + Z Z }GYHXt—l) +2E(040Xt_1|Xt_1)E(€t) + 0, + Ug
AUOA
X¢-1 9 X1 X1
= Y EY7| X))+ Y, Y E(Y;YilXe) +2 Z E(Yj|Xe-1)pe + 00 + 412
7=1 7=1 =1 7=1
J#i
X1 ) Xi—1 X1
= Y B+ Y Y E(YV)E(Y)+2 Z E(Y))pte + 02 + 12
7=1 Jj=1 =1 j=1
J#i

= aXp1+ athQ_l - ozZXt,l + 200 X1 e + 062 + ug.

Assim sendo,

V(Xe| Xi1) aXi g +a?XE - X+ 20X e + 00 +

+pl - 0P XP - 20X 1pe - il

o(l-a) X,y +02.
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Capitulo 3 Modelo INAR(1)

Estudemos agora a distribui¢ao de (Xy, Xy ),k > 1, calculando a sua funcao
geradora de probabilidades.
Propriedade 3.1.8. Mediante as correspondentes condigoes de existéncia das
fungoes geradoras de probabilidades envolvidas, temos
k-1
P(x,x,0) (8,7) = px, (r(1 - o +aPs)) n}pet(l —aod +ads).
j=
Prova. Provaremos esta propriedade por recorréncia. Deste modo, comecemos
por verificar que para k = 1 a propriedade é verdadeira. Nao esquecendo que os
processos (X;) e (e;) sdo de componentes identicamente distribuidas, consideremos
X¢ = o Xy 1+eq, com o Xy 1 independente de e;. Aplicando a defini¢do de esperanca

condicionada temos

E(thrXt‘l)

p(Xt,Xt_l)(S,T)

_ E(Saoxt_1+etTXt_l)

_ E(SOéOXt—l 56t 7,Xt-1 )

= E[E(saoxt‘lsetrxt‘l|Xt_1)]
= E(s*)E[r* ' E(s*Y X, )],
uma vez que, pela defini¢ao, e; é independente de (Xs)s<t-

Sabendo que {Y;} é uma sucessao de variaveis aleatorias i.i.d. com Y a seguir a

lei () e independentes de X;_1, vemos que

E(s*% X))

Ty,

5%
()
]lt:I (577 X¢-1)

_ [E( Yl)]Xt—l
(

1-a+as)Xet,

Deste modo temos

P(x0Xe) (8:7) Pe. ($)E[(1 - a+ aus) 1071
Pe.(8)px, (r(1 - a+as)).

Assumindo que a propriedade é verdadeira para k, temos
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3.1 Definicdo e Propriedades do Modelo INAR(1)

k-1 ) )
p(Xtht_k)(s, r) =px,(r(1- af + aks)) H Pe, (1= +as).
j=0

Mostremos entao que o mesmo se tem para k + 1, isto é,

k . .
p(Xt7Xt—(k+1))(S’ r) =px, (r(1- a4 o/”ls)) Hpet(l - +a’s).
3=0

Seguindo o raciocinio anterior, concluimos que

X: X
p(Xhth(k+1))(S7r) = E(s ty t—(k+1))
_ E(SOCOXt—ISCt,r.Xt—(k+1))
= E(E(saoxt’lsetrxt’(’“”) | X1, s Xt—(k+1)))

= B(s")E(r et B(s* N X, Xy (1)),

uma vez que e; é independente de (X)s<t.
Sabendo que {Y;} é uma sucessao de variaveis aleatorias i.i.d. com Y a seguir a

lei B(«) e independentes de X;—;,j =1,...,k+ 1, vemos que
E(s XXy, o, X)) = (1— o+ as) ¥,
pelo que
Pt gy (87) = (B0 (1- 0+ as) ¥
pet(s)p(xt_hxh(kﬂ))(l —a+as,r).

Como podemos observar, a hipotese de inducao é independente do instante t, isto
é, s6 depende da diferenca entre os indices X; e X;_p. Deste modo, estamos nas
condic¢oes da hipdtese e aplicando-a temos

k-1

p(Xt,Xt,(kH))(S,T) = pe,(8)px, (r(1- oF + ak(l —a+as))) [[pe(1- Y ARV ARYY
3=0
k . .
= px,(r(1=a™ +a™1$)) [T pe, (1 -0 + ).

J=0

O

Esta propriedade permite-nos obter a distribuicao bidimensional do processo
(X, teZ), isto é, a lei de (X, Xy, ), Vi1, to € Z.
Em seguida, ilustramos estas tltimas propriedades com o modelo INAR(1) de

Poisson.
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Capitulo 3 Modelo INAR(1)

Exemplo 1: Processo INAR(1) de Poisson

A distribuigao bidimensional de um processo INAR(1) de Poisson pode ser obtida
através da propriedade 3.1.8.. Relembrando que pe,(s) = 27D e px, (s) = era(sD
temos

i(s (1-aF+a*sp)-1) p— A(1-ad +adsg-1)
eTa \5k 0 He 0
7=0

p(Xt,Xt_k) (807 Sk)

2 (sp—aFsp+aksgs,—1) = Aadsg—ad)
- o TTe
J=0

A

= em(sk_ak

sk+ak303k—l)e)\(so—l)e)\(OzSO—a)me)\(ak_lso—ak_l)

A

= @Q(skfak

sk+aksosk—1)e)\(sofl+asofa...+ak_1sofak_l)

A
= eél-a

k A

(sp—« sk+aksosk—1)em(so—l+a30—a...+ak’1so—ak’l)(l—a)

A
= eél-a

k A

(sp—« sk+aksosk—1)eg(so—l—aksoﬂlk)

- eﬁ((50—1)+(5k_1)+ak(50—1)(5k_1))‘

Para este processo, podemos calcular também a esperanca condicional e a vari-
ancia condicional. Relembrando ainda que u, = O'z = )\, segundo a propriedade 3.1.7.
tem-se

E(Xt|Xt,1) = OéXt,l + A

V(Xt‘Xt_l) = a(l - a)Xt_l + A

Ainda, relativamente ao modelo INAR(1) de Poisson podemos estabelecer a se-
guinte propriedade:

Propriedade 3.1.9. Se (X¢,t € Z) segue um modelo INAR(1) de Poisson entao,
Vn e Sx,,

A
E(thXt_k = Tl) = m(l - Oék) + akn

A
V(Xe| Xt =n)=(1- ak)( + akn).
-«
Prova. Comecemos por ver que

0
Bsg DX Xie0) (505 51) = P(x1,x,_) (50, 51)

1_a(1—ak+ak31)

o que implicara

0
PP (0:9)| =)

1_a(1—ak+aks).
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3.1 Definicdo e Propriedades do Modelo INAR(1)

Usando o lema 2.1.1. temos
o0 A o0
S E(Xi| Xtk = n)P(Xyp, =n)s" = —— > s"P(X; =n)(1 - F +a¥s).
n=0 — @500

Podemos escrever

)\ o)

—— > s"P(X;=n)(1- of +aFs) =
1 — Qo0
A oo oo
= —| Y s"P(Xy=n)(1- of) + > sS"P(X, = n)ak)
l-a n=0 n=0
. A S s"P(Xy=n)(1-a)+ Zs”P(thn—l)ak)
-« n=0 n=1
_ A S n _ _ k - n o k
= —| Y s"P(Xy=n)(1-a")+ ) s"P(X;=n-1)a
-« n=0 n=0
A

STL

- (P(X;=n)(1-a)+ P(X; =n-1)a"),
0 -«

Ngk

3
Il

uma vez que Sx, € Ny, isto é, P(X; =k) =0,Vk <0.
Temos entao, da igualdade das séries de poténcias no dominio de convergéncia

que, Yn >0

B(X)| Xy g = n)P(Xyp = 1) = ﬁ(P(Xt “n)(1-ak)+ P(X; = n—1)ab)

A [(oFP(X;=n-1
= E(XyXip=n) = 1—a( P((Xttk:n) )+1—ak).

Como as margens de (X;) seguem uma lei de Poisson de pardmetro ﬁ temos

= n,¥n>1,
P(Xip=n) ()
€t n!
mantendo-se a igualdade quando n = 0.
Assim,
A (1=
E(XyXik=n) = —(—akn +1- ak)
l1-«
A

Analisemos agora V(X X;_r =n).

De modo analogo & prova anterior temos

2
82 A k k
a_sgp(Xt,Xt_k)(SOuS)Lozl :pXt(S) m(l -+« 8) .

Novamente pelo lema 2.1.1. do capitulo anterior vem
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Capitulo 3 Modelo INAR(1)

S (B(X2 X, g = n) - B(X|Xi g = ) P(Xi g = n)s" =

n=0

=) 2
= > "P(Xy=n)(1- oF + aks)z(i) .

n=0 -«
Entao

00 2
anP(Xt:n)(l—ak+aks)2(1L) =
n=0 -

2
0o A
- Z sS"P(X; = n)(oﬂ’“s2 + 2(0/“ - azk)s + (—20/“ + a2k + 1))(—1 )
-«

n ) _
= (L) ( S s"EP(Xy = n)a?k + M s"MP(X = n)2(a* - %)

n=0 n=0
+ > s"P(Xy = n)(-2aF + % + 1))
n=0
A 2 oo o0
= (—) ( Y "P(Xy=n- 2)a? + Y "P(Xy=n- 1)2(a* - o)
l-a n=2 n=1
+ s"P(X, :n)(—2ak+a2k+1))
n=0
=y s”(l—) (P(Xt =n-2)a® + P(X, =n-1)2(c” - a*)
n=0 —a

Logo

(E(X7| Xtk =n) - E(X¢| X =n))P(X; g =n) =

2
_ (L) (P(X; = n-2)a% +P(X; = n-1)2(a a2 )+ P(X; = n)(-20"+a%+1)) <

l-«o

= BE(X} X =n)-E(XyXip=n) =

2
( A )(QQkP(Xt_n_Q)+2(akz_a2k)P(Xt_n_1)_2akz+a2k+1)

l-a P(Xi_r=n) P(Xi_p=n)
A Y 1-a\’ l1-«o
= [ [e®n(n-D)|—] +2(F-a®)n——-22"+a* +1
l-« A A
2
= a®n(n-1)+ 2(ak—a2k)n+( )(1—0/“)2
l-« l-«

= B(X?X;_p =n) = a®n(n-1)+

2
A
2(aF-a®n+| —— | (1-®)2+E(X{| X, =n).
1-« l-«
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3.2 Modelo INAR(1) de Poisson Inflacionado em Zero

Apos conhecidos os valores de E(X¢|X;_ =n) e B(X?X;_1 =n) temos

V(Xy| X =n)

E(X}| Xk = n) = (B(X{|X-p = n))°

2
= o (nn-1)-n?)+ ﬁQak(l —aF)n + (1 i\a) (1-a*)%+

2
+ L(l—ak) +afn - (L) (1-a*)%- 4204'“(1 -af)n
-« 1-« -«

A
= —a*n+ (1-a*)+afn.
1-«a

Obtemos assim o resultado pretendido.

3.2. Modelo INAR(1) de Poisson Inflacionado em Zero

A descrigao probabilista de muitos sistemas estocésticos, designadamente ligados a
controlo de qualidade e & contagem do ntumero de falhas ou defeitos, fazem surgir
variaveis aleatérias cuja distribuicao é necessariamente mista e incluindo um peso
adicional & probabilidade de ocorréncia de zeros.

Um dos modelos estocésticos introduzidos para incorporar esta caracteristica é
o modelo INAR(1) inflacionado em zero, denotado ZINAR(1), cuja lei marginal do
processo de inovagao é uma mistura de uma lei discreta nao degenerada com uma lei
degenerada no ponto zero.

Nesta sec¢ao vamos estudar o modelo ZINAR(1) com inovagoes de Poisson infla-

cionadas no ponto zero introduzido por Jazi,Jones e Lai (2012)[8].

3.2.1. Distribuicao de Poisson Inflacionada em Zero

Neyman(1939) [11] e Feller(1943) [4] foram os primeiros probabilistas a introduzir o
conceito inflacionado em zero para estudar o problema de ocorréncia de excesso de
zeros em certas caracteristicas aleatorias. Embora tal conceito possa surgir associado
a qualquer lei de probabilidade, iremos centrarmo-nos na lei de Poisson.

Definicao 3.2.1.1. Uma variavel aleatéria Z segue uma distribuicao de Poisson
inflacionada em zero com parametros p e A, denotada ZIP(p, ), se a sua fungao de

probabilidades é dada por

p+(1=ple? sek=0

(1—p)% sek=1,2 ..,

P(Z=k)=
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Capitulo 3 Modelo INAR(1)

onde p € (0,1) e A>0. De modo equivalente,

Y
P(Z=k) = ply(k) + (1 - p)°

k=0,1,...

1 sek=0
0 sek=0 .

Nestas condigoes, p representa a proporgao de zeros que é adicionada & proporgao

com Iy(k) =

de zeros da distribuicao de Poisson de pardmetro .
Propriedade 3.2.1.1. Seja Z uma variavel a seguir uma distribui¢ao ZIP(p, \)

entao

B(Z) = M1-p)

V(Z) = E(Z)(1+p)).

Prova. Supondo Z uma distribuigao ZIP(p, A) com suporte Ny, tem-se

E(Z) = Zk:P(Z:k)
keNg
—)\)\k
= %k(l P
~ B ei}\oo k-1
= (=o) o1 (k—=1)!
(1o e N
= (1-p)A ];)j!
= A1-p).
Quanto a varidncia, tem-se
E(Z*) = Y KP(Z=k)
keNg
—)\ k
- SR-p
_ (1_p)e,)\ik(k’+1)+k‘)\k
k=1 k!
) )\k‘
- 005 S o)
oAk
= A1-p)+(1-p)e A;;Q(k%)!

= M1-p)+(1-p)re? Z—‘
= M1-p)+(1-p)A
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3.2 Modelo INAR(1) de Poisson Inflacionado em Zero

Pela féormula de Kéenig temos

V(Z) = A1-p)+(1-p)AN=[A1-p)]?

A(L-p)(1+Ap).

A funcao geradora de probabilidades de Z admite a seguinte representacao

pz(s) = Z skP(sz)
kENo

oo k

= p+(1-p)e? > sk)\—
o
oo k

R
= k!

= p+(1-p)etV seR.

3.2.2. Modelo ZINAR(1) de Poisson

O modelo ZINAR(1) ¢ o modelo INAR(1) estudado, com inovagoes inflacionadas
em zero. Analisemos algumas caracteristicas probabilistas deste modelo quando as
inovagoes sao leis de Poisson inflacionadas em zero.

Definigao 3.2.2.1. Seja (X¢,t € Z) um processo a seguir o modelo INAR(1),
definido em 3.1. com (e, t € Z) seguindo uma distribuigao ZIP(p,\). Dizemos que
(X¢) segue um modelo ZINAR(1) de Poisson.

Observamos facilmente que todas as propriedades gerais vélidas para o modelo
INAR(1) sao também verdadeiras para o ZINAR(1). Em particular, como provado,
o processo (X;) tem uma solugao estritamente estacionaria, de segunda ordem para
qualquer distribui¢ao de (e;), nas condigoes da definigao 3.1.1.. Calculemos entao a
esperanga matemaética e a varidncia do processo no caso agora em estudo.

Propriedade 3.2.2.1. Se (Xy,t € Z) segue um processo ZINAR(1) de Poisson

entao

E(Xy) = —/\(11__05))

AMI=-p)(1+a+pN)
1-a?

V(Xy) =

Prova. Esta demonstracdo vem facilmente das propriedades 3.1.4. e 3.2.1.1.. A
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Capitulo 3 Modelo INAR(1)

expressao da esperanca matemética é imediata e

V(X)) = Qe +1H—6(al?+ pA)
pe(1+a+pA)
1-a?
AM1=-p)(1+a+pA)
1-a? ’

0

[ustramos o modelo ZINAR(1) de Poisson considerando a trajectoria presente na
Figura 3.3, obtida através da geragao de 300 valores de um processo X = (X;,t € Z)
tal que

X; =050 X4 1 + ey,

onde (e, t € Z) segue uma distribuigdo ZIP(0.5,1). Aos valores gerados retiramos os
50 primeiros de modo a minimizar o erro relacionado com o valor inicial introduzido,

Xo = 1. Assim, a trajectoria é apresentada para t € {0, ...,250}.

.
T
1

2

150

1 1 1
o] a0 100 150 200 280

Figura 3.3: Trajectoria de um modelo ZINAR(1) de Poisson com a = 0.5, p = 0.5,

A =1 e respectivo histograma.

Temos para este processo, ux =1e J_%( =1.333(3). Note-se que os valores empiri-
cos associados a esta amostra sao 2= 0.9960 e s%( =1.4120, o que se pode considerar

uma boa aproximacao dos valores teéricos.

Outra caracteristica que tem sido observada nos sistemas estocasticos descritos por

este tipo de modelos é a sobredispersao, isto é, a razao entre a variancia e a média é
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3.2 Modelo INAR(1) de Poisson Inflacionado em Zero

superior a um. Assim, diremos que um processo estocéstico (X¢,t € Z) seguindo um

X
modelo INAR(1) é sobredisperso se V(X:)
E(Xy)

Observamos no caso do modelo ZINAR(1) de Poisson que se tem

> 1.

V(Xt) %

BE(Xy) i
(1+a+pN)(1-a)
1-a?

1+a+pA

1+«
PA
l+a

= 1+

)

pelo que o processo ZINAR(1) de Poisson ¢ um modelo para séries temporais de
valores inteiros sobredispersos, enquanto que o modelo INAR(1) de Poisson é equi-
disperso.

Vamos agora obter a fungao geradora da lei marginal do modelo ZINAR(1) de
Poisson. Da propriedade 3.1.1. temos que (X¢,t € Z) admite a seguinte representacao

em L2

L2 el .
X, = Zoﬂ oep;j
Jj=0

e, consequentemente também em lei. Assim, quando J — oo

J L &
oo, L Saten,
Jj=0 Jj=0

A convergéncia em lei implica a convergéncia das funcoes geradoras de probabilidades
e como as operacoes thinning binomial sdo executadas independentemente umas das

outras e pela proposicao 2.1.2., podemos escrever,

px,(s) = limp, (s)

J—o0 j
Sl oer
Jj=0

J
= lim Hpajoet_j (S)
0

Jaooj:

J . .
= lim [[pe,_, (1 -0 +a’s)
J—>ooj:0 7

J .
= lim [J(p+(1- p)ea”‘(s_l)).

—>ooj=0

Assim, pela unicidade do limite,

PXt(S) _ Io_o[ (p+ (1 _p)eaj)\(s—l))‘

J=0
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A presenga de excesso de zeros numa série de contagem motivou a introdugao
do modelo ZINAR(1). Deste modo, sera interessante estudar probabilisticamente a
evolucao dos zeros no processo.

O comprimento de uma sequéncia de zeros no processo ¢ definido como o ntimero
de zeros entre dois valores nao nulos. Ora, como vimos, o processo X; é uma cadeia
de Markov homogénea, pelo que as probabilidades de transicao do processo podem

ser calculadas, reescrevendo a proposicao 3.1.6., do seguinte modo:

min(i,5) i .
pij = P(Xea =jlXe=i) = ) (k)ak(l —a) ™" P(e = j - k)
k=0
minz(:ivj)() k( ) k( Tl - k) + )e—k)\j—k
S (et o a0 S
i K (j - k)!

Assim, a probabilidade de transicdo de um valor ndo zero, ¢, para um zero é dada

por
0 i " - e—A)\O—k
0 = 1-a) ™| ply(0-k 1-
pio kZO(k)a( o) plo(0 k) + (1= G2
; -A)0
i i e
= ()o"a -y (pn+ 1-p)
0 0!
= (1-a)(p+(1-p)e?),
a probabilidade de transicao de zero para zero é
_ -
poo=p+(1-p)e
e de um zero para um valor nao-zero, 7,
(0 & 0-k e ANH
poj = ( )a (L—a) "\ plo(G—k) + (1 =p) 7
! z;) k (- k)
0 . Y
= (O)ao(l—a)o(pfo(J) +(1-p)—; )
4!
N
= (1—p)e_/\ﬁ.

Assim, a probabilidade de transicao de um zero para qualquer valor ndo nulo é

> Poj
j=1

RN
(1-p)e A]:Zl?
(1-p)e (et -1)

(1-p)(1-e™).

Posto isto, para estudar o comprimento de uma sequéncia de zeros entre dois

estados nao nulos consideremos o acontecimento
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3.2 Modelo INAR(1) de Poisson Inflacionado em Zero

A = "ocorrer zero ap6s um estado nao nulo"

e Z a v.a.r. "namero de zeros consecutivos que se sucedem a um zero".

Estudar a distribuigdo do comprimento de zeros é equivalente a estudar a lei da

v.a.r. Z dado o acontecimento A, onde Sz, 4 = No.

Comecemos por ver

P(Z=0,A)

Y P(Xy =14, X1 =0, Xpa2 = j)
io15-1

P(Z=0/4) = =5

De modo anélogo, Vk € N,

P(Z =k, A)

P(Z=kA) = =5

ZP(Xt = i,Xt+1 = O)

i=1
Z Z P(X; = Z)pzopm
i=14=1
Z P(Xt = Z)sz
=1
> pOj( Y P(Xy = Z)pzo)
j=1 i=1

> 2. P(X = i)pioPeopo;

> P(X¢ =i)pio
i1

Pho ipoj( iP(Xt = i)pio)

j=1 i=1

> P(X¢ =)pio
=1

= po(l-p)(L-e™).

O comprimento médio de zeros é E(Z]A) +1 e,

E(Z]A)

= S (- p)(1-e Mk
k=0

- (- (1-e ) Ykl
k=0

1
= (1-p)(1-eMpoo——cs
( i ) (1-poo)?
_ Poo
1= poo

Assim, o comprimento médio de uma sequéncia de zeros entre dois valores nao nulos
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é entao

D00 _poo+tl-poo 1 1

+1= = = o
1= poo 1 = poo L-poo (1-p)(1-e?)

Verificamos que
1
M= _
(1-p)(1-e?)

é independente de «, sendo vezes maior que o comprimento médio de zeros

L-p
para o modelo INAR(1) de Poisson, uma vez que para este se tem poo = e vindo,

de forma anéloga,
1

1—e

H =
De modo a obter a proporgao de zeros do modelo, podemos escrever pela defini¢ao
de fungao geradora de probabilidades,
px,(s) = B(s™) = 3 s"P(Xi=k)
k=0

P(X;=0)+ i s*P(X, = k).
k=1

Assim, a propor¢ao de zeros no modelo ZINAR(1) de Poisson é

P(X; = 0) = px, (0) - f_‘°£<p+ (1-p)e ).

Em contrapartida, para o modelo INAR(1) de Poisson temos

Como podemos observar, a propor¢ao de zeros no modelo INAR(1) de Poisson é
P(X;=0) = e E(X0), Contudo, para o processo ZINAR(1) de Poisson nao existe

relagdo com a esperanca marginal, sendo P(X; =0) > e B,
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Capitulo 4

Modelo INMA(q)

Como referido, o modelo INAR(1) estudado foi inspirado nos AR(1). De igual modo,
o modelo INMA(q) foi inspirado nos modelos MA(q) e introduzido por Al-Osh e
Alzaid (1988)[2] e Mckenzie (1988) [10].

4.1. Defini¢ao e Propriedades do Modelo INMA (q)

Ao longo desta secgao, vamos introduzir o modelo INMA(q) e apresentar algumas
das suas propriedades. De modo semelhante ao capitulo anterior, vamos ilustrando
tais propriedades através do modelo INMA(q) de Poisson, isto é, quando o processo
(et,t € Z) segue uma lei de Poisson, e do modelo INMA(q) Geométrico, onde o pro-
cesso inovagao segue uma lei Geométrica.

Definigao 4.1.1. Seja (e¢,t € Z) um processo de componentes i.i.d. de suporte
contido em Ny, com média p. e varidncia 02. Sejam S, B, ..., 84 € [0,1],84 # 0.

Dizemos que um processo (Xy,t € Z) segue um modelo INMA(q) se é definido por

Xt :Booet+51 O€t_1 + ---+Bq°€t—q-

Note-se que as operagoes thinning binomail sao executadas independentemente
umas das outras e sao independentes de (et € Z), porque as variaveis aleatorias
envolvidas em cada operagao thinning podem ser, sem perda de generalidade, consi-
deradas todas independentes.

Em contraste com o modelo INAR(1), neste caso em cada instante ¢ sao executa-
das ¢+ 1 operagoes thinning diferentes e cada e; esta envolvido em g+1 > 1 operagoes
thinning, em g+ 1 tempos diferentes (¢,...,t+ q).

Seja S um sistema que evolui em determinado periodo de tempo.

Uma interpretagao possivel para o modelo é: seja t o t-ésimo instante de tempo.
No instante ¢ entram, no sistema S, e; elementos, Fy 1, E; 2, ..., Fi e, que formam a
geragao t, e cada elemento pode estar "activo"ou "inactivo". No instante t, cada
elemento da geracgao t —¢, 0 <4 < g, tem a probabilidade §; de estar activo, indepen-

dentemente dos outros. Assim, (3; oe;_; representa o nimero de elementos da geragao

41



Capitulo 4 Modelo INMA(q)

t — ¢ que estao activos no instante t e X; o ntmero total de elementos activos no
instante t presentes no sistema S.
Os elementos da geracao t tém expectativa de vida finita, ¢ + 1, ou seja, podem

estar activos apenas em t, ...,t + ¢; depois permanecem inactivos.

Comecemos por analisar a estacionaridade estrita do processo estocéastico INMA(q).
Propriedade 4.1.1. O processo (X;,t € Z) é de componentes identicamente

distribuidas e admite a seguinte funcao geradora de probabilidades marginal
q
pXt(s) = Hpet(l - ﬂj + 5j3)'
3=0

Prova. Como para todo j = 0,...,q, 8 o e;—j sao independentes estamos nas
condigoes da proposi¢ao 2.1.2. e tendo em conta que (e;) é de componentes i.i.d.

vem

pXt(S) = p5006t+,3106t—1+---+5q0€t—q(S)
= pIBOOEt(S)pﬁloet—l(S)“'pﬁqoet—q(s)
= pet(l - /80 + Bos)pet,1 (1 - ﬁl + 518)"'p6t_q(1 - Bq + qu)

q
= [Ipe(1-8;+Bjs).

3=0
Como a funcao geradora de probabilidades de X; nao depende de t, concluimos que

as margens do processo (X, t € Z) sao identicamente distribuidas.
O

Na propriedade seguinte vamos estabelecer a igualdade das leis dos vectores bidi-
mensionais usando a fungao geradora de probabilidades.

Propriedade 4.1.2. Seja (X;,t € Z) um modelo INMA(q). A lei de (Xy,, Xy,)
coincide com a lei de (X, 4p, Xty4n), Vi1, ta, h € Z.

Prova. A fungao geradora de probabilidades caracteriza a lei, assim sendo, mos-
tremos que

X X
E(SOth S—l)(tQ) — E(SO t1+h51 t2+h).

Consideremos sem perda de generalidade to > t1. Facamos to —t1 = k > 0.
Na Figura 4.1 apresentamos um esquema que ilustra os instantes comuns nas
expressoes das componentes X;, e X;,. Observamos que para k > ¢ nao existem

geracoes comuns, enquanto para k < g existem ¢ — k + 1.
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4.1 Definicdo e Propriedades do Modelo INMA(q)

t;—g t.
| | | | | Sek>
| 1 | | a
—q -1ty ty+k—q ty+k
| ] |
th—gq £, —1 £y
ty+k—q i+ k
—1 — |
t—q .. |tj—q+k t;—1 ty
ty+k—gq ty+k—k - btk

Figura 4.1: Instantes presentes nas componentes X;, e Xy, 4.

Comecemos por ver que

E(SﬁooEtl +...+ﬁq06t1,q sﬂooetl+k+...+6q06tl+k,q)
0

X
E(SOth 81 t1+k) |

B(sD°) B(spr ) B(s0 ) B8y
E(sgqoetl_q )...E(sgq_mOetl_“k—1 )E(sﬁ’“"“l kaoetl ) x

se k>q

><...E(sgq_koetl_q+ksfqoet“k_q)E(s'fooet“k)...E(sfk_loe““) se k<q

12[ E(sgjoetl_j )E(Sfjoemk_j)
=0

J=0 J=0

se k>q

= Bg-joet) —q+j 1 Bj-ko€t; +k—j Bjoet) +k—j ol jOCt) +k—j
[TEG,™ ") [E(sy ™" sy " )IEG ™) sek<q
j=k

Como o processo (e;) é de componentes identicamente distribuidas temos para

qualquer j =0,...,q,

Bjoes, s
E(sy ™) = pe,(1 - B; + Bjs0)

E(Sljoetﬁlri) :pet(l _ Bj +ﬁj51)-

Calculemos agora

Ctq1+k—j Ct1+k—j

> Y Y 4
E(ng—koetl-#k—]SfJoetl*'k_j) - E(E(SO =0 S =0 |€t1+k—j))

Ct1+k—j v 7
E(E( I 301311|et1+k_]-))

=0

43



Capitulo 4 Modelo INMA(q)

€t1+k g

= ( H E(S S1 ))

_ E(E(S(l]/l )5t1+k—g E(Slzl )et1+k—j)

= B((L= Bk + Bj-kso) (1= Bj + Bjs1) )

= Pe,((1=Bj-k + Bj-ks0) (1 = Bj + Bjs1)),
pois {Y;} ¢ uma sucessao de variaveis aleatorias i.i.d com Y a seguir uma lei (1) e
{Z;} € uma sucessao de variaveis aleatorias i.i.d com Z a seguir uma lei 5(f;), ambas
independentes de e,_; e , porque sem perda de generalidade, podemos assumir {Y;}

independentes de {Z;}.

Entao,

1 g
Hupet(l_ﬁj+ﬁj5i) se k> q

Xty Xt1+k

:a\v

E( ) = et(l Ba-j + Be- ]SO)Hpet (1- Bj-k + Bj- }50) X

X(1—5j+/3j81))Hpet(l—ﬂﬁﬁjsl) se k <q.
j=0

Os valores obtidos sao independentes de ¢1, dependendo apenas da diferenca k

Xt1+k) E( Xt1+h Xt1+k+h

entre to e t1. Logo, E(s0 ) coincide com a expressao

acima obtida.
O

A propriedade anterior caracteriza as leis de dimensao dois do processo (Xy,t € Z).
Um raciocinio analogo, mas envolvendo uma maior complexidade, permite obter

Vti,...tn € Z,YheZ
E(ngtlm th) E( Xt1+h B ftn+h)’

o que nos leva a concluir que um processo (X¢,t € Z) seguindo um modelo INMA(q)
¢ estritamente estacionario.

Vejamos agora que o processo (X, t € Z) é de segunda ordem.

Propriedade 4.1.3. O processo (X;) seguindo um modelo INMA(q) é de se-
gunda ordem.

Prova. Tendo em consideragao que (e;) é um processo de componentes identica-

mente distribuidas e usando as propriedades 2.2.5. e 2.2.6. tem-se

E(Xf) E((Booet"‘ﬁloet—1+~-'+ﬁq°6t—q)2)
q q 4q
E( Z(BJ © et—j)2 + Z Z(ﬁj oetj)(Bio et—z’))
j=0 j=01i=0
Vi
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q q q
S E((Bjoes)?)+ Y. D E(Bjoeri)E(Bioers)
7= §=0i0

= qu)ﬂ]?E(e?_j) +B;(1-B;)E(er—j) + zq: quﬁjﬁiE(et—j)E(etﬂ')
o

j=0i=0
j#i
1 2 2 2 1 g 2
= Z ﬁj (Ue + Me) + ﬁ](l - ﬁj)E(et—j) + Z Zﬁjﬁi:ue
=0 iy
j#4

< o0,

uma vez que o processo (e;) admite variancia.

Propriedade 4.1.4. Se (X;) segue um modelo INMA(q) tem-se

q
E(X:) = e ), B
j=0

q q
VI(X¢) = pe Z By + (0'3 - He) Zﬁ?
§=0 J=0

Prova. Para obter a esperanga matematica do processo usamos o facto das com-

ponentes de (e;) serem identicamente distribuidas e a propriedade 2.2.5..

E(X:) = E(Booer+Pfroe1+...+050€q)
E(BO o et) + E(Bl o et_l) + ...+ E(,Bq o et_q)
ﬂgE(et) + BlE(et_l) + ...+ BqE(et—q)

q
= He Z Bj-
=0

Quanto a variancia, como 3o e;—;,j =0, ...,q, sao mutuamente independentes, o
processo (e;) ¢ de componentes identicamente distribuidas e pela propriedade 2.2.7.

temos

V(Xt) V(Booes+PBroe +---+Bq°et7q)

q
= Y V(Bjoery)
=0
q
= Y BiV(ery) +Bi(1-B))E(er;)
=0

q q
= M626j+(ag_ﬂe)2/332-
=0 =0
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Capitulo 4 Modelo INMA(q)

Exemplo 1: Modelo INMA(q) de Poisson
Se (X¢,t € Z) segue um modelo INMA(q) com (e;) um processo de componentes
i.i.d. com uma lei de Poisson de parimetro A, entao fio = 02 = X e pe, (s) = e},

Pela propriedade 4.1.4. temos
) q
px =0y = A Z Bj
§=0
e a funcao geradora de probabilidades de X; é

q
H e)\(l—ﬁj+ﬁj8—1)
7=0

_ [
=0

px, (S) =

q
A(s-1) Z 5}’
Jj=0

= €

Neste caso o modelo INMA(q) é designado modelo INMA(q) de Poisson. Como
a fungdo geradora de probabilidades determina a lei verifica-se que a lei de cada
margem X; é uma lei de Poisson de parametro A Zq: Bj.

De modo a ilustrar o modelo INMA(q) de Poji;ZOH, apresentamos na Figura 4.2

uma trajectéria do processo admitindo a seguinte representagao
X;=020e:+0.90e; 1 +0.106e4 9,

onde (e;) segue uma lei de Poisson de parametro 5. Geramos 300 observagoes,

apresentando a trajectoria para t € {0, ...,300}.

L L ! L L
50 100 150 200 280 300

o

Figura 4.2: Trajectoria de um modelo INMA(2) de Poisson(5) com [y = 0.2,
51 =09e ﬁg =0.1.
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Sabemos que px = ag( =6 e da simulacgao obtemos os seguintes valores empiricos
da média e varidncia z= 5.9867 e 5§( =5.9198. Como era de esperar, verificamos uma

proximidade entre os valores tedricos e empiricos.

Exemplo 2: Processo INMA(q) Geométrico
Consideremos agora que (X¢,t € Z) segue um modelo INMA(q) com (et € Z)
um processo de componentes i.i.d. com uma lei Geométrica de parametro p € (0, 1).

Nestas condigoes, designamos (X;) por modelo INMA(q) Geométrico. Do capitulo

3, relembramos que . = % , 02 = 1p;2p e pe,(s) = ﬁ. A funcao geradora de

probabilidades de X4, é pela propriedade 4.1.1., dada por

q
D
) = 05 5,9
_ ﬁ p
0B - Bjs+p—Bip+ Bips
1 p

3=0 ,Bj(l—s—p+p8) +p

e, da propriedade 4.1.4.

_ q 1= 1= q 1= q 1-p)2\ 4
Ugc=—pZﬁﬁ(—zp‘—p)Zﬁ?:—pZﬁﬁ(#)zﬁf-
p p ]:0 p ]=0 p ]:O

Na Figura 4.3, apresentamos uma trajectoria do processo admitindo a seguinte re-
presentagao

X;=020e4+0.90e;,1+0.10e49,

e (e;) seguindo a lei Geométrica de parametro 0.5.
Uma vez mais, geramos 300 observagoes e os valores empiricos obtidos para a
média e a varidncia sao r= 1.1229 e sg( = 2.0682, sendo bastante proximos dos

correspondentes valores tedricos ux =1.2 e ag( = 2.06.
A
De modo a obter a func¢ao de autocorrelagao do processo INMA(q), comecemos

por estudar a sua funcao de autocovaridncia.

Propriedade 4.1.5. Sendo (X;) um processo INMA(q) tem-se

q
25 3.8, k| € {0, ...,
- aj;“k se |k € {0, ..., q}

0 caso contrario
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1 1 1 1
a0 100 130 200 280 300
t

o

Figura 4.3: Trajectoria de um modelo INMA(2) Geométrica(0.5) com Sy = 0.2,
,81 =0.6 e /82 =0.1.

Prova. Comecemos por ver que para k € {0,...,q}

CO’U(Xt, Xt—k) =

= Cov(fooe+froei1+...+Bgoetq,Booei+Proeg1+...+Pg0ekq)

k-1 q q-k q
= Cov Z Bj o€t—j+ Z ﬁj ©€t—j, Z Bro et g+ Z Bro et—k—'r)
J=0 Jj=k r=0

r=q—k+1

j=0 r=q—-k+1

k-1 q-k k-1 q
= Cov Z Bj 0 €t—j, Z Br o et—k—r) + COU( Z 6j ©€t—j, Z Bro et—k—r) +
7=0 r=0

q q-k q q
+ Cov Z 6j ©€t—j, Z Br o 6tk7") + COU( Bj O €t—j, Z Bro etkr)
j=k r=0 j=k r=q—k+1
k-1q-k k-1 q
= CO'I}(ﬁj 0 €t—j, Br o etfk—r) + Z Z COU(/Bj ©€t-j, Br o etfkfr) +
j=0 r=0 7=0 r=qg—k+1
q q-k q q
+ Z COU(BJ © €ty Broeikr)+ Z 2 Cov(ﬁj © €t—j; Br o €et-kr)-
j=k r=0 j=kr=q-k+1

Pela propriedade 2.2.10. temos

B;BrCov(et—j, et p—r)
0,Vi+k+r

Cov(B; 0 er-j, Br o er-pr)

sabendo que (e¢) é um processo de componentes independentes.
Quando 0 < r < g+ k s6 existem componentes comuns se k < j < g e, para

g-k+1<r<qso6existem componentes comuns se g+ 1 < j < g+ k. Assim, temos
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apenas

q q-k
Z Z COU(ﬁj o €t—j,ﬂr ° €t kr)

j=kr=0

q
D Cov(Bjoery,Bjkoery)
j=k

Cov( Xy, Xi-k)

q
= > BiBj-iV (er-j).
ik

Quando k € {g+1, ...} temos (k) = 0 uma vez que X; e X;_ ndo tém componentes

comuns.
]

Uma vez que o processo (X;) é de segunda ordem e como E(X;) é constante e
Cov(Xy, X;_i) é apenas funcao de k, podemos concluir que o processo INMA(q) é
estacionério no sentido fraco.

Tendo em conta a definicao da fungao de autocorrelagao, estamos nas condi¢oes

de a calcular, para os diversos exemplos.

Exemplo 1: Modelo INMA(q) de Poisson
A funcdo de autocorrelacdo deste modelo pode ser obtida tendo em conta a

propriedade 4.1.5. Nota-se que para |k| € {0, ..., q} temos
q q
v(k) =X\ Z BiBi-k, 0 < |k <qe~(0)=V(Xy) = A Z Bj.
j=k J=0
A funcao de autocorrelagao é entdo dada por

q
A BiBj-k L
i=k
p(k) = —2 7 =~ Z BjBj-k
A B B
=0 =0
A
Exemplo 2: Modelo INMA(q) Geométrico
Uma vez mais, para |k| € {0, ...,q}, da propriedade 4.1.5. temos
q
(k) = Z
pelo que
1 & q
L2 B84 2
j=k
p(k) = 1-p)
P 262 PZ(ﬁﬁ(l »E)
=0
A
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Apéndice A

Ficheiros em Matlab

Apresentamos os ficheiros utilizados para a simulacao de trajectorias dos modelos

INAR(1), ZINAR(1) e INMA(q). Foi usada a versao 7.12.0(R2011a).
A.1 Modelo INAR(1)

O ficheiro simula um modelo INAR(1) onde o valor inicial é representado por z0,
o instante final por T, o valor « por a e por fim X\ ou p por [ quando e; segue uma

distribuicao de Poisson ou Geométrica, respectivamente.

function [] = inar(x0, T, a, 1)
%calculo das T observagdes
Obs=[];
Obs(1)=x0;
for i=1:T
soma=0;
for j=1:0bs(i)
soma=soma+binornd(1,a);
end
%0bs (i+1)=soma+poissrnd(l); %caso e_t segue uma lei Poisson. EXEMPLO 1
Obs(i+1)=somatgeornd(l); %caso e_t segue uma lei Geométrica. EXEMPLO 2
end
%retirar as primeiras 50 observagdes, devido & presenga de x0
X=[1;
Tempos=[];
for j=1:(T-49)
X(j)=0bs (j+50) ;
Tempos (j)=j-1;
end
media=mean (X)
variancia=var(X)
M=max (X) ;
%hgrafico

plot (Tempos,X)
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xlabel(’t?)

ylabel (CX_t’)
x1im([0,T-501)
ylim([-1,M+1])

end

A.2 Modelo ZINAR(1)
O ficheiro simula um modelo ZINAR(1) onde representamos por z0 o valor inicial,

T o instante final, a=a, =X e ro=p.

function [] = zinar(x0, T, a, 1,ro)
%calculo das probabilidades P(e=k),k=0,1,...
S=0;
m=1;
p=01;
while $<(1-0.001)
if m==
p(m)=ro+(1-ro)*exp(-1);
S=p(m) ;
m=m+1;
else

p(m)=(1-ro)*((exp(-1)*(1~(m-1)))/factorial(m-1));

S=S+p(m) ;
m=m+1;
end
end
n=m-1; %suporte de e_t aproximado por {0,...,n}

%calculo das T observagdes
Obs=[1;
Obs (1)=x0;
tempo (1)=0;
for i=1:T
soma=0;
for j=1:0bs(i)
soma=soma+binornd(l,a);
end
tempo (i+1)=1i;
%Metodo da transformacao inversa
F=p(1);
k=0;
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a=rand(1);
while(a>=F && k<n)
k=k+1;
F=F+p(k) ;

end

valor=k;

hX_t

Obs (i+1)=soma+valor;
end
%retirar as primeiras 50 observagdes, devido & presenga de x0
X=[1;
Tempos=[];
for j=1:(T-49)

X(3)=0bs (j+50) ;

Tempos (j)=tempo(j);
end
media=mean (X)
variancia=var(X)
%graficos
M=max (X) ;
subplot(2,1,1)
plot(Tempos,X)
xlabel(’t?)
ylabel (°X_t’)
x1im([0,T-50])
ylim([-1,M+1])
subplot(2,1,2)
xbins1=0:M;
hist(X,xbins1)

end

A.3 Modelo INMA(q)

Nesta secgao, representamos, por T' o instante final, por ¢ a dimensao do pro-
cesso, por B o vector dos valores de 8 e uma vez mais, por [ os parAmetros A ou p
casos estejamos a simular um modelo INMA(q) de Poisson ou Geométrico, respecti-

vamente.

function [] = inma(T,q,B, 1)
%gerar primeiros (q+1l) e_t’s

for i=1:(q+1)
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e(i)=poissrnd(l); ’%caso e_t segue uma lei Poisson. EXEMPLO 1
%e(i)=geornd(l); Jcaso e_t segue uma lei Geométrica. EXEMPLO 2
end
hgerar observacoes
X=[1;
tempos=[];
for k=1:T
soma=0;
for i=1:(q+1)
for j=1l:e(i)
soma=soma+binornd(1,B(i));
end
end
tempos (k+1)=k;
X(k+1)=soma;
%alterar vector dos e_t’s
E=e;
e(1)=poissrnd(1l); %caso e_t segue uma lei Poisson. EXEMPLO 1
he(1)=geornd(1l); %caso e_t segue uma lei Geométrica. EXEMPLO 2
for i=2:(q+1)
e(i)=E(i-1);
end
end
media=mean (X)
variancia=var (X)
m=min(X) ;
M=max (X) ;
%hgrafico
plot (tempos,X)
xlabel(’t?)
ylabel(CX_t’)
x1im([0,T])
ylim([m-1,M+1]1)

end
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