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Abstract
Diabetic retinopathy affects a huge percentage of patients with diabetes and it

can induce vision problems and even cause blindness if it is not treated conveniently.
These vision problems are consequence of an anormal development of blood ves-
sels and sometimes patients with proloferative diabetic retinopathy progress can be
delayed with recourse to scatter laser photocoagulation treatments which destruct
retinal tissue alleviating retinal hypoxia conditions and thus slowing the neovascu-
larization processes occurring in the diseased retina Thus, a computer program that
calculates the blood flow can be used to diagnose and monitor de progress of diabetic
retinopathy of a patient.

An important part of a retinal blood flow estimation algorithm involves the seg-
mentation of the vascular tree. However, although there are many digital image seg-
mentation methods described in the literature, most fail to segment finer caliber ves-
sels and lead to open vascular networks with many unconnected vessel segments.
Therefore, the main objectives of the present work are the designing of an computa-
cional program that will start with a retinal vascular network scanning and obtain a
closed network thus allowing the calculation of the flow as well as the identification
of the locals where vessels cross without forming bifurcations, information that also
is not implemented in the methods found in the literature.

The network closure was obtained using a method described in the literature
which is based on the eigenvalues the Hessian matrix of an image in aggregation
with an algorithm referred to as smooth random walk to simulate the spatial dis-
tribution of smaller vessels. In this way all the necessary and relevant information
about the vessels is extracted from the image, and can be used as input to a method
for calculating the flow based on an analogy with Ohm’s law.
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Resumo
A retinopatia diabética afeta uma elevada percentagem de pacientes com diabe-

tes, podendo levar a deficiências da visão e até à cegueira se não for conveniente-
mente tratada. Estas deficiências de visão são consequência de um desenvolvimento
anormal de vasos sanguíneos e portanto, pacientes com retinopatia diabética neces-
sitam assim de ter os seus vasos danificados frequentemente eliminados através de
terapia laser. Deste modo, um programa computacional que calcule o fluxo sanguí-
neo poderá ser utilizado para diagnosticar e acompanhar a evolução da retinopatia
diabética num paciente.

Existem na literatura bastantes métodos de segmentação aplicáveis a imagem di-
gital que permitem obter a rede vascular, no entanto estes métodos falham na iden-
tificação dos vasos mais pequenos conduzindo a uma rede aberta. Por este motivo,
o presente trabalho tem como principais objetivos a criação de um programa com-
putacional que partirá de uma digitalização da rede vascular da retina e obterá uma
rede fechada permitindo assim o cálculo do fluxo bem como a identificação dos lo-
cais onde os vasos se cruzam sem formar bifurcações, solução que também não está
implementada na literatura.

No algoritmo proposto o fecho da rede é obtido através do uso de um método des-
crito na literatura que tem por base os valores próprios da matriz Hessiana de uma
imagem em conjunto com um algoritmo designado por percurso aleatório suave que
permite simular a distribuição espacial dos vasos de menor calibre. De seguida são
adquiridas todas as informações necessárias e relevantes sobre os vasos que permi-
tem, por fim, que seja implementado um método que calcula o fluxo tendo por base
uma analogia com a lei de Ohm.
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Lista de Símbolos

H matriz Hessiana adimensional
� valor próprio da matriz Hessiana adimensional
s escala adimensional
F resposta ao filtro multi-escala adimensional

Q fluxo m3/s

�P pressão Pa

R
f

resistência ao fluxo ⌦

⌘ viscosidade Pa s

L comprimento m

R raio m

⌘plasma viscosidade do plasma Pa · s
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HD valor do hematócrito adimensional
ḞQE fluxo fracional de eritrócitos adimensional
ḞQB fluxo fracional de sangue adimensional
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Anatomia do Olho

A visão é um dos sentidos mais importantes do ser humano uma vez que permite
distinguir objetos, formas e cores, processando a luz que é refletida ou emitida [1].
Infelizmente há muitas doenças que afetam um dos componentes mais importantes
do sistema visual, o olho e, consequentemente, a visão. Deste modo, é importante
entender a anatomia e a função do olho para perceber a origem e a evolução dessas
doenças.

O olho é composto por vários elementos (Figura 1.1) e por três camadas de
tecido [2]. Na camada mais externa temos a esclerótica (número 1) e a córnea (número
2). A esclerótica é um tecido fibroso branco e está protegido pela conjuntiva (número
15) que é um tecido transparente. A córnea é um tecido transparente, na parte da
frente do olho, através da qual a luz entra.

Continuando da parte exterior para a parte interior do olho encontramos a íris
(número 5), o corpo ciliar (número 4) e a coroide (número 3) que são três estruturas
contínuas e distintas que constituem a camada intermédia. A íris é uma parte deli-
cada e colorida do olho e define a pupila (número 6), uma abertura no centro da íris.
O corpo ciliar é um tecido que rodeia a lente ou cristalino (número 14) e que contém
uma componente muscular, que adapta o poder refrativo do cristalino, e uma com-
ponente vascular que produz o fluido que enche a parte frontal do olho. A coroide é
uma rede vascular e é a principal fonte de sangue para as células da retina. Por fim, a
camada mais interior da secção posterior do olho é composta pela retina (número 7),
que é responsável pela deteção da intensidade e frequência da luz e que tem funções
de pré-processamento do sinal luminoso [4]. A retina é um tecido espesso que in-
clui circuitos neuronais sensoriais que respondem à luz: na retina os fotorreceptores
convertem a luz capturada em impulsos elétricos [5], [6].
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FIGURA 1.1: Representação da secção transversal da anatomia do olho e
dos seus componentes. Imagem adaptada de [3].

Para atingir a retina, a luz tem de passar através da córnea, da lente e de dois
fluidos distintos. O humor aquoso (número 12) é composto por proteínas, sais e
oxigénio e é a principal fonte de nutrição e oxigénio para a córnea, uma vez que
esta não contém vasos sanguíneos [7], [2]. O humor vítreo (número 11 da figura) é
o maior elemento do olho, ocupando cerca de 80% do seu volume e trata-se de uma
substância espessa e gelatinosa que tem como função remover os detritos que podem
interferir com a transmissão da luz [2]. A imagem é transmitida pela lente e é focada
na retina, representada na figura 1.2, mais propriamente na mácula.

Esta descrição abreviada da fisiologia do olho mostra que a camada interior, no-
meadamente a retina, é a principal responsável pela perceção visual. Assim, lesões
nos componentes da camada interior do olho podem provocar sérios problemas de
visão [8]. Uma das doenças da retina que causa problemas de visão é a retinopatia
diabética.

A retinopatia diabética é definida quer como um dano na retina quer como uma
complicação da diabetes. As suas primeiras manifestações clínicas visíveis são os
danos nos vasos sanguíneos mais pequenos, os capilares, da retina com microaneu-
rismas resultantes, hemorragias e edemas. A principal causa da diminuição da acui-
dade visual é a maculopatia diabética consequência da acumulação de fluido na má-
cula devido às perdas de sangue através dos capilares afectados. A maioria dos pa-
cientes perde a acuidade visual devido à isquemia macular, uma perda de fluxo de
sangue na maior parte dos capilares. [9]
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FIGURA 1.2: Representação dos componentes da retina e do fundo do
olho. Retirada de [3].

A retinopatia diabética é classificada como não-proliferativa ou proliferativa. A
retinopatia diabética não proliferativa é causada por uma produção anormal dos ní-
veis de glicose no sangue que promove danos nos vasos do endotélio e provoca um
aumento da permeabilidade dos vasos [10], o que conduz a microaneurismas e ano-
malias intra-retinianas. Um estado avançado da retinopatia diabética não-proliferativa
pode evoluir para uma fase proliferativa que se caracteriza pelo crescimento de no-
vos vasos que proliferam na superfície da retina [11], sendo esta a principal causa de
cegueira devido à retinopatia diabética que resulta muitas vezes de hemorragias que
enchem o vítreo com sangue opaco e iniciam um processo de cicratização fibrovas-
cular prejudicial.

De acordo com [12], o fluxo sanguíneo da retina é aumentado de forma signifi-
cativa na retinopatia diabética e portanto detetar alterações anormais dos níveis de
fluxo de sanguíneo pode ajudar a diagnosticar e a avaliar a progressão da retinopatia
diabética.

O presente trabalho pretende desenvolver um método de modelação dos fluxos
sanguíneos na retina que permita prever fluxos anormais e dessa forma ajudar a di-
agnosticar e monitorizar a evolução de retinopatias diabéticas. O trabalho presente
está dividido em duas partes principais. O primeiro é o estudo e a implementação
de métodos para a segmentação dos vasos sanguíneos da retina onde, para além da
árvore vascular, também são retiradas informações importantes, tais como o diâme-
tro e comprimento dos vasos. A segunda parte do trabalho é dedicada ao cálculo do
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fluxo de sangue nos ramos da árvore vascular obtida previamente.

1.2 Métodos de Segmentação

Como foi já explicado atrás, a modelação de fluxos sanguíneos na retina requer
informação sobre a topologia da árvore vascular e dimensões dos vasos que a cons-
tituem. Assim, é importante conhecer os métodos existentes para segmentação de
vasos.

A principal ideia da segmentação de vasos é dividir uma imagem em fundo e
rede vascular, ou seja, classificar um pixel como parte ou não de um vaso. Contudo,
não existe um método único ou geral para este problema, sendo que, por vezes, é ne-
cessário combinar vários processos para obter um resultado apropriado. Assim, há
diversas formas de agrupar os diferentes métodos de segmentação, como se repre-
senta esquematicamente na figura 1.3. Existem seis grandes categorias: Classifica-
ção de Padrões e Machine Learning, Matching Learning, Processos Morfológicos, Vessel
Tracking, Abordagem Multi-escala e Abordagem baseada em Modelos [13]. Estas ca-
tegorias são divididas em diversos grupos.

Alguns autores, como mencionado por exemplo em [14], [15] e [16], dividem
os métodos em dois grupos principais, processamento de pixel e vessel tracking. O
método baseado no processamento de pixel apresenta dois passos para a segmen-
tação de vasos. O primeiro consiste na implementação de um processo de deteção,
por exemplo técnicas de pré-processamento morfológicas e filtros adaptativos para
realçar os vasos e, no segundo, identificar a estrutura do vaso e classificar o pixel
como parte ou não de um vaso [15]. Nesta abordagem, cada pixel sofre múltiplas
operações. O método assenta no processamento de pixel pode ainda ser dividido em
(i) métodos apoiados num kernel, onde é feita a convolução da imagem com o kernel
baseado num modelo predefinido e (ii) métodos assentes em classificação, onde um
algoritmo produz regiões espacialmente conectadas, que posteriormente serão clas-
sificadas como pertencentes ou não a um vaso [17]. O método baseado no proces-
samento de pixeis inclui as categorias Classificação de Padrões e Machine Learning,
Matching Learning, Processos Morfológicos, Abordagem Multi-escala e Abordagem
fundamentada em Modelos. Relativamente ao vessel tracking, este método começa
com pontos iniciais e analisa certas propriedades locais para seguir a rede, ou seja,
começando com os pontos iniciais, analisa os pixeis vizinhos e decide quais perten-
cem aos vasos e quais não pertencem, até obter a rede vascular. Por isso este método,
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ao contrário do método baseado no processamento de pixel, não avalia todos os pi-
xeis mas apenas os pixeis próximos dos pontos iniciais [14][10].

Divisão dos Métodos de Segmentação

Classificação
de Padrões e

Machine Learning

Matching
Filtering

Processos
Morfológicos

Vessel
Tracking

Abordagem
Multi-escala

Abordagem
baseada em modelos

Tracking
methods

Processamento
de Pixel

Kernel based
approach

Classifier based

Baseado
em regras

Métodos
Supervisionados

FIGURA 1.3: Esquematização da divisão dos Métodos de Segmentação.
A diferentes cores encontram-se os vários grupos em que é possível di-

vidir os métodos.



6 Capítulo 1. Introdução

Outra maneira de agrupar os vários métodos é dividi-los, também, em dois gru-
pos, métodos baseados em regras e métodos supervisionados como referido em [10].
Métodos baseados em regras incluem as categorias Matching Filtering, Processos Mor-
fológicos, Vessel Tracking, e Abordagem fundamentada em Modelos. Métodos su-
pervisionados são métodos que requerem imagens classificadas manualmente para
treino.

Seguidamente será explicada cada uma das categorias com maior detalhe.

1.2.1 Classificação de Padrões e Machine Learning

Os algoritmos baseados no reconhecimento de padrões utilizam características
dos vasos e dos outros objetos, como o fundo, para realizar uma deteção ou classi-
ficação automática dos vasos [13]. Esta técnica é dividida em duas sub-categorias,
métodos supervisionados e não supervisionados.

1.2.1.1 Métodos Supervisionados

Os métodos supervisionados exploram e formulam regras para a extração dos va-
sos a partir de imagens que são processadas e segmentadas manualmente, forne-
cendo assim informação à priori sobre o que é ou não vaso. Posteriormente, estas
regras são aprendidas por um algoritmo e aplicadas a novas imagens. Ainda que
para a maioria dos pixeis a classificação seja clara e simples para um observador hu-
mano, há pixeis que são difíceis de classificar, como é o caso dos pixeis que (i) se
encontram muito próximos da fronteira dos vasos, (ii) pertencem a vasos pequenos
e (iii) se encontram perto de zonas patológicas [17]. Por estas razões há, por vezes,
algum desentendimento entre observadores experientes sobre a classificação de de-
terminados pixeis [17]. Estas situações têm de ser estudadas para que seja viável
partir do resultado mais próximo do real quanto possível para que seja aprendido
pelo algoritmo.

Dado que os métodos supervisionados têm um conhecimento à priori das ima-
gens, normalmente apresentam um melhor desempenho comparativamente com os
métodos não supervisionados e obtém uma boa segmentação para imagens da retina
sem patologias [18].
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1.2.1.2 Métodos não Supervisionados

O objetivo dos métodos não supervisionados é encontrar padrões dos vasos san-
guíneos nas imagens da retina e usá-los para avaliar se determinado pixel pertence
ou não a um vaso [13]. Ao contrário dos métodos supervisionados, não é necessário
classificar manualmente o conjunto de treino. Em vez disso todo o conjunto de pixeis
é submetido ao algoritmo que divide a imagem em dois conjuntos distintos, o fundo
e os vasos, baseado num conjunto de características que permite assim a sua classifi-
cação. No entanto pode ser necessária intervenção humana no final da aplicação do
método para avaliar a segmentação [19].

Os métodos não supervisionados, em geral, conseguem uma boa segmentação.
Contudo apresentam uma desvantagem, devido a serem muito lentos. No entanto,
através da paralelização, é possível conseguir aumentar a velocidade do método [19].

1.2.2 Matched Filtering

Matched Filtering é um método simples para a segmentação de vasos [20]. Este
baseia-se nas propriedades espaciais do objecto que se pretende segmentar [21] usando
um kernel, em que para diferentes tamanhos de kernel identifica distintos padrões que
dão lugar a diferentes resultados [22]. Para a segmentação de vasos, o kernel é pro-
jetado tendo em conta algumas propriedades dos vasos. Isto é, os vasos são mais
escuros relativamente ao fundo, o diâmetro do vaso pode diminuir à medida que
este se vai afastando do disco ótico, os perfis de intensidade apresentam uma forma
gaussiana e podem variar por um valor reduzido de vaso para vaso. Para que seja
possível detetar os vasos em todas as direções, o kernel tem de ser rodado em todas as
direções possíveis do vaso onde a resposta máxima será a que se considera correcta
[21].

Apesar de se tratar de um método prático existem alguns problemas. O primeiro
deve-se ao facto do kernel ter de ser aplicado a diferentes rotações o que implica um
alto custo computacional. Outra situação a ter em atenção é que se existirem vasos
com características diferentes das assumidas, por exemplo, se um vaso não se aproxi-
mar à função gaussiana, provavelmente não será segmentado. É ainda importante ter
em atenção o facto de algumas patologias terem características muito idênticas aos
vasos e podem ser incorrectamente segmentadas [13]. Para melhorar alguns destes
aspectos, o matched filter é, normalmente, usado em conjunto com outras técnicas de
pré-processamento dos pixeis [23].
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1.2.3 Processos Morfológicos

Processo Morfológico, como o nome indica, é o método que estuda a morfologia
de um objeto, como a forma, e para fazer isso baseia-se na morfologia matemática
para extrair componentes da imagem, como as fronteiras e contornos. Elementos
estruturantes são aplicados às imagens através de operadores morfológicos [13][24].
Estes elementos realçam determinadas características de uma imagem e são eles que
determinam o efeito dos operadores. Geralmente estes são aplicados a imagens biná-
rias, mas também é possível aplicá-los a imagens de níveis de cinzento.

A dilatação e a erosão são os operadores morfológicos mais simples. A dilatação
é usada com o objetivo de expandir fronteiras de regiões de sinal para preencher
aberturas e ligar regiões separadas [24]. Pelo contrário, a erosão é usada quando o
objetivo é diminuir o objeto reduzindo as suas fronteiras, o que pode levar a áreas
com grandes aberturas.

Outros operadores morfológicos possíveis são o closing e o opening. Estes ope-
radores são a combinação dos operadores morfológicos mais simples, a dilatação e a
erosão. A closing é uma dilatação seguida da erosão [24, 13]. Usa-se quando se pre-
tende preencher aberturas e pequenas lacunas [24]. No entanto quando se pretende
suavizar o contorno de um objeto e eliminar protuberâncias usa-se o opening, já que
esta se trata do inverso do closing, ou seja, erosão seguida pela dilatação [25].

Existem muitos algoritmos que aplicam estes operadores morfológicos, como as
transformações top-hat e watershed que são muito usadas na segmentação de imagens
médicas.

A transformação top-hat é uma operação que, para uma dada imagem, pretende
extrair os pequenos elementos e detalhes. Existem dois tipos de transformadas top-
hat, a white top-hat e a black top-hat (também conhecida como transformada bottom-
hat). A principal diferença entre estes dois tipos é o operador morfológico usado. Na
transformada white top-hat é aplicado um operador opening, enquanto que na black
top-hat é aplicado um operador closing. Isto é, a transformada white top-hat é usado
quando se pretende identificar os elementos mais brilhantes fazendo a diferença en-
tre a imagem original e a versão opening por um elemento estruturante, enquanto
que elementos mais escuros são obtidos usando a transformada black top-hat, que é
definida como a diferença entre a imagem closing e a original [26]. As transformadas
top-hat são usadas em vários processamentos de imagem para extrair características
e realçar a imagem, como realizado em [27, 1].
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A transformada watershed trata a magnitude do gradiente de uma imagem como
uma superfície topográfica onde os pixeis mais claros são pontos elevados e os pi-
xeis mais escuros são pontos mais baixos, resultando numa divisão da imagem em
regiões separadas mesmo que tenham pouco contraste [28]. Esta técnica proporci-
ona sempre contornos fechados e não requer elevados tempos computacionais, em
comparação com outros métodos de segmentação. Contudo, usar a transformada
watershed padrão pode levar a uma segmentação exagerada da imagem [29].

Os processos morfológicos são eficazes na segmentação da rede vascular e têm a
vantagem de serem rápidos e resistentes ao ruído. Contudo, uma desvantagem a ter
em conta é o facto deste método não considerar a secção transversal do vaso [30].

1.2.4 Vessel Tracing/Tracking

Vessel Tracking é um algoritmo que permite segmentar a rede vascular de uma
imagem usando a informação dos vizinhos de um determinado pixel e segmentar
vaso a vaso até que toda a rede vascular seja definida. Este algoritmo precisa de
dois pontos iniciais, o primeiro e o último, para segmentar um vaso. O rastreamento
consiste em seguir os pixeis que têm certas características, como a intensidade local
máxima, ao longo do perfil transversal do vaso [14], e encontrar o caminho mais
adequado e semelhante ao modelo do perfil do vaso.

Uma vez que este algoritmo vai seguindo os pixeis pertencentes ao vaso, per-
mite obter uma boa descrição da rede vascular, nomeadamente propriedades dos
vasos como a largura, ramificações, conexões e também a tortuosidade [30]. Outra
vantagem desta técnica é a sua rapidez computacional. Isto porque ao analisar ape-
nas os pixeis vizinhos não é necessário analisar todos os pixeis e portanto o tempo de
cálculo computacional utilizado é menor.

Existem, contudo, alguns problemas que se devem ter em consideração. A de-
finição do ponto de partida e, normalmente, do ponto de chegada de um vaso são
definidos por um utilizador o que torna esta abordagem limitada no que diz respeito
à automatização, quando utilizada isoladamente sem quaisquer técnicas adicionais
[30]. Outro possível problema é o facto de que na ausência dos pontos iniciais apro-
priados o algoritmo pode não detectar alguns vasos e consequentemente sub-árvores
[31]. Ou seja, como o algoritmo não analisa todos os pontos, se não forem definidos
todos os pontos iniciais pode não detectar vasos que não se encontram conectados à
restante rede. Pelas mesmas razões, se, por algum motivo, se falha na segmentação
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de um pixel, por exemplo aquando de uma bifurcação, pode perder-se a informação
sobre um vaso e, no pior dos cenários, de uma sub-árvore que a este esteja ligada. É
portanto muito importante que se definam todos os pontos iniciais necessários com
cuidado para que não se perca informação importante.

1.2.5 Abordagem Multi-Escala

A abordagem Multi-escala implementa processos de segmentação a diferentes re-
soluções [24]. A ideia deste método é separar a informação relacionada com o vaso
a diferentes escalas. Isto porque, à medida que o vaso se distancia radialmente do
disco ótico, a sua largura vai diminuindo e, assim, vasos sanguíneos de maior cali-
bre são segmentados a partir de baixas resoluções enquanto que vasos menores são
segmentados a resoluções muito elevadas [23].

As vantagens deste método são a elevada rapidez de processamento e a sua ro-
bustez [32]. Contudo, existem também dificuldades, como é o caso da escolha das
escalas a usar que, em geral, são selecionadas com conhecimento da área em estudo
e pode ser mais ou menos subjetiva [33].

1.2.6 Abordagem baseada em modelos

A abordagem baseada em modelos é usada quando é assumido que as estrutu-
ras de interesse, neste caso os vasos, têm uma forma geométrica específica. É assim
possível construir um modelo que considera essa forma e tem em consideração que
existe uma certa probabilidade de ocorrerem variações na forma da estrutura; para
isso é necessário impôr restrições aquando da segmentação [34]. Para construir um
modelo é necessário considerar algumas tarefas tais como o registo de exemplos de
treino de uma estrutura comum, a representação probabilística da variação das amos-
tras registadas e uma inferência estatística entre o modelo e a imagem [34].

Na segmentação de vasos, a abordagem baseada em modelos aplica modelos
específicos aos vasos para obter a rede vascular da retina. Dependendo do modelo
usado, este método é dividido em duas categorias, modelos do perfil do vaso e mode-
los deformáveis. O último é ainda dividido em modelos paramétricos e geométricos.
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1.2.6.1 Modelo do Perfil do Vaso

Como é referido em [35] e em [13], para separar os vasos sanguíneos do fundo
algumas características da rede vascular da retina podem ser usadas, como é o caso
dos modelos do perfil do vaso. Uma destas características é o perfil de intensida-
des de secção transversal do vaso que pode ser aproximado a uma gaussiana, ou a
uma mistura de gaussianas. Perfis adicionais podem ser usados, como é o caso da
segunda derivada da gaussiana ou os polinómios de Hermite. Outra característica
importante, e que deve ser tida em conta, é a orientação e os níveis de cinzento dos
vasos. Isto porque o nível de cinzento é localmente linear e muda gradualmente a
sua intensidade ao longo do comprimento dos vasos, sem alterações bruscas. No en-
tanto, há também alguns problemas que podem interferir com a segmentação. Em
particular, o tamanho e o nível de cinzento local dos vasos sanguíneos, que podem
variar muito, algumas características do fundo, que podem ser muito semelhantes às
características dos vasos, e os cruzamentos e ramificações dos vasos, que apresentam
características distintas e podem não ser correctamente segmentados.

1.2.6.2 Modelos Deformáveis

Modelos Deformáveis são modelos ou superfícies que se podem mover devido
à influência de forças internas e externas definidas dentro do domínio da imagem.
Para que o modelo seja suave, durante a deformação são definidas forças internas, as
quais não consideram a curva ou a superfície em si. Por outro lado, forças externas,
calculadas a partir dos dados da imagem, são projetadas para mover o modelo até
uma determinada característica da imagem como, as fronteiras de um objeto. Os Mo-
delos Deformáveis são robustos tanto ao nível do ruído na imagem como a lacunas
nas fronteiras, quando incorporam informação à priori sobre a forma de um objeto,
forçando a que as fronteiras extraídas sejam suaves.

Estes modelos podem ser divididos em duas categorias, modelos paramétricos
e modelos geométricos.

Os modelos paramétricos, também conhecidos como snakes, durante a deforma-
ção representam explicitamente curvas e superfícies [36]. A ideia básica é seguir a
curva até que esta encontre a fronteira da imagem ou outro objeto [37]. Matemati-
camente, os modelos paramétricos são formulados a partir da minimização de um
funcional de energia, que apresenta um mínimo quando os contornos são suaves e
residem nas fronteiras do objeto [38].



12 Capítulo 1. Introdução

A vantagem de usar modelos paramétricos deve-se ao facto destes serem autóno-
mos e se adaptarem à medida que procuram o estado de energia mínima e poderem
também ser utilizados facilmente [39]. Contudo, a adaptação do modelo topológico
pode ser difícil [36] e um modelo pode capturar apenas um único objeto [40].

Modelos Geométricos são baseados na teoria da evolução da curva implemen-
tada através de um conjunto de técnicas [38]. A ideia básica da evolução da curva é
reduzir o número de vértices do polígono, removendo os menos importantes, ficando
com um conjunto que contém a informação mais relevante sobre o esboço original a
fim de simplificar o algoritmo de reconhecimento [41].

A maior vantagem dos modelos geométricos é o facto de ser possível detetar
vários objetos ou estruturas de interesse com um único modelo, isto é, este método
é topologicamente independente e portanto consegue ser robusto nas inicializações
[40].

1.3 Fluxo Sanguíneo

1.3.1 Componentes do Sangue

Variações na constituição do sangue podem levar a alterações no fluxo sanguí-
neo, pelo que é importante saber como é constituído o sangue. O sangue é uma
suspensão concentrada de três elementos principais, glóbulos vermelhos, glóbulos
brancos e plaquetas, numa solução polimérica aquosa e iónica, o plasma [42].

Os glóbulos Vermelhos ou eritrócitos, representam 40 a 45% do volume do san-
gue de um ser humano e mais de 99% de todas as células. São discos bicôncavos,
com diâmetros entre os 6 e 8 µm e com 1.9 µm de espessura, e o volume médio de um
eritrócito é cerca de 90 µm3. O número de glóbulos vermelhos por milímetro cúbico
de sangue é aproximadamente 5 a 6x106. À fracção em volume de sangue que são
células vermelhas chama-se hematócrito, ou seja, o hematócrito é o volume de gló-
bulos vermelhos dividido pelo volume de sangue. Os eritrócitos têm como função o
transporte de oxigénio e dióxido de carbono [42].

Os glóbulos brancos ou leucócitos, que são muito maiores que as glóbulos bran-
cos e têm uma densidade menor. São aproximadamente esféricos com diâmetros
entre 6 a 17 µm e têm a importante função de combater infecões e, por isso, têm a
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capacidade de migrar para fora dos vasos sanguíneos. O seu número por milímetro
cúbico de sangue é 7 a 11x103. Os glóbulos brancos são divididos em três categorias,
granulócitos, linfócitos e monócitos e células natural killer que correspondem a 65%,
30% e 5% do total de glóbulos brancos, respetivamente. Os granulócitos são ainda
divididos em neutrófilos, eosinófilos e basófilos, que correspondem, respetivamente,
a 95%, 4% e 1% do total de granulócitos [42].

Finalmente, as plaquetas ou trombócitos são pequenos corpúsculos anucleados
com forma discoide muito mais pequenos que as glóbulos vermelhos e glóbulos bran-
cos e têm, aproximadamente, 2 a 3 µm3 de volume. Os trombócitos têm um papel
vital nos mecanismos de coagulação do sangue. Juntamente com os leucócitos apre-
sentam uma concentração em volume de apenas 1% [42].

1.3.2 Viscosidade e o Fluxo Sanguíneo

Uma das mais importantes propriedades para estimar o fluxo sanguíneo é a vis-
cosidade, pois esta tem um importante papel na resistência ao fluxo nos fluidos.
Para melhor compreender o comportamento da viscosidade é necessário conhecer
as propriedades mecânicas do sangue, que pode ser um fluido Newtoniano ou não-
Newtoniano.

Fluidos Newtonianos satisfazem a equação de Navier-Stokes e possuem um co-
eficiente de viscosidade constante. A viscosidade define a relação entre o shear stress
e shear rate de um fluido submetido a forças mecânicas [43], isto é, o shear stress é
proporcional à shear rate sendo que a viscosidade é a constante de proporcionalidade
[42]. A viscosidade de um fluido Newtoniano pode ser determinada com uma me-
dida única, a qualquer shear stress e a uma determinada temperatura e pressão [43].

Por outro lado, a viscosidade em fluidos não-Newtonianos, não é constante e
depende do shear stress. Posto isto, para caracterizar as propriedades do fluido não
basta fazer uma medida da viscosidade, é necessário conhecer outros fatores [43].

O sangue é, então, considerado um fluido que contém partículas em suspensão.
Se considerássemos apenas o plasma sanguíneo este seria um fluido Newtoniano,
uma vez que é composto maioritariamente por água. Contudo, o sangue tem pro-
priedades mecânicas complexas e, dependendo do tamanho dos vasos sanguíneos, é
aproximado a um fluido não-Newtoniano. Um facto que comprova que o sangue é
um fluido não-Newtoniano é que, na presença de fibrinogénio e globulinas, se a shear
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rate for inferior a 1s�1, os eritrócitos têm a capacidade de formar uma estrutura pri-
mária designada rouleaux. Estas estruturas alinham-se umas com as outras e formam
uma estrutura secundária, um agregado tridimensional e, devido a isso, a viscosi-
dade aumenta significativamente [42]. Portanto, a viscosidade depende de vários
fatores como a shear stress e o hematócrito, e por este motivo é importante conhecer
melhor esta dependência. Normalmente a viscosidade do sangue é mais elevada que
a do plasma e aumenta quando aumenta o hematócrito [42, 43].

Como os vasos exibem ramificações é importante compreender como as rami-
ficações determinam as propriedades do fluxo. Em particular, como a viscosidade
depende do hematócrito, é necessário saber como ocorre a divisão dos eritrócitos nos
ramos filhos. De acordo com A.R. Pries et al. em [44], as variáveis mais relevantes que
influenciam, no ponto de bifurcação, a discrepância entre o hematócrito nos ramos
filhos são (i) a distribuição do volume do fluxo, (ii) a razão dos diâmetros dos tubos,
(iii) o hematócrito médio e, por fim, (iv) o perfil hematócrito do vaso pai. Surpre-
endentemente, os ângulos que os segmentos envolvidos na ramificação fazem entre
si não apresentam uma relevância significativa no que diz respeito à disparidade do
hematócrito.

Em relação à distribuição do fluxo e também ao hematócrito médio, os glóbulos
vermelhos e o plasma não são divididos igualmente pelos ramos, ou seja, devido à
natureza do sangue, em pontos de ramificação existe uma repartição assimétrica das
células e do plasma para os ramos filhos. Assim, existe uma heterogeneidade de he-
matócrito o que leva a uma redução do hematócrito em ramos com baixo fluxo; em
geral, o vaso menor com menor volume de fluxo apresenta menos hematócrito. Este
mecanismo é chamado efeito de separação de fase [44, 45] como pode ser observado
na figura 1.4. É ainda possível que a distribuição do fluxo seja ainda mais assimétrica
e vasos mais pequenos acabem por serem preenchidos apenas por plasma sem qual-
quer célula vermelha e não há, por isso, formação de rouleaux e o índice de agregação
é, por isso, zero [46] e este vaso torna-se não funcional. Este fenómeno é conhecido
como plasma skimming e está representado na figura 1.4 (b).
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FIGURA 1.4: Representação do efeito separação de fase. (a) distribuição
desigual de elementos do sangue; (b) plasma skimming o vaso menor não

recebe qualquer célula vermelha. Retirada de [47].

Outro efeito que leva à redução da viscosidade do sangue e que está relacionado
com o diâmetro do vaso é designado por efeito e Fähraeus-Lindqvist e está represen-
tado na figura 1.5. Este efeito observa-se quando a resistência ao fluxo sanguíneo e
outras suspensões de glóbulos vermelhos diminuem à medida que diâmetro do vaso
se reduz até menos de 1 mm e isto é ainda mais evidente para vasos com diâmetros
de 100 a 300 µm. Este efeito deve-se ao facto de que as células tendem a escoar na
região central do vaso, e portanto, forma-se uma camada livre de células junto às
paredes. Se o diâmetro do vaso for reduzido, a área desta camada é comparável ao
núcleo central e a viscosidade aparente é reduzida, ou seja, a migração radial dos
glóbulos vermelhos atua para diminuir o hematócrito adjacente à parede do vaso e a
viscosidade do sangue diminui [48, 42, 49].
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FIGURA 1.5: Representação do efeito Fähraeus-Lindqvist. As células (Red
Blood Cells, na figura representadas a vermelho) encontram-se na zona
centro do vaso formando uma camada livre de células (Cell-Free Layer)

constituída apenas por plasma junto às paredes. Retirada de [50].
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Capítulo 2

Métodos

Para a realização do presente projeto foram utilizados diversos métodos com-
putacionais que serão descritos de seguida. Inicialmente será explicado de forma
abreviada o método de segmentação usado para obter a rede vascular da imagem.
No entanto como a rede obtida não será fechada, apresentando vasos isolados, os va-
sos mais finos serão modelados através de um passeio aleatório suave, uma vez que,
para que o cálculo do fluxo sanguíneo seja possível, é fundamental fechar a rede. E,
por fim, será apresentado o método implementado para o cálculo do fluxo.

2.1 Método de Segmentação

O método usado para segmentar a imagem está descrito em [51] e pertence à
categoria dos métodos Multi-escala. Este método tem por base o Filtro de Frangi [52],
que considera o facto dos vasos aparecerem em tamanhos diferentes introduzindo
uma medida de escala, s. Primeiramente é feita uma aproximação que considera a
expansão de Taylor (ver apêndice A.1), na vizinhança de um ponto x
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Esta expansão aproxima a estrutura da imagem até à segunda ordem. r
o,s

e H
o,s

são, respetivamente, o vetor gradiente e a matriz Hessiana (apêndice B.1 e B.2), da
imagem calculadas em x

o

à escala s [52].

Para calcular os operadores diferenciais de L usam-se conceitos da teoria escala-
espaço. Esta teoria afirma que na ausência de qualquer informação prévia sobre a
escala apropriada para uma determinada tarefa visual (isto porque para diferentes
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escalas um objeto pode ter diferentes percepções), a abordagem correta será repre-
sentar a imagem em escalas múltiplas. Assim a diferenciação pode ser definida como

@

@x
L(x, s) = s�L(x) ⇤ @

@x
G(x, s) (2.2)

onde o parâmetro � é definido para normalizar as derivadas e a gaussiana a D di-
mensões é definida como

G(x, s) =
1

p
(2⇡s2)

D

e�
||x||2

2s2 (2.3)

É importante fazer esta normalização para que seja possível comparar, de forma
correta, a resposta aos diferentes operadores a diferentes escalas. É também impor-
tante analisar a matriz Hessiana, ou seja, as segundas derivadas, para a deteção de
vasos não só porque as derivadas de segunda ordem descrevem a curvatura local
de L mas também porque numa escala s, a segunda derivada do kernel da gaussiana
permite medir o contraste entre regiões dentro e fora do intervalo (-s,s) na direção da
derivada [52].

Assim, para uma imagem de coordenadas x=[x1, . . . , x
D

]T , derivando 2.4 para
as diferentes coordenadas obtém-se a H a matriz Hessiana, DxD.

H
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j

G(x, s) para i,j=1,...D (2.4)

Como descrito em [52], é assumido que os valores próprios da matriz Hessiana
estão ordenados da menor para maior magnitude (|�1||�2|, para o caso 2D). O si-
nal dos valores de � é indicador de áreas mais claras ou mais escuras, isto é, quando
o sinal é positivo então os vasos são mais escuros e o fundo é mais claro, quando o
sinal é negativo passa-se o contrário, os vasos são mais claros e o fundo é mais es-
curo. Como é possível verificar na tabela 2.1, existem diferentes padrões possíveis de
segmentar e, para cada um deles correspondem valores próprios com características
diferentes. Por exemplo, se ambos os valores próprios forem muito baixos, não existe
uma direcção preferencial e portanto sugerem áreas de ruído. Quando �1 apresenta
um valor baixo, ou seja, a variação ao longo desta direção é reduzida e portanto se
�2 apresentar um valor elevado sugere que se trate de uma estrutura tubular, pois
ao longo do vaso não se espera que haja alterações significativas. Por fim, se ambos
os valores próprios apresentarem um valor elevado, há variações em ambas as dire-
ções que sugere áreas elípticas, ou seja, estruturas semelhantes a uma gota como são
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exemplo as manchas. Para todos os tipos de estrutura o sinal dos valores próprios
depende se os vasos são mais claros ou mais escuros. Para este caso em específico,
são usados as características das estruturas tubulares, ou seja, �1 com um valor baixo
e �2 com um valor elevado e sinal negativo, pois os vasos são mais claros que o
fundo. Para cada pixel de uma imagem o filtro de Frangi produz um valor que mede
a maior ou menor probabilidade (entendida num sentido lato, não matemático) de o
pixel pertencer a um vaso. Esse valor é calculado por uma função de realce, V , que é
baseada na razão entre os valores próprios e apresenta uma resposta compreendida
entre 0 e 1.

TABELA 2.1: Padrões Possíveis e relação com os valores próprios de uma
imagem 2D (R=ruído (normalmente muito baixo), B=baixo, E=elevado,

os sinais +/- indicam o sinal do valor próprio). Adaptado de [52]

�1 �2 Padrão
R R Ruído, sem direção preferencial

B E- Estrutura tubular (clara)

B E+ Estrutura tubular (escura)

E- E- Estrutura semelhante a uma gota (clara)

E+ E+ Estrutura semelhante a uma gota (escura)

A medida de vaso é analisada para diferentes escalas. A resposta ao filtro será
máxima para a escala que estiver mais próxima do tamanho do vaso detetado. Assim,
maximizando a função de realce V , para cada ponto x, ao longo de um intervalo de
escalas s, obtém-se a resposta a um filtro multi-escala, F , ou seja,

F(x) = sup{V [eigH(x, s)] : s
min

 s  s
max

} (2.5)

onde os valores de s
min

e s
max

são selecionados de acordo com o tamanho mínimo e
máximo, respetivamente, das estruturas de interesse.

Os valores de F(x), contínuos e pertencentes ao intervalo [0-1], são de seguida
binarizados, dando origem a uma imagem binária que representa a árvore vascular
obtida com recurso ao filtro de Frangi. A binarização é efectuada aplicando a expres-
são

I
bin

(x) =

8
<

:
0 se F(x) < T

1 se F(x) > T
(2.6)

em que T é o limiar de binarização. No caso do trabalho presente T foi calculado
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usando a função graythresh do Matlab, que pode ser consultada em [53] e permite
definir um limiar adequado a cada imagem.

2.2 Passeio aleatório suave

Um passeio aleatório é uma formalização matemática de um tipo de trajetória
baseada em sucessivos passos aleatórios. Deste modo, o valor atual de uma variável
é obtido a partir do valor passado e adicionado por um pequeno termo estocástico
definido como ruído branco. Ou seja, considerando um processo discreto no tempo,

x
k+1 = x

k

+ w
k

(2.7)

onde x
k+1 é a posição seguinte a x

k

e w
k

é um termo estocástico Gaussiano e de média
zero. Esta equação indica que a mudança x

k+1-x
k

é um processo aleatório. Assim, a
melhor previsão para o valor seguinte de x é o valor atual. Como a média deste pro-
cesso aleatório é constante mas a sua variância não, este processo é não estacionário
e a sua variância aumenta com k.

O passeio aleatório simples é um processo onde, por exemplo, uma partícula, se
move a cada passo para a direita com uma probabilidade p, ou para a esquerda, com
probabilidade 1-p (considerando apenas uma dimensão). A direção de cada passo é
independente dos restantes. Se p=q=1/2 trata-se de um passeio aleatório. De modo
análogo, a duas dimensões, uma partícula pode mover-se para a esquerda e para a
direita e ainda para cima ou para baixo. Considera-se que todas as direções têm a
mesma probabilidade de ocorrer.

Para que o caminho criado seja mais suave o algoritmo adaptado procura, a cada
passo, uma direção aleatória que resulta num pequeno incremento de um ângulo ✓.
Ou seja, admitindo que se quer mover uma partícula a partir de um ponto inicial
(x,y), a partir de um ângulo ✓, em que

0  ✓  2⇡ (2.8)

adiciona-se o valor aleatório, �✓, ao ângulo, ✓, tal que

✓ = ✓ +�✓ (2.9)



2.3. Modelo Matemático para o Cálculo do Fluxo 21

Esta valor de �✓ é obtido aplicando uma certa correlação e é descrito como

�✓ = num � 0.01⇥ tg(15�✓)

⇡
(2.10)

sendo num um número aleatório pormenorizado no capítulo 3.

Calculado �✓ é então possível calcular as novas posições dando um passo nessa
nova direção 8

<

:
x = x+�x

y = y +�y
com

8
<

:
�x = p · cos✓

�y = p · sen✓
(2.11)

onde p é um factor ajustado para cada imagem que permite obter um percurso alea-
tório suave mais próximo do pretendido.

Este processo é repetido até se chegar a um determinado ponto ou atingir um
certo número de passos. Alguns pormenores deste método serão detalhados mais à
frente juntamente com a apresentação dos resultados e com a explicação da imple-
mentação do código.

2.3 Modelo Matemático para o Cálculo do Fluxo

Para o cálculo do fluxo foi utilizada, de modo semelhante ao que foi feito em
Guidoboni et al, em [54], uma analogia com a lei de Ohm. Isto porque, a lei de Ohm
estabelece que o caudal Q através de uma resistência ao fluxo, R

f

, é diretamente
proporcional à diferença de pressão �P através da resistência, com uma constante de
proporcionalidade igual ao inverso da resistência, isto é,

Q =
�P

R
f

(2.12)

e como o fluxo sanguíneo segue a lei de Poiseuille, a equação acima pode ser reescrita
como

Q =
⇡R4�P

8⌘L
(2.13)

sendo L o comprimento do vaso, R o seu raio e ⌘ a viscosidade do fluido. Portanto,
olhando para as equações 2.12 e 2.13 tira-se que,

R
f

=
8⌘L

⇡R4
(2.14)
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Então para calcular o fluxo, Q, sabendo �P, basta conhecer R
f

. Ora, dado que
R

f

depende da viscosidade, do comprimento e do raio do vaso, e como tanto o raio
como o comprimento são medidas mais simples de realizar ao contrário da viscosi-
dade que, como referido no capítulo anterior, não é constante e depende de alguns
fatores como o raio do vaso e o valor de hematócrito, calculando o valor da viscosi-
dade fica a conhecer-se R

f

.

Antes de mais é importante perceber que ⌘ na equação 2.13 é na verdade uma
viscosidade aparente, que depende do raio e do valor de hematócrito , definida como

⌘
app

(R,H
D

) = ⌘
rel

⇥ ⌘
plasma

(2.15)

em que ⌘rel, é a viscosidade relativa do sangue e ⌘plasma a viscosidade do plasma com
valor constante de 1.2x10�3 Pa · s, de acordo com [55]. Deste modo, importa focar a
atenção no termo ⌘rel.

Sabe-se que efeitos como o Fähraeus-Lindqvist, separação de fase e plasma-skimming
apresentam influências significativas no valor da viscosidade. Assim, para um deter-
minado vaso com raio R (em metros) e cujo nível de hematócrito é H

D

, sendo C a de-
pendência da viscosidade com o raio, descrito por Fähraeus-Lindqvist, a viscosidade
segue, segundo [56], a seguinte descrição paramétrica

⌘
rel

=

"
1 + (⌘0.45 � 1)

 �
1�H

D

�
C � 1

�
1� 0.45

�
C � 1

!✓
2R

2R� 1.1

◆2
#
⇥
✓

2R

2R� 1.1

◆2

(2.16)

onde ⌘0.45 é a viscosidade relativa para o valor de hematócrito de 0.45 (ou 45%) e pode
ser calculada através de

⌘0.45 = 6 · e�0.085·2R + 3.2� 2.44 · e�0.06(2R)0.645 (2.17)

e a dependência da viscosidade com o raio é definida por

C =
⇣
0.8 + e�0.075(2R)

⌘"
� 1 +

1

1 + 10�11 · (2R)12

#
+

"
1

1 + 10�11 · (2R)12

#
(2.18)

Analise-se, agora, as variações no hematócrito, H
D

. Devido à separação de fase,
o número de eritrócitos (e consequentemente o valor de H

D

) que passa do vaso mãe,
para os filhos não é igual e, portanto, o fluxo fracional de eritrócitos no vaso filho,
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ḞQE, é calculado a partir do fluxo fracional de sangue, ḞQB como

Ḟ
Q

E

=
1

1 + e
�

⇢
A+Bln

✓
Ḟ

Q

B

�X0

1�
�
Ḟ

Q

B

+X0

�
◆� (2.19)

onde A, B e X0 são parâmetros que determinam o comportamento da distribuição do
hematócrito, isto é, A quantifica a assimetria da distribuição das células entre os vasos
filhos enquanto B caracteriza a forma sigmoidal da função de distribuição e, por fim,
X0 indica a fração de escoamento crítico abaixo do qual ocorre plasma skimming, ou
seja, não há células vermelhas a entrar no respetivo vaso filho [44]. Como explicado
em [55], os valores mais adequados para estes parâmetros, admitindo que existem n
vasos filhos, são

A
i

=

�6.96ln
✓

D

i

hD
out

i
i

◆

hD
in

i com hD
out

i
i

=

�P
n

j=1 Dj

�
�D

i

n� 1
(2.20)

B = 1 + 6.98

✓
1� hH

D

in

i
hD

in

i

◆
X0 =

0.4

hD
in

i (2.21)

onde hH
D

in

i e hD
in

i são, respetivamente, a média dos valores de hematócrito e a
média dos diâmetros de todos os vasos mãe e A

i

é calculado para o vaso filho i.

Recorrendo à definição de hematócrito, número de glóbulos vermelhos por mi-
lilitro de sangue, este pode ser expresso através da razão do fluxo fracional de eri-
trócitos, ḞQE, pelo fluxo fracional de sangue, ḞQB. Assim H

D

pode ser calculado da
seguinte forma

H
D

= H
F

· ḞQ

E

Ḟ
Q

B

(2.22)

onde H
F

corresponde ao valor de hematócrito do vaso mãe. No entanto, é ainda
possível simplificar a expressão anterior, uma vez que ḞQB é a razão entre o fluxo de
volume de sangue, QB, e o fluxo no vaso mãe, QF, e portanto

H
D

= H
F

· Ḟ
Q

E

· QF

Q
B

(2.23)

Posto isto, é então possível calcular o fluxo sanguíneo da rede vascular da retina.
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Capítulo 3

Resultados

Neste capítulo serão apresentados os resultados do presente trabalho bem como
a sua discussão. Apesar de no capítulo anterior terem sido explanados os princi-
pais métodos usados serão desenvolvidas explicações extra para a compreensão do
presente projeto. Serão ainda apresentadas algumas discussões sobre os resultados.

Os programas computacionais estão divididos em dois grupos, o primeiro rela-
tivo ao processamento da imagem necessário para a representação da rede vascular
e o segundo relativo aos métodos necessários para o cálculo do fluxo. Esta divi-
são ocorre também na linguagem computacional, já que para os métodos usados no
processamento da imagem necessários para a representação da rede vascular foram
desenvolvidos usando a linguagem de programação MATLAB e as restantes opera-
ções, como é o caso da aquisição das informações dos vasos, cálculo das bifurcações
ou cruzamentos, fecho da rede e cálculo do fluxo foram desenvolvidos na linguagem
de programação C/C++.

Inicialmente começa-se por ler a imagem e representar a sua máscara, de seguida
é calculada a imagem normalizada para melhorar o desempenho do método de seg-
mentação e obter a melhor rede vascular possível. Depois de obtida a rede vascular
verificou-se que esta é uma rede aberta e portanto é necessário fechá-la. Posterior-
mente são então identificados os nós e numerados os vasos para que seja possível
retirar algumas informações destes, nomeadamente o seu comprimento e diâmetro.
É ainda pedido ao utilizador que selecione os vasos de entrada e de saída e são re-
movidos todos os vasos que não se encontram conectados aos vasos de entrada e de
saída e apresentem extremidades desconectadas. Por fim, reunidas todas as condi-
ções necessárias é calculado o fluxo da rede. Na figura 3.1 encontra-se o fluxograma
com os principais métodos. É também possível verificar a divisão em dois grupos, o
primeiro, relativo ao processamento da imagem, representado a laranja e o segundo,
relativo ao cálculo do fluxo, a azul.



26 Capítulo 3. Resultados

Imagem
Original Máscara Imagem

Normalizada
Rede

Vascular

Fecho da
Rede

Identificação
dos nós e

numeração
dos vasos

Identificação
dos vasos de

entrada e saída

Remoção de
vasos livres

Cálculo do
Fluxo

[RGB]

0/1

[0, 1]

0/1

0/10/10/1

0/1

FIGURA 3.1: Esquematização dos vários processos do presente pro-
jeto. A preto encontra-se a imagem original. A laranja encontram-se
os processos programados em MATLAB, relativos ao processamento
da imagem necessário para a representação da rede vascular. A azul
encontram-se os processos programados em C/C++, relativos aos mé-
todos necessários para o cálculo do fluxo sanguíneo. É ainda possível
ver que tipo de imagem sai de cada processo, se é do tipo RGB [RGB],

binária (0/1), ou de níveis de cinzento ([0;1]).
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Cada operação está descrita numa função que pode ou não fazer uso de outras
(as quais podem ou não ser comuns a outras operações), ou seja, os programas com-
putacionais são divididos em diferentes funções. Cada imagem é representada numa
matriz 3D. A matriz inicial, usada no MATLAB é uma matriz RGB (red, green, blue),
a matriz normalizada é uma matriz em níveis de cinzento e as restantes são todas
matrizes binárias, onde 0 corresponde ao fundo e 1 a vasos.

Durante a execução do programa é mostrada ao utilizador a imagem atual para
que este possa acompanhar a evolução da mesma. Esta apresentação é feita através
do Gnuplot e do uso de um pipeline, que permite colocar várias instruções ao mesmo
tempo no microprocessador e assim executar o programa e o Gnuplot. Este passo é
importante uma vez que é necessário estabelecer uma comunicação com o utilizador,
já que é este que indica quais os vasos de entrada e saída de sangue.

Para facilitar a apresentação dos resultados, ficam aqui registados apenas os re-
sultados referentes a uma imagem. Todos os resultados que se seguem são referentes
à imagem original da figura 3.2 que faz parte de Laser Marks Dataset [57].

FIGURA 3.2: Representação da imagem Original.
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3.1 Pré-Processamento da Imagem

Antes de se efetuar qualquer operação nas imagens é necessário restringir a área
da imagem em que pretendemos trabalhar, isto é, olhando para a figura 3.2 verifica-
se que a imagem apresenta um fundo preto resultante do facto da imagem em si ser
circular e, portanto, é necessário delimitar o que é a imagem real do que é o fundo.
Para tal é aplicado um filtro que permite criar uma máscara da imagem, ou seja, uma
imagem binária em que é 0 (preto) para o fundo e 1 (branco) para a imagem real.
Assim, aplicando esse filtro à imagem da figura 3.2 obtém-se a seguinte máscara

FIGURA 3.3: Representação da máscara da imagem. A imagem binária
a preto representa o fundo e a branco a imagem real.

Para que seja possível detetar o maior número de vasos e com a melhor infor-
mação possível foi efetuada uma normalização da imagem. Para normalizar uma
dada imagem I0 com dimensões L

x

xL
y

é extraído o canal verde que, como referido
em [14], é considerado por vários autores como o ponto de partida da segmentação.
Este canal apresenta, em geral, um maior contraste entre os vasos e o fundo da retina.
Obtemos deste modo, I

v

, e calculamos o valor médio de todos os pixeis, I
médio

. Divi-
dindo a imagem original em janelas é calculado o valor médio de cada janela, I

janela

.
Por fim, para cada pixel (i,j) com i=1,..,L

x

e j=1,..,L
y

obtém-se a imagem normalizada
I
norm

, aplicando a seguinte expressão

I
norm

=
I
v

⇥ I
médio

I
janela

(3.1)
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De notar que se consideram apenas os pixeis reais, isto é, os pixeis pertencentes
à máscara, sendo que os pixeis pertencentes ao fundo não têm qualquer influência na
imagem normalizada.

FIGURA 3.4: Comparação da imagem original (A) com a imagem nor-
malizada (B). A imagem normalizada é obtida após aplicação de uma
normalização à imagem original com o intuito de melhorar o contraste

dos vasos próximos da fronteira.

Na figura 3.4 pode ver-se que os vasos ficam mais nítidos nas zonas mais pró-
ximas da fronteira. Posto isto, estão reunidas as condições para aplicar o método de
segmentação.

3.2 Segmentação da Rede Vascular

Como referido no capítulo anterior, foi implementado o método descrito em [51]. Este
método baseia-se no cálculo dos valores próprios da matriz Hessiana para criar uma
nova função de realce, ou seja, que permita a identificação dos vasos distinguido-os
do fundo.

A implementação computacional do método está descrita na figura 3.5. Para
uma determinada escala, s, filtrando a imagem normalizada com um kernel gaussi-
ano (ver equação 2.3), é seguido do cálculo dos gradientes de segunda ordem. Isto
porque aplicando a derivada à equação 2.4 se chega a

H
ij

L(x, s) = s2L(x) ⇤ @2

@x
i

@x
j

G(x, s) (3.2)

onde � apresenta o valor 2, e ⇤ denota a convolução, criando-se a matriz Hessiana.
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Imagem
Normalizada

Criar
matriz Hessiana

Calcular os
valores

próprios da
matriz Hessiana

Construção
de função V

Calcular o
máximo, Vmax

s

Escala
no1?

V max
s

>V?

V=V max
s

Nova s?

Rede
vascular

Sim

Sim

Sim

Não

Não

FIGURA 3.5: Fluxograma do programa computacional de segmentação
da rede. A cinzento encontram-se representadas as imagens antes e de-
pois de aplicado o método, a azul os processos efetuados e a rosa as

regras de decisão.
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De seguida calculam-se os seus valores próprios e constrói-se a função V . Depois de
construída a função de realce, V

P

, é calculado o seu máximo, Vmax
s

. Se estivermos
perante a primeira escala a ser calculada, a resposta ao filtro, F , toma o valor de
Vmax

s

. Quando tal não acontece, se o Vmax
s

for maior que o valor F então este
assume o valor de Vmax

s

, caso contrário mantém-se igual a F . Está então concluída
a análise para a escala s. Se existir mais uma escala para analisar repete-se o processo;
caso contrário o programa termina, obtendo-se assim a imagem da rede vascular, F .

A execução deste programa computacional usa 5 escalas, isto é, o valor s toma
os valores de 1 a 5.

Assim, partindo da imagem normalizada, figura 3.4 (B), obtém-se a rede vascu-
lar representada na figura 3.6.

FIGURA 3.6: Imagem após aplicado o método de segmentação.

Analisando a imagem da figura anterior e comparando-a com a figura 3.2 pode
verificar-se que, no geral, obteve uma boa descrição da rede onde é possível distin-
guir vasos com diferentes propriedades como é o caso do seu calibre. No entanto são
detectados vários erros importantes na segmentação como é o caso da inclusão de
vasos que não existem na fóvea e na fronteira do disco óptico.

Contudo não foi possível tratar esta questão. Uma proposta de resolução rápida
poderia ser pedir ao utilizador, visto que se pretende que exista interação com este,
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para selecionar os vasos que considera que não deveriam aparecer na segmentação;
com algum tempo de estudo deste problema melhores soluções iriam surgir.

Outro aspecto a referir é o facto da segmentação de algumas artérias e veias junto
ao disco óptico serem identificadas como apenas um vaso o que, inevitavelmente, irá
alterar o cálculo do fluxo, resultando valores incorrectos. Apesar disso, e como já é
referido, o maior objectivo é compreender se é possível efectuar o cálculo do fluxo e,
portanto, será utilizada esta segmentação com a salvaguarda de que esta pode e deve
rá ser melhorada num trabalho futuro.

É ainda possível ver que os vasos não são contínuos, isto é, existem várias termi-
nações, tratando-se por isso de uma rede aberta. Esta falta de continuidade deve-se
ao facto de existirem capilares de reduzidas dimensões que não foram segmentados.
Isso é compreensível pois a qualidade imagem não o permite, sendo que até para um
ser humano é difícil identificá-los. E é também devido à abertura angular da imagem,
uma vez que não é possível ver na totalidade a rede vascular, pois a imagem resulta
do registo de apenas uma parte da retina. Por estas razões é necessário fechar a rede
para que posteriormente possa ser calculado o fluxo.

3.3 Fecho da Rede

Para realizar o fecho da rede é então necessário compreender as propriedades e a
distribuição dos capilares de menor calibre, para que seja possível aplicar um critério
ou algoritmo que simule tais propriedades e a distribuição destes. Olhando para a
figura 3.7 (cuja escala é da ordem dos 600⇥600µm), que representa a retina dos ratos
(mamífero que é muitas vezes estudado), verifica-se que os vasos formam pequenas
circunferências ficando com um aspecto de rede. Contudo, quer-se chegar o mais
próximo possível da realidade humana.



3.3. Fecho da Rede 33

FIGURA 3.7: Rede vascular de um rato. Retirado de [58]

Após alguma pesquisa surgiram as imagens da figura 3.8 (cuja escala é da or-
dem dos 300⇥300µm) que mostram alguns dos vasos mais pequenos da retina e uma
distribuição diferente da representada na figura 3.7. Estas imagens foram obtidas
através da técnica Adaptive Optic Scanning Light Ophthalmoscope (AOSLO), que per-
mite visualizar estruturas microscópicas na retina humana, e dão uma ideia geral de
como será a distribuição dos vasos de menor calibre.

Como se pode ver nesta imagem os vasos têm uma distribuição ligeiramente
aleatória, cruzando-se várias vezes, formando assim um aglomerado de vasos entre-
laçados entre si.

FIGURA 3.8: AOSLO. Adaptado a partir de [59]

No sentido de simular esta distribuição dos vasos, e após alguma reflexão, optou-
se por simular um percurso aleatório uma vez que esta distribuição dos vasos se asse-
melha a um percurso aleatório. No entanto o caminho que os vasos percorrem é um
caminho suave, isto é, a direção dos vasos não muda drasticamente mas sim ligeira-
mente de pixel para pixel e assim o algoritmo foi adaptado para se aproximar o mais
possível deste comportamento. A esta adaptação designou-se por passeio aleatório
suave.
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FIGURA 3.9: Fluxograma do programa computacional de percurso alea-
tório. A cinzento encontra-se o resultado da aplicação do método, a azul

os processos efetuados e a rosa as regras de decisão.
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O algoritmo passeio aleatório suave adaptado de [60] é aplicado num ciclo de
200 iterações e a sua implementação está representada através do fluxograma da fi-
gura 3.9. Começa por escolher, aleatoriamente, um pixel que pertença à máscara e a
um vaso, inicializando todas as variáveis necessárias à sua execução. Após a iniciali-
zação das variáveis, é gerado um número aleatório, ↵, entre 0 e 1, e calcula-se a nova
direção, ou seja,

dir = (2↵� 1)⇥ 0.01� 0.01⇥ tg(15�✓)

⇡
(3.3)

onde dir, estará entre [-0.01; 0.01], e calcula-se �✓ e também ✓ definidas como

�✓ = �✓ + dir

✓ = ✓ +�✓
(3.4)

✓ fica, assim, mais restrito devido ao valor de dir, variável que permite que não
haja uma mudança de direção brusca, ou seja, que o valor de ✓ não varie signifi-
cativamente, e consequentemente, que não haja um caminho aleatório com variações
abruptas. Com o novo valor de ✓ é então calculado o valor do novo pixel, sendo
que, como se trata de um passeio aleatório depende do valor anterior, definido pela
equação 2.11, onde p tomou o valor de 0.2, ou seja,

x = x+ 0.2⇥ cos(✓)
y = y + 0.2⇥ sin(✓)

(3.5)

Se os valores de x e y pertencerem à máscara e o número de iterações for inferior
a 1000 então o processo continua, caso contrário volta a inicializar as variáveis, sele-
cionando um pixel aleatório que pertença à rede e continua o processo, repetindo-o
200 vezes, obtendo-se por fim, a figura 3.10.

FIGURA 3.10: Imagem após Random Walk
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Na figura 3.10 é possível verificar que alguns pontos referidos aquando a seg-
mentação da rede têm uma influência negativa no resultado da aplicação do passeio
aleatório suave. Isto porque, como é possível verificar na figura, a fóvea permite a
ligação de alguns vasos o que não deveria acontecer pois a área da fóvea é conhecida
pela ausência de vasos.

Comparando ainda a figura 3.10 com a figura 3.8, é possível ver semelhanças.
Na figura obtida pelo passeio aleatório os vasos têm também uma distribuição aleató-
ria entrelaçando-se uns nos outros, formando vários aglomerados de vasos. Portanto,
o método do passeio aleatório suave é uma boa aproximação.

Como foi referido anteriormente, estes novos vasos foram gerados com o intuito
de se assemelharem aos vasos de menor calibre e, para que se aproximassem o mais
possível, a sua representação foi feita com as menores dimensões possíveis, ou seja,
os novos vasos estão representados com um diâmetro de apenas um pixel.

No entanto é possível ver que a rede ainda apresenta alguns vasos isolados e
sem continuidade. Estes vasos serão tratadas mais à frente, por agora continuaremos
com esta rede praticamente fechada.

3.4 Recolha de informação dos vasos

Concluída a deteção e a recriação da rede vascular serão adquiridas as informa-
ções importantes da rede como, por exemplo, o número de vasos e a localização dos
nós. Para tal é necessário reduzir a rede à menor espessura possível, isto é, reduzir
os vasos ao diâmetro de um pixel, para que a localização dos nós, por exemplo, seja
facilitada. Portanto, reduzindo a rede obtém-se a figura 3.11.
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FIGURA 3.11: Rede reduzida

Tanto para a redução da rede como para a localização dos nós foram considera-
dos apenas os quatro vizinhos mais próximos. Portanto, para um pixel ser conside-
rado um nó, é necessário cumprir uma de duas condições:

• apresente mais do que dois vizinhos que pertençam a um vaso;
• apresente apenas um vizinho que pertença a um vaso.

Assim, um nó é um pixel onde é considerado que existe uma bifurcação ou trata-
se de uma terminação do vaso. Mais tarde será tratada esta situação das terminações.
Na figura 3.12 pode ver-se a localização dos nós da rede.

Relativamente aos vasos, estes foram numerados e para cada vaso foi feita uma
aproximação quer ao seu comprimento quer ao seu diâmetro. Para estimar o valor
do comprimento de cada vaso contou-se o número de pixeis que vão de um nó ao
seguinte, ou seja, todos os pixeis que pertencem a determinado vaso. Quanto ao
diâmetro, a estimativa passou por aproximar os vasos a retângulos, e então

Área = comprimento ⇥ largura ,

, A = c⇥ d , d =
A

c

(3.6)

onde c e d são o comprimento e diâmetro, respetivamente. Assim, calculando o nú-
mero de pixeis pertencentes ao vaso obtemos a área e, sabendo o comprimento, ob-
temos uma aproximação do diâmetro.
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FIGURA 3.12: Localização dos nós da rede. A vermelho encontram-se
representados os nós e a preto os vasos da rede.

Tratada a informação relevante sobre os vasos é possível inquirir quais os vasos
de entrada e saída de sangue. Para isso, e como referido anteriormente, é necessária
uma interação com o utilizador que indicará quais os vasos em que considera que en-
tra ou sai sangue pelas coordenadas de um pixel de cada vaso. Depois a informação
dada pelo utilizador é verificada, isto é, é testado se realmente os pixeis em questão
pertencem ou não a um vaso e, caso não pertençam, é selecionado o vaso mais pró-
ximo deste, e são identificados estes vasos. Neste caso em particular, e devido aos
erros de segmentação já indicados, decidiu-se verificar o código escolhendo como
pontos de entrada e de saída do sangue, dois locais bastante afastados um do outro.
Isto porque a segmentação introduziu várias ligações entre artérias e veias principais
que deveriam ser retiradas e que impossibilitam o cálculo correcto do fluxo. Deste
modo, os pontos escolhidos para entrada e saída não são os locais fisiológicos, mas
sim dois locais suficientemente separados de modo a se poder testar o algoritmo de
cálculo do fluxo (ver figura 3.13).

Para que possa ser calculado o fluxo falta apenas tratar os vasos que não têm
continuidade, ou seja, vasos que apresentam terminações. Assim é necessário re-
mover estes vasos. Para isso são analisados os nós que só apresentam um vizinho
pertencente a um vaso, que anteriormente designei por terminações, e a partir des-
tes são removidos os vasos. É ainda importante remover os vasos que se encontram
isolados, isto é, que não estão conectados com os vasos de entrada e saída. Para tal
verifica-se essa condição, ou seja, verifica-se quais os vasos que não estão conectados
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de algum modo aos vasos de entrada e saída e são depois removidos. A imagem
seguinte apresenta uma possível escolha para os vasos de entrada e saída bem como
a rede completamente fechada e sem qualquer tipo de vaso isolado ou terminações
(à exceção dos vasos de entrada e saída de sangue).

FIGURA 3.13: Representação dos vasos de entrada e de saída de sangue.
A vermelho encontra-se representado o vaso de entrada e a azul o vaso

de saída.

3.5 Cálculo do Fluxo

As bifurcações têm um papel importante no cálculo do fluxo e é portanto impor-
tante haver uma distinção entre bifurcações e sobreposição de vasos. Deste modo,
antes da implementação do cálculo do fluxo foi necessário analisar os nós, isto por-
que existia uma grande concentração de nós em determinadas áreas e que influen-
ciariam negativamente os resultados do fluxo. Este excesso de nós deve-se a dois
fatores distintos; o primeiro prende-se com o facto de se considerar apenas os quatro
vizinhos mais próximos o que leva, em algumas situações, a nós adjacentes; o outro
deve-se ao facto de não se distinguir entre bifurcações e cruzamentos. Isto porque
como se trata de uma imagem a duas dimensões é perdida a noção de profundidade.
Assim, para se resolver esta situação e diminuir a influência destes aglomerados de
nós, eliminaram-se alguns nós adjacentes e fez-se uma análise aos restantes. Esta
análise é, no fundo, um critério que permite fazer uma distinção entre bifurcações
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e cruzamentos e consiste em verificar quais os nós que apresentam quatro vizinhos
pertencentes a vasos e que estejam a uma distância mínima, escolhida como 100 pi-
xeis, de outro nó.

Com o intuito de conhecer o fluxo da rede calculada foi implementado um al-
goritmo baseado no método descrito na secção 2.3 do capítulo 2. O algoritmo está
esquematizado na figura 3.18. Este algoritmo começa por iniciar as variáveis neces-
sárias à execução do programa, como é o caso da informação relativa aos vasos e
nós, bem como à viscosidade do plasma, ⌘

plasma

, que, segundo [55], tem o valor de
1.2x10�3 Pa·s. Uma vez que é necessário usar unidades de medida coerentes é neces-
sário passar a informação dos vasos (o diâmetro e comprimento), para as unidades
corretas. Assim é necessário conhecer a relação entre pixeis e as unidades de compri-
mento. Esta relação é obtida pelo diâmetro do disco ótico. Isto porque calculando o
diâmetro do disco ótico em número de pixeis pode obter-se a relação pixel/mm uma
vez que se sabe que a medida real do diâmetro do disco ótico está entre 1.5 e 2 mm
[29]. Por isso é necessário determinar o número de pixeis que constituem o diâmetro
do disco ótico.

Como se pode ver na figura 3.4, o disco ótico está representado por uma área
mais clara o que permite utilizar um critério para detetar o disco ótico. O algoritmo
implementado para a deteção do disco ótico partilha a filosofia do que foi desenvol-
vido em [29], isto é, aproxima-se o disco ótico a um circulo de centro (a,b) e raio r.
De seguida calcula-se o número de pixeis que são superiores a um determinado li-
miar (para este caso foi usado um limite de 165) para todos os círculos que é possível
construir na imagem, variando a, b, e r, até que se obtenha um único máximo. As-
sim que se obtenha o máximo, registam-se os valores de a e b (para este caso a=270,
b=560) e calcula-se novamente o número de pixeis que apresentam um valor superior
ao limiar à medida que se altera o raio, r, e regista-se a fração, f, que é dada por

f = número de pixeis

⇡r2
(3.7)

Obtidos todos os valores possíveis procura-se o valor do raio para o qual f é mais
próximo de 1, e faz-se a correspondência com as unidades reais do disco ótico. No
entanto, como se pode ver pela figura 3.14(A), esta deteção falha o centro do disco
ótico uma vez que existem vasos que dificultam esta análise. Assim, para além do
método, foi necessária a visualização da imagem e reajuste dos valores ideais para ca-
racterizar o disco ótico, que para este caso são a=265, b=600, r=50, e está representado
na figura 3.14(B).
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FIGURA 3.14: Representação do disco ótico (A) pela implementação do
método baseado no facto do disco ótico apresentar uma área mais clara e
(B) obtida com o reajuste manual dos valores ideais para a caracterização

do disco ótico.

Assim, dado que o raio usado na imagem da figura 3.14(B) é de 50 pixeis fica a
saber-se que

2⇥ r = 2 ,
, 2⇥ 50 pixeis = 2 ,
, 1 pixel = 0.02 mm

(3.8)

sendo que, portanto, 1 pixel corresponde a 0.02 mm, ou seja, 20 µm.

Calculado o valor correspondente de um pixel é possível então calcular ⌘0.45,
através da equação 2.17, e ainda o parâmetro C seguindo a equação 2.18 ficando,
portanto, reunidas as condições para calcular ⌘

rel

(equação 2.16) e, consequente-
mente ⌘

app

(equação 2.15).

Dado que, relembro, se fez uma analogia com a lei de Ohm é, necessário o cálculo
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de R
f

. Para o cálculo do fluxo são ainda necessárias duas matrizes, A e b. Estas
matrizes descrevem o sistema linear de equações,

Ax+ b = 0 (3.9)

em que A é dada por

A
ii

= �
nvP
k=2

1

R
f

k

A
ij

=
nvP
k=2

1

R
f

k

(3.10)

e b por

b
k

=
nvX

k=2

P
fix

R
f

k

(3.11)

onde nv é o número de vasos filhos, i é o número do nó, k é o número do vaso ligado
ao nó e P

fix

a pressão de entrada e saída. Os valores usados para a pressão de entrada
e de saída foram, respetivamente, 9860 Pa e 2060 Pa descritos em [55].

Para resolver este sistema de equações utilizou-se o Pardiso, um pacote de alto
desempenho, robusto para a resolução de grandes sistemas de equações lineares si-
métricos e assimétricos e de memória distribuída, que pode ser encontrado em [61].
Assim, dado A e b, o Pardiso resolve o sistema da equação em ordem a x, que repre-
senta a diferença de pressão, �P. Resolvido o sistema é calculado o efeito da separa-
ção de fase através da função ’Separação de Fase’ que está esquematizada na figura
3.16 e repete-se o algoritmo duzentas vezes.

A função ’Separação de Fase’, inicializa o valor de hematócrito, H
D

, a 0.45, valor
de referência encontrado em [55]. De seguida analisam-se os nós e verifica-se quantos
vasos estão conectados a cada nó. Se existir apenas um vaso ligado ao nó, significa
que se trata do nó de entrada ou saída e portanto H

D

= 0.45, caso contrário são calcu-
lados os valores de ḞQB e ḞQE para que seja então possível calcular H

D

. Repete-se esta
função cem vezes e atualizam-se os valores de H

D

de cada vaso.
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Iniciar
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FIGURA 3.15: Fluxograma do programa computacional para o cálculo
do fluxo. A cinzento encontra-se o resultado da aplicação o método, a

azul os processos efetuados e a rosa a regra de decisão.
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FIGURA 3.16: Fluxograma da função Separação de Fase do programa
computacional do cálculo do fluxo. A cinzento encontra-se o resultado
da aplicação da função, a azul os processos efetuados e a rosa a regra de

decisão.
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Após a aplicação do programa do fluxo à rede representada na imagem da fi-
gura 3.13 obteve-se a pressão para cada nó e o fluxo da rede representados, respeti-
vamente, nas figuras 3.17 e 3.18

FIGURA 3.17: Representação da pressão da rede vascular (em Pascal).

Como se pode ver na figura 3.17, os valores da pressão variam entre 0 e 10 000
Pa, o que seria expectável dado que o valor de pressão máxima, 9860 Pa, ocorre no
vaso de entrada. A pressão vai diminuindo à medida que se percorre os vasos no
sentido do vaso de entrada para o vaso de saída.

FIGURA 3.18: Representação do fluxo sanguíneo da rede vascular (em
m3/s.
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Quanto ao fluxo, pode verificar-se que se encontra entre 0 e 2x10�18 m3/s o que
está de acordo com [55] que refere que o valor de referência para o fluxo será de
1x10�18 m3/s. Na figura 3.18 é também possível visualizar que o fluxo é igual no
vaso de entrada e de saída o que indica que não haverá perda de fluxo.
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Capítulo 4

Conclusões e Trabalho Futuro

O cálculo do fluxo sanguíneo é uma estimativa importante para o acompanha-
mento e diagnóstico da retinopatia diabética. Esta requer alguns procedimentos pré-
vios como a segmentação de imagens porque a aquisição da rede vascular passa por
processar as imagens obtidas dos exames médicos, como as retinografias. Estas não
só não representam a totalidade da retina como ainda apresentam diferentes ângulos
de imagem para imagem.

Para obter a melhor rede vascular possível foi necessário o pré-processamento da
imagem, como é exemplo a normalização da imagem bem como o uso de um método
de segmentação eficiente. A normalização permitiu obter uma rede mais completa,
detetando pixeis mais difíceis de separar, como é o caso dos pixeis mais próximos
da fronteira da imagem que apresentam um contraste inferior. Quanto à segmenta-
ção, dado ser um processo fulcral para o sucesso do cálculo do fluxo, foi realizado
um estudo sobre os vários métodos existentes de modo a que se conseguisse escolher
um método que cumprisse os objetivos que se pretendia, nomeadamente a aquisi-
ção de uma rede vascular realista. Durante este estudo vários métodos surgiram, no
entanto, apesar de obterem uma grande quantidade dos vasos da rede falhavam na
representação dos mesmos o que dificultaria, posteriormente, o cálculo do diâmetro
e resultaria numa rede vascular irrealista. Por estas razões utilizou-se o método ba-
seado nos valores próprios da matriz Hessiana que satisfez com sucesso as condições
necessárias permitindo obter uma rede com um aspeto próxima do real. No entanto,
este método ainda não é suficiente para permitir um cálculo dos valores fisiológicos
do fluxo devido a considerar, incorrectamente, vasos extra na zona da fóvea e no
disco ótico, e a ligar artérias com veias. A segmentação da retina dificulta assim a
obtenção de fluxos realistas neste trabalho, sendo portanto um ponto a melhorar no
futuro.

O facto das imagens não apresentarem a totalidade da retina promoveu um dos
maiores desafios a enfrentar no presente trabalho: o fecho da rede. No entanto, este
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problema foi ultrapassado com a programação de um passeio aleatório, um passo
muito importante no presente trabalho, que permitiu que sem qualquer conheci-
mento prévio se reproduzisse uma rede com características significativamente pró-
ximas do real. Este passo foi, sem dúvida, uma grande mais valia para o presente
trabalho, pois sem a realização do mesmo era impossível o cálculo do fluxo.

Quanto ao cálculo do fluxo, apesar de funcional, poderá ser melhorado através
do uso de um melhor método de distinção entre bifurcações e sobreposição de vasos
resultando numa eliminação de nós mais correta. O método usado para a eliminação
é prática e simples mas pode ser melhorada para que seja obtida uma aproximação
biológica mais realista e consequentemente um valor do fluxo sanguíneo mais pró-
ximo do verdadeiro.

Concluindo, o cálculo do fluxo, principal objetivo do presente trabalho, foi cum-
prido, no entanto pode ainda ser melhorado através de um critério mais rigoroso
para a distinção entre bifurcações e os vasos que se sobrepõem bem como pela aqui-
sição de informação dada pelo utilizador. Outro aspecto que pode ser melhorado é o
número de vasos adicionados para o fecho da rede. Isto porque, durante a realização
do fecho da rede pode ainda ser adicionado o critério referente à densidade de vasos
esperado na retina. Assim, para um trabalho futuro, para além de se desejar tornar
a deteção automática do disco ótico eficaz, pretende-se melhorar o cálculo do fluxo
com o melhoramento do critério de distinção entre bifurcação e cruzamento e den-
sidade dos vasos da retina. Deve-se também melhorar o processo de segmentação
utilizado, incluindo a interação com o utilizar de modo a controlar os erros cometi-
dos pelo método. Pretende-se assim criar uma plataforma útil, intuitiva e interativa
que permita uma comunicação constante com o utilizador, um profissional de saúde,
que poderá ajudar na distinção entre nó e bifurcação e identificar quando dois va-
sos forem aglutinados na segmentação. Esta plataforma deverá também permitir a
apresentação dos resultados obtidos, nomeadamente do fluxo.
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Apêndice A

Expansão de Taylor

A.1 Expansão de Taylor: Definição e Formulação

Qualquer função contínua e infinitamente diferenciável pode ser representada
pela série de Taylor como uma soma infinita de termos que são calculados a partir do
valor da derivada num determinado ponto. Na prática, todas as funções são aproxi-
madas usando um número finito de termos da sua série de Taylor, o que implica um
certo erro. O erro máximo que pode ocorrer na aproximação à função dentro de um
intervalo da variável é denominado como o limite superior de erro [62].

Considerando uma função contínua com derivadas contínuas até ordem n no
intervalo [a;b] e que x e x0 pertencem a esse intervalo então pelo teorema de Taylor,

f(x) = f(x0) + f
0
(x)(x� x0) +

1
2!f

00
(x)(x� x0)2 + · · ·+ 1

n!f
n(x)(x� x0)n +R

n

(A.1)
onde fn(x) é a n-ésima derivada da função f(x) no ponto x e o residual, R

n

, pode ser
escrito como

R
n

=
fn+1(✏)(x� x0)n+1

(n+ 1)!
(A.2)

Se a função f for infinitiamente diferenciável, isto é, se admitir derivadas de
todas as ordens e se

lim
x!1

R
n

= 0 (A.3)

então a série infinita é chamada expansão da série de Taylor de f(x). E portanto,

f(x) = f(x0) + f
0
(x0)(x� x0) +

1
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00
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Apêndice B

Gradiente e Matriz Hessiana

B.1 Gradiente

Seja f(x) uma função real e diferenciável num ponto de coordenadas (x1,x2,. . . ,x
n

). O
seu gradiente, r

f

de f(x1,x2,. . . ,x
n

) é um vector que aponta na direção do crescimento
mais rápido de f [63].

O gradiente expressa como uma função muda em cada direção ortogonal. Se a
função f(x) for escrita em coordenadas cartesianas (x,y) de uma estrutura de referência
I=(O, e

x

, e
y

) então o gradiente da função f(x) é

rf =
@f

@x
e
x

+
@f

@y
e
y

(B.1)

B.2 Matriz Hessiana

Todas as combinações das derivadas parciais de segunda ordem de uma dada
imagem a D dimensões formam uma matrix DxD conhecida como a matriz de Hes-
sian,

H =

2
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(B.2)

Aplicando uma rotação das coordenadas do sistema, a matriz Hessiana transforma-
se por

H 0 = RrRT (B.3)
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onde R é a matriz do rotacional ortogonal. Encontrando um sistema de coordenadas
que transforme R nas coordenadas principais obtém-se a matriz Hessiana diagonal
[64]

H =

2
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