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Resumo

Nesta dissertagao, o objetivo principal é a modelacao e simulacao
numérica das equacoes de Navier-Stokes para descrever fluidos incom-
pressiveis em dominios médveis.

O trabalho divide-se em trés etapas principais: a derivagao das equa-
¢oes, a metodologia numérica e a sua simulacao num exemplo pratico.

Na primeira fase, fazemos a deducao das equagOes que assenta em
dois principios base - as leis da conservacao da massa e da conservagao
do momento linear - e no teorema de transporte de Reynolds.

A segunda fase inicia-se com uma introducao nos espacos de fungoes
que irao ser utilizados ao longo do texto. De seguida, obtemos a formu-
lacao fraca do problema derivado da primeira fase do trabalho. Fazemos,
ainda, uma apresentacao do método dos elementos finitos que é til para
a discretizagao numérica do problema. Nesta etapa, distinguimos dois
casos possiveis para a resolucao numérica das equacoes de Navier-Stokes:
o caso de um dominio nao mével e o caso de um dominio mével. Para
cada um dos casos, apresentamos a discretizacdo no tempo e no espaco.

Por fim, desenvolvemos um caso pratico, recorrendo ao software Fre-
eFem++, conjugando os sub-problemas desenvolvidos ao longo do texto
- a discretizagao da funcao ALE, do tempo e do espago.

Palavras Chave: Equacgoes de Navier-Stokes, fluidos incompressiveis, dominios

moveis, método dos elementos finitos, diferencas finitas, FreeFem++-.

Abstract

In this thesis, the main subject is to model and numerically simulate
the incompressible Navier-Stokes equations in moving domains.

This work is divided in three parts: the derivation of the equations,
the numerical methodology and its simulation on a practical situation.

First, we deduce the Navier-Stokes equations using the mass con-
servation law, the conservation of linear momentum land the Reynolds
transport theorem.

Second, we initiate with an introduction in functional spaces which
will be used throughout the text. Then we obtain a weak formulation
of the problem derived in the first phase of this work. In addition, we
present the finite element method which is used later for the numerical
discretization of the problem. Two possible cases for the numerical solu-
tion of the Navier-Stokes equations are considered: a fixed domain and
a moving domain case. We present temporal and spatial discretization
for both cases using finite differences for the temporal discretization and
finite elements for the space discretization.

Finally, we simulate a practical case, using the FreeFem+-+ software.



Keywords: Navier-Stokes equations, incompressible flows, moving domains, finite

element method, finite differences, FreeFem++.
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Nomenclatura

n=23 dimensao do dominio
(e1,...,ep) base candnica de R"

f: Q=R campo das fungoes escalares
f:Q—>R" campo das fungoes vectoriais

T:Q — R™™ campo das funcoes tensoriais

T = [Tjl}'j—1 ~ componente da linha i e coluna j da matriz T, com i,j = 1,...,n
n

f= Z fie; vetor em R"
i=1

fi i-ésima componente de f

QCR" dominio aberto e limitado

v vetor normal unitario exterior a fronteira

[f] unidade de medida de f.
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Introducao

Entende-se por fluido uma substancia que se deforma continuamente ao longo do

tempo quando lhe é aplicada uma forca.

Sendo mecanica de fluidos [17] uma drea de dificil estudo, a Matemética envolvida
nao é, por vezes, de facil manipulagdo. Assim sendo, os modelos mateméticos séo

um tanto desafiadores.

De entre os modelos matematicos existentes, as equacoes de Navier-Stokes sao dos
mais conhecidos. Estas foram derivadas no século XIX (cerca de 1840) por Claude-
Louis Navier e George Gabriel Stokes que desenvolveram equagoes diferenciais que
descrevem o movimento de substancias fluidas como liquidos ou gases, permitindo
calcular a sua velocidade e pressao. Estas foram derivadas com base em leis de
conservagao e aproximacgoes de primeira ordem. O leitor mais interessado podera

consultar [2] e [3].

Hoje em dia, estas equacoes modelam intimeros fenémenos fisicos presentes no
nosso dia-a-dia, entre os quais distinguem-se a modelagao do clima, das correntes
oceanicas, de fluxos de 4gua em oceanos, rios ou lagos, do movimento das estrelas,
do fluxo do ar dos automéveis ou avioes, entre outros e, por isso, surge o interesse

pelas equagoes de Navier-Stokes.

Para situagoes mais complexas, as solugoes destes modelos sao aproximadas atra-
vés da ajuda de software apropriado, campo denominado Dindmica de Fluidos Com-

putacional.

A derivacao das equagoes de Navier-Stokes e os métodos numéricos envolvidos
para simulagdo envolvem conhecimentos vastos da area da Analise. Assim, podem
encontrar-se em [12], [13], [14], [15], [16] e [18] resultados necessérios para todo este

procedimento.
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Equacgoes de Navier-Stokes num dominio mével

As equagdes de Navier-Stokes podem ser estudadas num dominio fixo €2, onde
podemos considerar os sistemas de coordenadas euleriano e lagrangeano, ou num
dominio §2; que se pode alterar em cada instante de tempo ¢, onde consideramos
o sistema de coordenadas euleriano-lagrangeano. No primeiro capitulo sao, entao,
apresentados os trés sistemas de coordenadas, onde sao incluidas as vantagens e
desvantagens de cada um deles. Note-se que o estudo realizado num dominio fixo é
valido também para um dominio mével, uma vez que em cada instante de tempo ¢
temos um dominio (que pode ou nao ser diferente do anterior). Neste caso, existe
a necessidade de calcular as transformagoes efetuadas no dominio e, deste modo,
a fungdo ALE desempenha este papel. Podemos encontrar mais informacoes sobre
estas abordagens em [1] e [5].

Como ponto de partida para derivar as equagoes de Navier-Stokes estao dois
principios base - as leis da conservagdo da massa e da conservagdo do momento
linear. Adicionalmente o Teorema de transporte de Reynolds também é fulcral para
a sua derivacao. Estes aspetos sao abordados no primeiro capitulo deste texto.

A existéncia e unicidade de solucao das equagoes de Navier-Stokes é um aspeto
que ainda hoje é discutido. O caso bidimensional ja foi provado, mas o tridimensional

ainda se encontra em aberto, ver [4] e [5].

Metodologia e simulagao numérica

Derivadas as equagoes de Navier-Stokes, surge a necessidade de aplicar métodos
numéricos aos dois casos de estudo - o caso de um dominio fixo e o caso de um
dominio movel - que permitam simular ambos.

O processo de discretizagao numérica é idéntico em ambos os casos. Destacam-
se as diferencas finitas e o método dos elementos finitos para a resolucdo dos sub-
problemas existentes para cada um dos casos - discretizacao temporal e espacial
(ver [9], [10] e [11]). Este estudo é realizado no segundo capitulo, no qual é intro-
duzido primeiramente espagos de fungoes necessarios para a resolucao das equacoes
de Navier-Stokes na versao continua: L? e H'. De seguida, para a versdo discreta
sao escolhidos os espacos P, e P; para a velocidade e pressao, respetivamente. Esta
escolha é baseada nos elementos de Taylor-Hood (P, — Pr_1), ver [4].

No entanto, no caso em que o dominio é mével, é necessario controlar as deforma-

¢oes do dominio. Para isso, necessitamos de calcular a funcao que faz este papel - a

xii



funcao ALE. Esta é construida construida usando a técnica da extensao harmoénica.
Outras alternativas podem ser consultadas em [1] e [5].

No segundo capitulo podemos, ainda, encontrar simulagoes numeéricas relativas
aos sub-problemas resolvidos: o caso de um dominio fixo, o caso de um dominio
movel e a construcdo da funcdo ALE. Estes resultados numéricos sao efetuados
recorrendo ao software FreeFem++ [19].

Finalmente, apresentamos, no terceiro capitulo, um exemplo de aplicacao das
equagoes de Navier-Stokes num dominio que sofre deformacgoes, uma vez que pre-
tendemos estudar as implicacoes que o movimento da cauda de um ser unicelular
provoca na agua. De modo a resolvermos este problema, com a ajuda, mais uma vez,
do software FreeFem++, é necessdrio resolver o problema discretizado no capitulo

dois. Outras aplicagoes podem ser encontradas em [2] e [6].
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Capitulo 1

Equacoes de Navier-Stokes num
dominio movel

Neste capitulo, apresentamos a deducdo das equagoes de Navier-Stokes para
modelar o comportamento de um fluido num dominio moével.

Na primeira parte do capitulo estudamos trés sistemas de coordenadas que va-
mos considerar: o sistema de coordenadas euleriano, o lagrangeano e o euleriano-
lagrangeano. Na segunda parte, estudamos a cinematica do meio continuo, isto é,
as propriedades do movimento num determinado dominio. A terceira parte incide
na derivacao das equagoes de Navier-Stokes que assenta em dois principios base:
as leis de conservagao da massa e conservacao do momento linear. O Teorema de
Transporte de Reynolds também é um foco importante na derivagao das equacoes

em estudo.

1.1. Sistema de coordenadas

O movimento do fluido pode ser descrito por trés tipos de sistemas de coordena-

das: o euleriano, o lagrangeano e o euleriano-lagrangeano (de abreviacdo ALE).

1.1.1. Sistema de coordenadas euleriano e lagrangeano

O sistema de coordenadas euleriano devolve a posi¢ao de uma particula de fluido
(t,x), para t € I = [tg,T], num dominio ; C R, n = 2,3, com o referencial fixo.
Para facilitar a notacao, vamos denotar €2, por .

Por outro lado, a abordagem lagrangeana descreve as deformagbes do dominio
ocupado pelo fluido, analisando a sua evolugao no tempo. Assim, dada uma particula
de fluido no instante inicial, o sistema de coordenadas descreve a trajetéria desta
mesma particula no instante atual.

Para este sistema de coordenadas, vamos usar a familia de fungbes £; que associa
a cada posicao & de uma particula de fluido num instante temporal ¢ € I a um ponto

Z € Qp, onde Qp é o dominio ocupado pelo fluido no instante inicial ¢y (denominado
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por configuracao de referéncia). Assim, vamos indicar pela aplicagao
L :Q0—>Qt, §|—>.’E:.’B(t,§> :ﬁt(i)

a funcao lagrangeana L£; no instante de tempo ¢, onde €; é a porcao de espago
ocupada pelo fluido no instante de tempo ¢ (denominado por configuragao corrente).
A funcao £; deve ser continua, bijetiva e invertivel em g, sendo que a sua inversa

Ly ! também deve ser continua e bijetiva.

Figura 1.1: Trajetéria de uma particula de fluido no sistema de coordenadas lagran-
geano.

Nota 1.1. Quando estamos a usar (t,x) como varidveis independentes, estamos a
referir-nos o particula de fluido localizada em x € )y, ou seja, queremos analisar o
que acontece num dado ponto x € Q fizo no espago (para um dado t).

Quando estamos a usar (t,Z) como varidveis independentes, estamos a referir-
nos a particula de fluido que estava localizada na posicio T, no instante t em questdo.
Assim, estamos interessados na trajetoria Ty desta particula de fluido T € Qo defi-
nida por

Tz = {(t,z(t,x)), t € I},

ou seja, queremos estudar a evolugdo (no tempo e no espago) desta particula de

fluido.

Uma quantidade associada ao fluido pode ser descrita em funcao das variaveis
eulerianas ou variaveis lagrangeanas. Quando for necessario fazer distin¢dao, uma
quantidade expressa em fungao das varidveis lagrangeanas é denotada com o simbolo

, ou seja, se f: I x Q — R, entdao tem-se a igualdade f(¢t,Z) = f(t,z), com

Tr = Lt(ﬁ) (§]

WS

Ith:{(t,m):tGI,mGQt}.
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1.1 Sistema de coordenadas

Em alternativa, usamos f = fofl; ou f= fol, ! notando que a composicio
de funcoes apenas é aplicada as varidveis do espacgo.
O simbolo V é usado para denotar o gradiente relativamente a variavel do espago
x, enquanto que Vz denota o gradiente relativamente & varidvel lagrangeana Z, ou
seja,
o~
-~ 0 f
of =) o=
=1
Em certas situagoes, o sistema de coordenadas euleriano pode nao ser praticavel,
uma vez que, fazendo variar o dominio Q; no instante ¢ (por exemplo, deformando a
fronteira do dominio), as coordenadas da particula de fluido poderdao nem pertencer

ao dominio, ver Figura 1.2.

-

(t.z)

Figura 1.2: Coordenadas de uma particula de fluido para t = ty (esquerda) e t
qualquer (direita) no sistema de coordenadas euleriano.

Por outro lado, o sistema de coordenadas lagrangeano também poderd nao ser
adequado, em alguns casos, como o exemplo da Figura 1.3. Considerando o exemplo
de uma artéria em que ha entrada de fluxo na parte lateral esquerda da fronteira,
a funcao lagrangeana poderd provocar deformagoes nessa parte da fronteira e na
lateral direita. Por vezes, nao pretendemos deformacoes nessas porgoes da fronteira.
Surge, entao, a necessidade de considerar um outro sistema de coordenadas - o

euleriano-lagrangeano - que combine os sistemas de coordenadas anteriores.

1.1.2. Sistema de coordenadas ALE

O sistema de coordenadas ALE permite conjugar as duas ideias anteriores num

sistema de coordenadas mais flexivel.

Deste modo, para descrever o movimento do fluido num dominio mével, vamos
usar a familia de fungoes A; que associa cada posi¢do & de uma particula de fluido

num instante temporal t € I a um ponto Z € Q. Assim, a funcao A; no instante de

3



Capitulo 1 Equacoes de Navier-Stokes num dominio mével

Qo
(t,x)

/X
Figura 1.3: Comparagao das duas abordagens: a lagrangeana (esquerda) e a ALE
(direita).

tempo ¢ serd indicada pela aplicagao
A Qo — Qu,, T—z=2z(t2) = A),

que d4 as coordenadas eulerianas (¢,2) em fungao das coordenadas ALE (¢, Z) e onde

QAt = .At(Qo) = Qt.

A funcdo A; deve também ser continua, bijetiva e invertivel em Qg, sendo que a

sua inversa A; ' também deve ser continua e bijetiva.

Quando necessaria distin¢ao, uma quantidade expressa em funcao das varidveis
ALE sera denotada com o simbolo “ ™ 7, ou seja, se f: I x ; — R, entdao tem-se a

igualdade f(t,x) = f(t,x), com £ = A(T) .

Em conclusao, o sistema de coordenadas ALE devolve as coordenadas de uma
particula de fluido num dominio que pode ser mével, relativamente a um referencial
fixo. Esta familia de fungoes pode ser mais vantajosa, pelo facto de existir maior

controlo na deformacéo da fronteira.

1.2. Quantidades associadas ao fluido

A dedugao das equagoes de Navier-Stokes é feita usando o sistema de coorde-
nadas lagrangeano e ALE. Para tal, vamos introduzir as quantidades cinematicas
no sistema de coordenadas lagrangeano. No entanto, algumas quantidades especifi-
cas (como, por exemplo, a velocidade do dominio) s@o introduzidas no sistema de

coordenadas ALE.



1.2 Quantidades associadas ao fluido

1.2.1. Campo vetorial da velocidade

O campo vetorial da velocidade é a quantidade cinemética principal do nosso

problema. Representamos o campo da velocidade do fluido por

(1,3 = %x(t,:’i). (1.1)

nas coordenadas lagrangeanas. No sistema de coordenadas eulerianas, temos

u(t,z) = 'E(t,ﬁt_l(m)) = ;m(t, Et_l(m)), (1.2)

onde u representa o campo vetorial da velocidade do fluido, definindo a derivada no

tempo ao longo da trajetéria Tz da particula de fluido localizada em Z.

Observagao 1.1. Seja u uma fungao vetorial continua em I. Entao, o movimento
das particulas de fluido pode ser obtido resolvendo o sequinte problema de Cauchy:

Para cada T € Qg , queremos encontrar = x(t,&?) que satisfaca

Z(t,?v‘) =u(t,x), t € (to, T

iE(to,ﬁ) =1

Observacgao 1.2. No sistema de coordenadas ALE, introduzimos um conceito and-

logo. O campo vetorial da velocidade do dominio que € representado por
w(t,x) = gm(t x) (1.3)
Y, ’

No sistema de coordenadas eulerianas, temos

w(t,x) = w(t, A (z)) = gtx(t,Agl(x)), (1.4)

onde w representa o campo vetorial da velocidade do dominio e, por isso, define a

derivada no tempo ao longo da trajetdria Ty da particula de fluido localizada em X.

1.2.2. A derivada material

Seja f : I x €y — R uma funcao vetorial com derivada continua relativamente
a0 espaco e ao tempo. A sua derivada material em ordem ao tempo, que é denotada

D
por ?{, é definida pela derivada da funcao f em ordem ao tempo no sistema de
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coordenadas lagrangeano, ou seja,

Df
Dt

Df

I xQ R -
X 3 — R, Dt (t,.’l:) 8t

Uma vez que f = fo Ly = f(t,x) e x = L4(Z), para T € Qp fixo, tem-se que

Df _9f _Of  9fox _ R

A derivada material representa a taxa de variacao de f ao longo da trajetdria

T%. Da definicao anterior, prova-se o seguinte resultado.

Lema 1.1. Sejam u : I x Q@ — R"™ uma funcdo continua e f : I X Q; — R uma

funcdo continuamente diferencidvel a respeito de x e t. Entdo,

Df _of

Dt~ +u-Vf (1.6)

Demonstracdo. De facto, temos que

Df [0 L2 e |or 8f8:1:l o

_of or .\ _of
= 5 TV (m z:t>_at+u VY.

~ ou
Observagao 1.3. O movimento para o qual se tem — = 0 € dito movimento

ot

estaciondrio.

Observagao 1.4. Definimos, ainda, a derivada material no sistema de coordenadas

ALE da sequinte forma

A
D7S 2y = g{( LF), FoAl@).  (17)

Dt

DAf
_Dt IXQt%R

Utilizando (1.3) e procedendo de modo andlogo, obtemos uma expressio equi-
valente a (1.6), no sistema de coordenadas ALE, para a velocidade do dominio do
fluido w,

DA of

i = ot +w-Vf. (1.8)



1.3 Teorema de Transporte de Reynolds

1.2.3. Campo vetorial da aceleracao

No sistema de coordenadas lagrangeano, a aceleragao é o campo vetorial @ :

I x Qy — R"™ definida por

. Ou 0%
"ot T e (1.9)
No sistema de coordenadas eulerianas, temos
Du Ou
=—=— . 1.1
a=5r =5t Vi, (1.10)

onde a representa o campo vetorial da aceleracao e, por isso, define a segunda deri-

vada no tempo ao longo da trajetoria Tz da particula de fluido localizada em Z.

1.2.4. O gradiente de deformacao

Suponhamos que £; é continuamente diferencidavel. O gradiente de deformacgdo

F,: Qo — R™*™ ¢ definido por

- oz
F, =Vl = —. 1.11
t r~t % ( )
Em particular, o seu determinante é dado por
~ ~ ox
Jy =detF; =det | —< 1.12
t et 'y € <8:1:> ( )

e é chamado de jacobiano da funcao L;. No sistema de coordenadas eulerianas, é

denotado por J;. No que se segue, assumimos que jt >0, Vi el

1.3. Teorema de Transporte de Reynolds

Comecemos por ver uma das propriedades do jacobiano.

Lema 1.2 (Férmula de Expansao de Euler). Seja J; o jacobiano definido por (1.12)

no sistema de coordenadas euleriano. Entao,

DJ,
— = i . 1.1
Dt Jy div u (1.13)

Demonstragao. Por aplicagao da regra da cadeia, temos
Vzu(t,Z) = Vzu(t,z)o Li(T)] = Vzu(t,z) (L+(Z)) VL (Z) (1.14)
= Vu(t,®) VzL4(Z) = Vu(t, &) Fu(t, &).

7



Capitulo 1 Equacoes de Navier-Stokes num dominio mével

Por outro lado, usando a definicao da velocidade, temos

_ oz\ 0 OF,
A=Va| =) = Z_Vax =", 1.1
Vet = Vs (at) ot Vet = (1.15)
Assim, usando (1.14) e (1.15), obtemos
. . OF, . . N
Fire=Fi+ “or +o(e) = Fy + eVuF, 4 o(¢) = (I+ eVu)F; + o(e),

de onde a primeira igualdade surge da expansao de Taylor e o(e) é tal que

lim @ =0.

e—0t €

Uma vez que det [A + o(e)] = det(A) + o(e), concluimos

Tivre = det(Fupe) = det [(1+e@)ft+o(e)

= det [(I + e@)f‘t} + o(e).

Atendendo a propriedade det(AB) = det A - det B, para A e B matrizes n x n

quaisquer, segue-se que
det [(I + eﬁ)f‘t} + o(e) = det(I + eﬂ) - det(Fy) + o(e).

Por outro lado, como

8u1 aul
]. + 687 667
det 0y Buy | =1+ etrVuto(e),
it 1 72
63%1 + 681’2

entao

det(I+ eVa) - det(Fy) + o(e) = (1 + € trVa)J; + ofe).
Deste modo, podemos escrever

Jire = det(Fyye) = (1+ € rVa)J; + o(e) = (1 + € div @)J; + o(e).

Por fim, aplicando a defini¢do de derivada material e uma vez que £; é continua,

temos

D Tive — Jp 1 iva—1) ~
DJ (hm Jit Jt) oLt = <lim K +edivu )Jt+0(€)]> o L7
Dt e—0 € e—0 € €

= (diva Jy) oLt =divu Ji.



1.3 Teorema de Transporte de Reynolds

O
Recordemos o seguinte teorema elementar do Calculo.
Teorema 1.1. Seja V; C Q; e considere-se a funcdo f : I x V, — R. Entao, f ¢

integrdvel em Vi se e s6 se (f o Li)Jy € integrdvel em Vy = Et_l(V}) e

flt,z) de= | f(t.3) J,(t,%) dZ.
Vi Vo

Para simplificar a notacao, iremos omitir, no que se segue, a dependéncia das
varidveis nos integrais, sendo que as fungoes dependem de ¢ e da varidvel a integrar.
Estamos finalmente em condi¢oes de introduzir o Teorema de Transporte de

Reynolds.

Teorema 1.2 (Teorema de Transporte de Reynolds). Seja Vo C Qo, Vi C Q tal
que Vi = L,(Vo) e f: I xQy — R uma fungdo continuamente diferencidvel a respeito

dex et. Entao,

0
;lt f dx /‘/t <gf + fdiv u> dx = ~/‘/t <8]; + div (fu)> dz. (1.16)

Demonstracao. Pelo Teorema 1.1 e pela regra de derivagao da multiplicacao, segue-

se
d d ~ 0 & of ~  ~0J; &
der = Jy dx = J, = — .
dt fx dt/ft"‘c /Voat(f t>z /(8t +7 )
(1.17)
Aplicando a relacao (1.5) e o Teorema 1.1, podemos escrever
—J / dz. 1.18
v, ot Dt (1.18)
Usando ainda (1.5), podemos reescrever (1.13)
aa‘? = J, div u. (1.19)
Consequentemente, por (1.17) vem que
d D ~
fda: = athdA+ fajt Y 0 fJ, divu dz
dt v Ot v’ ot v Dt Vo
Df . Df
= d+/fd1vuda:: ——I—fdlvuda:

9



Capitulo 1 Equacoes de Navier-Stokes num dominio mével

onde a segunda igualdade surge de (1.18) - (1.19) e a terceira igualdade surge do

Teorema 1.1.

A segunda igualdade da relagéo (1.16) obtém-se usando o Lema 1.1 e da identi-
dade
divfu=Vf -u+ f div u. (1.20)

O]

No sistema de coordenadas ALE, o Teorema de Transporte de Reynolds é for-

mulado da seguinte forma:

Teorema 1.3 (Teorema de Transporte de Reynolds ALE). Seja Vy C Qg, VA C
tal que VA = A;(Vo) e f : I x Qy — R wma funcdo continuamente diferencidvel a

respeito de x e t. Entao,

d B DAf ' B 8f '
it Y f dx—/VAt (Dt+fdw w> de = /‘/At (E?t+dlv (fw)) de. (1.21)

Demonstracao. A sua prova é omitida, uma vez que segue uma demonstracdao ana-

loga a do Teorema 1.2. O

1.4. Equacao da Conservacao da Massa

Estamos, agora, em condicoes de transcrever os principios da conservacao da
mecanica de fluidos para equagoes que envolvam as quantidades introduzidas ante-
riormente.

Tomemos V; C Q; como sendo o volume total ocupado pelo fluido no instante
t tal que V; = L4(Vy). Sejam u : I x Q; — R™ uma funcao vetorial diferencidvel
e p: I x — R uma funcao mensuravel e diferenciavel, com p > 0, chamada

densidade, [p] = kg/m3, tal que

(V)= [ pdo
Vi

onde m(V;) é a massa do material contida em V;.

O Principio da Conservagao da Massa traduz-se em

d
— pdx =0, paratodo o volume V;.
dt Jy,

10



1.5 Equacao do Momento

Aplicando o Teorema 1.2, obtemos

Dp .
— d =0. 1.22
/‘/t (Dt + p div u) ( )

Assumindo que os termos do integral sao continuos e utilizando (1.21), a arbi-
trariedade de V; permite-nos escrever a equacao da conservacdo da massa na forma
diferencial:

dp

5 Tdiv pu=0. (1.23)

Assumindo que p é constante, a igualdade (1.23) reduz-se a
div u = 0, (1.24)

ou seja, a equacdo da conservacdo da massa no caso de um fluido de densidade

constante consiste em exigir que o campo das velocidades tenha divergéncia nula.

1.5. Equagcao do Momento

A segunda equacao do sistema de equacoes de Navier-Stokes é obtida através do
Principio da Conservacao do Momento Linear. Este pode ser enunciado na forma
integral da seguinte forma:

Para qualquer t € I, em qualquer subconjunto V; C €, temos

d

— | p(t,x)u(t,z) de = F. + Fi, (1.25)
dt |y,

onde F. denota a resultante das forcas corporais e F; a resultante das forcas de

superficie. Vejamos com maior detalhe estes dois tipos de forcas neste contexto:

1. Forcas corporais: sao proporcionais & massa e sao representadas pelo vetor
fP: I x Q= R" e tem-se [f°] = N/kg = m/s%. Uma forca corporal exercida
num objeto em V; é dada por / p fb dz, cuja dimensao é N, como é o exemplo
da forca gravitacional. "

2. Forcas exercidas em superficies: representam as forcas que sao aplicadas no
meio através das superficies. Sao representadas pelo vetor t¢: [ x I'f — R",
chamado tensdo aplicada, e [t¢] = N/m?. A forga resultante que atua através
da superficie é dada por / t¢ ds. Por exemplo, a friccao do ar com a superficie

Iy
da dgua de um lago é um exemplo de uma forca exercida em superficies.

11



Capitulo 1 Equacoes de Navier-Stokes num dominio mével

Existe, ainda, um terceiro tipo de forgas a considerar: as forcas internas. Estas
forcas resultam da interacao entre as particulas do fluido.
De seguida, apresentamos o Principio de Cauchy que permite estabelecer uma

ligagdo entre as forgas exercidas em superficies e o tensor de tensao de Cauchy.

Principio de Cauchy. Eziste um vetor t, chamado tensao de Cauchy, t : I x )y x
Dy = R", com D1 ={v e R": |v| =1}, tal que o seu integral na superficie de cada
dominio Vi C $, dado por/ t(t,z,v) ds, € equivalente a resultante das forcas

oVy
continuas a atuar em Vi. Mais ainda, temos que t =1t em OV, NT}.

Conjugando o Principio de Cauchy com (1.25), obtemos que para qualquer t € I,

em qualquer subconjunto V; C €2, temos

4 plt,x)u(t,x) dec= | p(t,z)f(t,x) d:l:+/ t(t,z,v) ds. (1.26)
dt Jy, v, Vi

F. Fs

A acao das forcas internas é introduzida e caracterizada pelo seguinte teorema:

Teorema 1.4 (Teorema do tensor de tensao de Cauchy). Suponhamos que, para todo

ot €1, as forcas corporais fb, a densidade p e % sao funcoes limitadas em € e o
vetor de tensao de Cauchy t € continuamente diferencidvel em relacdo a x, para cada
v € D1, e continuo em relagdo a v. Entdo existe um campo tensorial continuamente
diferencidvel e simétrico, chamado tensor de tensio de Cauchy, T : I x ; —

R™" [T] = N/m?, tal que t(t,z,v) = T(t,z) v, Yt €I, Vo € Qy, Yv € Dy.
Demonstragao. A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [18]. [

Conjugando o teorema anterior com o Principio de Cauchy, temos que
T -v=t° em OV; NI}, (1.27)

onde a resultante das forcas internas em 0V, é expressa por T v ds. Assim,
oVy
para qualquer ¢ € I, em qualquer subconjunto V; C €, temos

d

— p’u.d.’l::/ pfbd.’lz—l—/ T v ds. (1.28)
dt Jv, Vi oV

Atendendo a (1.24) e admitindo p constante, do Teorema 1.2, segue-se que

d Du

D
o thu T /Vt<Dt(pu)—|—pu 1vu> 7 %th T

12



1.6 Equacoes de Navier-Stokes

1

Usando o Teorema da Divergéncia' e assumindo que div T é integravel, (1.28) é

equivalente a

Du b
Y divT - dz = 0.
/Vt[p ; iv of x =0

Assumindo que os termos no integral sdo continuos em V;, temos

Du

Py~ div T = pf? em Q. (1.29)

De modo a facilitar a notagao, iremos omitir a letra b para indicar a forca corporal
aplicada ao fluido, que serd indicada simplesmente por f.

Usando a relacao (1.10), podemos escrever (1.29) como

Oou

pE—I—p(wV)u—div T = pf. (1.30)

O termo nao linear p(u - V)u é denominado termo convectivo.

1.6. Equacgoes de Navier-Stokes

Da deducao feita até agora, constituimos o seguinte sistema de equacoes

@
P ot
divu=0 em I x .

+pu-Viu—divT=pf em I x

Vejamos, agora, como podemos relacionar o tensor de tensao de Cauchy e o
sistema anterior através de uma lei constitutiva que fornecerd uma caracterizagao
do comportamento mecanico do fluxo.

Assumimos que o fluido assume o comportamento de um fluido newtoniano, ou
seja, o tensor de tensdao de Cauchy pode ser escrito como T = —PI 4+ o(Vu +
VuTl), onde P denota uma funcio escalar chamada pressdo, [P] = N/m?, I a matriz

identidade e o a wiscosidade do fluido (o > 0), [o] = kg/ms.
(Vu + VuT)

Definindo o tensor D(u) = 5

(chamado de tensor da taxa de defor-
mag¢ao), podemos escrever

T = —PI+ 20D(u). (1.31)

!Teorema da Divergéncia: Sejam E uma regido sélida simples e S a superficie fronteira de
FE orientada pela normal exterior v. Seja F' um campo vetorial cujas fungdes componentes tém
derivadas parciais continuas numa regiao aberta V O E. Entao

//SF~1/dS://LdiVFdV.

13



Capitulo 1 Equacoes de Navier-Stokes num dominio mével

O termo 20 D(u) é, por vezes, referido como sendo a componente de tensdao viscosa
do tensor de tensao.

A viscosidade pode variar relativamente ao espaco e ao tempo, dependendo, por
exemplo, da temperatura do fluido. No entanto, neste trabalho vamos admitir que

o é constante.

Nota 1.2. Um fluido ndo-newtoniano € um fluido cuja viscosidade varia proporcio-
nalmente a energia cinética que lhe € impressa, o qual responde de forma instanta-
nea. Um exemplo é o caso do amido de milho com dgua: se o movimento impresso
na mistura for rdpido, esta reage como um sélido, caso contrdrio, reage como um

liquido. Neste caso, o depende das quantidades cinemdticas.

Usando a relagao (1.31), a equagdo do momento (1.30) pode ser escrita da se-

guinte forma

0 0
pf = paitt +pu-Viu+divT) = pa—? + p(u - Vu + div(PI — 20D(u))
= p?;: +pu-Vu+ VP — 2 div(eD(u)).

Uma vez que p é constante e positivo, podemos dividir a relagao anterior por p,
obtendo
ou

5 (@ Vut Vp =2 div(uD(w) = £, (1.32)

onde p1 = o/p é uma viscosidade cinemética, com [u] = 1/sm?, e p = P/p é uma

pressdo escalar, com [p] = m?/s2.

Observacao 1.5. Sabendo que div Vu = Au, entdo temos que div Vu! = V(divu) =
0 (por (1.24)), a equagdo do momento para um fluido incompressivel newtoniano é
dada por

ou

5 +(u-V)u+ Vp — pAu = f. (1.33)

Obtemos, assim, as equac¢des de Navier-Stokes para fluidos incompressiveis:

ou
. Vp — 2 di D = Ix9
5 + (u-V)u+ Vp div(uD(u)) = f, em I x (1.34)

divu=0, em [ x ;.

Além destas equagoes, necessitamos de uma condicao inicial para a velocidade e
condicoes de fronteira apropriadas que permitam determinar a velocidade e a pressao

em todo o dominio I x €.
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1.6 Equacoes de Navier-Stokes

Como condicao inicial, vamos considerar, para t = tg, u = ug, £ € y. Como
condicoes de fronteira, iremos considerar

2uD(u) —pI) v =g1, em I xT'N
(2uD(u) —pI) v = g1 ¢ (1.35)

u=gos, em [ xIP,
em que g e g2 sao funcoes dadas e estao associadas, respetivamente, as condigoes de
fronteira de Neumann (definida em I'V) e Dirichlet (definida em T'P), onde 99, =
rNurPerPnrd =0.
Deste modo, o problema diferencial completo para as equagoes de Navier-Stokes

é o seguinte:

?;Z+(u-V)u+Vp—2diV(MD(U))—ﬁ em [ x (
divu=0, em I x
U —=1ug, em Qo (136)

(2uD(u) —pl) v =g1, em I xT'{

u=go, emIxTP.
\

Utilizando o lema (1.8) para o campo da velocidade do dominio, o sistema (1.36)
pode ser reescrito usando a derivada material no sistema de coordenadas ALE da

seguinte forma:

DAu .
ﬁ—i—[(u—'w)'V]u—i-V}D—2d1V(MD(U))=f7 em I x €y
diveu=0, em I x

u = up, em QQ (1‘37)

(2uD(u) —pl) v =g1, em I x 'V

u=goy, emlxTIP.

Observagao 1.6. A existéncia e unicidade de solugdo do problema (1.36) sao resul-
tados que poderdo ser encontrados em [4] e [5]. De salientar que o caso bidimensional

ja foi provado, mas o tridimensional ainda se encontra em aberto.
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Capitulo 2

Metodologia numérica

Neste capitulo, vamos apresentar métodos numéricos a fim de podermos simular
as equacoes de Navier-Stokes.

Na primeira parte do capitulo enunciamos alguns espacos de Sobolev que vao ser
necessérios para o trabalho. A segunda parte incide sobre a derivacdo da formulagao
fraca do problema continuo enunciado no capitulo anterior.

Na terceira parte apresentamos o método dos elementos finitos que é a técnica
usada para aproximar, relativamente as varidveis espaciais, a solucao das equacoes
de Navier-Stokes. Nesta fase do trabalho distinguimos dois casos possiveis para as
equagoes de Navier-Stokes - o caso em que o dominio é fixo e o caso em que o dominio
¢ mével (ou seja, a configuragdo do dominio pode variar com o tempo). Apresenta-
mos uma discretizagao temporal e espacial para ambos, utilizando diferencas finitas
para discretizar o termo da derivada no tempo e o método dos elementos finitos
para discretizar as equacoes no espaco. Adicionalmente, no caso em que o dominio
é movel, apresentamos uma forma de calcular a funcao ALE a fim de descrever as
deformagoes do dominio pretendidas. Por fim, ilustramos cada um dos casos com

um exemplo de aplicagao (utilizando o software FreeFem++-).

2.1. Espacos de funcoes

Uma das propriedades mais importante para a construcao e andlise de métodos
numéricos ¢é a suavidade da solugao que procuramos, a qual depende da suavidade dos
dados com que trabalhamos. Deste modo, necessitamos de assumir certas caracteris-
ticas sobre a solucao em questao, considerando classes de funcées com propriedades
especificas de diferenciabilidade e integrabilidade - os espagos de fungoes.

Nesta seccao, vamos expor algumas definigoes e resultados sobre a teoria de
espagos de fungoes que vao ser necessarios ao longo deste texto, dando especial
atencao ao espacos de fungoes continuas, espacos de funcoes integraveis e espacos de

Sobolev.
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Capitulo 2 Metodologia numérica

2.1.1. Espacos de funcoes continuas

Seja 2 C R",n = 2,3 o dominio a utilizar nos préoximos resultados, o qual é um
conjunto aberto e limitado com fronteira Lipschitz continua.

Denotamos por C°(2) o conjunto de todas as funcoes continuas definidas em
e C°(Q) o conjunto das funcoes u tais que u admite uma extensdo continua a €.

Podemos munir C'(2) com a norma

u 9y — Sup (u(x)| = max |ul)|.
Julega = sup fu(a)| = maxu(z)

Adicionalmente, C1(2) denota o conjunto de todas as funcoes u definidas em
tais que Vu é continua e C() o conjunto das funcdes u tais que Vu admite uma

extensdo contfnua a Q. Podemos munir C''(2) com a norma

ou
61’1'

n
lullor gy = sup lu(@)| + > sup
e i—1 el

Definicao 2.1. O suporte, supp u, de uma funcdo continua u definida em € é

definido como o fecho do conjunto {x € Q : u(z) # 0}.

Denotamos por CF() o conjunto de todas as fungdes u € C*(Q), k = 0,1 tais

que supp u C € e supp u é limitado.

2.1.2. Espacos de funcgoes integraveis

Denotamos por L?(£2) o conjunto de todas as funcdes u : 2 — R tais que
/ lu(z)|? da < co.
Q

Duas fungoes que coincidem em €2 exceto num conjunto de medida nula identificam-

se em L?(Q2). L?(Q) estd munido da norma
1/2
ol o= ([ 1) oz )

(u,v)q = /Qu(z)v(x) dx.

e do produto interno

Por sua vez, iremos indicar por L2(£2), o espaco de funcdes vetoriais u : Q — R?

18



2.1 Espacos de funcoes

cujas componentes pertencem a L?(£2), sendo que a sua norma é definida por

1/2
[ullL2(@) = <Z!uz\p > ~

Também iremos indicar por L2(Q), o espaco de tensores T : Q@ — R™ " cujas

componentes estao em LQ(Q). Neste caso, temos a norma

1/2

T2 = | DD ITll720

i=1 j=1
e o seguinte produto interno

(T,R) = (T,R)p2(0) = /T Rdz_ZZ/TZ]R” dr.

=1 j=1

2.1.3. Espacos de Sobolev

Denotamos

HY(Q) = L*(Q)
como sendo o espago de Sobolev de ordem (. Estd munido da norma e do produto
interno introduzidos anteriormente.

Adicionalmente, definimos

ou

HY(Q) = {u c L*(Q): or;

€ L*(Q), jzl,...,n}

como sendo o espago de Sobolev de ordem 1. Estd munido da norma

1/2

ull 1) = HUHZﬁ
() 33;] L@

e do produto interno

(u, ) () = (u,0)g + (Vu, Vu)g

Por fim, introduzimos também

Hy( Q) ={ue H'(Q) :u=0em 02} e
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Capitulo 2 Metodologia numérica

Hi(Q) ={ue H(Q) :up=0em '},

onde I' C 902 é um conjunto de medida nao nula.

Note-se que Hg(Q) e HE(Q) estdo munidos da mesma norma e produto interno
que HY(Q).

Por fim, iremos indicar por H*¥(Q), k = 0,1, o espaco de funcdes vetoriais u :
) — R" cujas componentes estao em Hk(Q), k = 0,1, sendo que a sua norma é

definida por
n 1/2
[wller ) = (Z ||u’i”?_[k(ﬂ)> : k=0,1.
i=1

Introduzimos, agora, a férmula de integragao de Green.

Teorema 2.1 (Férmula de integragao de Green). Seja Q C R™ um dominio limitado

com fronteira Lipschitz continua e seja v a normal exterior unitdria na fronteira 0S).

/ uwv v; ds
o0

existe e € finito para cada v;. Temos ainda

Dadas u,v € H'(Q), o integral

ou / / v .
vdx = wo v ds — | u=—dz, i=1,...,n. 2.1
o Ox; o9 o Ox; 21)

Esta formula também é conhecida por formula de integracdo por partes.

2.2. Formulagao fraca do problema continuo

Consideremos o sistema (1.37). Seja (u,p) uma solugao classica deste problema e
sejam v € Vg e g € (Q as fungoes teste, com Vg e () espagos a definir posteriormente.
Multiplicando v pela primeira equacao e g pela segunda e integrando em €2, obtemos
o seguinte sistema:

A
<DDtua v> . ([(w —w) - V]u,v)g, + (Vp,v)q, — (2div(uD(w)),v)q, = (f,v)a,

(diV u, q)Qt =0.
(2.2)

Aplicando a férmula de integracao por partes e pela Observagao 1.5, sao validas

as igualdades

Vp-vda::/ p-v-yds—/ p-div v dz,
Q o9 Q
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2.2 Formulacgao fraca do problema continuo

2/Qt div(uD(u)) - v de = 2/Qt pD(u) : D(v) dez.

Assim, (2.2) é equivalente a

Dt

+2/ pDw): D) dz = [ (2uD(u) —pl)-v-vds+ (f,v)q, (2.3)
Q o

(diV u,q)gt = 0,

A
(5 “)Q (- V), 0)a, + (- Vyu,v)a, — (prdiv v)g,

Os espagos naturais para procurar a solucao (u,p) sao V e @ definidos por
V={v:IxQ—->R": v=vo0 A veH(Q)},

Q={qg:Ix%U—>R: ¢g=7qo A", GeL*(Q)}.

Atendendo & formulagao (2.3), escolhemos Vj tal que:
Voz{v:Ith—HR" L w=v o AL, 5eH;D(QO)}.
0
Assim, obtemos a seguinte formulagao fraca do problema (1.37):
Determinar u € V e p € Q tal que u(t) = go(t) em TP e

DAu
T”U - C(u - w;uav)ﬂt - b(v7p)Qt + CL(’U,,’U)Qt
t Qi

:/ g -v-vds+ (f,v)q, YeVy, (2.4)
ry

b(u,q)a, =0, Vg € Q,

onde

a(u,v)q, = 2/ uD(u) : D(v) de,
Q
bv,p)a, = / p div v de,
Q4

clu —w;u,v)q, :/Q (u—w) - Vu-v de.

Nota 2.1. As funcoes g1 e go devem possuir a reqularidade necessdria para que
os integrais em (2.4) facam sentido, isto é, para t € I, g1(t) € L2(TYN) e ga(t) €
L2(1P).

Observagao 2.1. Quando o problema que estamos a estudar apenas tem condicoes

de fronteira de Dirichlet homogéneas, entao o espaco a considerar para a sua TesSo-
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Capitulo 2 Metodologia numérica

lucao € H&(Q) Por outro lado, quando o problema tem condi¢des de fronteira de
Dirichlet e Neumann, existe a necessidade de declarar o espacgo H%(Q) para indicar

o conjunto pretendido em que a funcdo u € nula.

2.3. Espacos de elementos finitos

Nesta secgao, vamos introduzir os espacos de elementos finitos necessarios para
obter uma aproximacao de elementos finitos no processo da metodologia numérica.
Vamos apenas considerar o caso bidimensional. Mais informacao podera ser encon-
trada em [4], [9] e [10].

Consideremos um dominio €2, e tal que

Q) = U K,

KeTh

onde

(1) K é um triangulo tal que K # ), para todo K € Tp;

(2) K;NKj =0, para cada K;, Kj € Ty, @ # J;

(3) se F = K;NKj # 0, com K;, K; elementos distintos de 73, entdo F é uma
aresta ou um vértice.

(4) diam(K) < h, para cada K € Ty,

Th, é denominada a triangulacao de €. Note-se que, de modo a obtermos uma
triangulacdo que cumpra os requisitos (1)-(4), 75, tem de ter uma configuracao ad-

missivel (ver Figura 2.1).

Figura 2.1: Triangulac¢oes admissivel (esquerda) e ndao admissivel (direita).

Os polinémios lineares continuos segmentados sao denotados por P;(7;). Estas
fungoes sao definidas por p(x) = a + bz + cy, em cada triangulo K € Ty,
Seja ¢; € P1(T) tal que
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onde 3;, j = 1,..., Ny é o conjunto de nds de T5. Entdo {¢1,...,¢n,} define

Figura 2.2: Exemplo de representagao de uma fungao base ¢;.

uma base de P1(7,), onde Nj é a dimensao deste espaco e u € Pi(7y) pode ser

. . ~ . ~ N, . .
escrita como combinagao linear das funcoes base {¢;};", e dos respetivos coeficientes

N, . , :
{ai};y, com o; = u(Bj), i =1,..., Ny os valores dos nds de u, da seguinte forma
N}L
u=> i,
i=1

Consideremos, ainda, o espago de fungdes quadraticas continuas segmentadas, o
qual é denominado Py(73). Estas funcdes sio definidas por p(x) = a+bx+cy+dx?+
exy + fy?, em cada triangulo K € T,, com 7T;, um poligono do dominio €, C R2.
Para determinar os parametros a, b, c,d, e, f € R, procedemos da mesma forma que
no caso do espaco IP1(7), adicionando trés nés a cada K € T, como se pode verificar

na Figura 2.3.

Figura 2.3: N6s de um triangulo no espago de fungoes Po (7).

2.4. Discretizagcao numérica

Relembremos que €2y é o dominio ocupado pelo fluido no instante inicial %,
denominado por configuragao de referéncia, e {); a porgcao de espaco ocupada pelo
fluido no instante de tempo ¢, denominado por configuragao corrente.

Analisemos os dois casos possiveis para a aproximacao das equagoes de Navier-
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Stokes: o caso em que o dominio é fixo, ou seja, nao existe deformacgao da malha
do dominio (sec¢ao 2.4.1) e o caso em que o dominio é mével, em que o mapa ALE

induz alteracoes na malha (seccao 2.4.2).

Os exemplos numéricos apresentados durante o texto foram realizados com a

ajuda do software FreeFem++.

2.4.1. Dominio fixo

Nao existindo deformagao do dominio €2, o sistema (1.36) pode escrever-se como:

?;t‘ + - V)u+ Vp—2div(uD(u)) = f, em I x Q
divu=0, emIx

(2uD(u) —pl) v =g1, em I x TV

u=gy, eml]xIP

onde Q= =, TN =TV, TP =TP Vvtel

De modo a aproximar a solucao deste problema, recorremos a alguns métodos ja
conhecidos: o método das diferencas finitas para discretizar o problema no tempo e

o método dos elementos finitos para discretizar o problema no espaco.

Seja Tj, uma triangulagdo do dominio 2 e consideremos uma partigao em (tg, T'),

Ik = (tk,tk+1), com k = O, .o .,N, onde tk+1 - tk = At.

Vamos supor que a solugao é conhecida em ¢t = t; e pretendemos determinar a
solucao no instante ¢ = t; 1. Indicamos a solugdo aproximada no instante t; por

ug, ou seja, u, ~ u(ty). No instante t = ¢y, a solu¢ao é conhecida e é dada por ug.
Como vimos na secgao 2.2, a formulagao fraca deste problema é:

Determinar, para t € I,u(t) € V tal que u|pp () = g2(t) e p(t) € Q tal que

(?j)ﬂ + (0 Voo — (rdivo)a +2 [ pD(w): D)
:/ g1-v-vds+ (f,v)g, YweVy (2.7)
FN
(div u,q)o =0, VqeQ,

onde

V=H(Q), V'=HL,(Q), Q=L*Q).
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2.4 Discretizacdao numérica

Discretizacao no tempo

Para obter uma discretizacao no tempo, vamos aplicar diferencas regressivas de

primeira ordem a derivada —:

ot

%(tkﬂ) = u(tkH)A; ulty) + O(At),

onde O(At) é tal que O(At) < M At, para uma constante M.

Atendendo as caracteristicas do problema diferencial, iremos considerar um mé-
todo semi-implicito.

Deste modo, reformulamos o problema (2.7):

Determinar w41 € H'(Q) tal que wgy1|rp = goj g € prgr € L?(Q) tal que

u )
< ZH ﬂi) + ((ug, - V)ugy1,v)a + (Pr41,dive)o + 2/ pD(upy1) - D(v)
t Q Q

U
(div upy1,9)0 =0, Vg e L*(Q),

onde g; py1 = gi(tk+1), 1 =1,2, e fr 11 = f(tkt1)
Discretizagao no espaco
Sejam Qp, = P1(Tx) e Vi, = [Po(Th)]".

Nota 2.2. Para a pressao, € suficiente considerar o espacgo das fungoes P1(Ty). No
entanto, nao podemos considerar os mesmos espacos para a velocidade e pressao,
uma vez que a velocidade necessita de um espaco de dimensao superior do que o das
funcdes continuas lineares segmentadas; caso contrdrio, o problema numérico nao
terd uma unica solugdo. As escolhas anteriores garantem que tal nao acontece e sdo
conhecidas como elementos de Taylor-Hood. Mais informacdo sobre este assunto

pode ser encontrada em [4].

A solugao numérica pode ser obtida em t = t;1 da seguinte forma:

Determinar w41, € Vi, tal que upq1, = g2(try1) em P e Pr+1,n € Qp tal que

(Uk+1,h
At

Uk.h
+a (Upy1,h,V0) g = <A7t7'vh>ﬂ - /Nglykﬂ vy - v ds
r
+ (fri1ovn)g, Yon € Vi NHLL(Q),

b(Urs1,h,qn)g =0,  Van € Qn,

,’Uh)Q + ¢ (Uk,hs Uk 11,0, VR) g + 0 (Vns Pra1,h) g

(2.9)
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onde

U j, Projecao L2(Q) de uy,
a (Uk+1,0,V0) o = 2/ pD(ugy1.n) © D(vy) dz,
Q
b (Vi1 Ph)g = /Qdiv Vit1,h Ph AT, b (Vn,Pry1n)g = /QdiV Up Pk41,h de,

C (Wpe h, Uy 1,0, V) = / (wp,p - V) Upp1p - vy de,
Q

de modo a obtermos uma linearizacao do termo convectivo.
Admitindo que ga = 0, consideremos V9 = VHH%D(QO) = span{qﬁi}]-v”l eQp=

1=

span{1; ;VZ‘ZI. Entao, o problema (2.9) é equivalente a resolver o sistema

A1 By Ukt _ Fiq 7 (2.10)

-Bl.,, 0 Ppt1 0
onde Uy e Py representam uy1 na base Vy, e pry1 na base Qy, respetivamente;
Fy 1 contém os termos do lado direito da primeira equacao do problema; Bii; =
[—b(¢s,1))i,j; Ak+1 € a matriz que envolve contribui¢es da matriz de massa (relativa
ao primeiro termo), do termo convectivo (relativa a ¢) e do termo difusivo (relativa

aa).

Nota 2.3. Para calcular os integrais em (2.9), é necessdrio aprozimd-los por uma
regra de quadratura com suficiente grau de precisdo. Mais informacdo sobre este

assunto pode ser encontrada em [9].

Observagao 2.2. Caso o problema inicial (1.36) tenha condigoes de fronteira de
Dirichlet nao homogéneas, podemos transformd-lo noutro com condicées de Dirichlet
homogéneas, como discutido na sec¢do 2.2.

No entanto, do ponto de vista numérico, existe wma abordagem alternativa e
mais simples de implementar. Esta abordagem consiste em discretizar (2.7) no es-
pago usando Pa(Ty) como espago de elementos finitos para a velocidade e efetuar as

sequintes alteragoes nas submatrizes A, B e F resultantes:

(1) as entradas da linha i das submatrizes A e B correspondente aos nds que
estao no suporte da fungdo ¢; (graus de liberdade) sao substituidas por zeros
e colocamos o valor um na diagonal (ou seja, a coluna j =i da submatriz A

passa a ter o valor um);
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2.4 Discretizacdao numérica

(2) no vetor F, substituimos F; pelo valor da condi¢ao de fronteira.

Por fim, para a discretizacao no tempo esperamos obter uma ordem de conver-
géncia um, ao passo que para a discretizagao no espago esperamos obter uma ordem

dois. Podemos encontrar mais informacao em [4] e [8].
Simulagao numérica e validagao

Consideremos o problema (1.36) onde Qo = (—1,1) x (=1,1), I'V = [-1,1] x {0},
I'P =00\I'N e I =[0,1] e sejam f,ug,4g1,g2 calculados por forma a que p = 0.01,
sin(x1) sin(zg + 1
u(t,x) = () sin( +1) ) p(t,x) = cos(z) sin(zg + t)
cos(z1) cos(za + t)
sejam solugdo do sistema (1.36). Aplicando o método (2.9), obtemos a solucao
numérica da Figura 2.4 e respetiva evolugao temporal do erro numérico na Figura

2.5. O erro numérico é calculado através das seguintes expressoes:

1/2

N, 1/2 Ny
ey = (Atg [u(ty) _ukHiIl(th)) ,  ep= <At;||]9(tk) —pk||iz(9tk)> :

onde u(ty) e p(tx) denotam, respetivamente, a solugdo numérica da velocidade e
da pressao no instante t; e u, e pp denotam, respetivamente, a solucao exata da

velocidade e da pressao no instante tj.

s0¥ilur
e o
W0 254575 W 24034
e g.so@m

) 360550
0370406
W 529151 ]
0581066 W50
W 53401 [
W0 587806 %.594357
[ 749985
WG W0 05613
W0 B4G641 [T
W0 200556 W0 516868
[ [

Wo0z21E

Figura 2.4: Gréfico da magnitude da velocidade (esquerda) e da pressao (direita) no
instante 7' = 1 para At = 1073 e h = 0.041756.

Recorrendo aos valores da velocidade e da pressao da Tabela 2.1, uma aproxima-
¢ao numérica da ordem de convergéncia para a discretizagao no tempo é dado pela

expressao
log(ex/ex+1)
log(tr/th+1)’
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Yalores dos erros paraa velocidade e pressao
0.14 T T T

velocidade
pressan

012 r

[ 3

0.08

Emo nurnenico

0.04 |

0.02F

L L
0.0 0.05 0.1

.
0.04
Deltat

Figura 2.5: Evolugao do erro para a velocidade e pressao num dominio fixo com
h = 0.041756.

At ey ep
0.1 0.121145 | 0.083948
0.05 0.054617 | 0.041673
0.025 0.028184 | 0.020941
0.0125 | 0.014623 | 0.010506
0.00625 | 0.007313 | 0.005235
0.003125 | 0.003671 | 0.002597

Tabela 2.1: Tabela dos erros numéricos com h = 0.041756.

em que e; denota o erro da pressao ou da velocidade obtido no instante ¢;. No caso

da pressao, denotamos a ordem de convergéncia por p,.q € no caso da velocidade

denotamos por U,,q.

k Pord Uord

1| 1.010383 | 1.149313
2 1 0.992783 | 0.954474
3 1 0.995117 | 0.946637
4 ] 1.004952 | 0.999704
5] 1.011344 | 0.994290

Tabela 2.2: Tabela da ordem de convergéncia do tempo num dominio fixo com
h = 0.041756.

Como podemos constatar pelos valores observados na Tabela 2.2, a ordem de
convergéncia tende para uma ordem de convergéncia um no tempo, tanto para o

caso da velocidade como da pressao.
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2.4 Discretizacdao numérica

2.4.2. Dominio médvel

Consideremos o sistema de equagoes (1.37):

( DAu :
D + [(u —w) - V]ju+ Vp—2div(uD(u)) = f, em I x
divu=0, em I x €y

u =1uy, em Qo (2‘11)
(2uD(u) —pl) v =g1, em I xTY

u=gs, emllxIP.

Queremos obter uma forma de calcular a funcdo ALE e discretizar o problema
no tempo e no espago. Com base nos resultados expostos na seccao anterior, vamos
denotar por 7y, a triangulagao na configuragao de referéncia (€29 5) e Tz a triangu-
lac@o na configuracao corrente (£ p,). Seja também I}, = (t,tk41), comk =0,..., N
como anteriormente.

Relembremos que a solucao aproximada no instante ¢ é indicada por g, ou seja,
U ~ u(tk).

A discretizacdo no tempo e espago deste sistema segue as linhas gerais do que
D4y
Dt

cuidado especial, assim como o facto do dominio 2; depender de t. Uma leitura

foi feito no sistema (1.36). No entanto, os termos w e necessitam de um

mais detalhada sobre este assunto pode ser encontrada em [5] e [7].

Calculo da transformagao ALE

A formulagdo ALE induz uma forma natural de discretizar o problema (2.11).
Comecemos por gerar uma triangulacao na configuracao de referéncia 7y 5, e admitir
que conhecemos uma funcao gy, : 9, — € que descreve o movimento da fron-
teira. Estendendo a funcao gj ao interior de )y, obtemos uma escolha possivel
para o mapa ALE, A ;. Desta forma, teremos €, = A 1(Q0,1)-

Suponhamos que conhecemos no instante ¢ = t;41 a posicao da fronteira do domi-
nio 9, »- A questao que se coloca é como construir Ay, 5 tal que AtkH,h('ﬁ),h)

define uma triangulagao valida (ver Figura 2.6).

Nota 2.4. Por vezes, a malha obtida pode nao ser vdlida, uma vez que os triangulos

gerados podem estar sobrepostos.

Para calcular a funcao A, ,, uma técnica usual é a extensao harménica que

consiste em resolver o problema:
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N/

oL

VA
PAVAVAVA]

%

/L

Figura 2.6: Exemplo de uma triangulacao do dominio de referéncia (esquerda) e do
dominio corrente (direita).

Determinar Ay, , € H!(9) tal que Aty = g em 9Q e
_A‘Atk-H = 0, em Qo. (2.12)

A solugao numérica de (2.12) pode obter-se com o método dos elementos finitos

como foi feito na seccao anterior para as equagoes de Navier-Stokes.
Com efeito, temos o seguinte problema:

Determinar Ay, ,, € H'(Qo) tal que Ay, = g em 0 e

VA, ., -Vvde= fv dz, v e H(Q). (2.13)
Qo Q0

Seja Dy, subespago de P1(7p ) das fungdes que coincidem com gj, nos vértices
da triangulacao 7o em 08 5. A aproximacao de elementos finitos do problema ¢ a
seguinte:

Determinar Ay, , » € D, tal que
VA, h- Vo, dT = / fv, dz, Y, € DpN H(l](QO), (2.14)
Qo Q0

Seja Dy, = span{¢1,...,on,}, em que ¢1,...,¢n, sao as funcoes base mencio-

nadas na seccao anterior. Podemos escrever
N,
Atk+1,h($) = E Gl¢z($>
i=1

Deste modo, a aproximacao de elementos finitos pode ser reescrita da seguinte
forma:

Determinar G = (G4, ...,Gn, )T € RV tal que

Np,
ZGi [/Q Vi - Vo d:'i;'] :/Q fojdz, j=1,...,Np. (2.15)
i=1 0 0
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2.4 Discretizacdao numérica

Em notacao matricial,

AG=F

onde

A= (ag)y = (agi)iy = /Q Voi-Ve; dz,
0

G=(Gy,...,Gn,)T e Fj:/gqujdi.
0

Observagao 2.3. De modo a incluirmos a condi¢ao de fronteira do problema (2.12),
€ necessdrio efetuar transformacdes a nivel da matriz A e do vetor F' como referido

anteriormente na Observacao 2.2.
Resolvendo o problema (2.12) onde gy, (t,z) =  + d(t,x) é tal que

0
d(t,z) = ,

0.02((x — 2.5)2 +5)z(5 — 2)j (t)(Li>1 + Ty<s) + Ly>3))

§(t) = —0.15625¢7 + 2.1875¢5 — 12.46875t° + 37.1875t4 — 62.34375¢3 + 59.0625¢2
—29.53125t + 6.0625,

onde 1 : [tg,T] — 0,1 é a fungdo caracteristica, obtemos a solugdo numérica da

Figura 2.7.

0% alue
- 00175175

W 157658
W 193603
[

| Eere
W 26786

Figura 2.7: Grafico da segunda componente da fungéo A;, para T =5, A =0.1 e
h = 1.47607.

Apés obtermos a fungao Ay, 5, podemos calcular uma aproximagao para a

velocidade do dominio w que é dada por wy onde

Ao — A,
wp(tpt1) = MTtk o AL

Nota 2.5. Na prdtica, wy, € calculado primeiramente na configuracdo de referéncia,

sendo posteriormente “transportado” para a configuracdo corrente.
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Discretizacao no tempo

Nesta seccao, queremos obter uma discretizagao no tempo, como referido anteri-

ormente. Para isso, comecemos por obter uma discretizacao da derivada material.

Usando (1.7), temos que

DAu ou
—(t de = —(t z)v J dx.
| e vde= [ S B L,

tet1
Recorrendo a féormula de expansao de Taylor, segue-se que

o o Uit — Up
% E(tk+17m) v JAtk+1dE ~ % T v JAtk+ld§‘

Fazendo a mudanca de varidvel = A;! (z), concluimos que

tk+1(

Ukt] — Uk ~ 1 1 /
— v J dr = — de — — d
/O ; v JA, 0T t/ Ukl V ; up v de,

tet1 tht1

onde %y estd definido em (2, |, uma vez que
— -1
U = U OAtk OAtk+17
ou seja, Uy, surge do calculo de ug na configuracao de referéncia, sendo posteriormente
transportado para a configuragao corrente.
Discretizagao no espago

Consideremos a triangulagao habitual definida anteriormente: 7 ; do dominio

de referéncia e Ty, ., n do dominio corrente.
Sejam Qp = P1(To.n) e Vi = [Po(Ton)]"™

Os correspondentes espacos na configuracao corrente sao dados por
th+17h = {th+17h “Qtyqq,h © Atk+1,h € Qh}>

Vieh = V00 1 V400 Abyyn € Vak

A solugao numérica pode ser obtida em t = t;11 da seguinte forma:

~ _ D
Determinar upy1,n € Vg, n tal que upp1n = go2(tes1) em I, € Prtip €

32



2.4 Discretizacdao numérica

th+1,h tal que

( (Uk+1,h
( ,vh> + e (Ukp — Weps Uky1,h,Vh)g,  + 0 (Oh Prr1n)g
At _— k41 tht1
Uk p
+a (Uk+1’h7vh)gik+1 = At ,Uh + Y ng_H ‘v -V ds
th+1 Ftk+1 (216)

+ (kaFl’vh)thﬂ

b(’u,Ingl,m(Ih)thH =0, Vgn € Qi

s \V/’Uh c Vtk+17h N Hll—‘tD (Qt),

onde

U j, Projecao Lz(Q) deug e fri1 = f(trs1),

b ('vh,pk-&-l,h)gtkH = /Q div vy pr41,n de,

tet1

bWkt Ph)o, | = /Q div V11,0 ph de,
tet1

a (W41, Vn) uD (upq1p) 2 D (vy) de,

—

thJrl th+1

c(ugp — wk,h§uk+1,h,”h)gtk+1 = / ((upp, —wpp) - V) Uy - vp de.
th+1

Simulacao numérica e validagao

Consideremos o problema (1.37) onde Qg = (0,5) x (—1,1), I'V = {5} x [-1,1],
[P =00\I'YN e I =[0,5] e seja gp,(t,x) =z + d(t,z) tal que

d(t,x) = ’ )
0.02((z — 2.5)2 +5)x(5 — )7 (t) (Ly>1 + Li<s) + 14=3))

§(t) = —0.15625t7 + 2.1875t% — 12.46875t° + 37.1875t* — 62.34375¢% 4 59.0625¢2
—29.53125t + 6.0625,

esejam f =0, u=1eug,g,g2 calculados tais que
U(t,.’l/‘) = ) p(t,.’L‘) = —2,u(x - 5)

sejam solugao do sistema (1.37). Aplicando o método (2.16), obtemos a solucdo

numérica da Figura 2.8 e respetiva evolugao temporal do erro numérico na Figura
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2.9. O erro numérico é calculado através das seguintes expressoes:

1/2 1/2

Nt Nt
ey = Atkz l[u(te) — uk”i]l(gtk) s ep= Atkz Ip(tx) —pk||iz(9tk)
=1 =1

onde u(ty) e p(ty) denotam, respetivamente, a solucado numérica da velocidade e
da pressao no instante t; e ur e pr denotam, respetivamente, a solucao exata da

velocidade e da pressao no instante ty.

SFec Walue
[ 2

[

W 520101

50V alue
- 02777

[

W 05556
1111
W 15667

| ]
[ e
[
[
[

W 05556
Wil
W 15667
[
[ R

Figura 2.8: Gréfico da magnitude da velocidade (cima) e da pressao (baixo) no
instante T' = 5 para At = 0.1 e h = 0.041756.

Yalores dos erros paraavelocidade e pressan
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T pressan
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Figura 2.9: Evolugao do erro para a velocidade e pressao num dominio mével.

Para calcular a ordem de convergéncia para a discretizagao no tempo, procedemos
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At ey €p
0.5 0.023366 | 0.22607
0.25 0.012885 | 0.125169
0.125 0.006726 | 0.064008
0.0625 0.003434 | 0.032209
0.03125 0.001735 | 0.016136
0.015625 | 0.000872 | 0.008074
0.0078125 | 0.000437 | 0.004038
0.00390625 | 0.000219 | 0.002019

Tabela 2.3: Tabela dos erros numéricos com h = 0.168934.

de modo analogo ao exemplo da seccao 2.4.1. Pelos valores da Tabela 2.4, temos

novamente uma ordem de convergéncia um.

Uord

Pord

0.858718

0.852892

0.937871

0.967553

0.969859

0.990788

0.984954

0.997181

0.992536

0.998927

0.996695

0.999643

~N| | O | W N = &

0.996702

Tabela 2.4: Tabela da ordem de convergéncia do tempo num dominio mével com

h = 0.168934.
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Capitulo 3

Simulacao Numérica

Neste capitulo, vamos apresentar um exemplo de aplicacao das equagoes de
Navier-Stokes.
FEuglena é um género de alga unicelular que vive normalmente em aguas conti-

nentais calmas.

Figura 3.1: Uma espécie do género Fuglena.

Suponhamos que o ser unicelular ocupa o dominio da Figura 3.2 ocupado com

agua, em que o referencial considerado se situa no inicio da sua cauda.

Figura 3.2: Dominio ocupado pelo ser unicelular.

Queremos estudar o efeito que o movimento da cauda provoca na agua, ou seja,
queremos calcular a velocidade e pressao da dgua quando o ser unicelular desloca a
cauda na agua. Para simular este problema, o sistema de equagoes a resolver é o

sistema (1.37):
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( DAu :
T + [(u—w)-V]ju+Vp—2div(uD(u)) = f, em I x

divu=0, em I x )y

u =1ug, em )

(2uD(u) —pl) v =g1, em I xT{

u=gs, em I xIP.

onde gy (tx) =z + d(t,z) é tal que

0
d(t,z) =

ax? sin(mt)

epn=2001, f=0, upo=0, ¢g1=0e¢e

p

; x €[0,10] x 0

z €[0,10] x 5

5 z €0 x][0,2.4]

; z €0 x [2.6,5]
By(5—y)t 07, z€[0,L]x26
By —y)t 0T, =xel0,L]x24
By(5—y)t 07,  xe L x[24,26]

0
0
0
0

92 =

(@)
~+
=]

<

onde 8 = 0.03. Note-se que o valor de o tem de ser ajustado consoante o com-
primento da cauda L do ser unicelular. Isto acontece de modo a gerar uma malha
vélida. Neste caso, vamos considerar para todos os testes « = 0.01. Vejamos que im-
plicacGes tem nos valores da velocidade e pressao o facto de se alterar o comprimento
da cauda, para vérios instantes de tempo, t = 2.5, t =7.5e¢ T = 10.

Pelas Figuras 3.3, 3.4, 3.5 e 3.6, podemos entao concluir que o facto de L au-
mentar provoca também um aumento da velocidade e pressao. Este acontecimento
seria de esperar, uma vez que a cauda tem maior area de contacto com a agua.

Note-se ainda que na area a volta da cauda sao geradas zonas de refluxo, pelo

facto da cauda provocar ondas quando em movimento.
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Figura 3.3: Evolugdo da magnitude da velocidade para L =1, L =3 e L = 5 para
t =25, At =0.1 e h = 0.714500.
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Figura 3.4: Evolugao da magnitude da velocidade para L
t =175 At =0.1 e h =0.7145009.
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Figura 3.5: Evolugdo da magnitude da velocidade para L =1, L =3 e L = 5 para

T =10, At = 0.1 e h = 0.714509.
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Figura 3.6: Evolugdo da pressdo para L = 1, L = 3 e L = 5 para At = 0.1 e
h = 0.714509.
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Conclusao

Neste texto, o foco principal foi a modelagao e simulacao numérica das equagoes
de Navier-Stokes para fluidos incompressiveis em dominios moéveis.

Na fase inicial, para a derivagao das equagoes de Navier-Stokes, foram apresenta-
dos trés sistemas de coordenadas usados ao longo do texto - o sistema de coordenadas
euleriano, o lagrangeano e o euleriano-lagrangeano. De seguida, apresentamos al-
gumas quantidades cinematicas associadas ao fluido, como a velocidade, aceleragao
e derivada material. Para atingir o objetivo principal desta fase, basedmo-nos nas
leis de conservacdo da massa e do momento linear. Adicionalmente, o Teorema
de transporte de Reynolds é também relevante para a derivacao das equacoes de
Navier-Stokes.

Na segunda fase deste trabalho, comecamos por introduzir espagos de funcgoes
necessarios para o texto - L? e H'. Estes sdo importantes na resolucio do problema
continuo, ou seja, na formulagdo fraca do problema continuo. De modo a resolver
as equagoes de Navier-Stokes, foi necessério discretizar o problema no espacgo e no
tempo. Desta forma, os métodos numéricos usados foram as diferencas finitas para
o tempo e o método dos elementos finitos para o espago.

A discretizacdo numérica das equacoes de Navier-Stokes foi realizado em dois
casos distintos: o caso em que o dominio é fixo e o caso em que é movel, em que o
processo é idéntico em ambos. No entanto, no caso em que o dominio é mével, existe
uma funcdo que permite controlar as deformagoes no dominio - a funcdo ALE. O
célculo desta funcao foi, de igual modo, feito usando o método dos elementos finitos,
usando a técnica da extensao harmoénica.

Por fim, aplicdAmos os conhecimentos desenvolvidos num caso pratico, simulando
o movimento da cauda de um ser unicelular na agua. Deste modo, foi possivel
analisar o efeito deste acontecimento na velocidade e pressao da agua.

Devido as intiimeras aplicagoes das equagoes de Navier-Stokes, muitos dos pro-

blemas do dia-a-dia podem ser modelados por estas equagoes. Distinguem-se as
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areas da hemodinamica, engenharia aeroespacial, engenharia aerondutica, entre ou-
tras. Em particular, a modelagao de problemas na area da hemodinamica usando
as equacoes de Navier-Stokes é muito frequente, uma vez que o sangue se encontra
nas condigdes do fluido referido durante este texto.

De entre os problemas simulados na area da hemodinamica, destacam-se os pro-
blemas de fluido-estrutura que simulam o fluxo de sangue numa artéria. Estes pro-
blemas sao de dificil simulagdo, uma vez que os dois sub-problemas existentes - o

problema do fluido e o da estrutura - sao dificeis de desassociar.
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