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Resumo

Em 1983, Epps e Pulley propuseram uma famfilia de testes para uma
hipétese univariada de normalidade baseada na distancia ponderada Lo
entre a funcao caracteristica empirica dos residuos standardizados asso-
ciados as observacoes e a funcado caracteristica da distribuicao normal
standard, cuja ponderacao depende de um parametro real 5.

Neste trabalho, consideramos um procedimento de teste miltiplo que
combina um nimero finito de estatisticas de teste de Epps e Pulley para
escolhas extremas (8 € {0, 00}) e ndo extremas (8 €]0, 0o[) do parametro
B. Para cada uma das estatisticas envolvidas no teste multiplo bem
como para este, estudamos as suas propriedades sob a hipo6tese nula de
normalidade e estabelecemos a convergéncia dos testes associados.

Finalmente, apresentamos os resultados de um estudo de simulacao
realizado para analisar a poténcia do teste multiplo e compara-la com
outros testes de normalidade recomendados na literatura.

Palavras Chave: Normalidade univariada, funcdo caracteristica empirica, teste

multiplo, invaridncia para transformacgoes afins, convergéncia.



Abstract

In 1983, Epps and Pulley proposed a family of tests for assessing uni-
variate normality based on a weighted Lo distance between the empirical
characteristic function of the scaled residuals and the characteristic func-
tion of the standard normal distribution, whose weight function depends
on a real parameter (.

We consider a new multiple test procedure which combines a finite
set of Epps and Pulley test statistics including extreme (S € {0, 00}) and
non-extreme (f €]0, 00[) choices of the tuning parameter §. For each of
the statistics involved in the combination and for the multiple test, we
study their main properties under the null hypothesis of normality and
we establish the convergence of the associated tests.

Finally, we present the results of a simulation study carried out to
analyze the power of the proposed multiple test and compare it with
other highly recommended normality tests.

Keywords: Univariate normality, empirical characteristic function, multiple test,

affine invariance, consistency.
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Introducao

Os testes de ajustamento sdo procedimentos estatisticos que permitem inferir se a
variavel aleatoria X subjacente a um conjunto de observacoes é, ou ndao, bem mode-
lada por uma dada distribuigao ou familia de distribuigoes fixas & partida. Represen-
tando por Fy essa familia de distribuicoes e por F' a distribuicdo de X, pretendemos
assim testar a hipoétese nula Hy : F' € JFp contra uma hipdtese alternativa geral
H,:F ¢& Fo.

O teste de uma hipotese de normalidade é dos mais comuns na literatura e
desde a invencao do teste de ajustamento do qui-quadrado por Pearson em 1900
(ver D’Agostino e Stephens, 1986, p. 63), diversos procedimentos para testar uma
hipétese de normalidade tém sido desenvolvidos por diferentes autores. Entre es-
tes procedimentos destacam-se os testes baseados nos coeficientes de assimetria e de
curtose, assim como os testes de Shapiro-Wilk e de Anderson-Darling. Estes dois
ultimos testes sao dos testes de normalidade mais recomendados (ver Thode, 2002,
pp. 143-152).

Mais formalmente, se X1, ..., X, sdo copias independentes de uma varidvel alea-
toria absolutamente continua X com funcio densidade f desconhecida, pretendemos

assim testar a hipdtese

HothN

contra uma hipotese alternativa geral, onde N é a familia das densidades de proba-
bilidade normais sobre R, isto ¢, g € N se e 86 se

_(z=w)?

g(x) = e( 207 ), z € R,

comp€Reo>0.
Em 1983, Epps e Pulley introduziram uma familia de estatisticas de teste para a

hipotese Hy baseadas na funcao caracteristica empirica definida por

1 n
U (t) = — D exp(itY;), t € R,
j=1

1X



onde

Y = , 1
= )
sao os residuos standardizados associados a Xi,...,X,, e
1< 1<
% 2 & \2
Xn:nZ;X] € Sn:ﬁ‘ I(Xj_Xn)
j= j=

sdo a média e a varidncia amostrais, respetivamente. A estatistica de teste de Epps
e Pulley é definida através da distdncia quadrética ponderada entre a funcio ca-
racteristica empirica associada aos residuos empiricos e a funcdo caracteristica da

distribuicao normal standard, isto &,

Dy g = /
R

onde pg(t) = \/;Wexp (—%) ,8 >0, é a densidade da lei normal de média zero

2
] (t)dt,

+2

U, (t)—e 2

e variancia 52, que denotaremos por A/ (0, 52). Esta funcao peso permite escrever a
estatistica de teste na forma simplificada

1 n B2 )

J,k=1

2 71/21 & ﬁQ}/j2 2\—1/2

Jj=1
Da expressao anterior concluimos que a estatistica D,, g ¢ facil de calcular e ¢

ainda invariante para transformacgoes afins dos dados, isto é,
D, g(aX1+0b,...,aX, +b) =Dy, p(X1,...,Xn),

para todo o a € R\ {0} e b € R.

A familia de estatisticas D, 3, 0 < 8 < oo, terd um papel fundamental no
presente trabalho. O nosso objetivo nao serd o de considerar apenas um dos testes
desta familia para testar Hy. A ideia que desenvolvemos é a de tomar um ntmero
finito de tais estatisticas e combiné-las num tnico teste de normalidade.

No Capitulo 1 estudaremos a estatistica de teste D,, g, onde § €]0,+oo[, fixo,
obtendo o seu comportamento assintético sob a hipdtese nula e a convergéncia do
teste nela baseado.

No Capitulo 2 identificamos as estatisticas que se obtém de D,, 3 quando tomamos
B — 0 e 8 — o0, que denotaremos por D, o e D, o, respetivamente. Tal como
fizemos para D, g, com 0 < 3 < oo, obtemos a distribui¢do assintotica de D, ¢ e

D, o sob Hy e estudamos a convergéncia dos testes de normalidade nelas baseados.



No Capitulo 3 é definido um procedimento de teste multiplo para uma familia de
estatisticas quaisquer, sendo referidas as suas principais propriedades. Este procedi-
mento é a seguir usado para combinar as estatisticas D, o e D, o correspondentes
aos valores extremos 3 = 0 e 8 = oo do parametro 3 e as estatisticas D,, g, e D, g,,
com 0 < 81 < B2 < oo, correspondentes a dois valores ndo extremos do paradmetro
5. Desta forma, esperamos que o teste combinado usufrua de boas propriedades de
poténcia para um conjunto vasto de alternativas.

Por ultimo, no Capitulo 4 apresentamos um breve estudo de simulacdo para
avaliar a poténcia do teste miltiplo anterior, comparando-a com a de outros testes
de normalidade existentes na literatura.

Durante este trabalho, denotaremos por Pyeyas convergéncias em probabi-

lidade e em distribuicdo, respetivamente.

xi
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Capitulo 1

Testes de normalidade baseados
em D, 3, com () < [ < o0

Neste capitulo, pretendemos estabelecer o comportamento assintético da estatistica

Dyp = /
R

sob a hipétese nula de normalidade e a convergéncia do teste baseado nesta estatis-

2
pp(t)dt

+2

U,(t)—e =z

tica, para valores fixos de 3, 0 < 8 < oc.

Na Seccao 1.1, comegamos por apresentar aproximagoes assintoticas da esta-
tistica Dy, g que nos permitirdo obter a sua distribui¢do assintotica (Seccao 1.2).
Finalmente, na Sec¢do 1.3, vamos estabelecer a convergéncia do teste baseado na

estatistica estudada nas seccOes anteriores.

Durante este trabalho admitiremos que X1, ..., X,, sao varidveis reais, indepen-

dentes e identicamente distribuidas (i.i.d.).

1.1. Aproximacao assintotica para nD, s

Tal como Henze e Wagner (1997), para estabelecer a convergéncia em distribuicao

da estatistica nD,, g, comecamos por representd-la da seguinte forma:

Proposicao 1.1. Se Xq,...,X,, sdo varidveis aleatdrias reais quaisquer, entdo

nDas = [ Za(0Pes(t)at,

onde

Zn(t):\/lﬁ . {cos(tyj)+sm(tyj)—e—f}.

J=1



Capitulo 1 Testes de normalidade baseados em D,, 35, com 0 < 3 < oo

Demonstra¢do. Temos

2
2

iy {Cos(th) 4 isin(tY;) — 62}

n

j=1
1 & 2 t2
=— {cos(th) —e 7 + z‘sin(th)} {cos(th) —e z — isin(th)}
=
n
1 t2 &2
=— { <cos(th) - e_2> <cos(tYk) - 6_2) + sin(tY;) sin(tYk)}
=
e
2
s 1[¢ 2
Zn(t)" = — cos(tY;) — e 2 +sin(tY;)
n\
1 — &2 2
=— {(cos(th) - 62) (cos(tYk) - e2>
n
J,k=1

2

12 <cos(th) - e—2> sin(tYy) + sin(tY;) sin(tYk)}

Basta agora ter em conta que

2
/ (Cos(tx) - e_t2> sin(ty)ppg(t)dt = 0, para todo o z,y € R.
O

Para simplificar a notagdo que usaremos nos resultados seguintes escreveremos
Zn = Z, + 02(1) (1.1)

sempre que se verificar

/ (Znlt) — Z5(1) wa(t)dt 250,

onde Z,(t) = Zy(w;t) e Z:(t) = Z}(w;t) sao fungdes mensuraveis e limitadas defi-
nidas em £ x R com valores em R. Reparemos que sempre que Z,, = Z; + 02,(1)

entao
[ 2atPestiiat = [ 20200 + 0,0, (12)
Atendendo a que D,, g ¢ invariante para transformacoes afins dos dados podemos,
sem perda de generalidade, assumir que X3, ..., X,, sdo varidveis aleatorias de média
0 e variancia 1. Tendo em conta a Proposicao 1.1, o resultado seguinte permite obter

uma primeira aproximagao para a estatistica D, g.

2



1.1 Aproximacdo assintética para nD, g

Lema 1.2. Se Xq,..., X, sdo varidveis aleatdrias de média 0 e varidncia 1, enitdo
é valida a aproximacdo

I = Z;L + 027p(1),

onde

Z(t) = \/15 Z_} { cos(tX;) + sin(tX;) + t(Y; — X;)(cos(tX;) — sin(tX;)) — e—’f} |

Demonstracao. Usando a féormula de Taylor com resto de segunda ordem, temos

t? .
cos(tY;) = cos(tX;) — tsin(tX;)(Y; — X;) — ) cos(tX;)(Y; — X;)?

t2 2
sin(tY;) = sin(tX;) + ¢ cos(tX;)(V; — X;) — o sin(tX;)(¥; — X;)?

onde X; e X; pertencem ao intervalo de extremidades X; e Y}, o que nos leva a

concluir que

n

Zn(t)—Z;l(t):—\}ﬁ %
=1

1=

[\

(V; — X;)? {cos(th> + Sin(t):(j)} .

Atendendo agora a que

ficamos com
|Za(t) — ZL,(1)] < \/15 Zn:tz(y} X,
j=1
_ \t/Zﬁ Ji:l (57— 12X2 4 5,282 — 2(s; 1 — )51 X, X, )
=t’R,,

onde

- RS e - 1%
R, =+n (snl—I)QEZX?—l—anXg—Z(snl—1)sn1X72l
j=1

Para concluir a demonstracdo, basta ter em conta que
p
R, — 0, n — oo,
uma vez que X1,..., X, sdo varidveis centradas e reduzidas. O

Uma segunda aproximacao para a estatistica D,, 3 pode ser obtida a partir do

lema seguinte.



Capitulo 1 Testes de normalidade baseados em D,, 35, com 0 < 3 < oo

Lema 1.3. Se Xq,..., X, sdo varidveis aleatdrias normais de média 0 e varidncia

1, entdo € vdlida a aprorimacao
Zy, = Zp + 03p(1),

onde

1 2
Z"(t) = f Z {cos (tX;) + sin(tX;) — <2(Xj2 — )2+ Xt + 1> e_tz} .
Demonstrag¢ao. Atendendo a (1.3), concluimos que

Z(t) \f Z { cos(tX;) +sin(tX;) + t(s;t — 1) X;{cos(tX;) — sin(tX;)}

2

—ts, 1 X, {cos(tX;) — sin(tX;)} — e_g}

= 75(t) + \/15 ZX {cos(tX;) —sin(tX;)}

— —sn X0t ) {cos(tX;) —sin(tX;)}
D

= Z5(0) + Vst = DEAR(E) — Vs Kt Ba(), (14)

onde Z é definida por

n

1 +2
ZNt) = — (tX;) tX;
( = ]Z:; {cos +sin(tX;) — } ,

An(t) = % S X {cos(tX;) — sin(tX;)}

j=1
e
1 :
B, (t) = - Z{cos(th) — sin(tX;)}.
j=1
Vamos verificar que
2

tAL(t) = —2 T + 0,(1) (1.5)

e que
2
tB(t) = te™ T + 09,(1). (1.6)

Demonstremos apenas a primeira das igualdades anteriores estabelecendo que

/(tAn(t)—l—tht;)ngg(t)dt] 250.

4
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1.2 A distribuicdo assintética de D,, g sob H

Com efeito, usando o Teorema de Tonelli temos

/ <tAn(t) - th_t;> 2 go[g(t)dt]

— /tQE (An(t) +tet;>2¢5(7ﬁ)dt

1
= / <1 — tge_t2> t2ps(t)dt 2 0,n — oco.

n

E

Da igualdade (1.5) e usando o facto de

1 n
851*1:*% (X?—l)JrOp(n_l),
j=1

temos

Vn(syt = 1tA,(t Q\f Z 7 4 09,(1). (1.7)
Da igualdade (1.6) temos também que
_ _ 2
Vs P Xt By (t) = vnXute ™2 + 0g,(1). (1.8)
Usando agora (1.7) e (1.8) em (1.4), obtemos

1 & _t2
Z( {cos ) +sin(tX;) — 2}
n

J=1

9 _t2
+2\/72 —].t —TZXte 2+02,p(1)
= Z;{(t) + 02717(1)7
onde Z!'(t) é definida no Lema 1.3. O

Atendendo aos resultados anteriores podemos finalmente obter a anunciada apro-

xXimacao assintotica.

Teorema 1.4. Se X1,..., X, sdo varidveis aleatdrias normais, centradas e reduzi-

das, entdo € vdlida a aprorimacao assintdtica
nDus = [ 24P op(t)dt + 0,1,
onde Z!/(t) € definida no Lema 1.5.
1.2. A distribuicao assintética de D, g sob H

Neste momento é possivel mostrar que nD,, g ¢ assintoticamente equivalente a uma

V-estatistica degenerada, o que nos permitirad obter a sua distribuigdo assintotica.

5



Capitulo 1 Testes de normalidade baseados em D,, 35, com 0 < 3 < oo

Teorema 1.5. Se X1,..., X, sdo varidveis aleatorias normais centradas e reduzidas,

temos

onde o niicleo hy é dado por

hi(z,y) = /h(m;t)h(y;t)cpg(t)dt, com z,y,t € R

1
h(z;t) = cos(tx) + sin(tzx) + <2(x2 —)t2 — ot — 1> e
Além disso, tem-se E(h.(x, X)) =0.

Demonstra¢ao. Atendendo a defini¢ao de h(x;t), concluimos entdo pelo Teorema 1.4
que

2

nDn,/a=/Z£{(t)2m(t)dt+op(1> :/ ;ﬁZh(Xj;t) @a(t)dt + op(1)
Jj=1

/ (X2 h(X;: D)pa ()t + 0p(1)

3\’—‘

h(Xi, X;) + op(1).

3\*—‘

x

Finalmente, para concluirmos que nD, g tem a estrutura de uma V-estatistica
degenerada, isto é, E(hs(z, X)) = 0, basta provar que E(h(X;t)) = 0.

Aplicando a linearidade da esperanca matematica, vem que
1 2
E(h(X;1)) = E(cos(tX)) + E(sin(tX)) + 5 (E(X?) — 1)t2e~
2
- E(X)tef% —e 2
Basta apenas ter em conta que

E(cos(tX))=e 2

E(sin(tX)) = 0.

O]

Sabendo que a estatistica de teste nD,, g ¢ aproximada por uma V-estatistica

degenerada, é agora possivel conhecer a sua distribuicao limite.

6



1.3 A convergéncia do teste baseado em D, 3

Teorema 1.6. Se X1,...,X,, sdo varidveis aleatdrias normais i.i.d. temos
d Z 2
nDnﬁ — )\ka,
E>1
onde Zj sao varidveis aleatdrias i.1.d. que seqguem uma lei normal standard e A\, k >
1, sdo o0s valores préprios nio nulos correspondentes ao operador integral A : L*(R, ¢) —

L?(R, ¢) definido por

Ag(x) = / ha(z, 9)g(y)d(u)dy, = € R,

com g € L*(R,¢), ¢ a densidade normal standard e L*(R,¢) o espago das fungdes

g, reais de varidvel real, tais que [ g*(y)d(y)dy < oc.

Demonstrag¢ao. Sendo D,, g invariante para transformacoes afins dos dados vamos
admitir que Xi,...,X,, sdo varidveis normais centradas e reduzidas.

Comecemos por provar que

E|h*(X1,X1)’ < 00

E(h%(X1,X3)) < 00
Com efeito,
Elh.(X1, X1)| < / EIR2(X: )| s (1)dt
B(h3(X1, X)) < / B(h2(X 1) s (),
onde

ER(X:t) =1—e Pt +2+1), t €R,

0 que prova o pretendido.
Atendendo agora ao Teorema 1.5 e ao Teorema 2.1 de Gregory (1977) deduzimos

que

nDy g = — z;h (Xi, X;) gh (Xy, X;)
7 17£]

Ly B(ho(X1, X1)) + iAk(Z,z —1).
k=1

Para concluir a demonstracao, basta agora ter em conta que
E(h (X1, X1)) Z Ak

(cf. Serfling, 1980, p. 227). O]



Capitulo 1 Testes de normalidade baseados em D,, 35, com 0 < 3 < oo

1.3. A convergéncia do teste baseado em D, g

Seguidamente, vamos enunciar um resultado que nos permitira estabelecer a conver-

géncia do teste baseado na estatistica D, g.

Teorema 1.7. Sejam X1, ..., X, copias independentes de uma varidvel real X com

média 1, varidncia o e funcio caracteristica ®. Entdo

,ﬁ—/‘ 6_%

it , . L. . _
onde ®o(t) = o (%) € a funcao caracteristica da varidvel %

2 2

goﬁ(t)dt,

+2

op(t)dt / ‘@0(75) —e 7

Demonstrag¢ao. Sendo D,, g invariante para transformacoes afins dos dados, basta
provar o resultado para uma variavel aleatéria X de média p = 0 e variancia o2 = 1.
Atendendo a que .
_ 1 itX; P
() = ]Z:;e LAY N0
para todo o t € R, concluimos pelo Teorema A.1 que

2 512
/’ e wﬁ(t)dtﬁ/ Bo(t) — =7 | pp(t)dt.
Basta entdo demonstrar que
2 2 2 2
/ ]wt)—w paltyar = [ \%(t)—ez ps(t)dt +0p(1).  (L9)

Atendendo a Proposicao 1.1, temos

/‘ —e

2

paltidt ==, [ Z,(0Pes(t)at

e /‘(I)n(t) - 6‘% 2@/3(75)(115 = ;/Z;(t)QSDﬁ(t)dt,
onde
Zn(t \f Z {COS (tY;) + sin(tY;) — 22}

+2
Zn(t) = \f Z {cos (tX;) +sin(tX;) — 2}
Para estabelecer (1.9), vamos de seguida mostrar que

Zn zZy
NG

Usando a férmula de Taylor com resto de primeira ordem, isto é,

+ 02,p(1).

cos(tY;) = cos(tX;) — tsin(th)(Yj - Xj)

8



1.3 A convergéncia do teste baseado em D, 3

sin(tY;) = sin(tX;) + t cos(tX;)(Y; — X;)

onde X je X j pertencem ao intervalo de extremidades X; e Y}, temos

* n ~
< ig {1 sin(e,)] + 1) cos(1)[} 1) - X
<ol d (571 - 1) Y X+ s, X
<2 (! =02l K
0 que permite concluir o pretendido. O

Estamos agora em condicoes de enunciar a convergéncia do teste baseado em

D,, g para toda a distribui¢ao nao normal.

Teorema 1.8. Se X1,..., X, sio varidveis aleatdrias i.i.d. que verificam E(X?) <

00, entdo o teste de regido critica

{nDnﬂ > Cn,a},
onde ¢, € 0 quantil de ordem 1 —« da distribuicao de nD,, g sob Hy, € convergente.
Demonstragdo. Sejam X1, ..., X, varidveis aleatorias cuja distribuicao ndo é normal,
isto é,
2
Dy(t) # ez, para algum ¢t € R.

Pelo Teorema 1.7, sabemos que

2
pp(t)dt.

2

Dnﬁ i)/‘q)o(t) —67%

/

Uma vez que
2

(pﬁ(t)dt >0

2

Dy(t) —e™ =

concluimos que

nD, 3 BN 400,

e assim

Pf(nang > Cn,a) — 1, quando n — oo.



Capitulo 1 Testes de normalidade baseados em D,, 35, com 0 < 3 < oo
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Capitulo 2

Testes de normalidade baseados
em D), 5, com f=0e =00

Contrariamente ao Capitulo 1, é mais conveniente, a partir deste momento, conside-

rarmos a forma simplificada da estatistica D, g, ou seja,

n

1 (2 5
Dnp=— > exp (—2(5/3 -Y) )

jk=1

n 2Y2
—2(1+ 52)—1/2% > exp (-M) + (1428572 (21)
j=1

Os testes para a normalidade multivariada cujas estatisticas de teste sdao obtidas
tomando f — 0 e 8 — oo em (2.1) foram propostos e estudados por Henze (1997). No
que se segue, pretendemos identificar cada uma das estatisticas limite, D, o e Dy, oo,
e descrever as suas propriedades. Assim, dividiremos este capitulo em duas secgoes,
em que estudaremos a distribui¢ao assintética de cada uma das estatisticas D, e

D, « e estabeleceremos a convergéncia dos testes de normalidade nelas baseados.

2.1. O caso 5 — 0

No teorema seguinte identificamos a estatistica que se obtém de D,, g tomando 8 — 0.

Teorema 2.1. Se Xq,..., X, sao varidveis aleatdorias quaisquer, entdo
5

lim 87°D,, 5= —b

511)1})5 n,B 12 1
onde

1 n
3
b =— Z (Y;Y%)
jk=1

Demonstracao. Atendendo a que

n

1 & e X, — X 1 (1 _
J=1 J=1 Jj=1



Capitulo 2 Testes de normalidade baseados em D,, 35, com 3 =0e =0

podemos concluir que
n

1
2 (=Yt =2,
jk=1

n 2 n
) (Y]'_Yk)4:ﬁzyj4+6
jh=1 =1

n

1 6 __ b 30 - 4 2 - 6
- ';1(36—1@) =20 1+n;Yj +nZ;Yj.
J,R= J= J=

Usando a férmula de Taylor com resto de ordem 4, podemos obter os desenvol-

vimentos seguintes para os dois primeiros termos da estatistica D,, 3 dada em (2.1):

1 « 2
2 Y e (-Gm 1)
k=1
Ly - 2, O g B 6 8
€
1< 523/]2
Ej:1 exp 2(1 +52)
1 B2y 2 By4 30y6 .
~ = {1 - 2(1 +]ﬁ2) + 8(1 + 22)2 - 48(1 +]ﬁ2)3} + 0(5°) (2.3)
Temos ainda
214517 =2- 52+ %54 - 256 +0(5°) (2.4)
€
(1+26%)72 =1- 5%+ 254 - gﬁﬁ +0(8%) (2.5)

Desenvolvendo a expressao (2.2) e fazendo os célculos necessarios usando ainda

(2.3), (2.4) e (2.5), obtém-se
5 46 8
Dy g = Eﬁ b+ O(8%).

Portanto,
)

lim 875D, 5 = —b.
Jim 57" Dnp = 7501

O
A estatistica de teste D,, o nao é definida diretamente a partir de (2.1) mas sim
a partir do limite apresentado, a menos das constantes. Nesse sentido, a estatistica

12



21 Ocaso f—0

que se obtém quando 8 — 0 é a estatistica utilizada por Mardia (1970) para estimar

o coeficiente de assimetria da distribuicdo, isto &,
Dn70 = bl.

Para determinarmos a distribuicao assintotica da estatistica de teste D, o, come-

cemos por escrevé-la na seguinte forma:
2

N

De seguida, vamos estabelecer um resultado que nos serd til para determinarmos

a distribuigao limite de D,, o quando n — oo.

Teorema 2.2. Se X1,..., X, sdo varidveis aleatdrias i.4.d. de média u e varidncia

a2, que verificam E(Xlﬁ) < o0, temos
1 @ d
Vg~ Z;(Xj — X)) = s p -5 N(0,02),
j:

onde

2
v =E [X] — p3 — 3X1]
e u3 = E[X1 — p]® é o momento centrado de ordem 3.

Demonstracao. Atendendo a que D, ¢ invariante para transformacoes afins dos
dados, basta considerar que Xi,..., X, sdo varidveis aleatorias de média y = 0 e
variancia 02 = 1. Comecemos por notar que

1 ¢ . 1 ot i, . _
=~ (X=Xt == {XT+3X7X, +3X0X; + X7}
j=1 J=1

R Y
j=1 j=1

= EB(X®) + ii {X7 - B(X?) = 3X;} + 0p(1)
j=1

1 n
= p3+ n ZZJ + 0p(1),
j=1

onde Zj = )(]3 — U3 — 3XJ

n

Para concluir basta aplicar o Teorema do Limite Central & soma — E Z;. OJ
n
=1

13



Capitulo 2 Testes de normalidade baseados em D,, 35, com 3 =0e =0

Neste momento, é mais simples estabelecermos a distribuicdo assintética da es-

tatistica de teste Dy, .

Corolario 2.3. Nas condi¢ées do Teorema 2.2, assumindo ainda que as varidveis

X1,..., X, seqguem uma distribuicao normal, temos
d
ano — 6X%.

Demonstracao. Sendo D, o invariante para transformacoes afins dos dados, vamos
assumir que as variaveis aleatorias X1, ..., X, sdo centradas e reduzidas. Atendendo

a que puz = 0, pelo Teorema 2.2, sabemos que

Vid TS - X g -5 N0,
j=1

onde

2
V2 =E X} — p3 —3X1]" = pg + p3 + 9 — 64 = 6.

Pela lei dos grandes nimeros, temos ainda
1 n
=3 (X, - X)? L
n
j=1

Assim,

\/ﬁ% Zn:(Xj - Xn)s
j=1

45 N(0,6),
% (Xj - Xn)Z

Jj=1

Vi nDn,O =

de onde concluimos que

d
nD, o — 6)&.
O

Finalmente, podemos enunciar a convergéncia do teste baseado na estatistica

Dy, p.

)

Teorema 2.4. Se X1,...,X,, sdo varidveis aleatdrias i.4.d. de média p e varidncia

o2, que verificam E(X16) < 00, entao o teste de regido critica

{nDn,O > Cn,oz}7

onde ¢, o € 0 quantil de ordem 1 — o da distribuicdo de nD,, o sob Hy, é convergente

se e 56 se uz = E[X1 — p]® # 0.

14



2.2 O caso 8 — o0

Demonstragdo. Comecemos por supor que us # 0. Temos entao

vn fZ =V q = (X5 = Xn)? — s 0 +vnps
j=1
e, portanto,
1 « . :
n EZ(XJ _Xn>3 i) +00
7=1
Agsim,

0 que permite concluir que
Py (ano > cn,a) — 1, n — oo.
Suponhamos agora que
Pf(ano > cma) —1, n— (2.6)

e admitamos por absurdo que p3 = 0. Neste caso, atendendo ao Teorema 2.2 terfamos

\/ﬁ% Zn:(Xj - Xn)g

, 2
=1 v
d NV (0, 6>
n 2 g
v \2
% Z(XJ - Xn)
j=1
e portanto
2
d Vv
nD, o — —6)(%
o
o que contradiz (2.6). O

2.2. O caso f — o0

Escrevendo a expressdo da estatistica de teste D), 3 dada em (2.1) na forma

2\—1/2 2v-1/21 - 62}/1‘2 1
D,g=(14287)"""-2(1 A= —— —, 2.7
np = (1+26%) (1+5%) n;exp T R
podemos identificar a estatistica que se obtém de D,, g3 tomando o limite quando
8 — .
Teorema 2.5. Se X1,..., X, sdo varidveis aleatdrias quaisquer, entdo

. 1 2
Bl;rgoﬁ <Dn,ﬁ_n> == *Zexp -Y; /2

15



Capitulo 2 Testes de normalidade baseados em D,, 35, com 3 =0e =0

Demonstracao. Usando a féormula de Taylor concluimos que

(127 = (3v2) " +0(5Y)

(1+8H)7 V2 =p"1+0(87%),

quando 8 — oo.

Substituindo estas expressoes em (2.7), obtemos

B*Y7? 1
Dup=—r— o s |+ o+ 0.
A Bf Bn Z ( 21+ 57
Por ultimo, basta subtrair por %, multiplicar por 8 e aplicar o limite quando
B — oo (note-se que, ao aplicar o limite, % tende para 1), ou seja
n

, 1 12 B2y} 1
jim 5 (Pra =) = 25 - w2 <_<+5>> H O

1

O

Tal como D, o, a estatistica de teste D,, o, ¢ definida a partir do limite estabele-

cido no teorema anterior, isto &,

n

Dy oo = — Zexp (—YjQ/Q) .

j=1
A estatistica de teste obtida quando 8 — oo é de certa forma semelhante & estatistica

utilizada por Mardia (1970) para estimar o coeficiente de curtose
1oy
=2 Y
j=1
uma vez que s6 usa os valores de YjQ, para j=1,...,n.
De seguida, determinemos a distribuicao limite de D), «, quando n — oo.

Teorema 2.6. Se X1,..., X, sdo varidveis aleatorias i.i.d. que verificam E(X?) <

00, temos
V7 (Dyoo — E [exp (=X3/2)]) -5 N(0,12),
onde

1
v? = Var (exp (-X7/2) + §BX12 + le) , (2.8)

16



2.2 O caso 8 — o0

B=F [Xl2 exp (—X12/2)] )

b=FE [Xiexp (—X1/2)].

Demonstrag¢iao. Uma vez que D), o, é invariante para transformagoes afins dos dados,

vamos assumir que Xi,..., X, sfo varidveis aleatérias centradas e reduzidas. Seja
X2 . ~

E=F [exp (—%)} Usando um desenvolvimento de Taylor da funcdo f(u) =

exp (—%), podemos escrever
1 « 1
Vn(Dpoo — &) = ﬁ ; (exp (_ij/2) - 5) - ﬁ Zexp (_ij/2) {YJQ - X]2}

+ - Z (X)) (VP - x3), (2.9)

&) <1/

onde X j pertence ao intervalo de extremidades Y; e X e

Além disso,
1 — 2 1 — 1 —
- SV -X3) = (5,7 - 1)2ﬁ > X 45, %(s? - 1) X~ > X7
j=1 j=1 j=1
1 & 1 &
+2(s;% = 1)237;2)(25 d X7+ 437;4)(5% > X7 —3s," X
=1 j=1

= Op(n_l)-

Concluimos assim que o termo residual da expressao (2.9) converge em probabi-

lidade para zero, ou seja, é um op(1). Portanto, temos
_ 1y _x2/9) —
\/ﬁ(Dn,oo_g) - \/ﬁ;(e}{p( Xj/2) 5)
1
— 5= 2o (=X/2) {7 = X7} + 0p(1).

Atendendo a que

1
o e (X2 (7 - X3)

g X2 2X,X, + X2 n
_—1ZeXp(—X?/2){ j j&n + n} 11 ZeXp X2/2

2\/n = s2
substituindo
1 n
sp2=1-n"Y24, +0y(n7"), onde A, = —= > (X7 -1,

Jj=1

17



Capitulo 2 Testes de normalidade baseados em D,, 35, com 3 =0e =0

vamos obter

Zexp X2/2 {Y2 }
Zexp X2/2 X 2\1/HZexp(—X]2/2)XZ

+2;Zj§::lexp X2/2 ——Zexp X2/2 Xn
Ay & _
+ TZZGXP (—ij/2) X2 +0,(1)

j=1

Zexp —X7/2) X; X, + Zexp (—X7/2) X7+ 0p(1).  (2.10)

Vamos verificar que

1 n
2
Zexp —X7/2) X; X, = — > bX; + 0p(1)
e que

ATL - 2
%Zexp -X3/2) X ] 2f2 1) + op(1).

j=1

Demonstremos apenas a primeira igualdade, sendo a outra analoga. Temos entao

Z X7

exp ( /2) X

vnX 2 2
=" Z {exp (=X}/2) X; — E (X exp (—X}/2))}

=1

+VnX,E (X exp (—X7/2))
ZX b+0p )

1
= Z bX; + op(1)
Vi &
Fazendo as substituigoes necessarias na expressao (2.10), obtemos
1 n
VN(Dpoo — &) = NG Z Vi +op(1)
j=1

onde
B
Vi =exp(—X7/2) — &+ 5(){} — 1)+ bX;.
Pelo Teorema do Limite Central, temos
Vi(Dnooo — €) —5 N(0,12),

18



2.2 O caso 8 — o0

onde
2 2 B o
v® = Var (exp (-X1/2) + §X1 + le) .

O

Corolario 2.7. Nas condicoes do Teorema 2.6, assumindo ainda que as varidveis

X1,..., X, sequem uma distribuicao normal, temos
Jn (Dn,oo _ 2—1/2) 4y N(0,37Y2 9 o),

Demonstra¢ido. Uma vez que X1, ..., X, sdo varidveis aleatorias normais, F [exp (—X12/2)] =
2712 B=2"32¢bp=0.

Pelo Teorema 2.6, sabemos que
Jn (D,wo - 2—1/2) —4s N(0, %),
onde

v? = Var (exp (- X7/2) +27%/2x})
—E (exp (—Xx2/2) + 275/ 2X%)2 - [E <exp (—X2/2) + 2*5/2X2)] ’
= B (exp(—X3) + 279X exp (~X7/2) +27°x1) — 272 120
=372 428 p3x 2027t 272 97"
=312 o7t 274

O

Por dltimo, vamos estabelecer a convergéncia do teste baseado na estatistica

Dy, .

Teorema 2.8. Se X1,...,X,, sdo varidveis aleatdrias i.i.d. de média p e varidncia

o2, que verificam E(X?) < oo, entdo o teste de regido critica
{\/E‘ano - 2_1/2) > Cn,a} )

onde cn.o € 0 quantil de ordem 1 — % da distribuicao de \/n (Dn,oo — 2*1/2) sob Hy,

é convergente se e SO se
X, — 2
o
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Capitulo 2 Testes de normalidade baseados em D,, 35, com 3 =0e =0

Demonstracdo. Sabemos do Teorema, 2.6 que

Vi (Do — pl(£)) —5 N (0,12, (2.11)

onde v? é definido por (2.8).

Comecemos por supor que f é tal que u(f) # 2-1/2. Temos entdo
V(Do = 2712) = \/n(Dnyoo = u(f)) + v/ (u(f) = 27172).
Portanto, da convergéncia (2.11) deduzimos que
Vn ’Dmoo — 2*1/2’ 25 too,
0 que permite concluir que
Py (\/ﬁ ’Dn,oo — 2_1/2‘ > cn,a) — 1, n — +oo.
Reciprocamente, suponhamos que
Py (ﬂ‘Dnm — 2_1/2‘ > cn,a> — 1, n — 400
e admitamos, por absurdo, que pu(f) = 271/2_ Neste caso, teriamos
Py (Vn|Dnoo = p(f)] > €na) = 1, n — +o0,

o que ¢é falso atendendo & convergéncia em distribuicao (2.11). O
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Capitulo 3

Um Teste Multiplo de
Normalidade

3.1. Introducao

Comecemos por recordar a forma da estatistica de teste de Epps e Pulley (1983):

2
pp(t)dt,

+2

Dn,ﬁ :/ ‘\I’n(t) —e 2
R

onde 0 < 3 < oo e g(t) é a densidade da lei N(0, 3%). De acordo com o Capitulo

1 sabemos que, nD, g possui como distribuicao assintética uma soma ponderada
de qui-quadrados independentes. Vimos ainda que, contrariamente & maioria dos
testes de normalidade considerados na literatura, o teste associado a esta estatistica
de teste é convergente para toda a distribuicdo alternativa fixa com momentos de
segunda ordem finitos. Apesar da convergéncia do teste ser independente do valor
tomado para o parametro 8 > 0, a sua poténcia depende fortemente da escolha deste
parametro (ver Henze e Wagner, 1997; Henze e Zirkler, 1990; Tenreiro, 2009). Para
valores pequenos de (3, o teste baseado em D,, g é sensivel a alternativas com caudas
pesadas uma vez que a fungao ¢g coloca maior parte do seu peso numa vizinhanga
da origem de R e o comportamento da cauda de uma distribuicao de probabilidade
é reflectido através do comportamento da sua funcio caracteristica na origem. Por
outro lado, para valores grandes de [3, o teste € mais sensivel para alternativas com
caudas leves. Como casos limite das situacoes anteriores temos os casos extremos
B=0ef=oc.

Tendo como objetivo obter um teste que possua uma poténcia razodvel para
um conjunto vasto de distribuicdes alternativas, vamos neste capitulo considerar um
teste que resulta da combinagao de testes baseados nas estatisticas D,, g para alguns
valores extremos e nao extremos do parametro 8. Esperamos que o teste combinado
usufrua das boas propriedades dos testes envolvidos na combinagao.

Na Secgao 3.2, vamos usar um método proposto por Fromont e Laurent (2006),

que pode ser visto como uma generalizagao do método de Bonferroni, para definir

21



Capitulo 3 Um Teste Miltiplo de Normalidade

um tal teste. Relativamente a este teste, damos a conhecer as condicoes para as
quais tem nivel de significAncia menor ou igual a « e é convergente, resultados esses
apresentados em Tenreiro (2011). Na Seccao 3.3, vamos explicitar quais os testes
que queremos usar na combinacao e verificar se sdo satisfeitas todas as condicbes
referidas na seccdo anterior, para que possamos aplicar o procedimento de teste

miltiplo definido nessa secgao.

3.2. Um teste miltiplo de tipo Bonferroni

Consideremos

T’n,,h - Tn,h(le cee 7Xn)7 h S H7

uma familia finita de estatisticas para testar a hipotese de normalidade Hy : f € N,

que assumimos serem invariantes para transformagoes afins dos dados, isto é,
Tmh(aXl +0b,...,aX, + b) = Tn,h<X17 ceey Xn),
para todo o b € R e a € R ndo nulo, e sejam

Ry ={Thn > cpn(a)},

as respetivas regides criticas, onde ¢, » () é o quantil de ordem 1 — « da distribui¢ao
de Tn,h~

O teste miultiplo que vamos considerar corresponde a rejeitar a hipotese nula se
pelo menos um dos testes envolvidos rejeitar essa hipétese e, por isso, para que o
novo teste tenha nivel de significiAncia menor do que «, é necessario corrigir os quantis
associados a cada um dos testes parciais. Assim, a regiao critica do teste miltiplo
serd dada por

R= U {Tn > cpp(a®)}, onde o™ < .
heH
Se considerarmos
o«
~|H[

a*

onde |H| denota a cardinalidade do conjunto H, o procedimento de teste multiplo
obtido é o método classico de Bonferroni. No entanto, pretendemos que o nivel de
significancia do teste miiltiplo seja tdo proximo quanto possivel de o, aumentando o
conjunto de valores de cada uma das estatisticas de teste que nos levam a rejeitar a
hipotese nula. Assim, é definido um teste multiplo de normalidade invariante para

transformacoes afins dos dados com nivel de significincia igual a «, sugerido por
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3.2 Um teste miltiplo de tipo Bonferroni

Fromont e Laurent (2006), que pode ser interpretado como uma melhoria do método
de Bonferroni classico. De seguida, descrevemos a correcao dos quantis associados a
cada um dos testes parciais que darao origem ao novo teste miiltiplo.

Considerando u €]0,1[ e h € H, denotemos por ¢, j(u) o quantil de ordem 1 —u
da estatistica de teste T}, ;, sob a hipdtese Hy e consideremos a estatistica corrigida

To(u) = max (Ton — cnp(u)). (3.1)

Notemos que o quantil ¢, 5 (u) ndo depende da distribui¢ao considerada sob a hipétese
nula e ainda que a invaridncia de cada uma das estatisticas implica a invariancia de
T, (u), para cada u €]0, 1[. Desta forma, a regido critica do novo teste sera entao
R=|J {Tun > canluna)} = {Tuluna) > 0},
heH

onde

Un,o = SUP In,aa (32)
com

Ino ={u €]0,1: Py (Tp(u) >0) < a}

e ¢ a densidade gaussiana standard. Na pratica, o valor de u, o ¢ estimado recorrendo
a simulagdes de Monte Carlo sob a hip6tese nula, sendo aqui fundamental o facto
das estatisticas 1}, 5, h € H, serem invariantes sob Hy.

Denotando por Fr, , a funcao distribuigao e F:Fn 1;, a funcao quantil da estatistica

T, n sob Hp, temos
o o
Py T, | — 0) < P, | T, —
¢( ”(|H|> g )12 ¢( "’h>c"’h<rH|>>
<y {1 - Pr,, (Fﬂlh (1— g))} <a
heH Y | |

«
€ In,a € ﬁ S un,om

Portanto,
Q@

Il
0 que nos mostra que o teste miltiplo proposto é pelo menos tao potente quanto o
procedimento de Bonferroni.

Sob determinadas condigoes na distribuicao das estatisticas 7}, p, h € H podemos
mostrar que o teste obtido por reuniao das regides criticas tera nivel de significancia
menor ou igual a «, isto &,

P¢(R) < a.
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Capitulo 3 Um Teste Miltiplo de Normalidade

Sendo T, (u) invariante para cada u €]0,1[, este resultado depende essencialmente

das propriedades de continuidade da funcao
¥(u) = Py (Tn(u) > 0)
definida no intervalo |0, 1], apresentadas no seguinte lema.

Lema 3.1. Para n € N, a fun¢do 1y é crescente com liﬁ)lw(u) = 0. Além disso, 9
Uu.

satisfaz:

a) Se Fr

n,h

¢ estritamente crescente para todo o h € H, 1 é continua a esquerda.

b) Se Fr, , ¢é continua para todo o h € H, ¢ ¢ continua a direita.

Demonstra¢do. Comecemos por provar que ¢ é uma fungdo crescente. Sejam u,v €

10,1[ tais que u < v. Para todo o h € H, temos ¢, n(u) > ¢, 5(v) e portanto

Tn(u) = max (Tnp — cpn(w)) < max (Tp — cnp(v)) = Tu(v).

Isto implica que
¥(u) = Py (Ta(u) > 0) < Py (Ty(v) > 0) = 9(v),

0 que prova o pretendido.

Além disso, atendendo a Proposigao 1 de Shorack e Wellner (1986, p.5),
Py (Tn(u) > cpp(u)) = 1=Fr, , (can(u)) = 1=Fr, , (FT—"{hu . u)) <1-(1-u)=u
e
11551 Py (T, (u) > cpp(u)) =0, para todo o h € H.
Portanto,
ul0

li < lim Py (T, =0.
1m¢(u)_};{£g o (Th > cpp(u)) =0

a) Para u €]0, 1] fixo, seja u,, uma sucessao com u,, T u. Sabendo por hipdtese
que a fungao de distribuigao de T;, ,, sob Hy € estritamente crescente para todo
o h € H, temos que a funcao F:Fnlh é continua a direita para cada h € H, o que

nos leva a
e (tim) = Fr!, (1= um) L Fz', (1= ) = ¢ p(u), para todo o h € H.
Portanto,
To(um) T Ta(u) e Y(um) = Py (Tn(um) > 0) T Py (Tn(u) > 0) = i(u).
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3.2 Um teste miltiplo de tipo Bonferroni

b) Para u €]0,1] fixo, seja wu,, uma sucessao com u,, | u. Pela continuidade a

esquerda de F:Flh temos
n,

enn(tm) = Frt (1 — ) 1 Fi%h(l —u) = cpp(u), paratodooh e H

n,h

Ton(um) 4 Tn(uw).

Sendo u,, uma sucessdo decrescente, isto €, Um > Umy1, temos cp p(upm) <

cnh(Um41) € ainda Ty, (up,) > T (um+1). Logo,
{Tn(u) >0} C m {Tn(um) > 0} C {Thn(u) = 0} .
Finalmente, 9 (u) < linI%n Y(um) < Y(u) + Py (Tn(u) = 0), onde

P¢ (Tn(u) = O) < Z P¢ (Tn,h = Cn,h(u)) =0,
heH

pela continuidade de 75, ;, sob Hy para todo o h € H.

O

No que se segue, veremos quais as condicoes suficientes para que o teste tenha

nivel inferior ou igual a a.

Teorema 3.2. Se para todo o h € H, Fr, , € estritamente crescenle (no conjunto

{t :0< Fr,,(t) < 1}), entdao para todo o f € N, tem-se
Pi(R) < a, para 0 < a < 1.

Além disso, se Fr, , € conlinua para todo o h € H entao uno < « e para todo o
f eN tem-se
Pf(R) = Q.

Demonstragao. Usando o facto de 1) ser uma funcao crescente, deduzimos que I, o =
10, upo[ ou I, o =]0, up o], uma vez que uy o = sup I, o. Tomando u,, € I,  tal que

U T Un,q, pela parte a) do Lema 3.1, concluimos que
D (tn.a) = <lim um> = lim () = lim Py (Tp(tum) > 0) < o,
m m m

o que prova que o nivel de significAncia do teste multiplo é no maximo «, quando

Fr,

., € estritamente crescente para todo o h € H.
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Capitulo 3 Um Teste Miltiplo de Normalidade

Adicionalmente, assumindo que Fr, , é continua para todo o h € H, pela parte
(b) do Lema 3.1 e para uma sucessao u,, tal que wu,, | Up o, temos ¢ (uy,) > a (pela

definigdo de uy o) €
Y(Un,a) = <lim um> = lim ¢ (um) > a.

Portanto, 9 (up,a) = @, 0 que prova que o teste multiplo tem um nivel de significancia

igual a a.

Finalmente, iremos provar que u, o < «, usando o facto de existir um h € H tal

que P, , & continua. Para este h e para u €]0, 1], temos
{Ton > cnn(u)} C {%1622{ (T.p > Cnvh(u))} ={T(u) > 0}
e entao
{u €]0,1[: Py (Tn(u) > 0) < a} C {u €]0,1[: Py (Tnp > cunlu)) < a}.
Sabendo que Fr,, , o F:Fnlh ¢ a funcao identidade e pelo Lema 3.1 obtemos
Un,o = sup{u €0, 1[: Py(Tp(u) > 0) < o}
<sup{u €]0,1[: Py(T,p, > cpn(u)) < a}
<sup{u €]0,1[: 1 - Fr, , (FT:}h(l - u)) <a}
=sup{u €]0,1[: 1 — (1 —u) < a}
=sup{u €]0,1[: u < a} = a.
O

Por dltimo, iremos estabelecer um resultado que determina a convergéncia do
teste multiplo.
Sob as condigoes referidas no lema e teorema anteriores, para uma alternativa

fixa f, a poténcia do teste multiplo
Pf (Tn(un,a) > 0)
satisfaz a dupla desigualdade

maxx Py (T > e p(in.a)) < Pr(Ta(un,a) > 0) < > Py (Top > capl)). (3.3)
heH

As principais caracteristicas do teste multiplo sdo apresentadas em (3.3), isto ¢, o

novo teste apresenta poténcia inferior para alternativas que mostram poténcia inferior
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3.3 Um teste miltiplo baseado nas estatisticas D, 3

para cada um dos testes baseados em T}, ,, h € H. No entanto, a poténcia do novo
teste é sempre superior a do melhor dos testes realizados ao nivel u,, o envolvidos na
combinagao.

Sob certas condic¢oes, o procedimento de teste multiplo é convergente para toda

a distribuicao alternativa f, como se pode verificar no teorema seguinte.

Teorema 3.3. Seja [ uma densidade de probabilidade ndo normal e assumimos que

existe um h € H tal que T), p, ELN 400, sob f. Se
d
Tn,h — Too,h
sob Hy, onde a funcao de distribuicao de T p, € estritamente crescente, entdo
Py (T (up,a) > 0) = 1,n — oo.
Demonstragao. Seja f ¢ N e seja h € H tal que
T —2 4o0. (3.4)

Uma vez que ¢y p(Un,a) < Cnp (ﬁ), temos

(6%
Pf(Tn(un,a) > 0) > Pf(Tn,h > Cn,h(un,a)) > Pf <Tn,h > Cp.h <|I{>> . (35)

Atendendo a que Fi;oi,h ¢ continua em |0, 1[ (uma vez que Fr._, (t) é estritamente
L e o d o L
crescente), a convergéncia em distribui¢ao T, — Too, implica a convergéncia

F7l(t)— F:F; , (1), para todo o t €0, 1] (ver Shorack e Wellner, 1986, p.10). Assim,

Tn,h
a 1 a 1 a
— | =F 1l—— | = F 1——1. 3.6
eun () =2 (1= i) = el (1 ) &9
Finalmente, de (3.4), (3.5) e (3.6) deduzimos que

temos

Py (T (un,a) > 0) > Py (Tn,h > Sup Cp (a)) — 1.
neN ‘H‘

3.3. Um teste miltiplo baseado nas estatisticas D, 3

Nesta seccado, vamos definir o teste multiplo que iremos considerar, explicitando os
testes usados na combinacdo, e verificar que o teste resultante dessa combinacgao
satisfaz as condi¢bes enunciadas na sec¢ao anterior.

Iremos assim considerar o teste multiplo baseado nas estatisticas

Tn,l = Dn,Oa Tn,? = nDn,Bla Tn,3 = n-Dn,ﬁg e Tha= Dn,ooa

)
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Capitulo 3 Um Teste Miltiplo de Normalidade

com 0 < 1 < B2 < 00, que tem como regiao critica

{T5(un o) > 0},

onde T}, e uy o sao definidos em (3.1) e (3.2), respetivamente.

De acordo com a breve referéncia que foi feita na secgao 3.1, o teste miltiplo que
consideramos & baseado na estatistica de teste D, g, escolhendo valores extremos
B8 =0¢e B = oo e dois valores intermédios 51 = 0.725 e B2 = 1.57. As escolhas dos
valores de 31 e (2 sdo as sugeridas em Tenreiro (2009), valores esses obtidos a partir
de um estudo de simulacao. A partir desse estudo sabemos que o teste baseado em
D,, g, ¢ adequado para distribui¢ées simétricas ou com caudas leves enquanto que o
teste baseado em D, g, é apropriado para distribuigoes com caudas pesadas.

O teorema seguinte estabelece que o teste multiplo tem um nivel de significincia

que é menor ou igual a a.

Teorema 3.4. Paran > 1 e a €]0, 1] temos
Pi(Ty(tna) > 0) < a.

Demonstracdo. Tendo em conta o Teorema 3.2, basta mostrar que a funcao de dis-
tribuicao de T}, ¢ estritamente crescente, para todo o h € H. Notemos que as
estatisticas 17, 5, h € H, sao continuas e definidas no subconjunto aberto de R" dado
por

D={z=(21,...,2,) ER": 52(z) > 0} com Py(D) =1,
onde

1 . N
SEL:EZ(XJ-—XN)2 e Xn:ﬁZXj.
j=1

Pela continuidade de T, ,, h € H, para todo o s < t com 0 < Fr, ,(s) <
Fr, ,(t) <1, concluimos que Tn_i (Js,t[) € um subconjunto nao vazio e aberto de R™.

Suponhamos por absurdo que Fr, ,(s) = Fr, ,(t). Isto implica que Py(Tpn <
s) = Py(T, n <t) e, portanto,

-1
P, (T4 (1st)) =0,
o que ¢ falso uma vez que o subconjunto 7., ; (]s,[) é ndo vazio. O

Na pratica, o valor u,,, 0 nivel a que cada um dos testes baseados em T, ,
K b
h € H, é executado, é estimado recorrendo a simulagdes de Monte Carlo sob a

hipotese nula (ver Fromont e Laurent, 2006). Em primeiro lugar, foram geradas
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3.3 Um teste miltiplo baseado nas estatisticas D, 3

100000 valores de cada uma das quatro estatisticas de teste sob Hy. Usando os
primeiros 50000 valores, foram estimados os quantis ¢, »(u), onde u varia na malha

regular do intervalo ]0, 1[ definida por
Ui+1 = U; +p, ondeug =p e p=0.0001.

Os restantes 50000 valores foram usados para estimar as probabilidades Py (7T}, (u) >
0). Por ultimo, tomamos o maior dos valores de u que satisfaz a desigualdade
Py(Ty,(u) > 0) < a como uma aproximacao para U, o definido por (3.2).
Considerando os niveis de significincia a = 0.01 e o = 0.05, e ainda diferentes
tamanhos de amostras n, apresentamos na Tabela 3.1 o nivel u, , em que cada teste

é realizado.

Q Tamanho da amostra
25 50 100 200 400
0.01 3.7¢e-03  3.4e-03  3.5e-03  3.6e-03  3.5e-03
0.05 2.08e-02 2.04e-02 1.94e-02 1.85e-02 1.85e-02

Tabela 3.1: Valores estimados para u, o, onde o = 0.01 e o = 0.05, tendo em conta
uma malha regular de tamanho 0.0001 no intervalo ]0,1[. O ntmero de repeticdes

para cada fase do processo de estimagao é 50000.

Apesar de nao termos conseguido provar que a funcio de distribuicdo das esta-
tisticas de teste T;, 5 € continua para todo o h € H, ou seja, que o teste multiplo
tem nivel de significAncia exatamente igual a «, observamos na tabela anterior que
o nivel uy, ¢ claramente maior que a/4, o nivel de cada um dos testes baseados em
T,.n, h € H, considerado no método de Bonferroni.

Considerando os mesmos valores de a e n, a Tabela 3.2 apresenta uma estimagao
para o nivel de significAncia do teste multiplo, baseada em 100000 simulacdes sob a

hipoétese nula.

@ Tamanho da amostra
25 50 100 200 400
0.01 9.0e-03  8.3e-03 9.1e-03  9.5e-03  1.1e-02
0.05 4.94e-02 4.96e-02 4.94e-02 5.04e-02 5.28e-02

Tabela 3.2: Valores estimados para o nivel de significAncia do teste multiplo, para

a =0.01 e « =0.05. O namero de repeticées para cada caso € 100000.
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Capitulo 3 Um Teste Miltiplo de Normalidade

Na maioria dos casos, a Tabela 3.2 mostra que o teste multiplo que estamos a
considerar apresenta um nivel de significancia bastante préximo de a.
Por altimo, vamos verificar que o teste miiltiplo é convergente para cada alter-

nativa fixa.

Teorema 3.5. Para o €]0,1[, temos
Py (Ty, (un,a > 0)) = 1, n — o0,
para todo a densidade f ¢ N

Demonstracdo. Dada uma densidade f nao normal, da demonstracao do Teorema
1.8, sabemos que

Tho =nDy g, L 40 sob I

Pelo Teorema 1.6, sabemos que a distribuigao limite de 7T}, 2 sob Hp, que deno-
tamos por T2, ¢ uma soma ponderada de qui-quadrados independentes. Assim,
Fr,, , € estritamente crescente (no conjunto {t 0< Fr , < 1}), sendo agora pos-

sfvel aplicar o Teorema 3.3 para provar o pretendido. ]
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Capitulo 4

Estudo de simulacao

Neste capitulo apresentamos um breve estudo de simulagdo para avaliar a poténcia
do teste multiplo proposto na Seccao 3.3 e compard-la com a de outros testes de
normalidade recomendados na literatura, como sao os casos dos testes de Shapiro e

Wilk (1965) e de Anderson e Darling (1954).

4.1. Os testes de Shapiro-Wilk e Anderson-Darling

Nesta seccdo, vamos fazer uma breve descricdo dos testes de normalidade usados
para além do teste multiplo (TM).
A estatistica de Shapiro-Wilk (SW) é definida por

n 2
(Z az‘Xu))
=1

W=— )
> (Xi— X
i=1
onde X(; € a i-ésima estatistica associada a amostra Xi,..., Xp, X & a meédia da

amostra e as constantes a; sdo dadas por

, m'V—1
a =(ai,...,an) = (VT i2”

onde m’ = (myq,...,my) é o vetor dos valores esperados das estatisticas ordenadas
e V = (v) é a correspondente matriz de covariancia. Através do estudo de simu-
lagdo efetuado por D’Agostino e Stephens (1986, pp. 403-406), sabemos que este
teste apresenta boas propriedades de poténcia para todos os tipos de distribuicoes e
tamanhos de amostra nele considerados.

A estatistica de Anderson-Darling (AD) é definida pela distancia quadratica pon-
derada entre a funcao de distribuicdo empirica da amostra e a funcao de distribuico
de uma distribuicdo normal e é dada por

o, [ 1) = R@?
W= | R Ry PO
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Capitulo 4 Estudo de simulacdo

onde Fy é a funcio de distribuicao da normal standard e F}, é a funcao de distribuicéo

empirica associada aos residuos standardizados (1) dada por

1 n
Fo(z) = n ZH]—OO,JI[(E)
=1

Referindo novamente o estudo de simulacao de D’Agostino e Stephens (1986, pp. 403

406), este teste possui propriedades de poténcia semelhantes as do teste SW.

4.2. Distribuicoes alternativas

O conjunto de distribui¢tes que consideramos no nosso estudo inclui algumas dis-
tribuigoes anteriormente consideradas em outros estudos de simulacdo, tais como os
de Epps e Pulley (1983), Noughabi e Arghami (2011), Razali e Wah (2011), Yap
e Sim (2011). Vamos comecar por considerar quatro distribuicoes: a uniforme no
intervalo [0, 1], que denotaremos por U(]0,1[), a beta de parametros 2 e 1, que deno-
taremos por B(2,1), a Student com 6 graus de liberdade, que denotaremos por tg, €
a lognormal de parametros 0 e 0.5, que denotaremos por LN(0,0.5). As duas primei-
ras sao distribuicoes de caudas leves, enquanto que as outras duas sao distribuicoes
com caudas pesadas onde, em cada tipo de distribuicdo, existe uma simétrica e uma
assimétrica. Vamos ainda considerar duas outras distribuicoes tais como a tig e a
exponencial generalizada (ver Jonhson et al., 1980) de parametros 0, 1, 0.21 e 0.15,
que denotaremos apenas por GEP. Estas distribui¢des podem ser consideradas mais
proximas da distribuicao normal do que as outras. Em particular, a distribuicao

GEP tem momentos de ordens 3 e 4 exatamente iguais aos da distribuicdo normal.

4.3. Resultados de Poténcia

Os resultados que apresentamos nas Tabelas 4.1 a 4.5 baseiam-se em 10000 amostras
de tamanhos n = 25,50, 100, 200, 400, para o conjunto de distribui¢des considerado,
usando os niveis de significancia habituais o = 0.01 e o = 0.05.

O teste miiltiplo mostra em geral bons resultados de poténcia, com excecdo das
distribuicGes de caudas leves em que é claramente inferior aos testes AD e SW. Para
as restantes alternativas, o teste multiplo nunca é o pior dos testes considerados, o que
revela que este teste possui uma poténcia razoavel para as alternativas consideradas.

Relativamente as distribuigdes tg e LN(0,0.5) (caudas pesadas), o teste AD é

aquele que mostra piores resultados sendo superado pelos outros dois testes. Somos
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Figura 4.1: Distribuicdes usadas no estudo de simulacao.

ainda levados a concluir que quanto mais pesadas sdo as caudas das distribuicoes,

mais sensivel sao os testes na detecao destas alternativas.

Para distribuicoes mais proximas da distribuicdo normal, tais como a tig e a
GEP, o teste miltiplo mostra resultados ligeiramente melhores do que os testes AD

e SW, respetivamente. Podemos ainda realgar que qualquer um dos trés testes mostra
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Testes Distribui¢oes Alternativas

U(0,1)) B(2,1) t; LN(0,05) ti0 GEP

a=0.01
AD 6.1 12.9 6.6 35.7 2.9 1.5
SW 5.2 13.2 9.1 41.9 4.1 1.0
™ 3.1 7.8 10.0 35.8 4.5 1.2
a=0.05
AD 23.1 344 16.2 56.6 9.6 6.2

SW 28.5 41.1 18.2 63.3 112 48
™ 13.6 24.3 21.2 56.9 119 54

Tabela 4.1: Valores estimados para a poténcia dos trés testes relativamente a seis

distribuicoes alternativas, tendo em conta uma amostra de tamanho n = 25.

Testes Distribui¢oes Alternativas
U(o,1]) B(2,1) tg LN(0,0.5) ¢t GEP
a=0.01
AD 27.2 43.1 11.3 73.5 4.2 1.8
SW 35.9 52.7 17.2 81.6 7.6 0.7
™ 16.9 28.5 18.4 4.7 8.0 1.1
a =0.05
AD 58.1 71.7  23.6 87.7 125 8.2
SW 4.7 84.1 28.0 92.5 16.3 4.8
™ 42.5 56.8 33.8 89.0 19.5 6.6

Tabela 4.2: Valores estimados para a poténcia dos trés testes relativamente a seis

distribuicGes alternativas, tendo em conta uma amostra de tamanho n = 50.

baixa poténcia para as alternativas referidas. O contrario também é comprovado, ou
seja, para distribuicdes “mais afastadas” da normal é visivel uma poténcia bastante
elevada, o que nos leva a concluir que qualquer um dos testes é muito sensivel na
detecao destas distribuicoes.

Os trés testes apresentam uma poténcia razoavel para a generalidade das alterna-
tivas consideradas. Apesar das limitacoes do estudo que apresentamos, este parece
indicar que o teste miltiplo considerado possui uma poténcia empirica que é compa-
réavel & dos testes AD e SW, testes estes que estdo entre os mais recomendados testes

de normalidade.
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Testes Distribuicoes Alternativas

U([0,1) B(2,1) ts LN(0,0.5) t;0 GEP

a=0.01
AD 79.1 904  19.5 97.7 6.3 34
SW 94.7 97.5  30.3 99.3 124 1.1
™™ 61.5 77T 337 98.4 13.5 1.7
a=0.05
AD 95.1 98.1 36.0 99.4 16.4 124

SW 99.6 99.9 44.5 99.9 23.6 5.9
™ 85.8 93.7 51.8 99.6 284 7.7

Tabela 4.3: Valores estimados para a poténcia dos trés testes relativamente a seis

distribuicbes alternativas, tendo em conta uma amostra de tamanho n = 100.

Testes Distribuicoes Alternativas
U(o,1]) B(2,1) tg LN(0,05) ¢t GEP
a=0.01
AD 99.8 100 37.8 100 102 74
SW 100 100 54.2 100 21.5 1.7
™ 98.7 99.8  59.9 100 239 3.7
a = 0.05
AD 100 100 57.4 100 23.9 223
SW 100 100 68.9 100 35.7 100
™ 99.9 100 75.4 100 41.2 121

Tabela 4.4: Valores estimados para a poténcia dos trés testes relativamente a seis

distribuicoes alternativas, tendo em conta uma amostra de tamanho n = 200.
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Testes Distribui¢oes Alternativas

U([0,1) B(2,1) t; LN(0,0.5) t10 GEP

a=0.01
AD 100 100 69.6 100 19.9  20.7
SW 100 100 83.1 100 39.2 5.9
™ 100 100 87.6 100 422 101
a=0.05
AD 100 100 84.6 100 40.2 443
SW 100 100 91.2 100 56.9 24.0
™ 100 100 94.9 100 63.3 254

Tabela 4.5: Valores estimados para a poténcia dos trés testes relativamente a seis

distribuicGes alternativas, tendo em conta uma amostra de tamanho n = 400.
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Apéndice A

Um teorema de convergéncia

Teorema A.1. Suponhamos que X, (w;t), X(w;t) e Y(w;t) sao fungoes mensurdveis
definidas em ) X Qg e sejam P uma probabilidade em B e p uma medida finita em

By, com B e By o-dlgebras em Q e Qq, respetivamente. Se
X (wit) == X(wit), p g.c.

| X (w; )] < Y(w;t)

//]Y(w;t)]dP@,u < 00
entao
[ X t) = Xt dutt) 20
e ainda

/ X (wr £)dpu() 2 / X (w; )du(t).
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Apéndice B

Codigos em R

)

EEEEEEEI RS EEE SRR LT
# ESTATISTICAS DE TESTE

# (para observagdes standardizadas)

Dn.z = function(y) # Estatistica D_{mn,0}
{
(mean(y~3)/(mean(y~2))~(3/2)) "2
}

Dn.b = function(y,beta) # Estatistica n*D_{n,betal}
{
b <- (1+beta~2)"(-1/2)
bb <- (1+2*beta~2)~(-1/2)
dif <- outer(y,y,"-")
length(y) *(mean (exp (-beta~2*dif~2/2)) - 2*b*mean (exp(-(betaxb) ~2x*y
~2/2)) + bb)

}
Dn.i = function(y) # Estatistica D_{n,infinito}
{
mean (exp (-y~2/2))
}

# Valores de beta_1 e beta_2

bl

1/(sqrt (2)*0.975)
b2

1/ (sqrt (2) *0.45)

EEEEEEEEEEE RS EEEEEEEEE IR RS T
# VALORES DAS ESTATISTICAS SOB N(0,1)

null.values = function(n,rep=100000)
{
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set.seed (458755, kind = NULL)

test.stat<-array(dim=c(rep,4))

for (i in 1:rep)

x <- rnorm(n)

y <- (x-mean(x))/sd(x)

test.stat[i,1]1<-Dn.z(y)
test.stat[i1i,2]<-Dn.i(y)
test.stat[i1i,3]1<-Dn.b(y,beta=bl)

test.stat[i,4]1<-Dn.b(y,beta=b2)

#test.stat
if (n<100) nn <- paste(0,n,sep="") else nn <- n
write.table (format (test.stat,scientific=TRUE) ,file=paste("valores

_n",nn,".tex",sep=""),col.names=FALSE ,row.names=FALSE)

BEHRRAB AR R AR BB R R BB R BB BB RBRBH A RS
# CORREGOES

# 50000 observagSes s&do usadas para o calculo dos quantis e outras
50000

# para o calculo de psi(u)

alphas = ¢(0.01,0.05)

lalphas = length(alphas)

correccoes <- function(n, n.obs = 50000)
{
passo <- 0.0001
u <- seq(passo,l,passo)

lu <- length(u)
c.alpha <- array(dim=c(5,lalphas))

#linhas 1-4 = corregdes c_{n,h}(u_{n,alpha}) para cada um dos 4

testes
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#linha 5 - corresponde ao nivel u_{n,alpha} em que cada teste &

usado

quantiles.u <- array(dim=c(4,1lu))

T.u <- array(dim=c(4,1u))

T <- array(dim=1u)

if (n < 100) nn <- paste(O,n,sep="") else nn <- n

# As estatisticas DO, Di, D1, D2 surgem nas colunas de valores

(100000 1linhas)

null.values <- as.matrix(read.table(paste("valores_n",nn,".tex",

sep=" ||)))

# Linhas 1:n.obs usadas para estimar os quantis

for (j in 1:4) quantiles.ulj,]<-quantile(null.values[1l:n.obs,j

],1-u,names=FALSE)

# Linhas n.obs+l:n.obs+n.obs usadas para estimar as
probabilidades
# psi(u) = P_O(C T_n(u) > 0 ) onde T_n(u)= max_h (T_nh - c_nh(u))

T <- 0
for (i in 1:n.obs)
{
for (j in 1:4) T.ul[j,] <- null.values[n.obs+i,j] - quantiles.ulj
>
T <- T + 1*x(apply(T.u,MARGIN=2,FUN=max) >0)
}

psi <- T/n.obs

for (j in 1:lalphas)

{
ind <- sum(psi<= alphas[j])
for (i in 1:4) c.alphali,j] <- quantiles.uli,max(ind,1)]
c.alpha[5,j] <- ulmax(ind,1)]

}
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write.table(format(c.alpha,scientific=TRUE),file=paste ("
correccoes_n",nn,".tex",sep=""),col.names=FALSE ,row.names=

FALSE)

HEHBEAHH AR AR B AR AR AR AR B AR BB B AR BB A AR R B SRR H BB R AR B R B R R B RSS2 H
# DISTRIBUIGOES ALTERNATIVAS

# Distribuigdo Exponencial Generalizada

rGEP = function(n,mean,sd,alpha,tau)
{
W <- sqrt(3*gamma(alpha)/gamma(alpha+2*tau))* (rgamma(n,alpha))”
tau

return (sd*W* (2*runif (n) -1) +mean)

}
alternativa = function(dist)
{
if (dist==0) gerador = function(n){return(rnorm(n))} else
if (dist==1) gerador = function(mn){return(runif(n))} else

if (dist==2) gerador = function(n){return(rbeta(n,2,1))} else

if (dist==3) gerador = function(mn){return(rt(n,6))} else

if (dist==4) gerador = function(n){return(rlnorm(n,0,0.5))} else

if (dist==5) gerador = function(mn){return(rt(n,10))} else

if (dist==6) gerador = function(mn){return(rGLD(n,0,1,0.21,0.15))
}

e T R R T R T T
# POTENCIA

potencia = function(dist,n,rep)
{
if (dist<10) dd <- paste(0,dist,sep="") else dd <- dist
if (n<100) nn <- paste(O,n,sep="") else nn <- n
correccoes <- as.matrix(read.table(paste("correccoes_n",nn,".tex"

,sep="")))

rejeicaob<-array(dim=c(rep,3))
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B.0 Resultados de Poténcia

rejeicaol<-array(dim=c(rep,3))

pvalor<-array (dim=c(rep))

gerador<-alternativa(dist)

#set.seed (878555, kind = NULL)

for (i in 1:rep)

{

x <- gerador (n)

y <- (x-mean(x))/sd(x)

# Teste combinado

Cl1 <- Dn.z(y) - correccoes|[1,]

C2 <- Dn.i(y) - correccoes([2,]

C3 <- Dn.b(y,beta=bl) - correccoes[3,]

C4 <- Dn.b(y,beta=b2) - correccoes[4,]

rejeicao1[i,1]<-1*(max (c(C1[1],C2[1],C3[1]1,C4[1]))>0)

rejeicao5[i,1]<-1*(max(c(C1[2],C2[2],C3[2],C4[2]))>0)

# Teste de Shapiro-Wilk

pvalueSW <- shapiro.test(y)$p.value
rejeicaol[i,2]<-1*(pvalueSW <= 0.01)
rejeicao5[i,2]<-1*x(pvalueSW <= 0.05)

# Teste de Anderson-Darling
pvalueAD <- ad.test(y)$p.value
pvalor[i] <- pvalueAD

if (pvalor[i]l==’NaN’) pvalor[i]=0
rejeicaol[i,3]<-1x(pvalor[i] <= 0.01)

rejeicaob5[i,3]<-1*(pvalor[i] <= 0.05)

potencial<-apply(rejeicaol ,MARGIN=2,mean)
potenciab<-apply(rejeicaob5 ,MARGIN=2,mean)

potencia <- matrix(c(potencial,potenciab),ncol=3,byrow=TRUE)

escrever<-paste("pot_dist",dd,"_n",nn,".tex",sep="")
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Capitulo 4 Estudo de simulacdo

write.table(format (potencia,scientific=TRUE),file=escrever,col.

names=FALSE ,row.names=FALSE)
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