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Resumo

O objetivo desta dissertacao de mestrado foi o estudo de uma meta-heuristica conhecida
para resolucao do problema de Steiner em grafos e posteriormente fazer a sua extensao para
a resolucao de um problema de Steiner bicritério. Por ja existir uma implementagao desta
meta-heuristica (monocritério), embora com resultados que se desviavam dos apresentados
pelos autores em [5], foi necessério comegar por corrigir alguns dos seus algoritmos constituin-
tes e, em alguns casos, desenvolver novos algoritmos por forma a corrigir o seu desempenho.
Finalmente foi feita uma primeira adaptagao desta meta-heuristica para a resolucao de um
problema de Steiner bicritério.

Palavras-chave: optimizacao, arvore de Steiner, meta-heuristica
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Abstract

The aim of this master thesis was the study of a known meta-heuristic for solving the
Steiner problem in graphs and subsequently extend this approach to solve a bicriteria Steiner
problem. As already exist an implementation of this (single criteria) meta-heuristic, but
with results that deviated from those presented by the authors in [5], it was necessary to
begin by correcting some of the meta-heuristic’s algorithms and, in some cases, develop new
algorithms to improve its performance. Finally a first adaptation of this meta-heuristic for
solving a bicriteria Steiner problem is herein proposed.

Keywords: optimization, Steiner tree, metaheuristic.

il



Conteudo

Listas de Figuras

Listas de Tabelas

Listas de Simbolos e abreviaturas

1 Introdugao

2 Problema de Steiner em grafos

2.1
2.2
2.3
24
2.5

Introducao . . . .
Conceitos bésicos
Definicao . . . . .

Complexidade .

Caracteristicas basicas da meta-heuristica apresentada em [5] . . . . . . . ..

2.5.1 Reducoes

2.5.2  Algoritmo proposto por Takahashi e Matsuyama . . . . . . . .. ...
2.5.3 Tabu Search (P-Tabu) . . . ... ... ... ... ... ... ...

2.5.4 Mecanismos de diversificacao . . . . . .. ..o

2.5.5  Full Tabu

2.5.6 Resultados obtidos . . . . . . . ...

3 Arvore de Steiner Bicritério

3.1
3.2
3.3
3.4

Introducao . . .

Descricao do Problema . . . . . . . .. ...

Primeira meta-heuristica para o problema bicritério . . . . . .. ... ...

Resultados obtidos

4 Conclusao

iv

vi

vii

viii

o OO O ot ot W ow W

e e e T
N

23
23
23
25
26

30



Bibliografia 31

A Anexos 33
A1 Heap bindrio. . . . . . . . . . . 33
A.2 Algoritmo de Dijsktra . . . . . . ... 35
A3 Algoritmode Prim . . . . . .. ... 36



Lista de Figuras

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7

Al
A2
A3

Exemplo de um grafo G nao dirigido. . . . . . . ... ..o 4
Arvore de Steiner para S={ 1,56 Y. . . . . . ... ... ... .. 5
Exemplificacao das redugoes. . . . . . . . . . ... 8
Aplicagao de Takahashi. . . . . . . .. ... ... ... .. 9
Processo de insercao de um né na solucao . . . . . . . . .. ... ... ... 12
Processo de remogao de um né a solugao. . . . . . . .. ... 13
Conceito de dominancia e nao dominancia em um problema bicritério. . . . 25
Numero de 6ptimos obtidos. . . . . . . . .. ... 27
Desvio médio ao 6timo. . . . . .. ..o 28
Numero médio de solugoes nao dominadas. . . . . .. .. .. .. ... ... 28
Desvio médio ao minimo hop count. . . . . . . . ... ..o 29
Rede 1080-121, solu¢ao com minimo hop count. . . . . . . ... .. ... .. 29
Rede 1080-121, solugcao 6tima. . . . . . . . . . . .. ... 29
Representagao de uma heap binaria. . . . . . . . . . ... ... L. 33

Determinacao do caminho mais curto do né 1 para o né 5 aplicando o Dijkstra 36

[lustragao do Prim . . . . . . . . .. ..o 37

vi



Lista de Tabelas

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7

2.8

2.9

Gama de nimeros aleatérios de acordo ao nimero de nés do grafo . . . . . . 15
Redugoes dasredes B. . . . . . . . . ... 18
Redugoes dasredes C. . . . . . . . . . ... 19
Reducoes dasredes D. . . . . . . . .. o 19
Reducoes dasredes E. . . . . . . . .. oo 20
Qualidade das solugoes nasredes B. . . . . . . ... ... ... ... 20

Comparagao da qualidade das solucoes dos diferentes algoritmos para as redes
Crelativamente ao [B] . . . . . ..o 21
Comparagao da qualidade das solugoes dos diferentes algoritmos para as redes
D relativamente ao [5] . . . . .. ..o 21
Comparacgao da qualidade das solugoes dos diferentes algoritmos para as redes

E relativamente ao [5] . . . . ... 22

vii



Listas de Simbolos e abreviaturas

STP Steiner Tree Problem
MPH Minimum Path Heuristic
BCSTP BiCriteria Steiner Tree Problem

viil



Capitulo 1

Introducao

O problema da arvore de Steiner em grafos é um problema de otimizacao onde se pretende
determinar a arvore, ou seja, a ligacao sem ciclos, de custo minimo que interliga alguns nés
especificos no grafo, podendo ser utilizados outros nds designados por nds de Steiner.

Este problema é considerado um problema muito complexo, nao se conhecendo nenhum
algoritmo de complexidade polinomial que o resolva com exatidao. Assim, na resolucao do
problema sao utilizados heuristicas e meta-heuristicas que produzem solucoes boas, embora
nao garantam que encontram a solugao 6tima.

O problema da arvore de Steiner tem diversas aplicacoes praticas, nomeadamente em
redes de telecomunicacgoes, onde a determinacao dos recursos necessarios para interligar um
subconjunto de nds na rede pode ser considerado um problema de Steiner em grafos. Em
alguns casos, para se interligar esse subconjunto de nés pode pretender-se nao s6 a ligagao
de custo minimo mas também com o menor ntmero possivel de links. Este caso pode ser
considerado como um problema de Steiner bicritério. Em problemas multicritério geralmente
nao existe uma tunica solucao que otimize simultaneamente as fungoes objetivo envolvidas
na formulacao do problema, mas sim um conjunto de solucoes designadas por solugoes nao
dominadas ou solucoes 6timas de Pareto. As solugoes étimas de Pareto sao todas as solucoes
para as quais nao é possivel encontrar outra solucao que melhore o valor de uma das funcoes
objetivo sem piorar pelo menos o valor de uma das outras fungoes objetivo.

O objetivo desta dissertagao foi o estudo e implementagao de uma meta-heuristica (mo-
nocritério), apresentada em [5], para a resolugao do problema de Steiner em grafos e adaptar
esta mesma meta-heuristica para uma formulagao bicritério desse problema. Nesta for-
mulacao bicritério pretende-se minimizar, por um lado, o custo da arvore e, por outro lado,

o numero de links constituintes desta mesma arvore.



Esta dissertagdo de mestrado vem na sequéncia de um trabalho anterior [20], em que a
meta-heuristica monocritério ja tinha sido implementada e, por conseguinte, o objetivo inicial
era a continuacao desse trabalho. No entanto, por se terem detetado algumas discrepancias
de resultados face aos apresentados pelos autores da meta-heuristica em [5], foi necessério
inicialmente rever todos os algoritmos desenvolvidos antes de se continuar com a extensao
da meta-heuristica para a formulacao bicritério do problema. Este trabalho revelou-se mais
complicado do que se esperava acabando por faltar tempo para uma adaptacao mais cuidada
da meta-heuristica para a formulacao bicritério idealizada inicialmente.

Apresenta-se de seguida a organizacao desta dissertacao.

No capitulo 2 descreve-se a meta-heuristica referida anteriormente e sao introduzidos
alguns conceitos basicos sobre grafos importantes para formalizacao do problema. O capitulo
termina com a apresentagao dos novos resultados experimentais obtidos.

No capitulo 3 sao apresentados alguns conceitos basicos relacionados com a otimizacao
multicritério e é apresentada uma primeira adaptacao da meta-heuristica estudada para o
problema bicritério. Finalmente sao apresentados alguns resultados experimentais por forma
a validar o estudo realizado.

O capitulo 4 apresenta-se as principais conclusoes do trabalho desenvolvido.



Capitulo 2

Problema de Steiner em grafos

2.1 Introducao

O problema da obtencao de uma arvore de Steiner (Steiner Tree Problem — STP) tem
aplicagao em varias areas, nomeadamente em redes de telecomunicagoes onde pode ser usado
para determinar os recursos necessarios para interligar um subconjunto de nds na rede.

O problema da arvore de Steiner é muito complexo (NP-Completo), nao se conhecendo
algoritmos capazes de o resolver de uma forma exata. E possivel encontrar na literatura algu-
mas heuristicas e meta-heuristicas capazes de resolver este problema, embora nao garantindo
a obtencao de solucoes exatas mas sim solu¢oes muito proximas. E pois neste contexto que
se insere este capitulo, onde é estudado o problema da arvore de Steiner em grafos usando a
meta-heuristica apresentada em [5]. Esta meta-heuristica apresenta resultados muitos bons
comparativamente com outras meta-heuristicas conhecidas [11, 12]. Ainda neste capitulo sao
introduzidos alguns conceitos basicos que ajudam na formalizacao do problema da arvore de

Steiner em grafos.

2.2 Conceitos basicos

Uma rede pode ser representada por um grafo G=(V,E),onde V = {1,2,3,...,|V|} e £ =
{(i,7) : 4,7 € V} sao os conjuntos finitos de nds (ou vértices) e arcos (ou arestas/links), respe-
tivamente. Cada arco (i, j) estd associado um custo (aditivo) C;; > 0, em que i e j represen-
tam os vértices que sao os extremos do arco. Por exemplo, na Figura 2.1, o grafo G é definido
pelos conjuntos V' = {1,2,3,4,5,6} e E = {(1,2),(1,3),(1,4),(2,4),(2,5),(2,6),(3,4),(3,5),(4,5),
(5,6)}.

De acordo com o tipo de comunicacao entre dois nds da rede, ¢ e j, o grafo correspondente

pode ser classificado da seguinte forma:



Figura 2.1: Exemplo de um grafo G nao dirigido.

e Dirigido — se a comunicacao entre os nos for apenas num sentido, por exemplo de 7

para j (e ndo de j para i);

e Nao dirigido — se a comunicacao entre os nés for em ambos os sentidos, i.e. de i para

j e de j para i. Os grafos considerados ao longo do trabalho sao sempre nao dirigidos.

Num grafo nao dirigido, dois nds i e j sdo adjacentes se no grafo existir um arco (i, j)
no grafo. O arco (i,7) ¢ dita incidente a ambos os nds i, j. O grau ou ordem de um né
corresponde ao numero de arcos incidentes a este mesmo né.

Considerando dois nés m e n num grafo G, um caminho de m para n é constituido por
uma sequéncia de néds e arcos, < (m,j), (j, k), ...,({,n) >. Uma vez que neste trabalho sdo
considerados apenas custos aditivos, entao o custo do caminho é a soma dos custos dos arcos
que o constituem. Geralmente entre dois nés m e n existem varios caminhos, aquele com
menor custo é considerado o caminho mais curto de m para n e pode ser obtida de forma
exata através do algoritmo Dijsktra (ver anexo B). Qualquer caminho de um né para si
mesmo define-se por ciclo.

Um grafo nao dirigido diz-se conexo se houver um caminho entre todos os pares de né
¢ e 3. Uma folha é um né de grau um. Uma arvore é um grafo conexo e sem ciclos, ou
seja um grafo com um e um s6 caminho entre quaisquer dois nés. Uma arvore é abrangente
num grafo G se contiver todos os nés de G. A drvore abrangente minima é aquela que tem
o custo minimo comparado com o de todas as arvores abrangentes possiveis no grafo e pode
ser obtida de forma exata através do algoritmo do Prim (ver anexo C). Um subgrafo de um
grafo G=(V,E) é um grafo J=(P,Q) em que P C V e Q C E. Um subgrafo J' de G é induzido
pelo subgrafo J se J = JU{(i,j) € G:i,5 € JA(i,j) & J}.



2.3 Definicao

O problema da arvore de Steiner em grafos (Steiner Tree Problem - STP) consiste em
determinar a arvore de custo minimo, T*, de um grafo G=(V,E) nao dirigido, que interliga
todos os nés de um conjunto predefinido, S C V, designado por conjunto dos nés terminais.
Os restantes ndés da arvore pertencentes a V\S sdo designados por nds de Steiner ou nds
opcionais. No grafo representado na Figura 2.2, para o conjunto de nés terminais S={1,5,6},

a arvore de Steiner é aquela assinalada a cor verde e tracejado.

Figura 2.2: Arvore de Steiner para S={ 1,5,6 }.

Considerando Z, o conjunto de todas as arvores possiveis T que interligam todos os nés
S sobre o grafo G, recorrendo eventualmente a ndés de Steiner, o problema de Steiner em
grafos pode ser definido da seguinte forma:

minC(T) = Y Cj (2.1)

TeZ

2.4 Complexidade

O STP é considerado um problema NP-Completo [7], ndo se conhecendo nenhum algo-
ritmo com complexidade polinomial que resolva este problema com exatidao. Na pratica
sao usados métodos aproximados com o propésito de obter arvores com custos préoximos da
solugao étima.

Existem dois casos particulares na resolu¢ao do STP, uma quando |S|=2 e outra quando
IS|=[V|. No caso de existirem somente dois nds terminais, |S|=2, o STP resume-se ao
problema do caminho mais curto entre um par de nés cuja a solucao exata pode ser obtida
através do algoritmo de Dijkstra (ver anexo A.2). No segundo caso, quando todos os nés do
grafo sdo noés terminais, |S|=|V|, o STP resume-se ao problema da drvore abrangente minima

e o algoritmo de Prim (ver anexo A.3) ou de Kruskal [1] permitem encontrar a solu¢ao étima.



Para obter boas aproximagoes a solucao 6tima, na resolucao do STP, usam-se heuristicas
e meta-heuristicas para escolher os nés de Steiner que podem melhorar a solucao, isto é,
o objetivo é encontrar um conjunto de nés V'C V\S em que V'U S conjuntamente com os
arcos que os interligam oferecem-nos uma boa aproximacao da solucao 6tima a arvore de
Steiner. Nesta dissertacao é usada a meta-heuristica proposta por Michel Gendreau, et al.
[5], que por sua vez recorre a heuristica proposta por Takahashi e Matsuyama [3], com
uma alteragao proposta por Rayward-Smith and Clare [4], para obtenc¢ao de um conjunto de
solucoes iniciais, recorrendo posteriormente a Tabu-search por forma a aproximar as solucoes
previamente obtidas da solucao 6tima.

O Tabu-search foi elaborado pela primeira vez por Fred Clover [17] em 1986. O método
permite superar o problema de se ficar ”preso”a um étimo local em problemas de otimizagao
o que impede de encontrar um o6timo global. Este, baseia-se na exploracao de um con-
junto de solugoes, vizinhanca, movimentando em cada iteracao a solugao atual para uma
outra solucao melhor localizada na sua vizinhanga memorizando as solugoes ja visitadas.
Define-se vizinhanga como um conjunto de todas as solugoes possiveis obtidas ao modificar

adequadamente a solucao atual.

2.5 Caracteristicas basicas da meta-heuristica apresen-
tada em [5]

A meta-heuristica proposta em [5] comega por reduzir o tamanho do grafo, aplicando as
redugoes descritas na subseccao 2.5.1. No grafo reduzido sao determinadas todas as solucoes
iniciais para a meta-heuristica conforme a subseccao 2.5.2. Para explorar o conjunto de

solugoes iniciais, existem dois métodos:
i) O P-Tabu ( pesquisa local ) descrita na subseccao 2.5.3 ;

ii) O F-Tabu ( pesquisa global ) descrita na subseccao 2.5.5.

2.5.1 Reducoes

A dimensao da rede é reduzida, aplicando as redugoes descritas de seguida. Através
dessas redugoes, obtém-se os arcos e os nés de Steiner entre os quais se encontram aqueles
que farao parte da solucao 6tima de Steiner. Algumas vezes a arvore 6tima de Steiner é

encontrada ao reduzir o grafo.



Antes de se descrever as reducoes, apresenta-se o conceito de contracao de um grafo a

partir de um arco.

Uma contragao de G "ao longo” do arco (i, j) consiste no seguinte [14]:

Os arcos incidentes em i ficarao incidentes em j.

O no6 7 é removido de G e se 7 for um nd terminal, consequentemente j passa a ser

considerado nd terminal.

Os ciclos incidentes em j sao removidos de G, i.e. se j ficar com um par de arcos

paralelos incidentes, o arco com maior custo é removido.

As reducoes consideradas sao:

a.

Todos os nés de grau 1 podem ser removido a partir de G, bem como o respetivo arco
incidente. Caso o né removido seja um né terminal, entao o arco removido sera adici-
onada a arvore de Steiner 6tima e o outro né extremo do arco passa a ser considerado
n6 terminal. Ilustrado na Figura 2.3(a), onde os nds terminais estdo assinalados a

vermelho.

Se 0 né w for um no de Steiner de grau 2, os arcos (i,w), (w,j) sdo substituidas por

um arco (7, j) com custo igual ao min{C};, Cj,, + Cy;}. Ilustrada na Figura 2.3(b).

Se d;; for o custo do caminho mais curto entre ¢ e j, o arco (4,j) com C;;> d;; pode
ser removido a partir de G. Por outro lado se C;;= d;; e o caminho mais curto nao
contiver o arco (i, j), este arco também pode ser removido. Iustrada na Figura 2.3(c),

o arco (2,3) é removido de G, pois Caz> dos.

Sendo 7 um né terminal de G e sendo j e k o primeiro e o segundo nés (de Steiner ou
terminais) mais préximos do né ¢, respetivamente, entao se C;; +min{d;,|w € SAw #
i} < Ci o arco (i,7) vai fazer parte da arvore de Steiner tima e G pode ser contraida
ao longo do arco (i,7). Ilustrada na Figura 2.3(d), os nés 3 e 2 s@o o primeiro e o
segundo nés mais préximos do né 1 e como Cy3 + min{ds 4, dss} < Cia entéo o arco
(1,3) é removido de G e passa a fazer parte da arvore de Steiner étima e G é contraida

ao longo do arco (1,3).

A ordem em que sao feitas as reducoes neste trabalho é a mesma que foi proposta por

Esbensen [12], c—»b—d—a. A sequéncia é repetida até nao ser possivel reduzir mais o grafo.



(a) Redugao a. (b) Redugéo b.

(d) Redugao d.

Figura 2.3: Exemplificacao das redugoes.

2.5.2 Algoritmo proposto por Takahashi e Matsuyama

O Minimum Path Heuristic - MPH proposto por Takahashi e Matsuyama [3] é utili-
zada para determinar o conjunto de solugoes inicias para a meta-heuristica. Deve-se referir
que esta heuristica apresenta melhores resultados e tempo de execucao do que a heuristica
descrita por Kou, et al. [10]. O algoritmo baseia-se na construc¢ao progressiva da arvore de
Steiner 6tima a partir de um né terminal. A arvore 6tima de Steiner vai sendo construida

adicionando, através do caminho mais curto, o né terminal mais préximo da arvore obtida



anteriormente (pode incluir ou ndo nés de Steiner). Portanto o custo da arvore obtida pelo
algoritmo varia de acordo com a escolha do n6 terminal inicial. Na Figura 2.4 pode-se obser-
var esta variacao, pois tendo S = {1,5,6}, obtém-se arvores diferentes (assinaladas a verde

e tracejado) ao escolher o n6 1 ou o né 6 como sendo os nos iniciais.

(b) Algoritmo de Takahashi a partir do né 6.

Figura 2.4: Aplicacao de Takahashi.

O algoritmo implementado e descrito a seguir liga o né terminal mais proximo a arvore
obtida até o momento, usando o algoritmo Dijsktra (ver anexo A.2), sendo que este termina

quando todos os nés terminais estiverem na arvore.



Algoritmo 1: Takahashi
Entrada: grafo G=(V,E), s; € S, S // S representa o conjunto dos nds Terminais
1:T*::(Z), SAUX =S
2:T*T*U{s1 }
3:Remover {s;} de Sayx
4:Enquanto |Syyx| # 0 faz
5:  Custo-SP,,;,=00
6: Paracadas; € T*

7. Dijkstra(s;, Savx)
8:
9:

Para cada s; € Sayx
SP=Caminho mais curto de s; para s;

10: Se SP =0

11: Se Custo-SP < Custo-SP,,.;n

12: SP,,in=SP

13: Custo-SP,,,;, = Custo-SP

14: Noauxl=s; // novo nd terminal que originou o caminho mais
15: // curto

16: Noaux2=s; // né da drvore que deu origem ao caminho mais
17: // curto

18: Senao

19: Erro na leitura dos dados!

20: Para cada s, € SP,,;,\{Noaux2}

21: Adiciona s, em T*

22: Remover Noauxl de Sayx

23:Fim

Método proposto por Rayward-Smith and Clare

O método proposto por Rayward-Smith and Clare [4] é acrescentado na heuristica de

Takahashi de forma a obter melhores resultados e consiste em:

1. Criar um grafo induzido para cada arvore de Steiner encontrada pelo algoritmo de

Takahashi.
2. Aplicar o algoritmo Prim (descrito no anexo C) sobre o grafo induzido.

3. Eliminar todos os nés folha que nao sejam nds terminais.

2.5.3 Tabu Search (P- Tabu)

No caso da abordagem apresentada em [5], o Tabu-Search parte de 100 solugoes inici-
ais que sao arvores abrangentes minimas (T C Z), obtidas através do MPH descrita na

subseccao 2.5.2.
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Para cada solucao inicial o objetivo do Tabu-Search consiste em explorar o espaco de
pesquisa modificando em cada iteragao a solugao (érvore) atual para uma melhor na sua
"vizinhanca”.

Neste contexto uma vizinhanga N(T) é o conjunto de todas as arvores abrangentes
possiveis minimas que se obtém removendo ou adicionando um tinico né de Steiner da solucao
(arvore) atual.

Quando um né é escolhido, este fica inativo (é declarado tabu) durante um determinado
numero de iteragoes de modo a evitar-se o retorno a solucao anterior.

Para uma maior eficiéncia em termos do algoritmo de manipulacao das arvores, em cada
iteragao as novas solugoes sao obtidas por manipulacao de uma estrutura de dados que
guarda uma arvore com um né raiz. A estrutura de dados e a manipulacao feita é descrita

em seguida.

Manipulagao da estrutura de dados onde sao guardadas as arvores

A estrutura de dados considerada é uma estrutura em que um no arbitrario é designado
por raiz da arvore. Nesta estrutura cada né estd apontado para seu unico ”pai”que ¢é o seu
no antecessor na arvore e o no raiz ¢ portanto o "pai”de todos os nés e por conseguinte é o
unico no que nao tem nd antecessor.

Quando se adiciona um né a uma solugao, sao considerados todos os arcos que o interligam
ao resto da solucao. Um destes arcos incidentes é candidato a ser excluido para que possa
obter uma arvore, ou seja, uma ligagdo sem ciclos (cada né aponta para o seu tnico pai).
Para eliminar os ciclos ao adicionar o né na solugao, comeca-se por adicionar o arco incidente
com menor custo e de seguida os outros (com uma sequéncia do menor para o maior custo).
Em cada passo analisa-se a hipotese de haver ciclos. Inicialmente coloca-se o né adicionado

a solugao como no raiz para ser mais facil analisar os ciclos causados pela adigao deste né.

[©N

Caso haja ciclos, é removido o arco de maior custo por forma a quebrar o ciclo e a arvore

gj/

reorganizada. Na Figura 2.5 ¢ ilustrada o processo descrito anteriormente correspondente

D

adigdo de um né a uma &rvore correspondente ao algoritmo 2. Na Figura 2.5 (a) o né 3
adicionado a arvore (realgada no retangulo). A Figura 2.5(b) mostra a formagao do primeiro

ciclo (identificado pelo retangulo) que é eliminado na Figura 2.5(c).
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solugdo
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Insercdo do nd & \

(a) Adigao de um né a solugao.

(c¢) Eliminagao do ciclo.

Figura 2.5: Processo de inser¢ao de um né na solugao

Algoritmo 2: Adicao de um né & arvore
Entrada: vy, G=(V,A) // v é o nd de Steiner a adicionar a drvore e G é o grafo
original
Saida: T // drvore resultante com a adi¢ao do né v
1: Para cada arco incidente ao né v; para qual o outro né pertence a T faz
2: Guarda os arcos em um arraylist Aux e ordena-os por ordem crescente do custo
3: Escolhe o arco com menor custo e liga o n6 v; a T através deste arco
4: Para cada arco € a Aux faz
5
6

: Adiciona o arco a T
: vy passa a né raiz de T //F feito o reroot da drvore, ou seja, a relagio “pai —
filho”€ trocada até a raiz

7: Elimina o arco de maior custo no ciclo resultante
8:Fim

Quando se remove um né da solucao, todos os arcos incidentes sao removidos criando,
por conseguinte, subarvores diferentes e separadas. Estas arvores sao reconectadas usando os

arcos existentes na rede. Se na solugao existir w arcos incidentes conectados ao né removido,
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entao sao criadas w subarvores distintas e elas podem ser ligadas usando w—1 arcos existentes
na rede. Usa-se os arcos que favorecem melhor a solucao de modo a obter-se uma arvore
abrangente minima. A figura 2.6 ilustra o processo descrito para remocao de um né na

solugao.

(a) Remogdo de um né a (b) Formagao de subdrvores.
solucgao.

(¢) Obtencao de uma nova
solugao.

Figura 2.6: Processo de remocao de um né a solucao.

Para a remocao de um né da arvore e a formacao de subarvores e também a jungao destas
subéarvores na obtengao de uma nova solugao foram implementados os algoritmos 3 e 4.
O procedimento basico da meta-heuristica, designada por P-Tabu pode ser descrito em

trés etapas:
1. Selecionar as 100 solugdes (4rvores) obtidas através do MPH (subseccao 2.5.2.).

2. Para cada uma das 100 solugoes, sao obtidas novas solucoes através do procedimento
basico de pesquisa tabu, adicionando ou removendo um né de Steiner a solugao atual.
Se 0 no existe na solucao este é removido, caso contrario é adicionado. O né escolhido
fica inativo durante um certo nimero de iteragoes. O numero total de iteracoes deste

procedimento basico da pesquisa tabu, descrito no algoritmo 5, é o dobro do ntimero
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Algoritmo 3: Remocao de um no6 de Steiner da arvore e formacao de sub-arvores

Entrada: Arvore T, v, // v € ond de Steiner a ser removido da drvore T
Saida: Subarvores // arraylist com todas as sub-drvores gerada

1: NoEncontrado<—false

2: Paracadav;, € T

3: Se !NoEncontrado

4: Se Pai do né v; == 1,

5: Erro! O né a remover é ”orfao”. Grafo desconexo.

6: Termina a execucao do programa

7: Senao v; == 1

8: Remove v; de T

9: NoEncontrado<verdadeiro

10: Senao

11: Se Pai do né v; == vy // Verifica se v; € filho de vy

12: Cria uma nova sub-arvore em Subdarvores com v; como raiz
13: Adiciona v; a esta sub-arvore

14: Remove v; de T

15: Senao Para cada sub-arvore € Subarvores

16: Se Pai do v; € sub-arvore

17: Adiciona v; 4 sub-arvore

18: Remove v; de T

19: Se T# 0

20:  Adiciona T a Subdrvores // Se T nao ficar vazia , entio é adicionada a
Subdrvores

21: Fim

de nds da rede. A melhor solu¢ao em cada iteragao é determinada tendo como critérios

de avaliagao a arvore inicial, a iteracao em que cada no deixa de ser considerado tabu

e a diversificagao continua (descrita na subsecgao seguinte).

3. A melhor solucao encontrada pode ou nao ser a solucao 6tima STP.

A iteracao em que um ndé w fica tabu, ou seja nao pode ser considerado nem para ser

adicionado nem para ser removido, é calculada da seguinte forma:

onde Random() corresponde um nimero inteiro aleatério pertencente uma gama de valores

Tabu(w):= iteragao + Random()+1 ,

(ver tabela 2.1) e a iterag¢do corresponde a iteragao corrente.

2.5.4 Mecanismos de diversificagao

Os mecanismos da diversificagao continua e de caminhos sao usados no procedimento

P-Tabu, descrito anteriormente e no F-Tabu descrito na seccao 2.5.5, respetivamente.
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Tabela 2.1: Gama de ntimeros aleatérios de acordo ao ntimero de nés do grafo

Niumero de nés no grafo N° de iteragoes em que um né é ”tabu”

<30 4-10
< 80 4-14
<150 8-18
<350 12-27
>350 20-47

Algoritmo 4: Uniao das sub-arvores que resultaram da remocao de um no de Steiner,
através dos arcos de menor custo
Entrada: Subdrvores // arraylist com todas as sub-drvores gerada apartir do
algoritmo 3
Saida: T // drvore resultante da uniao das sub-drvores

1: Para cada sub-arvore € Subarvores faz

2: //Considerar uma etiqueta para cada uma delas

3: Para cada né v; € a cada sub-arvore faz

4: Copiar a lista de arcos adjacentes a esse no a partir do grafo original
G=(V,A)

5: //Criando uma lista de adjacéncias auziliar

6: Atribuir a etiqueta da sub-arvore ao né

5: Para cada nova lista de adjacéncias e para cada arco faz

6: Eliminar os arcos cujos nés tém a mesma etiqueta

7: Eliminar os arcos que envolvam os nés que nao existam em nenhuma das suas

sub-arvores

8: (7,7)* < arco com menor custo

9: Enquanto nao haver uma tnica sub-arvore faz

9: //Quando todos os nds da lista de adjacéncias auziliar tiverem a mesma etiqueta

10:  Com o arco(7, j)* considerar a arvore de etiqueta mais baixa (associada ao né i
ou ao né j), fazer o reroot da érvore de etiqueta mais elevada

11: T <« unido das duas arvores através do arco (i, 7)*

12:  Re-etiquetar os nés na lista de ajacéncias auxiliar, correspondentes a arvore de
etiqueta mais mais elevada atribuindo-lhes a etiqueta mais baixa

13:  Para cada nova lista de adjacéncias e para cada arco faz

14:  Eliminar arcos cujos nds tém a mesma etiqueta //Considerar apenas a menor
etiqueta da uniao das 2 ultimas drvores

15:  (i,7)* < arco com menor custo

16:Fim

Diversificagao Continua

N

A diversificacao continua baseia-se nas memorias de médio e longo prazo relativamente a
pesquisa da melhor solucao. Esta diversificacao consiste em remover os nés de Steiner que ja
fazem parte da solucao ha algum tempo, adicionando novos nés de Steiner com o propdsito
de permitir a obtengao de uma solucao melhor. Isto é feito através de uma penalizacao

atribuida ao né:
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e se 0 no esta para ser adicionado :
Penalizagio:=log(n + 1)
e se 0 no esta para ser removido :
Penalizagao:=—log(m + 1)

onde n corresponde o numero de vezes que o nd tem estado em solucoes anteriores e m

corresponde o numero de iteracoes que o né tem estado continuamente na mesma solucao.

Algoritmo 5: Obtengao de uma nova solugao através do movimento tabu (etapa 2 do
P-Tabu)

Entrada:T, G=(V,A) // T € uma drvore obtida do MPH e G=(V,A) é o grafo

original

Saida: T* // drvore resultante

1: Nz[V\S]| =0, T*« T // melhor drvore obtida até ao momento

2: Custo_Aux=o00 , C(T*)= custo da arvore T*

3: Enquanto o nimero de iteragoes < 2 x |V| faz

4: Para cada né i € V\ Sfaz

5: Custo_ Arvore_ Adicionar/Remover(i)= Custo da drvore ao adicionar ou
remover o n6 de Steiner ¢

6: Se Custo_Arvore_Adicionar/Remover(i) + Penalizacao< Custo_Aux e |
Tabu(i)< iteracio ou Custo_AuxArvore_AuxAdicionar/Remover(i) < C(T*) | faz
7 Custo_Aux<—Custo_Arvore_Adicionar/ Remover(i) + Penalizagao
8: T*=Arvore_Adicionar/Remover (i)

9: Nx(i):=Nx(i)+1 //Nimero de vezes que o né w foi escolhido

10: Tabu(i):= iteracao +Random/()

11: Se C(T) < C(T*) faz

12: T*« T

13:Fim

Diversificagao de caminhos

O mecanismo da diversificagao de caminhos inicia-se quando nao se verificar melhoria na
solugao apds um certo nimero de iteragoes (tipicamente 20 iteragoes). A diversificagao con-
siste em adicionar um novo caminho entre um par de nés ¢ — j da melhor solugao encontrada
até o momento!. Para todos os pares de nés i — j da solucao que pertencem as diferentes
subdrvores, sao calculadas os custos dos caminhos entre esses pares de nés ¢ —j. O par ¢ —j
que apresentar a maior diferenca entre o custo calculado e o custo do caminho mais curto no
grafo original é atribuida um novo caminho igual ao caminho mais curto do grafo original.

Os nos deste caminho que nao pertencem a solucao sao entao adicionados.

1E de notar que os nés i e j podem ser de qualquer tipo (de Steiner ou terminais).
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A diversificacao de caminhos pode ser descrita da forma seguinte :

Se itr_melhor + itr_paragem < iteracao entao
T:=T*U caminho(i, j)

itr_melhor= iteragao ,

onde, itr_melhor corresponde a iteracao em que a solucao melhorou pela ultima vez e
itr_paragem corresponde ao numero de iteragdes (20 iteragoes) sem se conseguir melho-
rar a solugao antes de ativar a diversificacao de caminhos. O caminho(i, j) é o novo caminho

adicionado a solucgao.

2.5.5 Full Tabu

O procedimento completo da meta-heuristica, designado por F-Tabu (Full Tabu), pode

ser descrito pelas seguintes etapas:

1. Selecionar as 100 solugdes (drvores) obtidas através do MPH (subseccao 2.5.2).

2. Para cada uma das solugoes ¢é aplicada o P-Tabu com um niimero méaximo de iteragoes

igual a 20.

3. Para a melhor solucao obtida na etapa anterior, aplica-se o P-Tabu com a diversificacao
de caminhos e com um numero maximo de iteracoes sem melhoria igual ao dobro do

n° de nds no grafo.

4. A melhor arvore encontrada é a solucao.

2.5.6 Resultados obtidos

A presente seccao é dedicada a apresentacao dos resultados obtidos com as redes B, C, D
e E da Steinlib [15]. Para as redes C, D e E é feita a comparagao com os resultados obtidos
em [5] por forma a testar a corregao dos algoritmos implementados.

Nas tabelas 2.2 - 2.5 sao apresentados os resultados da reducao das redes B, C, D e E.
Com base nestas tabelas foi verificado que em algumas redes os resultados da reducao sao
proximos daqueles obtidos em [5], mas por outro lado foi também constatado que existe um
nimero, embora muito pequeno, de redes em que ha uma grande discrepancia nos resultados
(por exemplo nas redes ¢20, d20 e €20). Mas se a comparagao for feita com os resultados
apresentados em [12] estes ja sdo muitos proximos dos agora obtidos. No caso das redes b03

e b09 foi possivel encontrar a solucao 6tima somente com as reducoes implementadas.
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As tabelas 2.6 - 2.9 ilustram os resultados de MPH, P-Tabu e F-Tabu obtidas com as
redes B, C, D e E. Nestas tabelas a indicacao “orig”diz respeito aos resultados obtidos
em [5] e as indicagoes %Opt/MPH, %Opt/PTabu e %Opt/FTabu referem-se as diferencas
relativas aos 6timos (em percentagem) obtidas por cada um dos algoritmos (MPH, P-Tabu
e F-Tabu). Relativamente ao MPH é possivel constatar que os resultados sdo coerentes
com os apresentados em [5]. Os resultados de P-Tabu e F-Tabu, de um modo geral, sao
ligeiramente diferentes dos apresentados em [5], mas em algumas redes sao iguais. Estas
diferencas podem ser justificadas com base nos resultados obtidos através das redugoes, uma
vez que foi também verificado que os resultados das redugoes sao ligeiramente diferentes.
Isto deve-se ao facto do P-Tabu e F-Tabu serem fortemente dependentes dos nds de Steiner

existente no grafo reduzido.

Tabela 2.2: Redugoes das redes B.

Redes Originais Redes Obtidos

14 || |E| Vi || |E|
b01 50 9 63 7 3 12
b02 50 13 63 4 7 12
b03 50 25 63 0 0 0
b04 50 9 100 39 8 83
b05 50 13 100 37 10 79
b06 50 25 100 25 10 60
b07 75 13 94 18 6 29
b08 75 19 94 16 7 25
b09 75 38 94 0 0 0
b10 75 13 150 50 10 115
b1l 75 19 150 49 9 114
b12 75 38 150 34 13 80
b13 100 17 125 29 10 48
b14 100 25 125 29 11 51
b15 100 50 125 18 10 31
b16 100 17 200 71 12 160
b17 100 25 200 50 11 108
b18 100 50 200 41 15 104
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Tabela 2.3: Redugoes das redes C.

Redes Originais Redes em [5] Redes Obtidos

14 1S |E] V] S| |E| 14 S| |E]
c01 500 5 625 145 5 263 145 5 263
c02 500 10 625 130 8 239 130 8 239
c03 500 83 625 125 39 237 131 39 243
c04 500 125 625 116 42 233 117 46 244
c05 500 250 625 47 24 117 43 22 107
c06 500 5 1000 369 5 847 397 5 847
c07 500 10 1000 382 9 869 382 9 869
c08 500 83 1000 335 53 817 359 58 843
c09 500 125 1000 351 80 834 351 80 834
cl0 500 250 1000 205 68 603 220 74 632
cll 500 5 2500 499 5 2184 499 5 2184
cl2 500 10 2500 498 9 2238 498 9 2238
cl3 500 83 2500 458 60 2066 463 65 2139
cl4 500 125 2500 414 68 1886 433 78 1957
clb 500 250 2500 275 70 1276 303 96 1428
cl6 500 5 12500 500 5 4740 500 5 4740
cl7 500 10 12500 500 10 4704 499 9 4698
cl8 500 83 12500 483 67 4637 489 73 4677
cl9 500 125 12500 433 58 3431 473 98 4490
c20 500 250 12500 262 19 1692 388 145 3864

Tabela 2.4: Reducoes das redes D.
Redes Originais Redes em [5] Redes Obtidos

V] S| |E| 4 S| |E| 4 S| |E|
do1 1000 5 1250 274 5 510 274 5 510
d02 1000 10 1250 285 10 523 285 10 523
do3 1000 167 1250 228 70 445 271 85 506
do4 1000 250 1250 180 81 376 184 75 378
do5 1000 500 1250 118 67 282 113 56 272
d06 1000 5 2000 761 5 1741 761 5 1741
do7 1000 10 2000 754 10 1735 754 10 1735
do8 1000 167 2000 732 124 1711 758 132 1737
d09 1000 250 2000 660 157 1620 706 176 1678
d10 1000 500 2000 407 136 1282 407 136 1282
di1 1000 5 5000 993 5 4674 993 5 4674
d12 1000 10 5000 999 9 4669 999 9 4669
d13 1000 167 5000 916 116 4374 947 130 4495
d14 1000 250 5000 840 147 4048 853 160 4173
d15 1000 500 5000 525 135 2655 587 177 3044
d16 1000 5 25000 1000 5 10595 1000 5 10595
d17 1000 10 25000 999 9 10531 1000 10 10548
di18 1000 167 25000 944 111 9331 974 141 10097
d19 1000 250 25000 874 129 7943 938 193 9676
d20 1000 500 25000 523 42 3341 799 309 8749
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Tabela 2.5: Redugoes das redes E.

Redes Originais Redes em [5] Redes Obtidos
% 8 B Vi 5| B Wi 5 5]

e01 2500 5 3125 680 5 1286 680 5 1286
e02 2500 10 3125 710 9 1328 710 9 1328
e03 2500 417 3125 658 213 1257 725 235 1334
e04 2500 625 3125 471 189 1010 471 189 1010
e05 2500 1250 3125 290 161 767 260 133 707
e06 2500 5 5000 1845 5 4318 1845 5 4318
e07 2500 10 5000 1891 10 4372 1891 10 4372
e08 2500 417 5000 1728 286 4202 1807 314 4287
e09 2500 625 5000 1612 359 4071 1604 352 4049
el0 2500 1250 5000 1023 343 3348 1046 366 3389
ell 2500 5 12500 2498 5 12093 2498 5 12093
el2 2500 10 12500 2500 10 12123 2500 10 12123
el3 2500 417 12500 2340 320 11745 2381 329 11835
eld 2500 625 12500 2100 349 11106 2190 393 11459
eld 2500 1250 12500 1362 348 7636 1509 449 8722
el6 2500 5 62500 2500 5 29332 2500 5 29032
el7 2500 10 62500 2500 10 29090 2500 10 29090
el8 2500 417 62500 2402 328 27876 2433 359 28421
el9 2500 625 62500 2095 229 16490 2353 487 27715
e20 2500 1250 62500 1337 108 9506 1988 758 24423

Tabela 2.6: Qualidade das solugoes nas redes B.

Rede Otp %Opt/MPH %Opt/PTabu %Opt/FTabu

b01 82 0 0 0

b02 83 0 0 0

b03 138 0 0 0

b04 59 0 0 0

b05 61 0 0 0

bo6 122 64 1,64 1,6

b07 111 0 0 0

b08 104 0 0 0

b09 220 0 0 0

b10 86 0 0 0

b1l 88 0 0 0

b12 174 0 0 0

b13 165 ,24 3,03 3,0

b14 235 0 0 0

b15 318 0 0 0

b16 127 0 0 0

b17 131 0 0 0

b18 218 0 0 0
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Tabela 2.7: Comparacao da qualidade das solugoes dos diferentes algoritmos para as redes
C relativamente ao [5]

%Opt/MPHorig  %Opt/MPH  %Opt/PTabuorig %Opt/PTabu  %Opt/FTabuorig  %Opt/FTabu

Rede Opt
c01 85 0 0 0 0 0 0
c02 144 0 0 0 0 0 0
c03 754 0 0 0 0 0 0
c04 1079 0,09 0,09 0 0 0 0
c05 1579 0 0 0 0 0 0
c06 55 0 0 0 0 0 0
c07 102 0 0 0 0 0 0
c08 509 0 0,39 0 0,39 0 0
c09 707 0,99 0,99 0,14 0,71 0,14 0,71
cl0 1093 0,09 0 0 0 0 0
cll 32 0 0 0 0 0 0
cl2 46 0 0 0 0 0 0
cl3 258 0,78 1,55 0 1,16 0 0,78
cld 323 1,24 1,24 0,31 0,93 0,31 0,31
clb 556 0,18 0,18 0 0 0 0
cl6 11 0 0 0 0 0 0
cl7 18 0 0 0 0 0 0
cl8 113 5,31 2,58 0,88 0,88 0 0,88
cl9 146 4,79 2,05 0,68 0,68 0 0,68
c20 267 0,37 0 0 0 0 0

Tabela 2.8: Comparacao da qualidade das solucoes dos diferentes algoritmos para as redes
D relativamente ao [5]

Rede Opt %Opt/MPHorig %Opt/MPH %Opt/PTabuorig %Opt/PTabu  %Opt/FTabuorig %Opt/FTabu
do1 106 0 0 0 0 0 0
d02 220 0 0 0 0 0 0
d03 1565 0,77 0,58 0,26 0,48 0,26 0,48
do4 1935 0,16 0 0 0 0 0
d05 3250 0,06 0,12 0 0 0 0
d06 67 0 4,48 0 4,48 0 4,48
do7 103 0 0 0 0 0 0
d08 1072 1,59 2,14 0,47 1,87 0,37 0,93
d09 1448 0,83 1,38 0,41 1,24 0,21 0,69
d10 2110 0,38 0,38 0 0,38 0 0,38
di1 29 0 0 0 0 0 0
di2 42 0 0 0 0 0 0
di3 500 2 1,8 0 1,2 0 1,2
d14 667 0,75 1,49 0,15 1,04 0,15 1,04
d15 1116 0,36 0,45 0 0 0 0
d16 13 0 0 0 0 0 0
d17 23 0 0 0 0 0 0
dig 223 6,28 2,69 1,35 1,79 0,9 1,79
d19 310 5,81 2,58 1,68 1,29 0,32 0,97
d20 537 0,19 0,19 0 0 0 0
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Tabela 2.9: Comparacao da qualidade das solugoes dos diferentes algoritmos para as redes
E relativamente ao [5]

Rede Opt %Opt/MPHuig %Opt/MPH %Opt/PTabuorig %Opt/PTabu  %Opt/FTabuorig %Opt/FTabu

e01 111 0 0 0 0 0 0
e02 214 0 0,93 0 0,93 0 0,93
e03 4013 1,07 0,85 0,42 0,85 0,32 0,25
e04 5101 0,18 0,2 0 0 0 0
e05 8128 0,02 0,02 0 0 0 0
€06 73 0 4,11 0 4,11 0 4,11
e07 145 2,07 2,76 2,07 2,76 0 2,76
e08 2640 1,63 0,83 0,49 0,83 0,3 0,39
e09 3604 1,17 1,19 0,42 0,89 0,11 0,78
el0 5600 0,21 0,41 0,04 0,2 0,04 0,16
ell 34 0 0 0 0 0 0
el2 67 1,49 1,49 1,49 1,49 0 1,49
el3 1280 1,88 2,81 0,78 2,1 0,55 2,03
eld 1732 1,04 1,32 0,29 1,09 0,23 0,92
el5 2784 0,22 0,22 0,11 0,11 0,07 0,07
el6 15 0 0 0 0 0 0
el7 25 0 0 0 0 0 0
el8 564 7,62 7,62 2,66 3,01 1,06 2,48
el9 758 4,35 4,22 1,19 1,58 1,19 1,45
€20 1342 0,67 0,6 0 0,15 0 0
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Capitulo 3

Arvore de Steiner Bicritério

3.1 Introducao

A formulacao do problema de Steiner bicritério que se apresenta neste capitulo resultou
da necessidade pratica de se encontrar a interligacao de custo minimo entre um subconjunto
de nés, numa rede de telecomunicacoes, utilizando o ntimero minimo de links, onde cada
link tem associado um custo que pode refletir, por exemplo, a ocupacao do link. Por um
lado pretende-se obter uma &arvore de Steiner com o custo minimo mas, por outro, lado
pretende-se também uma arvore o mais curta possivel (ou seja, com um nimero minimo de
links, ou com hop count minimo). Neste contexto a arvore de menor custo pode ter um
nimero elevado de links e a drvore com o nimero minimo de [tnks pode ter um custo muito
elevado. Neste tipo de problemas de otimizacao multicritério normalmente procura-se obter
um conjunto de solugbes (solugoes ndo dominadas ou solugoes 6timas de Pareto) ao invés
de uma tnica soluc¢ao 6tima (ou de um conjunto de 6timos alternativos) pois a solugao que
optimizaria simultaneamente as duas fungoes objetivo ou nao existe ou nao é admissivel.

Neste capitulo, na seccao 3.2 sao introduzidas algumas defini¢oes bésicas referentes a
otimizacao multicritério e é apresentada a formulacao do problema de Steiner bicritério. Na
seccao 3.3 é apresentada uma primeira adaptacao, para o caso bicritério, da meta-heuristica
descrita no capitulo anterior. Finalmente na seccao 3.4 sao apresentados os resultados obtidos

com esta nova abordagem.

3.2 Descricao do Problema

O problema da arvore de Steiner Bicritério (BCSTP — BiCriteria Steiner Tree Problem)
consiste em determinar a arvore de custo minimo que interliga todos os nds terminais, S,

usando o menor numero possivel de arcos. Cada arco esta associado a dois custos aditivos:
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e C}; — custo associado ao arco (i, )
e C} — hopcount (custo unitdrio para cada arco).

O custo C* é igual ao que foi considerado no problema STP, descrito no capitulo anterior.

O custo C? permite determinar o ntimero de links ( ou arcos) constituintes da arvore T.

A formulagao do problema da arvore de Steiner bicritério é entao a seguinte :

min C'(T) = e (3.1)
(i,9)€T

min C*(T) = e (3.2)
(4,9)€T

Seguem-se duas defini¢oes importantes:

Definicao 1 Num problema de minimizacao, uma solucao T domina outra solucao T se e
sé se (CHT),C*(T)) < (CHT"),C*(T"))*, sendo a desigualdade anterior estrita para pelo
menos uma das funcgoes objetivo. Por outras palavras, T’ diz-se dominada por T se ao passar
de T’ para T diminuir o valor de uma das fungoes objectivo, sem aumentar o valor da outra

funcao.

Definicao 2 Uma solugcao T é considerado uma solucao nao dominada ou solucdo otima de
Pareto (também designada por solugao eficiente ou nao inferior) se nao existir outra solugdo

T’ € Z que melhore simultaneamente as duas funcgoes objetivo.

A Figura 3.1 ilustra o conceito de dominancia para um problema de minimizacao bi-
critério.

E de notar que pode haver casos em que a arvore correspondente a solugao 6tima para
uma das fungoes objetivo coincide com a arvore que também é a solugao étima para outra
funcao objetivo, embora em geral nao exista uma arvore T € Z que otimize simultaneamente
as duas fungoes objetivo definidas através das equagoes (3.1) e (3.2). Sendo assim, em geral
nao existe uma solugao 6tima, mas sim um conjunto de solucoes nao dominadas ou solugoes
6timas de Pareto. Entao o problema resume-se a encontrar o conjunto de solugoes nao

dominadas, ou seja, todas as arvores T € Z tal que :

CY(T),C*(T)) < (CHT"),C*(T"),NT' € Z, (3.3)

!Considera-se que (a,b) < (c,d) sse a < ce b <d.
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Figura 3.1: Conceito de dominancia e nao dominancia em um problema bicritério.

3.3 Primeira meta-heuristica para o problema bicritério

A meta-heuristica, designada por BCSTPF-Tabu, proposta nesta dissertacao é a primeira
adaptacao da meta-heuristica estudada no capitulo anterior e pode ser resumida nos seguintes

passos:

1. O grafo inicial é reduzido aplicando-se apenas a reducao a da subsecgao 2.5.1 do
capitulo 2. As reducoes b, ¢ e d nao foram usadas neste problema bicritério por

poderem conduzir a piores solucoes do ponto de vista da métrica hop count.

2. A cada arco do grafo reduzido sdo de seguida associados dois custos Cl e C2. C1 é o
custo ja usado no problema monocritério de Steiner e C2 é hop count (custo unitdrio

para cada arco).
3. Determinam-se as 100 solucoes para o custo C1, usando o MPH.

4. Executa-se o P-Tabu no conjunto das 100 solugoes e determina-se o conjunto das

solugoes nao dominadas que vao sendo encontradas.

5. Executa-se o F-Tabu no conjunto das solugoes nao dominadas da etapa anterior e

determina-se o novo conjunto de solu¢oes nao dominadas para o problema.

6. As solugoes obtidas (no grafo reduzido) sao finalmente transpostas para o grafo inicial,

recalculando-se para cada solucao o valor das duas métricas.
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3.4 Resultados obtidos

Nesta secgao, é apresentado um conjunto de resultados obtidos com o BCSTPF-Tabu.
Para avaliar este algoritmo foram considerados os conjuntos de redes B, C, 1080 e 1640
da Steinlib [15]. Os resultados obtidos sdo comparados com os obtidos pelos algoritmos
BCSTP(2-10) e BCSTP descritos em [19] que pretendem resolver o mesmo problema.

A heuristica BCSTP(2-10) baseia-se na redugao do grafo original a um subgrafo completo
constituido por todos os nds terminais e os arcos que os interligam. Cada arco no subgrafo
corresponde ao caminho mais curto, no grafo completo, entre cada par de nds terminais.
Para cada par de nds no subgrafo podem existir no maximo 10 arcos paralelos e para os
determinar utilizou-se o algoritmo MPS [21], que permite obter os k—caminhos mais curtos
entre cada par de nds. Cada arco neste subgrafo tem associados dois custos, sendo um deles
o custo do caminho e o segundo custo procura representar a importancia potencial de cada
arco na arvore de Steiner pretendida. Utiliza-se ainda o algoritmo de Kruskal para a obtencao
de arvores abrangentes, que sao solugoes nao dominadas do problema bicritério definido do
subgrafo. Finalmente as drvores abrangentes sao transpostas para o grafo original e sao
retirados os ciclos.

A heuristica BCSTP baseia-se também na reducao do grafo original a varios subgrafos
completos constituidos pelos nds terminais e os arcos que os interligam. Cada arco no
subgrafo (tal como no caso do BCSTP(2-10)) corresponde a um caminho no grafo original.
A heuristica considera dois arcos paralelos para cada par de nds terminais.

A analise dos resultados obtidos vai ser feita com base nas figuras apresentados a seguir,
para cada uma das fungoes objetivo em separado. E de notar que o valor 6timo para o
problema associado a fungao objetivo C* (equagdo 3.1) é conhecido (disponivel na Steinlib
15)).

A figura 3.2 mostra as percentagens de étimos obtido, para o custo 1, para cada tipo de
redes referidas anteriormente, por cada uma das heuristicas. Nesta figura é possivel observar
que com o BCSTPF-Tabu obtém-se 94,4% e 50% para as redes B e C, respetivamente. E
importante referir que os valores encontrados sao muito melhores que aqueles encontrados
com as outras heuristicas. Para as redes 1080 e 1640 as percentagens de 6timos obtidos pelo
BCSTPF-Tabu sao piores do que os obtidos pela heuristica BCSTP mas melhores do que os
obtidos pela heuristica BCSTP(2-10).
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Figura 3.2: Numero de 6timos obtidos.

A figura 3.3 mostra os desvios médios, para todo o conjunto de redes do mesmo tipo,
da melhor solucao obtida para o custo 1 (do conjunto de solugdes ndo dominadas para cada
rede), em percentagem, relativamente ao valor 6timo para cada uma redes, obtidos por
cada uma das heuristicas. Nota-se que a meta-heuristica implementada ¢ muito melhor que
a heuristica BCSTP(2-10). Comparando os resultados com a heuristica BCSTP é possivel
verificar que o BCSTPF-Tabu obtém os melhores resultados para as redes B, C e 1640, sendo
que para a rede 1080 o resultado obtido é pior do que obtido pelo BCSTP.

A figura 3.4 mostra o nimero médio de solucées nao dominadas obtido por cada uma das
heuristica para cada conjunto de redes. Nesta figura pode-se observar que o BCSTPF-Tabu
¢ o que obtém maior nimero de solucoes nao dominadas para as redes 1080 e 1640 . Para
as redes B e C o maior niimero de solu¢oes nao dominadas ¢ obtido pela heuristica BCSTP,
sendo os resultados obtidos pelo BCSTPF-Tabu ligeiramente melhores do que os obtidos
pelo BCSTP(2-10).

Ao contrario do custo 1, no caso do hop count nao se conhecem as solugbes 6timas,
embora em alguns casos seja possivel verificar que a solucao, do ponto de vista da métrica
hop count, é étima, dado que as solugdes obtidas tem |S| — 1 links, sendo |S| o nimero de
nos terminais, como se ilustra adiante. Nao se conhecendo entao essa solugao determinou-se,
para cada rede, no conjunto de todas as solugoes obtidas por todas as heuristica, o minimo
de hop count encontrado. Na figura 3.5 estao representados os desvios médios, relativos
ao minimo de hop count referido, em percentagem, obtidos por cada heuristica para cada
conjunto de redes. Nesta figura é possivel notar que os resultados obtidos pelo BCSTPFTabu

sao piores do que os obtidos pelas outras heuristicas, sendo as diferencas mais significativas
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Figura 3.4: Ntumero médio de solu¢oes nao dominadas.

no caso das redes B, C.

Na figura 3.6 pode-se observar uma das solucoes obtida por BCSTPF-Tabu para uma
das redes 1080 (a solugdo correspondente ao valor minimo hop count) que s6 contém nés
terminais. Nao tendo nenhum né de Steiner, esta solucao é 6tima do ponto de vista do
nimero de links existentes na solucao. Para esta rede apenas se encontraram duas solugoes
nao dominadas, estando a segunda solucao representada na figura 3.7. Esta solugao também
¢ otima do ponto de vista do custo 1 mas ja tem um link adicional relativamente a outra

solucao referida.
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Figura 3.7: Rede 1080-121, solugao tima.
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Capitulo 4

Conclusao

Neste trabalho foi estudada uma meta-heuristica conhecida [5] para a determinacdo de
arvores de Steiner. Como existia uma implementacao anterior desta meta-heuristica, ela
foi usada como ponto de partida, embora se tenha logo verificado que os resultados que
esta implementacao permitia obter nao estavam corretos. Foi entao necessario estudar em
detalhe toda a meta-heuristica de modo a corrigir alguns erros que existiam em alguns
dos algoritmos que a constituem. Desenvolveram-se ainda novos algoritmos para substituir
aqueles que tinham uma implementacao mais duvidosa.

Como se mostra através dos resultados apresentados, estes ja sao bastante proximos dos
obtidos pelos autores desta meta-heuristica e bastante melhores dos que se obtiam inicial-
mente.

O tempo despendido nesta tarefa foi superior ao esperado e a extensao da meta-heuristica
anterior a um problema bicritério de Steiner, que era o objectivo inicial desta dissertacao,
ficou aquém do inicialmente previsto. Assim apenas se fizeram as alteragoes minimas a
heuristica original adicionando-se um segundo custo aos arcos e adaptando toda a meta-
heuristica para ir guardando todas as solucoes nao dominadas que iam sendo encontradas.

A extensao ja implementada da meta-heuristica ao problema de Steiner Bicritério apre-
senta resultados satisfatorios ficando por implementar, por falta de tempo, uma parte sig-
nificativa da extensao inicialmente prevista que, esperava-se, permitiria melhorar ainda os
resultados obtidos.

Neste trabalho todos os algoritmos foram implementados recorrendo a linguagem JAVA.
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Apeéendice A
Anexos

De seguida estao descritas os algoritmos de Prim e de Dijkstra [1]. Como ambos requerem

uma heap bindria, esta é descrita previamente.

A.1 Heap binario

Uma heap, também designada por fila prioritaria, é uma estrutura de dados que permite
uma ordenacao eficiente dos mesmos. A heap tem uma organizacao em arvores, cada ele-
mento esta associada a uma chave e os arcos representam um par, pai-filho, em que no caso
de uma ordenacao crescente, as chaves dos filhos sao maiores ou iguais que a chave do pai .

No caso da heap binaria, cada né possui no maximo dois filhos.

Figura A.1: Representacao de uma heap binaria.

Em termos computacionais, a estrutura da heap é vista como um vector. A figura A.1
ilustra a representacao da heap bindria organizada em &arvore binaria e na forma de um

vector. A representacao vectorial da drvore bindria deve obedecer a seguinte propriedade:

Propriedade A. 1 O pai (predecessor) de um né na posicdo i estd localizada na posi¢ao
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(i —1)/2]. O nd raiz ndo tem pai e por convec¢ao atribui um pai igual a —1. Os filhos

(sucessores) de um nd na posicao i estao localizados nas posi¢oes 2i + 1 e 2i + 2.

A ordenagao crescente do vector (heap) obedece a seguinte propriedade:

Propriedade A. 2 A chave do nd i na heap é sempre menor ou igual as chaves dos filhos.

O no raiz possui a menor chave.

Para reposicionar os elementos na heap por forma a respeitar a propriedade A.2 é ne-

cessario dois procedimentos:

a)

Reposicionar-acima (i) — Aplicada quando se insere um novo elemento ¢ com uma
chave menor que o seu predecessor. Esta operacao troca as posigoes do predecessor de
i e (no caso do né i nao ser o no raiz) se i tiver uma chave menor ou igual a chave

do seu predecessor.

Reposicionar-abaizo (i) — Aplicada quando se insere um novo elemento i com uma
chave maior que a menor chave entre os seus sucessores. Neste caso (se o n6 i nao for

um né folha) troca as posigdes do né i e do sucessor de i que tiver a menor chave.

A implementacao da heap bindria com uma ordenagao crescente requer as seguintes

operagoes [1]:

Criar-Heap (H) — Cria um vector H (heap) vazio.

Inserir(i, H) — Incrementa o tamanho da heap de uma unidade e armazena o né i na
ultima posicao da heap. De seguida reposiciona-se os elementos da heap de forma a

restaurar a ordenacao usando o procedimento Reposicionar-acima (1).

Encontrar-Remover-Minimo(i, H) — O né i é o né raiz segundo a propriedade A.2.
Depois de remover o elemento i, coloca na raiz o ndé que se encontrava na ultima
posicao da heap e de seguida reposiciona os elementos da heap usando o procedimento

Reposicionar-abaizo (i).

Diminui-chave(valor, i, H) — Diminui a chave do né ¢ para valor caso este seja menor
que a chave de i. Em seguida usa o procedimento Reposicionar-acima (i) para restaurar

a ordenacao.
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A.2 Algoritmo de Dijsktra

O objetivo do algoritmo de Dijkstra [1] consiste em determinar o caminho mais curto
entre um no de origem e um noé de destino, entre um né de origem e um sub-conjunto de
nos destino ou entre um dado né origem e todos os outros nés da rede. Cada arco da rede
estd associado a um valor nao negativo designado por comprimento ou custo (aditivo) do
arco. O caminho mais curto é portanto, o somatorio dos custos dos arcos que constituem
este caminho.

Neste algoritmo associa-se uma chave a cada no, designado por etiqueta. A etiqueta pode
ser:

e Permanente — Quando representa a verdadeira distancia mais curta do né de origem
a um determinado no.

e Temporaria — Quando representa a distancia mais curta provisério (calculado até o

momento) a um determinado né na rede.

Algoritmo 6: Dijkstra
Entrada: grafo G=(V,E), raiz s

1: Cria-heap(H)

2: d(j):=o0 com j € N // chave dos vértices

3: d(s):=0 e predecessor(s):=0 // chave no nd raiz

4: Inserir(s,H)

5:  Enquanto H#0 faz

5: Encontrar-Remover-Minimo(i,H)

6: Para cada (i,j) € E faz

7: Valor:=d(i)+C;; // C;; custo do arco (i,j)

8: Se d(j) > Valor entao

9: Se d(j)=o00 entao d(j):=Valor, pred(j):=i Inserir(i,H)
10: Senao d(j)=valor, pred(j):=i Diminuir-chave(valor, i, H)
11: Fim

12: Fim

Inicialmente atribui-se a raiz uma etiqueta permanente igual a zero e os restantes nés
etiquetas temporarias igual a co. Em cada iteracao, a etiqueta temporaria dos nos ligados ao
né com etiqueta permanente, é a distancia da raiz até estes nés. O né que possuir a menor
etiqueta temporaria é o escolhido em cada iteracao para passar a etiqueta permanente. O
caminho vai sendo construido a partir dos nés com etiqueta permanente. A Figura A.2

ilustra aplicacao do algoritmo Dijkstra de um né para outro.
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Figura A.2: Determinagao do caminho mais curto do né 1 para o né 5 aplicando o Dijkstra

A.3 Algoritmo de Prim

O objectivo do algoritmo Prim[1] consiste em determinar a drvore abrangente minima,

ou seja aquela que contem o custo minimo.

Algoritmo 7: Prim

Entrada: grafo G=(V,E), raiz s
1: Criar-heap(H)

2: Para cada N-{1} faz d(j):=o00 // chave dos vértices

3: d(1):=0 e predecessor(1):=0 // chave da raiz

4: Para cada j € N, insere todos os vértices na heap, excepto a raiz
5: T*=vazio //T* armazena a solu¢io (drvore abrangente minima)
6: Enquanto |T*| < (n-1) faz

7 Encontrar-Remover-Minimo(i, H)

8: T*:=T*(J(predecessor(i),i) // construindo a drvore abrangente minima
9: Para cada (i,j) € A(i) com j € H faz

10: Se d(J) > Cij

11: d(j) :== Cy

12: predecessor(j) = i Diminuir-chave(i,valor,H)

13: Fim

14: Fim

Considerando a defini¢ao de corte (T, T ), conjunto de todos os arcos (i, j) tal que i €
T ej € T. A 4rvore abrangente minima T* vai sendo construida, adicionando em cada
iteracdo o né j e o respectivo arco (i,j) que possui o menor custo. O algoritmo termina
quando todos os nds da rede pertencerem a drvore T* | quando nao houver mais corte,

como se ilustra na Figura A.3.
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Figura A.3: Tlustracao do Prim
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