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zia era matematico, abstracto, e por

— Vittorio: "Porgue diz isso? E claro que o trabalho matematico se prende
com a realidade. Se fizermos um cdiculo e nos enganarmos, apercebemo-nos logo ao
efectuar as verificacbes. Se um programa de computador ndo faz as coisas com
exactidio, o programador da-se muito bem conta disso”.

Se aceitarmos uma definicdo qualquer da realidade e, por convengao, a
referida classificacdo de matematicos em "puros” e "aplicados”, Andrei Nikolaevitch
Kolmogorov {1303-1987), um dos grandes matematicos deste século, tem de ser
designado por “aplicado”. Mas deve logo acrescentar-se que poucos matematicos
“aplicados” foram tdo “puros”. Isto porque procurou sempre relacionar a descricao de
factos empiricos com os fundamentos conceptuais da matematica.

A revista “Time" na meia-dizia de linhas que dedicou a sua morte em
Novembro de 1987, considera, muito justamente, Koimogorov como o criador da
moderna teoria das probabilidades e refere os seus trabalhos em logica, cibernética
e hidrodinamica. Cita ainda a seguinte frase de Kolmogorov:

" A matematica comega gnde 0 SENSO comum acaba”. .

*Esta afirmacdo ¢ certamente discutivel, pois ha quem pense que a ciéncia €
apenas senso comum numa ou noutra forma. Para T. Huzxley, “a ciéncia ndo é mais



bra, geom ofrm\ e permaneceram durante

sencxa de uma formalizacdo rigorosa. Assentavam em verdades snmples como por
exemplo, o facto de, se alguém langar repetidamente uma moeda (ndo viciada) ao ar,
aproximadamente metade das vezes sair cara e na outra metade sair coroa. E a
aproximacdo melhora quantas mais vezes se lanca a moeda. Esta ¢ uma verdade da
qual toda a gente se julga detentora e dai a assercdo de Laplace: "A teoria das
probabilidades € senso comum reduzido a formulas”.

A. N. Kolmogorov, nos anos trinta do nosso século, veio mostrar que ndo era
necessdrio sujar as maos, lan¢ando moedas ao ar, para se ter uma teoria consistente
da probabilidade. Bastava que as nogdes empiricas do acontecimento, probabilidade,
variavel aleatoria e média fossem associadas as nogoes precisas de conjunto, medida,
funcido e integral de medida. -

Esse dicionario garantiu uma respeitabilidade ao calculo das probabilidades,
que este anteriormente ndo tinha. E, como é uso e costume nestas coisas de ciéncia,
0 novo patamar de abstrac¢do permitiu alcancar algumas extensdes relevantes e
fornecer respostas a questdes que até ai pareciam indecidiveis. A medida de um
dado cenjunto era um conceito que no inicio deste século j ja estava suficientemente
amadurecndo com os trabalhos de Peano, Borel ¢ Lebesgue. Tem a ver com a

‘pavimentagdo” do conjunto em subconjuntos, procedimento que remonta mesmo




1vel também “medir” esse acontecimento,
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(sérias de Fourier). A teoria das fungdes
cultivados da matematica soviética deste século, pelo que se pode dizer que
Kolmogorov desde o inicio da sua carreira se revelou um lidimo representante dessa
escola, por vezes tao mal conhecida e avaliada no exterior (a recente publicacdo em
inglés da “Enciclopédia Soviética da Matematica” pode talvez contribuir para
modificar esse estado de coisas).

Em 1925 terminou a sua licenciatura em Fisica e Matematica na
Universidade Estatal de Moscovo. Nos anos seguintes, como ja se referiu, dedicou-se
ao estudo de problemas da teoria das probabilidades, relacionando-a com a teoria
das funcdes.

Foi nomeadc em 1931 professor da Universidade de Moscovo, em 1933
director do Instituto de Matematica dessa instituicdo e em 1939 membro da
prestigiosa Academia das Ciéncias da URSS.

Durante a segunda guerra, trabalhou na teoria dos processos estocasticos,
que tem a ver com modificacdes temporais de probabilidade. Um matematico russo,
A. Markov, tinha estudado processos que si3o hoje conhecidos por “processos de
Markov” . Esses processos caracterizam-se por na evolugdo dindmica de varidveis
aleatorias haver "apagamento da memoria” (ie. o valor futuro de uma variavel
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Os interesses de olmogorov  dentro do vasto mundo da malemauca

Sue Bor um oorte transversal os mais variados camoos
percerreny, Como GQue por um forig iransy i, 85 mais Variagss campos.

parz além da teoria das probabifidades e da analise funcional

3 rnmahon em con innn\ com
recede 10 COf

. Arnold, o premio Lenine, a mais aita condecoracdo que o estado sovxenco concede.
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Flelds de aigum modo o correspondente a6 prémio Nobel no dominio da
matematica. So-ha de resto até hoje um total de dois medalhados Fields soviéticos.
Esse facto prende-se provavelmente com razdes politicas e com um certo isoiamento
da matemdtica soviética, embora de primeira 4gua, do mundo ocidental (o proprio
sistema cultiva — ou cultivou, ja@ que agora estd em curso a "Perestroika” — esse
isolamento, exigindo quase a publicacdo em russo e colocando dificuldades
administrativas ao intercambio com o exterior). Matematicos como 1. Gelfand, V.
Arnold (discipulo de Kolmogorov, a quem bastante marcou o estilo de mestre) e
varios outros sio porém internacionalmente reconhecidos. No vizinho dominio das
ciéncias fisicas, passa-se algo semelhante. A fisica soviética, embora também de
primeira apanha, s obteve até hoje 7 prémios Nobel, em contraste com cerca de 50
norte-americanos a até 3 suecos. A atribui¢do de prémios cientificos internacionais
ndo é decerto um processo estocastico...

A fim de ilustrar o tipo de descobertas cientificas devidas a Kolmogorov e
prevenindo desde ja o leitor que se limita a referéncia a problemas refacionados com
a fisica (em casa de ferreiro, espeto de ferro), vamos descrever em linhas gerais
ajguns dos enunciados e defini¢des acs quais 0 seu nome esta associado.
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1) Teorema KAM

Pode dizer-se que as ideias de probabilidade entraram em fisica nos finais
do século XIX com os trabathos de Maxwell, Boltzmann e Gibbs sobre um sistema
formado por um grande numero de particulas, de tal modo complexo que um
conhecimento completo € impossivei (e de resto inutil, por conter informagao
irrelevante). :

Ora a probabilidade é precisamente util quando o conhecimento compleio &
impossivel, ie. quando a situagdo é cadtica e o determinismo falha. Boltzmann e
Gibbs desenvolveram uma mecanica de probabilidades — a "mecénica estatistica” —,
destinada a descrever sistemas cadticos. Uma hipotese fundamental da mecénica
estatistica & a chamada "hipotese ergodica” (1871), segundo a qual medias temporais
de qualquer variavel dinimica podem ser substituidas por médias de "ensemble’,
quer dizer médias efectuadas sobre um conjunto ficticio de sistemas-copia daquele
que se pretende estudar (nessas copias as condigdes iniciais s@o as mais variadas).
Para isso o ponto gue representa o estado do sistema (ponto no espago de fase, o
hiperespagc das posigcdes e velocidades) tem de percorrer 4 medida que o tempo
avanca toda a regiao acessivel do espago de fase. Todos os estados devem pois ser
igualmente passiveis de ser realizados, tal como acontece no langamento de uma
moeda, onde cara ou coroa podem ocorrer com igual probabilidade.

Os fisicos cedo verificaram que essa “hipotese” era muito frutuosa e, como €
uso e costume na sua arte — a arte de descrever os factos naturais com a melhor
aproximagdo — ndo se preocuparam por ai aiém com a demonstragdo da respectiva
validade. Foram os matemadticos (na tradicdo de Hiibert, segundo o qual "a fisica &
uma ciéncia extremamente dificil para os fisicos” j que pegaram nesse problema e
constataram a sua ndo trivialidade, para ndo dizer mesmo dificuldade extrema. G.
Birkhoff em 1927 formulou em linguagem matemética o agora chamado “teorema
ergadico” (trata-se de um teorema, pois a sua validade pode ser demonstrada para
alguns sistemas). A partir dai, os fisicos-matematicos desenvolveram toda uma
teoria ergodica a volta do teorema ergodico. Sdo por isso bem conhecidas excepcoes
a “hipotese ergbdica” (os chamados sistemas ‘integraveis”, para 0s quais o
movimento é irregular e ndo caotico), mas pensava-se até meados dos anos
cinquenta gue a maior parte dos sistemas reais era suficientemente complicada para
satisfazer o teorema ergodico. E até mais: que modelos simpies em que havia apenas
um ligeiro afastamento da “integrabilidade” j& eram ergoédicos.

Surgiu porém Kolmogorov em {954 a conjecturar que, contrariamente 20
senso comum estabelecido, existiam sistemas quase-integraveis que ndo eram
ergodicos: as suas orbitas no espaco de fase eram regulares em regifes bem
definidas, que constituiam uma espécie de ilhas de estabilidade num mar de
possiveis trajectorias caéticas. Esta conjectura foi verificada num exemplo
computacional por Fermi, Parta e Ulam em 1955 e engenhosamente demonstrada
por dois colaboradores de Kolmogorov, Arnold e Moser, para condicdes diferentes,
respectivamente em 1962 e 1963. O teorema resultante, que contraria a hipotese
ergodica, tem hoje o nome de teorema KAM (das iniciais dos trés matematicos
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soviéticos), sendo uma pedra angular no estudo de sistemas dindmicos. O caos ndo é
pois tao universaf como se supunha e interpenetra-se com a ordem de uma maneira
que continua hoje a ser investigada intensivamente por fisicos e matematicos {e
quimicos e geologos} de todo o mundo. )

2 — Sistemas K

O facto de um sistema ser ergodico, i.e. de satisfazer o teorema ergodico nao
significa forgosamente que tenha fugar uma aproximagao do equilibrio. O fenomeno
da irreversibilidade, ligado ao facto de o estado de equilibrio funcionar como
atractor, exige uma condi¢do mais forte do que a irreversibilidade — trata-se da
chamada propriedade de "mistura”. O fisico-matematico l. Sinai provou em 1962
que um gas de esferas rigidas € ergodico e, mais do que isso, de mistura {todos os
sistemas ergodicos sdo de mistura, mas o inverso ndo é verdade). Kolmogorov
propods, ainda nos anos sessenta, uma condicdo mais forte do que a de "mistura”.
Definiu uma grandeza chamada hoje entropia de Kolmogorov-Sinai {a compreensio
dessa entropia ultrapassa certamente O Senso comum, pois j& a entropia de
Boltzman, mais simples, € geralmente considerada um conceito pouco intuitivo). Os
sistemas de Kolmogorov ou sistemas K sdo aqueles cuja entropia de Kolmogorov-
Sinai € positiva. O grau de caoticidade desses sistemas € superior ao dos de mistura.
Em sistemas K condicOes iniciais muito préximas conduzem a trajectorias que
divergem exponencialmente (os coeficientes da exponencial s3o chamados
coeficientes de Liapounov, do nome do matematico russo A. M. Liapounov).

Sistemas ainda mais caoticos do que o0s sistemas K sdo os sistemas de
Bernoulli pois o resuitado da evolucdo dindmica é completamente aleatdrio.

Deve-se pois a Kolmogorov a extensdo da hierarquia de sistemas cadticos € a
descricaa quantitativa de algumas classes de caos. -

3 — Numeros aleatérios

Finaimente, como se falou em sistemas completamente caoéticos, importa
saber se 0 caos absoluto se pode definir com rigor. A resposta deve-se, uma vez
mais, a Koimogorov (e também a J. Chaitin nos E.U.A.). Esses autores propuseram
nos anos setenta a seguinte definicdo de numero aleatorio: Aleatorio € aguele
nimero cujo algoritmo mais pequeno para o produzir num computador €
necessariamente um algoritmo trivial que contém o proprio nimero.

Fica como exercicio para o leitor obter alguns exemplos de numeros
aleatorios de acordo com esta defini¢do... Pode tentar ao acaso pois a maior parte dos
numeros (inteiros ou reais) sdo aleatorios, embora seja dificil provar que um dado
numero 0 é. Assuntos como a teoria algoritmica da complexidade, a qua!l a definigao
de aleatoriedade pertence, tocam de perto problemas fundamentais da matematica,
como os probiemas da decisibilidade de enunciados num certo quadro axiomatico,
estudados por K. Godel, ou as possibilidades de um autémato universal, estudadas
por A. Turing.
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Neste lerceiro exemplo da criacdo matematica de Kolmogorov mais uma vez
o sensc comum se encontra ultrapassado, atingindo-se mesmo os limites do senso
"tout court”.

Nos ultimos anos da sua vida, Kolmogorov interessou-se por problemas
pedagbgicos (metodologia da matematica a nivel das escolas secunddrias) tendo
exercido a sua importante influéncia para o desenvolvimento do ensino da
matematica na U.RSS. .

A. N. Kolmogorov morreu no fim do ano passado. Os matematicos, "puros” ou
“aplicados”, sabem que perderam alguém que marcou de forma irreversivel a sua
disciplina, essa arte dificil de ir além do senso comum com a ajuda de uns quantos
integrais.
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