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Bertrand Russel escreveu, em 1918, no seu livro «Misticismo e Logica»: «<A matematica possui nio apenas a
verdade, mas uma beleza suprema — uma beleza fria e austera como a de uma escultura.

ontudo, essa beleza apenas era perceptivel para os

matemadticos, habituados a lidar com os dominios

abstractos da sua ciéncia. Recentemente, com o

desenvolvimento de um novo ramo da geometria,

a chamada «geometria fractal», uma parte daquela

beleza tornou-se perceptivel e evidente para mais
gente. O surpreendente € que essa beleza a0 nosso alcance
se deve a uma evolu¢do na forma de olhar a natureza.

Galileo Galilei afirmou em 1626 que:

«O universo (...) nao pode ser compreendido a2 menos
que primeiro aprendamos a linguagem no qual ele estd es-
crito. Ele estd escrito na linguagem da matemitica, e os
S€us caracteres sa0 0s tridngulos, circulos e outras figuras
geomeétricas, sem as quais € impossivel compreender uma
palavra que seja dele: sem estes ficamos 4s escuras num
labirinto escuro».

Foram precisos cerca de 350 anos para surgir uma nova
visdo da natureza. Foi Benoit Mandelbrot, matemdtico fran-
cés contemporaneo, quem desenvolveu a no¢io de fractal.
No seu livro «The Fractal Geometry of Nature», publicado
em 1983, afirma:

«Porque € que a geometria é habitualmente descrita co-
mo fria € austera? Uma razio reside na sua inaptidio em
descrever a forma de uma nuvem, de uma montanha, de
uma linha costeira, de uma 4rvore. As nuvens nio sio es-
feras, as montanhas nio sdo cones, as linhas costeiras nio
sdo circulos e a casca de uma drvore nio é suave, nem os
relimpagos se propagam em linha recta (...) A natureza exi-
be nio apenas um grau mais elevado, mas um nivel de
complexidade completamente diferente. O ndmero de di-
ferentes escalas de comprimento dos motivos naturais é
para todos os efeitos infinito. A existéncia desses motivos
desafia-nos a estudar aquelas formas que Euclides deixou
de parte como nio tendo uma forma definida, desafia-
-nos a investigar a morfologia do amorfo».

Nascia entdo a geometria fractal. Para podermos descre-
VEr o pormenor irregular e quase aleatorio de muitos dos
padrées da natureza, nio nos podemos cingir 2 geometria
tradicional. Com a geometria fractal, a matemdtica torna-
-nos menos «fria» e «autera» e reconcilia-se, de certo modo,
com a velha natureza, que desde sempre lhe tem servido de
motivo e inspiragio.

A evolugio das ideias que deram origem aos fractais é cu-
riosa. Diz Mandelbrot:

«Introduzi uma ideia que parecia arbitrdria (...) mas que
se iria revelar como a base da teoria dos fractais. A ideia
era que, no estudo da variagio dos pregos, nio havia ne-
nhuma diferenca de natureza entre as variacdes a curto e
a longo prazo».

Com base nesta ideia, ele desenvolveu um modelo mate-
midtico que The permitia fazer simula¢des da bolsa que os es-
pecialistas ndo distinguiam da situagao real. Da especulacio
bolsista, Mandelbort passou a0 estudo das turbuléncias at-
mosféricas e, mais tarde, 4 chamada cgeografia quantitati-
va», um novo ramo da geografia. E, a partir da ideia de sa-
ber quanto media a costa da Gri-Bretanha, Mandelbrot
adaptou e aplicou a sua teoria 2 sintese de imagens. Obteve
imagens sobre as quais afirmou:

«As imagens que calculei com a minha teoria matema-
tica assemelhavam-se curiosamente i realidade: e se eu po-
dia imitar a natureza, era porque provavelmente teria des-
coberto um dos seus segredos...

Um exemplo de fractais que é referido no livro de Man-
delbrot € a fronteira entre dois paises; aparece ai referen-
ciada a fronteira entre Portugal e a Espanha a qual, poucos
0 sabem, € um fractal (fig.1). Vejamos porqué.

Uma circunferéncia nio € um fractal. O seu perimetro, de-
finido pela férmula 27, € finito. Para medir esse perimetro
podemos colocar um poligono com um namero cada vez
maior de lados (tridngulos, quadrado, pentigono, etc.) den-
tro da circunferéncia e calcular o perimetro do poligono. Ob-
temos, no limite em que o nimero de lados € infinito, um
valor finito: precisamente 27r.

Tentemos fazer algo de semelhante para a fronteira entre
Portugal e Espanha. Comecemos por medir a fronteira uti-
lizando sucessivamente réguas de 100 Km, 10 Km, 1 Km,
1 m, etc.. O curioso € que o comprimento da fronteira vai
aumentando progressivamente, 2 medida que se diminui a
escala de observagdo (o processo experimental tem um li-
mite, pois quando se chega aos 4tomos ji nio se sabe qual
€ 0 4tomo espanhol e qual o dtomo portugués...). Essas fi-
guras cujo comprimento aumenta indefinidamente 3 medi-
da que diminui a escala de medida sdo os fractais. Isto acon-
tece porque existe um «rendilhado» em todas as escalas, quer
em escalas pequenas quer em escalas grandes..

A auto-semelhanga € uma ideia antiga. Contudo, e apesar
de ser uma propriedade geométrica simples, apenas no inicio
da década de 70 o homem se apercebeu da sua existéncia
na natureza. Se olharmos para 0 mundo 4 nossa volta, vemos
uma infinita variedade de objectos com uma estrutura geomé-
trica deveras complexa e intrincada: uma folha de feto, um
cristal de neve, a superficie irregular de uma montanha, ou
at¢ mesmo uma descarga eléctrica num meio dieléctrico (de
que o caso mais conhecido € o relimpago). Se observarmos
a estrutura microscopica destes objectos o que vemos? Algo
bastante surpreendente: a parte € muito semelhante ao todo.
Um fractal possui um nimero infinito de pequeninas cOpias
dele proprio: € a esta propriedade que se chama auto-
-semelhancga.
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A auto-semelhanca estd relacionada com o conceito de di-
mensio fracciondria, isto é, pode ser traduzida matemati-
camente por um coeficiente chamado dimensao fracciondria.
Esta dimensio, diferente da dimensio topoldgica habitual
(que é,um niimero inteiro), serve para caracterizar o fractal.
Os fractais s3o objectos matemdticos que se podem definir,
segundo Mandelbrot, como «um conjunto (de pontos no es-
pago euclideano) para o qual a dimensdo de Hausdorff ex-
cede a dimensdo topoldgicas.

Podemos obter a dimensdo de um objecto usando o mé-
todo que a seguir se descreve, Suponhamos que temos uma
linha de comprimento L. Comegamos por considerar uma
linha de comprimento u e sobrepdmo-la 2 linha L, e con-
amos quantas linhas u sio necessdrias para a cobrir com-
pletamente (fig. 2). O nimero N = L/u representa uma me-
dida da linha L. Analogamente, para medir um quadrado
(cubo) de lado L, pegamos num quadrado (cubo) unitirio
de lado u e contamos o ndmero N = L2/u2 (N = L3/u3) de
que necessitamos para cobrir o objecto. De uma maneira ge-
1al, este processo levaa N = (LAnyd, ou, tomando o loga-
fitmo de ambos os membros, d = log N/log (L/u) o))

Para um objecto uniforme e compacto, d € um inteiro igual
4 dimensio topoldgica. Mas para um fractal tem-se que d é
um namero fracciondrio: d € o que se chama dimensio de
Hausdorff ou fractal. -

Um dos exemplos mais simples é a chamada curva de
Koch (fig. 3). Para formar a curva de Koch, comega-se por
um segmento de recta e cria-se um «pico» no meio. Depois
cria-se um «pico» em cada um dos segmentcs que ficaram
e assim sucessivamente, «ad infinitum». A curva construida
éum fractal, cuja dimensio € df = log 4/log 3 ~ 1.262 (tem-
-se N = 4 ¢ o chamado factor de escala L/u € 3).

O «floco de neve» da fig. 4 foi obtido a partir da curva
de Koch. Embora a sua drea seja evidentemente finita (A =
2Y3/5), o seu perimetro é infinito.

Um exemplo de um fractal no expago a 3 dimensdes é o
seguinte. Comega-se por um cubo, formado de cubos mais
pequenos (como o cubo de Rubik), e retiram-se 0s cubos
do meio das faces e o cubo do centro. Repete-se 0 processo
indefinidamente, obtendo-se o objecto representado na fig.
5: um cubo completamente esburacado, com buracos de to-
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dos os tamanhos. Trata-se de um fractal de dimensdo df =
log 20/log 3 = 2.727 (tiram-se 7 cubos aos 27 iniciais, € o
factor de escala é 3). O cubo chama-se «esponja de Menger»
e cada uma das suas faces é chamada «carpete de Sierpinski»
(de dimensio df = log 8/log 3 =~ 1.893).

Podiam dar-se muitos outros exemplos de fractais, todos
eles estranhos e¢ maravilhosos. Em cada um € a auto-
-semelhanca que lhe confere a caracteristica de fractal.

O estudo das fronteiras de estabilidade € um assunto ex-
tremamente actual. Um sistema particularmente simples mas
suficientemente complexo € o conjunto de Mandelbrot. Ele
é obtido submetendo os nimeros do plano complexo
(nimeros da forma a+ib em que a e b sdo nimeros reais
e i=V-1 é a constante imagindria) a2 um determinado pro-
cesso. Como resultado da aplicagdo repetida deste proces-
50, obtemos uma sequéncia de outros nimeros complexos
cuja norma (isto €, a-distancia a origem) pode ter um de dois
comportamentos: ou se mantém finita e proxima de zero ou
tende para infinito (basta para tanto ser maior que 2). E a
fronteira entre estes dois dominios que delimita o conjunto
de Mandelbrot. O processo iterativo que lhe di origem
baseia-se numa férmula surpreendentemente simples:
ZIn+1 =f(Zn)=Zn2 +C 2)
em que tanto z como ¢ 30 nimeros complexos. Este pro-
cesso iterativo € muito semelhante ao que aparece na for-
mula de Feigenbaum de uma itera¢io unidimensional; a ndo
linearidade indicada pelo quadrado é comum a ambos os ca-
50S.

Fazendo zg = 0 e repetindo a iteragio da férmula (2) para
varios valores da constante ¢, obtém-se o conjunto de Man-
delbrot (figs. 6 € 7). Dele fazem parte 0s pontos cuja norma
nio tende para infinito mesmo apds um grande nimero de
iteracdes. Os restantes nimeros pertencem i regifo de ins-
tabilidade e permitirem definir regides de transicao entre a
estabilidade (que encontramos dentro do conjunto de Man-
delbrot) e o caos, consoante a velocidade a qual 2 norma
do ntimero z tende para infinito. Esta transi¢ao € obtida atra-
vés de uma regra geral, o que leva a concluir que at€ mesmo
0 caos tem as suas regras € o estudo de sistemas dindmicos
complexos e ndo-lineares estd ao alcance de uma investigacao
e sistematizac¢io cientificas.

A fronteira do conjunto de Mandelbrot € ela prépria um
fractal, ja que é auto-semelhante. Vamos ver de seguida co-
mo € que o conjunto de Mandelbrot contém em si uma in-
finidade de fractais.

Na obtenc¢io do conjunto de Mandelbrot aplicimos a fér-
mula (2) fazendo zg =0 e atribuindo a ¢ valores do plano
complexo, Se agora escolhermos para ¢ um valor fixo (dentro
do conjunto de Mandelbrot) e atribuirmos a zg valores do
plano complexo, vamos obter para cada valor de ¢ figuras
que s30 o conjunto dos valores de z que convergem no pro-
cesso da iteragio sucessiva definido por (2) (figs. 8 a 10). Es-
sas figuras sdo jd conhecidas desde o inicio do século, ten-
do sido estudadas por Gaston Julia e Pierre Fatou,
matematicos franceses, mas s6 hd pouco tempo, com a aju-
da da computacio grifica, foi possivel estudi-los em por-
menor € compreender o seu significado e importincia. Um
dos aspectos curiosos € que a sua fronteira, chamada con-
junto de Julia, € fractal, portanto auto-semelhante. Embora
s6 haja um conjunto de Mandelbrot, existem infinitos con-
juntos de Julia, um para cada ponto do conjunto de Man-
delbrot, que funciona assim como «catdlogo» de conjuntos
de Julia. No conjunto de Mandelbrot existem «zonas geo-

grificas» diferentes, que se identificam pela forma dos con-
juntos de Julia respectivos (vale dos cavalos marinhos, re-
giao das dendrites, etc.). O ponto (0,0) € desinteressante: a
figura associada é um circulo, que, como vimos, nio € um
fractal. As zonas mais interessantes sio as que se situam nos
bordos do conjunto de Mandelbrot. Saindo um pouco fora
deste conjunto, as figuras de Julia desfazem-se em poeira,
isto é, deixam de ser conexas.

Uma nog¢do relevante que aparece na andlise destes con-
juntos € a de atractor. No caso presente, um atractor € um
ponto ou um conjunto de pontos para 0s quais a iteragio
de outros pontos do plano complexo converge.-Os conjun-
tos de Julia delimitam bacias de atrac¢io. A nog¢io de atrac-
tor jd é conhecida desde Henri Poincaré, tendo sido apli-
cada a sistemas dinimicos dissipativos: verifica-se que a sua
evolugao temporal é condicionada pela existéncia de um
atractor. Na mecinica cldssica estudam-se normalmente sis-
temas cujos atractores sao pontos, circulos ou outras figu-
ras simples. Contudo, estes casos sao excepgdes € 0 com-
portamento de muitos sistemas (os sistemas dinimicos
nio-lineares) é bem mais complicado: 0s seus atractores ¢
repulsores (estes, como 0 nome indica, sio regides de equi-
librio instdavel) podem ser fractais. Em particular, os cha-
mados «atractores estranhos» mais niao sio do que exem-
plos de fractais (por exemplo a figura de Lorentz, que aparece
no estudo computacional dum fluido viscoso).

Na natureza sio inGmeros os objectos que crescem por
adicao aleatéria de novos constituintes. Exemplos disso sao
as dendrites que crescem na dgua quando esta € arrefecida
abaixo do ponto de congelagio. Em muitos casos, O cres-
cimento do objecto é condicionado pela difusio das novas
particulas até a superficie do agregado ja existente. Um mo-
delo simples surgido recentemente (em 1981) e que simula
este fenémeno de crescimento de agregados é a chamada
«agregacao limitada por difusdo» («Diffusion Limited Aggre-
gation», DLA). As regras deste modelo sdo simples ¢ o al-
goritmo que as realiza num computador € também simples.
Comega-se por colocar uma semente no ponto central de
uma rede. De seguida larga-se uma segunda particula dum
ponto aleatério sobre uma circunferéncia suficientemente
distante da semente. Simula-se entao a difusdo dessa parti-
cula através de um passeio aleatorio, isto €, a particula move-
-se aleatoriamente pela rede até chegar a um dos pontos ad-
jacentes a0 ponto inicialmente ocupado. Nessa altura ela €
capturada, passando a integrar o agregado. Uma nova par-
ticula € entdo langada de local e em direcgdes aleatdrias até
ser capturada, repetindo-se o ciclo. Formam-se assim agre-
gados (fig. 11) em tudo semelhantes as dendrites, ou a des-
carga cléctrica num meio dieléctrico.

Um fendmeno curioso e que, no fundo, estd por detris
do aspecto ramificado dos agregados produzidos pela DLA
€ o efeito de protecgdo que 0s pontos mais exteriores do
agregado exercem sobre 0s mais interiores. Isto deve-se ao
facto de os caminhnates aleatérios nao conseguirem pene-
trar no agregado para ocupar os pontos mais centrais ainda
livres, uma vez que sdo capturados pelos pontos mais ex-
teriores. Existem assim reentrincias de todos os tamanhos.

E possivel determinar a dimensio de uma figura de DLA,
chegando-se A conclusio que se trata de uma dimensao frac-
ciondria (df~1.67 para uma rede quadrangular a 2 di-
mensodes). O modelo da DLA conduz portanto a fractais, em-
bora estes fractais sejam estatisticos, pois a sua regra de
constru¢io nio é perfeitamente determinista.
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«A Arte € uma mentira que nos permite reconhecer a ver-
dade»
Pablo Picasso

As figuras fractais geradas pelos métodos descritos (e mui-
tos outros existem!) podem ser classificadas de extrema-
mente belas, embora isso seja uma opg¢ao estética e portanto
pessoal. Contudo, nao € o facto de haver arte nos desenhos
dos fractais que € importante (assunto relativamente ao qual
aopinido de artistas e cientistas pode ser diferente), mas sim
o facto de os fractais mostrarem que também 0s sistemas
complexos sio passiveis de um estudo sistemdtico, que até
0 caos tem as suas regras. Os matematicos e os fisicos ja nao
estao limitados ao estudo de sistemas simples e lineares: tém
diante de si 0 mundo real, bem mais complexo ¢ fascinante.
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