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Resumo

A complexidade de extensao de um politopo é uma medida da sua
complexidade na resolucao de um programa linear. Por um teorema
classico de Yannakakis, esta corresponde & caracteristica nao negativa de
uma matriz associada ao politopo, a chamada matriz de folgas.

Na primeira parte deste trabalho, efectuamos o estudo assintético de
dois minorantes da complexidade de extensdo para o caso de poligonos:
um combinatorio e um geométrico. O resultado obtido melhora significa-
tivamente o corrente estado da arte.

Ne segunda parte, concentramos os nossos esforcos na caracteristica
booleana da matriz de folgas de um poligono. Fazemos um levanta-
mento breve dos minorantes disponiveis, verificando a sua eficicia para
o caso dos poligonos, e exploramos uma técnica de majoracao, dando-lhe
uma nova interpretacao grafica e recuperando e estendendo os resulta-
dos disponiveis. Como consequéncia, obtemos novos valores exactos para
a caracteristica booleana de alguns poligonos para os quais nao estava
ainda determinada.

Palavras Chave: poligonos, complexidade de extensdo, caracterfstica booleana,

caracteristica nao negativa

Abstract

The extension complexity of a polytope is a measure of its complex-
ity when solving a linear program. By a classic result of Yannakakis,
this corresponds to the nonnegative rank of a matrix associated to the
polytope, its so-called slack matrix.

On the first part of this work, we will do the asymptotic study of
two lower bounds for the extension complexity: one combinatorial and
another one geometric. The obtained results significantly improve the
current state of the art.

On the second part, we will focus our efforts in the boolean rank of the
slack matrix of a polygon. We will do a short survey of the available lower
bounds, verifying their effectiveness on the polygon case, and we explore
an upper bound technique, offering a new graphical interpretation and
recovering and extending the available results. As a consequence, we get
new exact values for the boolean rank of some polygons for which it was
not previously determined.

Keywords: polygons, extension complexity, boolean rank, nonnegative rank
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Capitulo 1

Introducao

O conceito de politopo é a generalizagao natural dos conceitos de poligono (no plano)
e de poliedro (no espaco) a n-dimensoes. Neste trabalho, os politopos sao regioes
convexas e compactas definidas pela interseccdo de semi-espacos. Uma area onde os
politopos surgem naturalmente é a area da Optimizagao, nomeadamente a Progra-
magcao Linear. De facto, podemos interpretar um programa linear limitado como um
problema de optimizacao de uma func¢o linear sobre um politopo. Esta ligacao a
Optimizacdo tem sido uma das motivacbes para o estudo destes objectos.

Um problema de geometria de politopos motivado pela Programacao Linear é o
problema da complexidade de extensdao de um politopo. Os métodos de resolugao
de problemas de Programacao Linear tém uma eficiéncia que depende do nimero de
semi-espacos necessarios para cortar o politopo, ou seja, do seu nimero de “lados”.
Acontece frequentemente um politopo com muitos lados poder ser escrito como a
projeccdo linear de outro com poucos lados. Ao primeiro chamamos projec¢ao; ao se-
gundo, extensao. Por exemplo, Ben-Tal e Nemirovski [3] demonstram que 2" —gonos
regulares, isto é, poligonos regulares com 2" lados, se podem escrever como pro-
jecgoes de politopos com 2n facetas. Na Figura 1.1 podemos ver uma concretizagao

deste teorema, com n = 3.

Figura 1.1: O octégono como projeccao de um politopo com 6 facetas.

O facto de um politopo com muitos lados poder ser descrito como projecgao de
outro com poucos lados traz vantagens, sobretudo na optimizac¢ao de func¢des lineares.
Neste caso, se pretendermos optimizar uma funcao linear no primeiro, podemos antes

optimiza-la no segundo e projectar a solugao, o que resolve o problema original de
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forma muito mais eficiente.

Um problema de grande importancia é entdo, dado um politopo, determinar o
nimero minimo de lados de um polftopo cuja projeccao seja o politopo original. Esse
numero é designado por complexidade de extensdo e caracteriza a informagao minima
necessaria para representar o politopo em questdo. Ao longo da ultima década, o
interesse em torno da complexidade de extensao tem vindo a crescer. Em particular,
minorantes para esta quantidade fornecem provas das limitagdes da Programagao

Linear para resolver certos problemas concretos.

Curiosamente, a maioria dos minorantes da complexidade de extensdo tem origem
num conceito de Algebra Linear bem conhecido: a caracteristica nio negativa. Isto
deve-se ao facto de, na realidade, a complexidade de extensdao de um politopo e a
caracteristica nao negativa da sua matriz de folgas serem iguais, resultado provado
por Yannakakis, em 1988. A caracteristica ndo negativa € um conceito idéntico ao
da habitual caracteristica de uma matriz real, mas com o acréscimo de restri¢des
de nao negatividade. Especificando, enquanto a caracteristica de uma matriz real
Apxn € 0 menor nimero k tal que existam B« € Cixn reais com A = BC, no
caso da caracteristica nao negativa, impomos a condicao adicional de B e C' terem
entradas nao negativas ( [5] e [9] sdo dois artigos onde este conceito é explorado).

Esta caracteristica, embora dificil de calcular, tem muitas aplicagoes, que vao desde

a Teoria de Grafos & Geometria Computacional.

Tanto a complexidade de extensao como a caracteristica nao negativa tém sido ob-
jecto de muita investigagdo recente. Exemplos disso sdo os artigos [3], [11], [8] e [22],
em que sao construidas extensoes de politopos (ou, equivalentemente, factorizacoes
das suas matrizes de folgas) de tamanho reduzido. De referir, também, resultados
como o do crescimento exponencial da complexidade de extensao dos politopos asso-
ciados ao problema do caixeiro viajante e ao problema do emparelhamento perfeito
( [7] e [14]). Quanto & caracteristica ndo negativa, mostrou-se, muito recentemente,
que depende do corpo considerado, pois em R e em Q ¢é diferente ( [17] e [4]). Mesmo
o estudo da complexidade de extensao de poligonos, & partida um dos primeiros casos
de interesse, tem-se revelado bastante dificil e tem sido objecto de diversos artigos.
A este propoésito, uma nota para [8], [16], [15], onde se estuda a complexidade de
extensdo maxima de um n—gono, e para as experiéncias computacionais levadas a

cabo para este caso no artigo [23].

Um dos minorantes da caracteristica nao negativa mais estudados é a caracteris-
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tica booleana. Uma matriz booleana é uma matriz constituida apenas por zeros e
uns. Logicamente, se B for uma matriz booleana, uma factorizacdo booleana de B
é um par de matrizes booleanas, A e C, cujo produto booleano é B. O tamanho
desta factorizacdo é o numero de colunas de A, ou o numero de linhas de C. A
caracteristica booleana de B é o tamanho minimo de uma factorizacdo booleana sua.
Assim, se M for uma matriz ndo negativa e se representarmos por M™ a matriz que
obtém de M substituindo as suas entradas nao nulas por um e mantendo as nulas,
qualquer factorizagdo nao negativa de M origina uma factorizagdo booleana de M*:
basta substituir as entradas ndo nulas das matrizes da factorizagdo nao negativa de
M por um e manter as entradas nulas. O produto booleano das matrizes resultantes
é M*. Logo, a caracteristica booleana de M™* é menor ou igual & caracteristica nao
negativa de M. A caracteristica booleana aparece naturalmente em &reas como a
Teoria de Grafos, a Teoria de Matrizes sobre Semi-Anéis e a Teoria da Complexidade
de Comunicacao.

Este trabalho encontra-se estruturado da seguinte forma: no capitulo 2, apresen-
tamos conceitos basicos da teoria de politopos, definimos os conceitos de complexi-
dade de extensao e de caracterfstica nao negativa, provamos o teorema de Yannakakis,
que os relaciona, debrugamo-nos sobre dois minorantes da complexidade de extensdo
(S(n), um minorante combinatério, e T(n), um minorante geométrico) e fazemos
uma breve referéncia a alguns majorantes; seguidamente, no capitulo 3, efectuamos
o estudo assintético dos minorantes abordados no capitulo 2; finalmente, no capitulo
4, ocupamo-nos da caracteristica booleana, um conhecido minorante da caracteris-
tica nao negativa, nomeadamente de algumas interpretacoes que lhe podemos dar,
de alguns minorantes desta caracteristica e de um majorante, obtido computacional-
mente, que serd utilizado para deduzir, em alguns casos, o valor da caracteristica

booleana.
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Capitulo 2

Conceltos basicos

2.1. Politopos

Comecamos por definir uma série de conceitos em que assenta toda a teoria de

politopos. Para uma consulta mais detalhada, ver, por exemplo, [2], [10] ou [20].

Definicdo 1. Um conjunto de R? é convexo se contiver, para quaisquer seus dois

pontos, p e g, o segmento que os une, {Ap+ (1 —N)g: 0 < A < 1}.

Definigio 2. Seja {p1,...,pm} um conjunto finito de pontos de R%. A um ponto
da forma > /"  Aip;, com Y oy N\ = 1e X\ >0, para ¢ = 1,...,m, dd-se o nome
de combinacio convexa de pi, ..., p,. O invélucro convexo de S C R?, conv(S), é o

conjunto de todas combinagdes convexas de pontos de S.

Exemplo 3. conv({(1,0,1),(0,0,0),(2,0,0),(1,2,1),(0,2,0),(2,2,0)}) é um prisma

triangular, ilustrado na Figura 2.1.

Figura 2.1: Conv({(1,0,1),(0,0,0),(2,0,0),(1,2,1),(0,2,0),(2,2,0)})

Eis alguns factos acerca de involucros convexos:
e conv(S) é um conjunto convexo;
e conv(S) é o menor conjunto convexo que contém todos os pontos de S;

e conv(S) ¢ a intersecgao de todos os conjuntos convexos que contenham S.

Definigao 4. Um politopo é o invélucro convexo de um ntmero finito de pontos de

R?, ou seja, ¢ um conjunto da forma P = conv({p1, ..., pm}), em que pi, ..., pr € RL

5
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Um hiperplano ¢ um conjunto do tipo H = {x € R?: (a,z) = b}, com a € R% e

b € R, que divide R? em dois semi-espacos:

HY ={zeR?: (a,2) > b}

H™ ={zeR?: (a,z) <b}.

Definicao 5. Chama-se poliedro a qualquer conjunto que se obtenha através da in-
terseccdo de um namero finito de semi-espacos de R?, isto é, trata-se de um conjunto

da forma P = {x € R?: Az < b}.
Exemplo 6. Algebricamente, o prisma anterior é determinado pelo conjunto
{(z,y,2) eR®:y >0, y<2 2>0, 2—2>0, x+2<2}

ou seja, é o conjunto dos pontos (z,y,z) € R? tais que

[0 -1 0] 0]
0 1 0 T 2
0 0o -1 |yl <o
-1 0 1 z 0

10 1] 2]

Poe-se a seguinte questao: haverd alguma relagdo entre os conceitos de politopo

e poliedro? A resposta é dada pelo proximo teoremas:

Teorema 7. (Teorema Fundamental da Teoria de Politopos) [26] Qualquer
politopo pode ser descrito por um nimero finito de desigualdades afins e qualquer
poliedro limitado € o invdlucro convexo de um conjunto finito de pontos. Resumida-

mente, um dado conjunto € um politopo se e so se for um poliedro limitado.

Assim, a qualquer politopo estéo associadas duas caracterizacoes: uma caracter-
izacao por pontos (caracterizacao V) e uma caracterizacao por desigualdades (carac-

terizacdo H).

Definicdo 8. (1) O conjunto {p1,...,pm} € R? diz-se independente de forma afim
se, sempre que Zﬁl api=0ea; + ...+ a, =0,se tiver ;1 = ... = a,, = 0.
(2) Seja X C R%. A dimensdo de X éigual a max{|Y|—1:Y C X, Y é finito e

independente de forma afim}.



2.1 Politopos

Note-se que a dimensdao de X nao é mais do que a dimensao do menor espaco

afim contendo X.

Definicao 9. Sejam P C R? e c R¢ e f € R. O hiperplano
Hep={xeR":(e,z) = f}

é um hiperplano de suporte de P se max{(e,z) : xz € P} = f.

De acordo com a definicao, um hiperplano de suporte de um politopo divide o
espago de tal modo, que o politopo em questdo estd contido num dos semi-espagos

correspondentes.

Definicao 10. Seja P C R". F é uma face de Pse F = Pou F = PN H, em
que H é um hiperplano de suporte de P. As faces de dimensao dim(P)—1,1e0

designam-se por facetas, arestas e vértices, respectivamente.

Exemplo 11. Na Figura 2.2, sfo exibidas, como exemplo, trés faces do prisma

triangular: uma faceta, uma aresta e um vértice.

Figura 2.2: Trés faces do prisma, com os respectivos hiperplanos de suporte.

Seja P um politopo cuja dimensao é d. Denotaremos por f;(P) o ntumero de faces
de dimensao ¢ de P, com ¢ = 0,...,d. Por exemplo, se P for um prisma triangular,

temos fo(P) =6, f1(P) =9, f2(P) =5 e f3s(P) =1.

Ja vimos que um politopo pode ser descrito quer por um conjunto de pontos,
quer por um conjunto de desigualdades. Mais, pode mostrar-se que basta considerar
como pontos os vértices do politopo e como desigualdades as que se obtém através
dos hiperplanos de suporte das facetas do politopo. Temos, assim, duas descricoes

minimas, que podem ser combinadas numa matriz, a chamada matriz de folgas:

Definigao 12. Seja P um politopo, com desigualdades dadas por hyi(z) > 0,...,

hy(xz) > 0, e vértices pi,..., py,. A matriz de folgas de P, Sp, é a matriz definida por

Sp(i,j) = hi(p;j),

7
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parai=1,...,fej=1,... 0.

Por definicao, a matriz de folgas de um politopo é ndo negativa, ja que os vértices,
pertencendo ao politopo, satisfazem necessariamente as desigualdades. Além disso,
ndo é dnica, pois as desigualdades estao definidas a menos de multiplicagdo por
escalares positivos. No entanto, cometemos o abuso de linguagem de falar na matriz

de folgas de um politopo, em vez de uma matriz de folgas desse politopo.

Exemplo 13. A matriz de folgas do prisma considerado nos exemplos anteriores &

000 2 2 2]
222000
100100
00200 2
02 00 2 0

Por exemplo, a quarta linha resulta da desigualdade x — z > 0 avaliada em cada

um dos vértices:

(1,0,1) »1—1=0, (0,0,00>0-0=0, (2,0,0)—2—0=2,

(1,2,1) 2 1—1=0, (0,2,0)=0—-0=0, (2,2,0)—=2—-0=2.

Dois politopos, P e P’, dizem-se combinatorialmente equivalentes se existir uma
bijeccao, ¢, entre os conjuntos das faces de P e P’ tal que, se F) e Iy forem faces de
P, F; C Fy se e sose p(F1) C o(Fy).

Esta relacao é de equivaléncia.

Dois politopos, P e P*, dizem-se (combinatorialmente) duais se existir uma bi-
jeccdo, 1, entre os conjuntos das faces de P e P* tal que, se F} e F5 forem faces de
P, Fy C Fy se e s6 se (F1) 2D (Fy).

Em geral, se F for uma face de P, dim(F') + dim(y(F)) =d — 1.

Na Figura 2.3 encontra-se o dual do prisma triangular, o bisimplice.

Teorema 14. Seja P um politopo que contém a origem no seu interior. Entdo, o

seu polar, P° = {y:yTz <1, Vax € P}, ¢ um politopo dual de P.

8



2.2 Complexidade de extensdo e teorema de Yannakakis

Figura 2.3: Bisimplice, dual do prisma triangular.

Prova: Como 0 € int(P), qualquer desigualdade de P pode ser reduzida a uma
do tipo a’z < 1. De facto, para cada desigualdade de P, ap”x < b, temos, em
primeiro lugar, b > 0, pois 0 € P, e, em segundo, b > 0, porque a origem pertence
ao interior. Portanto, dividindo cada desigualdade pelo termo independente, P pode

ai
ser reescrito na forma {z € R?: Az <1}, com A =
Qm

Pelo Lema de Farkas, se y € P°, y € conv({ay,...,an}). Sejam F uma face de
PelI(F)={i:a;"v=1,v vertice de F}. O conjunto Gr = conv({a; : i € I(F)}) é
uma face de P°, pois Gr = P° N {v’y = 1,v vértice de F'}. Por fim, a funcdo que a

cada F' faz corresponder G mostra a dualidade entre P e P°. [J

Uma vez que a translagdo de um politopo ndo altera a sua matriz de folgas,
podemos admitir que este possui a origem no seu interior. Suponhamos que, dado
um politopo, P, os termos independentes das desigualdades que o definem sio iguais
a um. A matriz de folgas obtida diz-se na sua forma reduzida. Considerando que a

matriz de folgas de P é dada na sua forma reduzida, temos a seguinte a proposicao:

Proposicio 15. Sp’ = Spo.

Prova: Apresentamos apenas um esboco da prova. Sabemos que P tem uma
caracterizagdo H do tipo P = {z € R? : Wa < 1} e P° = conv(linhas(W)).
Analogamente, se V for a matriz cujas linhas sdo os vértices de P, temos P =
conv(linhas(V)) e P° = {x € R? : Vo < 1}. Logo, a matriz de folgas de P
relativa a caracterizacao (V, W, 1) é a transposta da matriz de folgas de P° associada

a caracterizacao (W, V,1).
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2.2. Complexidade de extensao e teorema de Yannakakis

Sejam P C R? e Q C R4P politopos. Diz-se que @ é uma extensio de P, ou que Q
se projecta em P, se P = {x € R%: Jy € R? tal que (z,y) € Q}.

Pode acontecer que o nimero de facetas de um dado politopo seja consideravel.
Torna-se, assim, crucial saber se existe uma extensao sua cujo o numero de facetas
seja menor. Nesse caso, um problema de optimizacdo de uma funcdo linear no
politopo em questao pode ser simplificado: determina-se a solucao 6ptima da funcdo
na extensao e, de seguida, projecta-se essa solu¢ao no politopo original. Surge, desta

forma, a necessidade de introduzir o conceito de complexidade de extensao:

Defini¢ao 16. Dado um politopo, P, a sua complexidade de extensdo, zc(P), é o

menor dos nameros de facetas dos politopos que nele se projectem.

Um exemplo tipico é o do hexdgono regular, cuja complexidade de extensdo é
cinco. Na Figura 2.4, encontram-se representados o hexagono regular e uma extensao

sua com o namero minimo de facetas.

Figura 2.4: Hexagono regular e uma extensao sua com o nimero minimo de facetas.

Definicao 17. Seja M,,x, uma matriz ndo negativa. Dadas duas matrizes nao
negativas, A;xk € Brxn, diz-se que estas constituem uma factorizagdo nao negativa
de tamanho k de M se o seu produto for igual a M, isto €, se My,xn = Apmxk X Brxn-
A caracteristica ndo negativa de M, cary (M), é o menor dos tamanhos de todas as

possiveis factorizacoes nao negativas de M.

O teorema de Yannakakis estabelece uma ligacao fundamental entre a complexi-

dade de extensdo e a caracteristica nao negativa:

Teorema 18. (Yannakakis) [25] Sejam P um politopo e Sp a sua matriz de folgas.
Entao,

xe(P) = cary(Sp).

10
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Prova: Comecemos por mostrar que zc(P) < cary(Sp):

Sejam P = {x € R?: Az < b} um politopo e TU uma factorizacio nio negativa
de tamanho minimo de Sp, com cary(Sp) = p. Queremos mostrar que o conjunto

Q= {(z,y) €R¥P: Ax 4 Ty = b,y > 0} é uma extensio de P.

Por um lado, se (z,y) € Q, Az = b— Ty < b, pois quer T quer y sao nao
negativas, pelo que z € P. Por outro, se v;, ¢ = 1,...,n, forem os vértices de P e U;
for a coluna de U associada a v;, tem-se Av; +TU; = b, com U; > 0. Assim, todos os
vértices de P pertencem & projeccao de @ e, usando a convexidade de @, concluimos

que P esta contido na projeccao de Q).

O numero de facetas de @ é, quando muito, o tamanho do vector y, ou seja,
p. Falta-nos apenas provar que () é limitado. Antes de mais, notemos que QQ =
{(z,y) e R“P .z € P, Ty = b— Az, y > 0}. Para cada (z,9) € Q, Vi, Tyy; =

b— Ax — Zj# T;y; < b— Az, que ¢ limitado, por P ser um politopo. Portanto, se

|| T3] #0,0 <y < "ﬁ&’jf”. Para que @ seja limitado, é suficiente que T nao possua
colunas nulas, condicdo que se verifica, atendendo a que TU é uma factorizacao de

tamanho minimo.

Provemos agora que cary (Sp) < zc(P). Seja @ uma extensdo de P. J& vimos
que podemos supor que a origem pertence ao interior de qualquer politopo, o que
nos permite reescrever as desigualdades (facetas) de P e as de @ na forma a’z <
1< 1—a"z > 0. Cada desigualdade de P, ap, é valida em @Q, logo, ap pertence ao
politopo polar de Q). Assim, ap escreve-se como combinacao convexa dos vértices de
Q°, ou seja, ap = > v Nia;, com Yty A =1e N\ >0, 0 que implica 1 —aplz =
2?1:1 Ai(1— azT:U), em que 1 — a,LTac >0,i=1,...,m, representam as facetas de Q).
Entao, qualquer faceta de P se escreve como combinacao convexa das facetas de @,
isto &, Sp = [A]Sf), onde [A] € a matriz constituida pelos coeficientes de cada uma
das combinagbes convexas e S(’f? ¢ a submatriz de Sg formada apenas por colunas
relativas a vértices de @) cujas projeccoes sao os vértices de P. O tamanho desta

factorizacdo é precisamente o nimero de facetas de Q.

Exemplo 19. Consideremos o caso do hexagono regular, que é dado pelo conjunto

{(wr,22) eR? i+ 22 <1, 22 <1, —a+ 2 <1, —a -2 <1, <
1, .’I}l—%gl}.
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Capitulo 2 Conceitos basicos

Nao é dificil verificar que a sua matriz de folgas é

01221 0]
0012 21
1001 2 2

SH: )
21 0 0 1 2
2 21001
12 2 1 0 0]
podendo ser factorizada em
(1010 0] ; _
001 210
10 00 1
210001
0 00 1 2
011000
01 0 01
10 01 00
01 100
000 011
00 2 1 0] - :

Segundo o teorema de Yannakakis, isto mostra que a complexidade de extensao
do hexégono é no méximo 5, reflectindo a existéncia da extensdo com cinco facetas
j4 observada na Figura 2.4.

A extensao associada a esta factorizacdo é, de acordo com a demonstracao do teo-

rema, o conjunto dos pontos (71, T2, Y1, Y2, Y3, Y4, ¥s) € R7 tais que y1,y2, Y3, ya, Y5 >

Oe o
_ 1 7 [y o
1%10100@ 1
2
0%10001y1 1
1
-1 2 000 12 :1
—1—i01001y2 1
V3 Y3
_2
0 \/30110()3;4 1
1
_1 ﬁo0210_y5 1]

A resolucdo do sistema conduz-nos as igualdades yo = x1 + 3% + y1, Y3 =
l—ai—Z—yy=a1+ 22 +2 —leys=1- 22—y,

Portanto, substituindo, a extensao anterior reduz-se ao conjunto

. 3z T

{(21,72,91) ER®: 3y >0, $1+7§+y120, x1+72§+y1§1,
3%2 2$2

1+ —4+21 <1 e —+4y; >1}

VR 73 T }
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2.3 Minorantes e majorantes da caracteristica ndo negativa

A nfo unicidade da matriz de folgas ndo afecta a caracteristica ndo negativa, ja
que, dadas uma matriz de folgas e uma factorizacdo nao negativa sua, a multipli-
cacao de uma linha dessa matriz por um escalar positivo ndo altera o tamanho da

factorizacgao.

2.3. Minorantes e majorantes da caracteristica nao negativa

Em geral, nao é ficil determinar a caracteristica nao negativa. Assim, no sentido de

tirar conclusoes acerca do seu valor, recorre-se a minorantes e majorantes seus.

2.3.1. Minorante combinatorio

Do mesmo modo que se definiu caracteristica nao negativa, pode definir-se a carac-

teristica booleana de uma matriz:

Definicao 20. Seja M,,«, uma matriz booleana, isto é, uma matriz cujas entradas
sao zeros e uns. Dadas duas matrizes booleanas, A,,xir € Brxn, diz-se que estas
constituem uma factorizacdo booleana de tamanho k& de M se o seu produto for
igual a M, isto &, se Myxn = Amxk X Bgxn, em que a multiplicacdo matricial usa
a chamada algebra de Boole, de operagbes 1-0 =0-1=0-0=0,1-1 =1,
140=04+1=141=1e0+4+0=0. A caracteristica booleana de M, carpyo(M),

¢ o menor dos tamanhos de todas as possiveis factorizagoes booleanas de M.

A caracteristica booleana constitui um minorante da caracteristica ndo nega-
tiva. De facto, se M for uma matriz ndo negativa e M* a matriz que se obtém
de M substituindo as suas entradas ndo nulas por um e mantendo as nulas, tem-
se carpoo(M*) < cary(M). Para minorar, por sua vez, a caracteristica booleana,

recorreremos ao lema de Sperner.

Lema 21. (Sperner) [18] Seja S um conjunto com n elementos. O nimero mdzimo
de subconjuntos de S com a propriedade de que nao existe um que esteja contido

noutro é (Ln72J) )

Também se diz, em alternativa, que subconjuntos com esta propriedade formam
uma anti-cadeia ou que sdo dois a dois incomparaveis.

Com base no teorema de Sperner, surge a definigdo que se segue.

Definicao 22. Para n € N, definimos S(n) := min{k : n < (Lk%J)}'

13



Capitulo 2 Conceitos basicos

Pelo Teorema de Sperner, S(n) é a cardinalidade minima de um conjunto com
n subconjuntos incomparaveis dois a dois. Verifiquemos que S(n) pode servir de
minorante da caracteristica nao negativa. Sejam B, x,, uma matriz booleana e S =
{1,...,m}, um conjunto de cardinalidade igual ao niimero de colunas de B. A linha
i de B, B;, pode associar-se um subconjunto de S, designado por suporte de B;,
definido como o conjunto de todos os indices j tais que B; ; = 1.

Dada uma factorizacao booleana C)xi X Dixm de B, se C tiver duas linhas em
que o suporte de uma estiver contido no da outra, é facil ver que o mesmo acontecera
com B. Se B nao possuir qualquer par de linhas com suportes comparéveis, isto
implica que os suportes das linhas de C' formam n subconjuntos de um conjunto de
cardinalidade k com a propriedade de que ndo existe um que esteja contido noutro.
Entdo, n < (Lkl;zj)v necessariamente, pelo que S(n) < k e, em particular, S(n) <
carpool(B).

Em geral, se Sp for a matriz de folgas de um politopo P, o suporte de uma linha
estar contido noutra equivale a todos os vértices de uma faceta fazerem parte da

outra, o que é impossivel. Assim, para um politopo P de f facetas, temos
S(f) < carpoo(Sp) < cary(Sp).

Por dualidade (analisando a matriz transposta), concluimos que se P tem v vértices
S(v) < carpeoi(Sp) < cary(Sp).

No caso de um n-gono (poligono de n vértices), estes minorantes correspondem ambos

a S(n).
2.3.2. Minorante geométrico

O minorante anterior é puramente combinatério. Para o melhorar, teremos de con-
siderar a geometria dos politopos. Comecemos por introduzir a defini¢do de politopo

ciclico:
Defini¢ao 23. Em R¢, escolham-se v > d + 1 pontos distintos da curva
{(r,72,..,7%) : —00 < T < o0}.

Ao involucro convexo por eles formado chama-se politopo ciclico, que se representa

por C(v,d).

O conceito de politopo ciclico é particularmente importante, tal como indica o

teorema que se segue:

14



2.3 Minorantes e majorantes da caracteristica ndo negativa

Teorema 24. (Teorema do Limite Superior (McMullen, 1970)) [12] Fiza-
dos v e d, o nimero mdzimo de faces de dimensdo i de um politopo de dimensdo d
com v vértices € atingido por C(v,d), politopo ciclico, para i =0,1,...,d — 1. Equiv-
alentemente, dados n e d, o nimero mdximo de faces de dimensdo i de um politopo
de dimensao d com n facetas é atingido por C*(n,d), politopo dual de C(n,d), para
1=0,1,....,d — 1.

Temos que, por um lado, se P for um politopo de dimensao d com v vértices,
fi(P) < fiClv,d), i =0,.d— 1.
Por outro, dado um politopo de dimensdo d e com n facetas, @), tem-se

fz(Q) < fl(C*<n7d)) = fd—i—l(c(nvd))v i1=0,..,d-1

A custa do Teorema do Limite Superior e relacionando o ntimero de vértices de
um politopo com a sua complexidade de extensao, pode obter-se outro minorante da
caracteristica nao negativa.

Sejam P um politopo com v vértices e ) uma extensdo sua com m facetas. A
dimensio de ) é desconhecida, mas ndo pode exceder m — 1, caso contrario, as m
desigualdades de @ nao definiriam um poliedro limitado. Portanto, aplicando o Teo-
rema do Limite Superior ao nimero de vértices de Q, fo(Q) < maxo<ig<m—1 fa—1(C(m,

Defina-se a seguinte quantidade:
Definicao 25. T'(v) := ming{v < maxo<i<t—1 fa—1(C(k,d))}

Temos, entao, T(fo(Q)) < m. Finalmente, como qualquer extensao de um poli-
topo tem pelo menos tantos vértices como ele, T'(v) < T'(fo(Q)) < m. Em particular,
T(v) < zc(P) = cary(Sp). Relativamente aos n-gonos, tem-se T'(n) = T(fo(P)) <
cary(Sp).

No caso dos n—gonos, este minorante é equivalente ao introduzido em [22]. Para
concluir, um exemplo de que este minorante pode ser estrito: paran =9, T(n) =6 ¢
sabe-se que, se P for um n—gono, cary(Sp) > 7, porque qualquer politopo com pelo
menos 9 vértices e 6 facetas é combinatorialmente equivalente ao produto de dois
triangulos e em [13] prova-se que qualquer projecc¢ao deste politopo tem no méximo

8 vértices.
2.3.3. Majorantes para n—gonos regulares

No que diz respeito a majorantes para a complexidade de extensdao dos n-gonos

regulares, Ben-Tal e Nemirovski [3| apresentam uma extensdo com 2logy(n) + 4
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Capitulo 2 Conceitos basicos

facetas, quando n é uma poténcia de 2. Kaibel e Pashkovich [11] sugerem um método
para a construcgao de factorizagoes de tamanho 2[logy(n)] + 2, qualquer que seja n,
melhorado para 2[logy(n)], por Fiorini, Rothvoss e Tiawary [8]. Por fim, Gillis,
Glineur e Vandaele [22]| refinam o resultado anterior, construindo explicitamente

factorizagbes nao negativas que nos dao o melhor majorante conhecido:

2[logy(n)] —1 =2k —1, se 2871 < n < 2k=1 4 2h=2
cary(Sy) <

2[logy(n)] = 2k, se 281 4 2k=2 <y < ok,
em que S, representa a matriz de folgas de um n—gono regular.
Na Figura 2.5 é feita a comparacao entre alguns valores dos dois minorantes,

combinatério e geométrico, e do melhor majorante que se conhece.

14~ seen

12 ss000s000n0 00000 [TTT T TR P P PR T

10 - COONEEEEE FISEEESEEINEE DESE

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

g+ sssesens 20000000000 0008000 0A0000 080000 DOSD

sosses B08000 0080800 00

e 00a0

4L soe

1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 2.5: Comparacao entre alguns valores de S(n), a verde, de T'(n), a azul, e do

melhor majorante conhecido, a vermelho.

2.3.4. Estado da arte para n—gonos

Neste trabalho, focamo-nos nos n—gonos regulares, que, entre todos os n—gonos,
sa0 0s que apresentam, aparentemente, a menor caracteristica nao negativa. Nao
obstante, tem havido muita investigacdo em torno de n—gonos gerais e, em particular,
qual a maior complexidade de extensao possivel para um n—gono. Nesta subsecgao
destacamos alguns resultados relevantes. O primeiro diz respeito a heptigonos e foi
o primeiro a mostrar que nem sempre se podem encontrar n—gonos de complexidade

n.
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2.3 Minorantes e majorantes da caracteristica ndo negativa

Teorema 26. [16] A caracleristica nao negativa de qualquer heptdgono é 6.
A partir do resultado anterior facilmente se obtém um majorante geral:

Corolario 27. [16] Seja P um n—gono. Enlao,
6
cary (P) < f?Tﬂ
Posteriormente, este resultado foi assintoticamente melhorado pelo mesmo autor:

Teorema 28. [15] Se m > expexpexpexpexpexp40, entdo a compleridade de

extensdo de um m—gono nao excede 25m(Inlnlnlnlnlin m)fo"r’,

De notar que, apesar de este ser o primeiro, até ver tnico, majorante sublinear,
na prética é muito pior que o introduzido no corolério 27, pois s6 o domina quando
m € muito maior do que qualquer nimero que possa efectivamente ser guardado num
computador.

Na direccao oposta, sabemos que existem n—gonos com complexidade exponen-

cialmente pior do que os regulares:

Teorema 29. [8] Se P for um n—gono genérico, entao xc(P) > v/2n.

17



Capitulo 2 Conceitos basicos
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Capitulo 3

Estudo assint6tico de minorantes
da caracteristica nao negativa

Um exemplo trivial de um minorante da caracteristica nao negativa de um n—gono é
log,(n). Basta reparar que, se A, xx X Bixn, for uma factorizacao booleana da matriz
booleana de um n—gono, A nao possui linhas iguais (porque as linhas da matriz
booleana de um n—gono sdo todas diferentes). Isto significa que os suportes das
linhas de A sdo n subconjuntos de {1, ..., k} distintos, o que implica n < 2¥, ou seja,
logy(n) < k. Em particular, se P for um n—gono, logy(n) < carpee(Sp) < cary(Sp).
Para valores pequenos de n, S(n) e T'(n) sao claramente melhores do que logy(n),
mas o que se passard em termos assintoticos? E o que analisaremos de seguida.

Antes de mais, importa definir equivaléncia assintotica:

Definicao 30. Dadas f : N —- R e g: N — R, diz-se que estas sdo assintoticamente

equivalentes, e escreve-se f(n) ~ g(n), se

limnM =1.

g(n)
Tal como o préoprio nome indica, trata-se de uma relacao de equivaléncia.

Uma outra noc¢ao necessaria € a seguinte:

n

Definigao 31. Dadas f : N = R e g: N — R, escreve-se f(n) = O(g(n)) se ’%’

for limitada.

3.1. Minorante combinatoério

Para o estudo de S(n) em termos assintoticos, precisamos de uma aproximacao para
In(n!). Para isso, usaremos um resultado conhecido, designado por aproximacao de

Stirling:
Lema 32. (Aproximagao de Stirling)
In(n!) =nlnn —n+ O(lnn)
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Capitulo 3 Estudo assintético de minorantes da caracteristica ndo negativa

Prova:
Queremos provar que In(n!) —nlnn+n = O(Inn). Para isso, basta mostrar que

a sucessao (In(n!) —nlnn +n)/In(n) é limitada. Notemos que

In(n!) = Z Ink.
k=1

Como o logaritmo é uma funcao crescente, interpretando o somatério como uma

soma de Riemann, obtemos
n n n+1
/ lnxd:cgzmkg/ Inxdez.
1 1 1
Além disso, [Inz dr = z Inz—z+cte. Portanto, usando o Teorema Fundamental

de Célculo, vem
nlnn—n+1<In(n!)<(n+1)In(n+1)—(n+1)+ 1.

Subtraindo nlnn—n a todos os termos da inequagio e dividindo por Inn, temos,

para todo o n maior ou igual a 2, as desigualdades

1 < In(n!) — (nlnn —n) < nin(®) +In(n + 1)
Inn — Inn ’

Inn

Para mostrar que a expressao central é limitada, mostraremos que o minorante
e 0 majorante o sdo, provando que sdo convergentes. Para o minorante, temos,

claramente, ﬁ — 0. Para o majorante, verificamos que

In(2tl) 41 1) In((1+4 1)
nIn(=) + In(n + ):n(( +n))+ln(n+1)_>ln€.0+1:1.
Inn Inn Inn

Obtemos, entdo, o resultado pretendido. [J

Seguem-se dois lemas, que dardo por concluido o objectivo deste capitulo: uma

equivaléncia assintotica entre S(n) e logy(n).
Lema 33. S(n) ~ logy(n) se e sé sen ~ 10g2((|_n72j))

Prova:(=) Note-se, antes de mais, que

S(<Ln7;2j>) =n,Yn € N.

Se S(n) ~ logy(n), entdo, evidentemente, n ~ logQ((Lnr/LzJ)), visto que (n/ logQ((LnY/LZJ))) =
(S((Ln’;QJ))/logQ((m%J))) ¢ uma subsucessao de (S(n)/logy(n)).
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3.1 Minorante combinatoério

(<) Seja ng, = (Lk%J)' Entao, para ng < n < ngiq,

S(n) k1 Stue) o S(k4a)

= = —1
logy(n)  logy(n) logy(n) — loga(ne41)
e
S(n) S(ng) 1 S(ng) 1
= < — 1. O
logg(n)  logg(n) = loge(n) ~ logy(nk)  logy(ng)
Lema 34.

o log: (m?u)

Prova: Usando o Lema 32, as propriedades dos logaritmos e a férmula do binémio

central em termos de fatoriais, temos

log, (Ln72j> = ﬁ(nlnn — |n/2]In|n/2] — (n — [n/2])In(n — |n/2])

+O(lnn) — O(In|n/2|) — O(In(n — [n/2]))).

Como Ol(lllnnn) é limitada e 1“7" — 0, temos
O(lnn)  O(lnn)lnn 50
n  Ilnn n ’

O
e 0 mesmo vale para

(ln(qun/ZJ)) e OUn(n=In/2]) = Agsim, para provar o lema, basta

n

mostrar que
n ~ é (nlnn — |n/2]In|n/2] — (n — [n/2])In(n — |n/2])).

Para nos livrarmos das caracteristicas, estudaremos separadamente as subsucessoes

dos pares e dos impares. Quando n é par, |n/2] =n/2 e temos

1 . nlnn —n/2ln(n/2) — (n —n/2)In(n — n/2)
—— lim =
In2 n n
1 Inn—1 2
= —lim n(lnn —In(n/2)) = —limlnn—-Inn+1n2=1.
In2 n n In2 n

Quando n é impar, |[n/2] = (n —1)/2 e a expressdo torna-se

1 imnlnn—(n—l)/21n((n—1)/2)— (n—(m-1)/2)In(n —(n—1)/2) _
In2 n n
1 nln2+nlnn—%_1ln(n—l)—%ﬂln(n—i—l)

In2 n n
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Capitulo 3 Estudo assintético de minorantes da caracteristica ndo negativa

In(n+1) _ In(n+1) nt1 _ .
Como — = = = 7>~ — 0-1=0 ¢ o mesmo se aplica a

w, podemos

reescrever o limite como

1
In2

Inn—n/21 —1)—n/21 1
limn2 4 "R n/2In(n —1) —n/2 In(n + )
n n

Somando e subtraindo (n/2)lnn ao numerador, obtemos, finalmente,

1 nlnn —n/2[n(n) + In(=21)] — n/2[In(n) + ln(nTH)}

14+ —lim 1 =
In2 n n
1 . 1 n—1 1 n+1 1 1

Sendo o limite 1 em ambas as subsucessoes, concluimos que a sucessdo tem limite 1.

g

Finalmente, como corolério, o resultado desejado:

Corolario 35.

S5(n) ~ logy(n)

Isto mostra que, apesar de claramente melhor do que logy(n), 0 minorante S(n)

nao oferece melhorias em termos assintéticos.

3.2. Minorante geométrico

Concentremo-nos agora no minorante 7'(n). Recordemos que T'(n) = ming{n <
maxo<g<k—1 fa—1(C(k,d))}. Para efectuarmos o seu estudo assintotico, € necessério,
em primeiro lugar, determinar uma férmula fechada para a expressdo que aparece

na sua definicdo, maxo<g<k—1 fa—1(C(k,d)).

Em [10], pode ser encontrada uma expressao para fg—1(C(k,d)):

kfkn(kfn), se d =2n

fi-1(C(k,d)) = !
Q(k_z_l), sed=2n+1

Calculemos, entdo, maxa<g<i—1 fa—1(C(k,d)). Para isso, analisaremos os casos
par e impar, separadamente. Para o caso impar, recorremos a uma proposicao aux-

iliar retirada da literatura.

Proposicao 36. [19] Dado n, seja r,, o menor inteiro positivo para o qual (";T) é

mdzima. Entdo, r, = [$n(1 — %)J oury, = [3n(l— \/5) +1].

5
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3.2 Minorante geométrico

Aplicando esta proposi¢do ao termo geral da sequéncia dos impares, 2(]“_711_”),
concluimos que o seu maximizante é n = [$(k — 1)(1 — %)j oun=|3k-1)(1-

?) + 1. Designaremos o maximizante por m;(k). Resta agora fazer o estudo da

sequéncia dos pares.

k—n
n

Lema 37. O mdzimo de ﬁ( ), neNel<n< %, ¢ atingido em mo(k) =

|’5]€—4—\/ 5k2 —4“
10 :

Prova:

Seja t, = ﬁ (k;") Para determinarmos o méximo desta sequéncia analisamos

o quociente entre cada seus dois termos consecutivos,

k—(n+1
() — fret o () (k- 2n)(k 20— 1)
1 t E_ (k) nt)(k—n—1)

Para estudar a monotonia da sequéncia, precisamos de saber quando é este quociente
menor ou igual a 1. O conjunto de indices para os quais o quociente g(n) esta definido
é

kE—1 k—
(neN:1<n< elSn—i—lST}:{nEN:lgnng}.

Vamos estudar a extensao real canonica da funcao inteira g(n), e podemos restringir-
nos ao intervalo [1; %], pois apenas nos interessam os inteiros tais que 1 <n < %
No intervalo considerado o denominador de ¢(z) nao se anula, pelo que

(k—2zx)(k—2x—1) 1

aw) = (z+1)(k—x—-1) —

equivale a

5202 4+ (4 — 5k)z + (k — 1)? < 0.

Assim, os intervalos de monotonia de ¢, correspondem aos intervalos de sinal do

polinémio P(z) = 522 + (4 — 5k)x + (k — 1)%. Este tem raizes r; = % e

— 2__ L, ~ .. —
% e é nao positivo em [ri;72]. Como rg > k—23, temos que, para n

ro =
inteiro no intervalo de interesse, P(n) > 0 se e s6 se n < 71 pelo que t,41 > t, se e
80 se n < r1. Assim, o maximizante de t,, corresponde a0 menor inteiro que pertence
a [ri;re], isto &, [ry]. O

Podemos agora comparar os resultados obtidos para ambas as sucessoes e verificar

que o maximo é obtido na sequéncia dos pares.

Corolario 38. Se k # 5, maxy<ack 1 fa-1(C(k,d)) = i (*, 720).
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Capitulo 3 Estudo assintético de minorantes da caracteristica ndo negativa

Prova:

Comecemos por relacionar as expressoes de cada ramo:

ko (k—=n\ k(k—n-1)! &k E—1—-n
E—n\ n ) nal(k—2n)  k—2n n ’

Sen > %, temos

k k—n k k—1—n k—1-—n
= > 2 .
k—n n k—2n n - n

Usando o facto de my(k) maximizar a expressao original, quando m; (k) >

% obtemos

da inequacdo acima

i) = ) =)

Para garantir m1(k) > %, basta garantir 2 (k—1)(1— %) —1> % 0 que acontece

para k > 49. O célculo de maxa<g<i—1 fa—1(C(d,k)) para k < 48, usando uma
ferramenta de 4lgebra computacional, levarnos a concluir que o maximizante é, em

todos os casos, ma(k), excepto para k = 5, caso em que é mq(k). O

Para efeitos de limite, podemos considerar simplesmente

70 =m0 = i ()}

Apesar de mais complicada, esta expressdao, dada a sua natureza combinatoéria, ap-
resenta grandes semelhancas com a expressao de S(n). O proximo passo serd assim
usar técnicas andlogas as usadas na seccdo 3.1, para levar a cabo o estudo assint6tico

deste minorante.

R T . P
), Entao, lim,, logii’r(?b) existe se e s se lim,,

T(sn)
10g2(3n)

n n—ma(n)
n—maz(n) ( ma(n)

Lema 39. Seja s, =

existir, tomando nesse caso o mesmo valor.

Prova: Para provar a implicacao directa basta verificar que s, é crescente pois,

T'(sn) T'(n)
’ logs(sn) logy(n)?

nesse caso serd4 uma subsucessao de convergindo se esta o fizer.
Recordemos que s, €, por definicdo, o ntimero maximo de facetas de um politopo
ciclico com n vértices ou, equivalentemente, o nimero de facetas do politopo ciclico
C(n,2ma(n)). Este tem estritamente menos facetas do que o politopo ciclico com
a mesma dimensao e mais um vértice, C(n + 1,2ma(n)). Este facto é intuitivo e
pode facilmente ser verificado observando a férmula para o niamero de facetas de um

politopo ciclico. Deste modo,

Sp < f2m2(n)—1(c(n + 172m2(n))) < QIEC?<Xn fd—l(c(n + 1’d)) = Sn+1,
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3.2 Minorante geométrico

o que conclui a implicacdo. Para provar a implicacao reciproca, comecemos por notar
que do facto de s, ser crescente resulta que T'(s,) = n. Entao, para sp < n < sgi1,

temos

T(n) _ k+1 _ T(Sk+1) S T(sk+1)
logy(n)  logy(n)  logy(n) — logy(sk+1)

T(n) _ T (sk) 1 < T (sk) 1
logy(n)  logy(n) = logy(n) ~ logo(sk) — loga(sk)

. T .. .. . ~ .
Se o limite de ; () oxistir, tomando limites nas duas inequacdes, concluimos que
0gy(sn) ’ ’
.. T(n) . .
o limite de existe e & 0 mesmo. [
logy(n)

Para efectuar o estudo assintético precisamos agora apenas de uma versao da
aproximagao de Stirling dada no Lema 32, que nos fornega uma boa aproximagao

para ln((:fl)), o altimo ingrediente em falta para esse estudo. Temos

1n(<”>) = In(n!) — In(m!) — In((n — m)!).

m

Aplicando a aproximacao de Stirling a cada um destes factoriais e simplificando os

termos lineares, obtemos

ln(c;)) =nlnn+O(Inn) —mlnm+O(lnm) — (n—m) In(n —m) — O(In(n —m)).

Munidos desta ferramenta, podemos finalmente provar o resultado pretendido.

Corolario 40. O minorante T'(n) ¢ assintoticamente equivalente a log,(n), onde ¢

é o numero de ouro.

107%?7(:)1), basta estudar lim,, 107%%531)7 que

Prova: Pelo Lema 39, para estudar lim,,

logs (sn)
n

ja vimos ser o mesmo que lim,, . Por outro lado, log,(s,) €, por definigao,

o (= () = 2 (" )+ ()

Portanto,

logy(s,) 1 ln(n—rgg(n))+1n((nr_nzl(2rgl)))_ 1. ln((n;@?(ﬁ)n)))

lim = —Ilim = —Ilim ,
n n In2 n n In2 n n
: In(7— (n)) Inn
visto que —— %= < TLE, que converge para zero.
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Capitulo 3 Estudo assintético de minorantes da caracteristica ndo negativa

n—mso (n)) ) )

Podemos usar agora a aproximagao para In( ( )) na expressao ln(( ma(n)

n
m
Como

O(In(n —ma(n)))  O(In(n —ma(n))) In(n — ma(n)) - O(ln(n —ma(n))) Inn

n ~ In(n —ma(n)) n In(n —ma(n)) n’

O(In(ma(n)) , Oln(n—2ms(n))

n 9

que converge para zero, € como 0 mesmo se verifica com

. ~ . . . lo s
estes termos da aproximacao desaparecem do limite. Ficamos apenas com lim,, W

escrito como a soma de

1 - (n —ma(n)) In(n —ma(n))
In2 n n

e de
1 .. —ma(n)ln(ma(n)) — (n — 2ma(n)) In(n — 2ma(n))
In2 n n '

5n—4—+/5n? —41
10

Para calcular estes limites, recordemos que ma(n) = [ . Facilmente

se verifica que mg(n) ~ r(n), onde r(n) = %n(l—%) Da mesma forma, n—mg(n) ~

n—r(n) e n —2mg(n) ~ n — 2r(n). Logo, o limite anterior é igual a

1 .. (n—rn)n(n—r(n))—rn)n(r(n)) — (n—2r(n))In(n — 2r(n))

In2 n n '
Substituindo r(n) pela sua expressdo e uma vez que todos os termos em Inn se
anulam, vem
B ()

5

Simplificando, obtém-se

2
5 log (2 - ﬁ) - 1oz, <M> = | logy (¢7) = loga(6).

20
Concluimos assim que

. T(n) 1 o
h’?l logy(n) a logy(9) = g¢(2),

T(n)
log,,(n)

ou seja, lim,, =1, tal como pretendido. [

Assintoticamente sabiamos ja que zc¢(P,), onde P, é um n-gono regular, estava
entre logy(n) e 2logy(n). O que este resultado vem fazer é subir o minorante ass-
intético para log,(2)logy(n), que é aproximadamente 1.44logy(n). Esta representa

uma melhoria muito significativa no estado da arte.
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Capitulo 4

Caracteristica booleana

Como vimos, a caracteristica booleana de uma matriz booleana é o tamanho minimo
de todas as suas factorizagoes booleanas. Define-se a caracteristica booleana de um
politopo como a caracteristica booleana da matriz booleana associada & sua matriz
de folgas. Representamos a matriz booleana dos n-gonos por S,*.

Neste capitulo estudaremos algumas propriedades desta caracteristica, com es-

pecial énfase no caso dos n—gonos.

Exemplo 41. A matriz booleana do hexigono pode ser factorizada em

0111 1 0]
001111
1001 11
SG*: —
11001 1
111001
11110 0
101 0 of - ]
001110
1000 1
11000 1
0001 1
01100 0|,
01001
100100
01100
000011
0011 0]" -

pelo que carpy(Se™) < 5.

4.1. Algumas interpretagoes

A caracteristica booleana tem intmeras interpretacées em termos combinatorios.

Nesta seccao apresentamos trés exemplos.
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Capitulo 4 Caracteristica booleana

4.1.1. Cobertura de rectangulos

Seja M uma matriz booleana. Um rectangulo de M é um conjunto do tipo I x J,
onde I e J sdo, respectivamente, conjuntos de indices de linhas e de colunas de M tais
que, para todo o (4, j) pertencente a I x J, M;; = 1. Uma cobertura de rectangulos
¢ um conjunto de rectangulos cuja unido é o suporte de M (conjunto dos indices

correspondentes as entradas nao nulas).

Exemplo 42. {{1,2}x{4,5,6}, {4,5}x{1,2,3}, {1,5,6}x{3,4}, {3,6}x{2,5}, {2,3,4} x
{1,6}} ¢ um exemplo de uma cobertura de rectangulos de S§. Abaixo encontram-se,

com cores diferentes, os rectangulos da cobertura anterior.

0 o [T[i] 1 1

0 0L 11
[ o o[1]
110 0

1 1|1 10 O

0 [ 1T o,

Dada uma factorizacdo booleana de M, AB, de tamanho k, podemos escrever
M = AB = Zle A iDB; «, em que A, ; e B; . representam, por esta ordem, a coluna
i de A e a linha ¢ de B. Com base na parcela ¢ da soma, A, ;B; ., construamos
o rectangulo I; x J;, onde I; é o suporte de A,; e J; é o suporte de B;,, com
i=1,...,k O conjunto {I1 x Jy,..., I x Ji} é uma cobertura de rectangulos de
M, de cardinalidade k (se houver elementos iguais, isso significa que héa parcelas da
soma iguais, pelo que uma delas pode ser suprimida). A cobertura do Exemplo 42

foi obtida desta maneira, a partir da factorizacio apresentada no Exemplo 41.

Reciprocamente, a partir de toda a cobertura de rectangulos de M, {I{ xJi, ..., I/
J]}, pode construir-se uma factorizacao booleana de M, A'B’, de tamanho [, em que
A! . é nao nula apenas nos indices pertencentes a I} e B}, é nao nula apenas nos

indices de J/, i = 1,...,l. Em suma, denotando por r¢(M) a cardinalidade minima

de uma cobertura de rectangulos de M, temos rc¢(M) = carpoei(M).
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4.1 Algumas interpretacdes

4.1.2. Cobertura de bicliques

Seja G = (V, A) um grafo bipartido. Chama-se biclique a todo o produto cartesiano
de dois subconjuntos de V' que esteja contido em A. Uma cobertura de bicliques
¢ um conjunto de bicliques cuja unido é A. O numero de cobertura de bicliques,
representado por be(G), é a cardinalidade minima de uma cobertura de bicliques.

A qualquer matriz booleana esté associado um grafo bipartido. De facto, se M
for uma matriz booleana, o grafo Gy = (Lar X Car, Anr), em que Ly, Cap e Apy
sao, respectivamente, o conjunto dos indices das linhas de M, o conjunto dos indices
das colunas de M e o conjunto {(i,7) : M;; = 1}, é bipartido. Uma biclique de
G corresponde a um rectangulo de M e vice-versa. Assim, bc(Gyr) = re(M) =
carpool(M).

Na Figura 4.1 pode ser observada a cobertura de bicliques do grafo associado &

matriz booleana do hexagono, obtida através da cobertura de rectangulos do Exemplo

42.
() (1)
) _
(o) ()

Figura 4.1: Cobertura de bicliques do grafo bipartido associado & matriz booleana

do hexagono.

4.1.3. Imersao de reticulados

As interpretagoes que acabamos de ver sdo vélidas para qualquer matriz booleana.
A interpretacao que veremos de seguida aplica-se apenas a matrizes booleanas de
politopos.

Dado um politopo, P, o seu reticulado de faces, £(P), ¢ o conjunto das suas
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Capitulo 4 Caracteristica booleana

faces (incluindo a face () e o proprio politopo) parcialmente ordenado por inclusao.
Se (5,<) e (T, C) forem conjuntos parcialmente ordenados, uma imersao entre eles

¢ uma funcao, f: S — T, tal que u < v se e 56 se f(u) C f(v).

Teorema 43. [6] Seja P um politopo com dimensao maior ou igual a um. A sua
caracteristica booleana, carpo(P), € 0o nimero minimo de facetas de um politopo

para o qual exista uma imersao entre L(P) e o respectivo reticulado de faces.

Nas Figuras 4.2 e 4.3 estao ilustradas duas imersoes, ambas entre o octégono,
representado a azul, e um poliedro. No primeiro caso, trata-se de uma imersao
que envia vértices para vértices e arestas para arestas; no segundo, a imersdo liga
vértices a arestas e arestas a facetas. Segundo o teorema anterior, carbool(Sg*) <

min{ fo(cubo), fa(octaedro)} = 6.

&

Figura 4.2: Imersao entre o octo- Figura 4.3: Imersao entre o octo-

gono e o cubo. gono e o octaedro.

4.2. Minorantes da caracteristica booleana de politopos

Na subseccao 2.3.1 vimos que, se P for um politopo com f facetas e v vértices,
S(f) < carpooi(P) = carpoor(Sp) € S(v) < carpooi(P). As mesmas desigualdades,
quando aplicadas ao caso particular dos n-gonos, resultam em S(n) < carpoor(Sn*)-

Vejamos exemplos de outros minorantes.

4.2.1. Fooling number

O conceito de rectdngulo permite-nos obter um minorante da caracteristica booleana.
Para isso, consideremos, dada uma matriz booleana nao nula, um subconjunto de

indices cujas entradas sdo iguais a um, com a particularidade de ndo haver, para
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4.2 Minorantes da caracteristica booleana de politopos

quaisquer dois indices, nenhum rectangulo que os contenha. Um conjunto assim
definido designa-se por fooling set e as entradas que o integram tém de pertencer,
necessariamente, a rectangulos distintos. Isto traduz-se numa correspondéncia injec-
tiva entre qualquer fooling set e qualquer cobertura de rectangulos dessa matriz. Se
M for uma matriz booleana, chama-se fooling number de M, fool(M), a cardinali-
dade méaxima de um fooling set seu. Esta quantidade é o minorante da caracteristica

booleana mais utilizado.

Exemplo 44.

111001
111100

Fooling set maximal de Sg*, donde vem carpyo(Ss™) > 4.

Proposicao 45. No caso das matrizes booleanas de n—gonos, o fooling number é no

mdximo cinco.

Prova: Para comecar, notemos que, dado um par de indices de um fooling set,
(i,7) e (k,1), ndo existir um rectangulo que os contenha equivale a dizer que a entrada
na posigao (i,l) ¢ zero ou a entrada na posicao (k,j) ¢ zero.

Depois, os elementos de um fooling set de S,,* estdo todos em linhas e colunas
diferentes, pois ha sempre um rectangulo que contém todos os uns de qualquer linha
e outro que contém todos os uns de qualquer coluna.

Por fim, como existem dois zeros por linha e por coluna, o fooling number nao
pode exceder cinco, porque, se um o fooling set contiver pelo menos um elemento,
terd no maximo mais quatro elementos: dois localizados nas linhas em que surgem
0s zeros que estao na mesma coluna do elemento considerado incialmente e outros

dois nas colunas dos zeros que estao na mesma linha desse elemento. [

Na verdade, uma anéalise mais detalhada levar-nos-ia a concluir que, para n > 4,
o fooling number de matrizes booleana de n—gonos € igual a quatro. Portanto, o
minorante fooling number nao é util neste caso, dado que ndo nos da praticamente
nenhuma informagcdo acerca do comportamento de carpyy(Sy*), ao contrario, por

exemplo, de S(n).
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Capitulo 4 Caracteristica booleana

4.2.2. Namero de cobertura de bicliques fraccionéario

Dada uma matriz booleana, M, o problema de calcular a sua caracteristica booleana,
ou, equivalentemente, o nimero de cobertura de bicliques de G, pode ser transfor-

mado num programa linear ( [24]):

minimizar Z w(B)
BEB(G}\,{)

sujeito a Z w(B) > 1, para a toda a aresta de Gy, a (4.1)
{B:aeB}

w(B) € {0,1}, para toda a biclique de G, B,
em que B(G)s) representa o conjunto das bicliques de Gy.

A remocao das restri¢es inteiras conduz-nos a um novo problema, cuja solucao,
o namero de cobertura de biclique fracccionario, bc*(Gpy), constitui, obviamente, um

minorante da caracteristica booleana:

minimizar Z w(B)
BEB(GJM)

sujeito a Z w(B) > 1, para a toda a aresta de Gy, a (4.2)
{B:aeB}

w(B) > 0, para toda a biclique de Gz, B.

Note-se que o ntunero de restricdes cresce exponencialmente, o que torna o mi-
norante dificil de calcular. Usando a simetria deste problema no caso dos n—gonos,
construimos um programa em Mathematica que calcula o valor do minorante para
valores moderados de n, cujo cddigo se encontra no Apéndice A.

Os resultados obtidos, presentes na Tabela 4.1, sugerem que o minorante é dom-

inado por S(n).

n 6| 7-10 | 11-20 | 21

Tabela 4.1: Comparagao de bc*(Gg,~) e de S(n) para valores moderados de n.
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4.2 Minorantes da caracteristica booleana de politopos

4.2.3. Uma versao melhorada do minorante S(n)

Para provarmos que S(n) < carpoo(Sp*), na seccao 2.3.1, usdmos o facto de os
suportes das linhas da primeira matriz de qualquer factorizacdo booleana de S,,*
formarem uma anti-cadeia. Também os suportes das colunas da segunda matriz
de qualquer factorizacdo sdo dois a dois incomparéveis. Existem, contudo, outras
propriedades das factorizacoes booleanas de S,* que podem ser aproveitadas, de
modo a melhorar o minorante S(n). Nesta secgdo apresentamos a versdo proposta
em [21], que faz uso da relagdo entre os suportes das matrizes da factorizagao nao
negativa.

Recordemos que S,* é a matriz cuja entrada na posi¢ao (i,7) ¢

0, sei=joui=(j+1) modn
1, caso contrario

Seja TU uma factorizacdo booleana de tamanho k de S,,* e representemos por t;
o suporte da linha 7 de T" e por u; o suporte da coluna j de U, para i,j = 1,...,n,
todos eles subconjuntos de {1,...,k}. E claro que sij" =0seesbsei=joui=
(j+1) mod n e, nesse caso, t;Nu; = (. Caracterizemos os conjuntos 7 = {t1,...,ty}
el ={u1,...,Un}, em que u; denota o complementar de u;. Podemos supor, para
comegar, que u; = t; Ut;41, j& que isso nao alterard nem o produto nem o tamanho
da factorizacdo. Nestas condicdes, temos que:

- T =A{t1,...,ty} € uma anti-cadeia, assim como {u1, ..., un}.

U =A{u, ... U} = {t1 Uta,ta Uts, ... ty—1 Uty,t, Ut} é uma anti-cadeia,
dado que os complementares de conjuntos que formem uma anti-cadeia constituem,
eles préprios, uma anti-cadeia, de igual cardinalidade.

- Todo o conjunto ¢t; C {1,...,k},i=1,...,n, contém pelo menos um elemento
que ndo pertence aos conjuntos t; Utj1, para j,j + 1 # i, ja que, para i # j,j + 1,

Sij* =1.

Teorema 46. [21] Caso se verifiquem as condigdes anteriores,

"= w(tk%J)'

Prova: Seja {s1,...,Sy,} uma anti-cadeia qualquer de {1,...,k}, ou seja, uma
anti-cadeia em que s; ¢ um subconjunto {1,...,k},i =1,...,m. Consideremos, para

cada s;, as permutacoes em que os seus elementos ocupam as primeiras posicoes e s6
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Capitulo 4 Caracteristica booleana

depois surgem os restantes elementos de {1,...,k}. O namero de permutagoes asso-
ciadas a s; € |s;|!(k —|s;])!. Por {s1,..., sy} ser uma anti-cadeia, estas permutacoes
sao todas distintas. Basta notar que, dados s; e s;, com ¢ # j, existe um elemento
de s; que nao pertence a s;, ;, e existe um elemento de s; que nao pertence a s;, e;,
e, portanto, e; surge antes de e; nas permutagoes associadas s;, ocorrendo o oposto
nas permutacoes relativas a s;.

Designemos por z; o nimero de elementos de ; que nao pertencem a t; (isto é,
[@;| = |ti| + zi) e por z; o nimero de elementos %;—7 que nao pertencem a t; (ou seja,
|wi—1| = |ti| + 2}). Assim, o namero de permutacoes associadas a t;, a U; € a ;g &,
por esta ordem, |t;|!(k—|t:])!, (|ti|+2) (k—|ti|—zi)! e (Jt:| +2) (k—|t:| — 2)!. Quanto
a repeticoes, o nimero de permutagoes comuns a t; e u; € |t;|!z;/(k — [t;| — 2)!, ao
passo que t; e w;—1 partilham |¢;|!2]!(k — |t;| — z)! permutacées. Estas sdo as unicas
repeticoes, devido a terceira condigao acima enunciada. Além disso, |[w;| = |t;| +2; =
|tiy1] 4 2{,, por isso, o nimero de permutagdes correspondentes a U; ¢ também igual
a g ([ti| + 2)!(k = [t = 20)! + 5 ([t | + 200 )Mk = [tia| = 240)!

Portanto, se tivermos em conta as repeticées e o que foi apresentado no paragrafo
introdutorio, temos que as permutacoes relativas a t; e u;, parat = 1,...,n, sdo todas
distintas. Ao todo, sdo >y [ti]1(k—[t:])! 4 5 (|ts] +2i) (k= [ti] — 2i) !+ 5 ([t 4+ 20) ! (k —

ti| — 20! — |ta|lzil (B — |ti| — 2i)! — |ts|' 200 (k — |ti| — 2)! permutagoes, pelo que
. 1 1
D 1k — [t 5 ([l + 201k = [ta] = 2z0)! + S(1ti] + 21k = [ta] = 20)!
i=1
—|tZ|'zz‘(k - ‘t,’ - Zl)' - |tz|'z£‘(k’ - ‘t,’ - Z;)' < k!

Para minimizarmos o membro esquerdo da inequagdo, minimizamos cada uma
das parcelas, individualmente. Podemos supor, sem perda de generalidade, que
no minimizante se verifica z; = z.. Retirando os indices, minimizar cada parcela

corresponde a

i 1k — )+ (¢ + )k — t — 2) — 20120(k — £ — 2)!
£21,5 e <k—1 ( )t + 2)X z) 2I( z)

Pode mostrar-se que a solucao éptima é dada por t* = {%j e z* = 1. Assim,

dividindo a inequacdo anterior por k! e substituindo os |t;| e os z por ng e 1,

respectivamente, vem

! ((ij%)_l * (Lk];%)_li&k?ﬁkz (1 - Uf/i +1>) <1
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4.3 Majorante computacional

Simplificando, obtemos

= W(w‘ia)ﬂ

Logo, definindo S(n)* := min{k : n < k;@{% (Lk];QJ)}’ temos, em particular,
S(n)T < carpoor(Sn*). Além disso, S(n) < S(n)". Na Tabela 4.2 podemos ver que
para n = 6, por exemplo, S(n)" ¢ estritamente melhor do que S(n), dando-nos uma

prova algébrica de que carpeer(S6*) = 5.

n 31456 | 7| 810 11-12 | 13-20 | 21-23 | 24-35 | 36-40 | 41-43

Tabela 4.2: Comparacio de alguns valores de S(n) e de S(n)".

4.3. Majorante computacional

Nesta seccdo, vamos concentrar-nos em determinar um majorante da caracteristica
booleana de n-gonos, obtido computacionalmente, que, conjugado com o minorante
visto anteriormente, nos permitiré deduzir o valor da caracteristica booleana de varios
N-gonos.

Para isso, vamos considerar factorizacoes de S, do tipo Cjxp X Dgxn, em que,
tanto em C,xr como em D, «, o nimero de uns por linha é constante. Na origem

desta construcdo esta o artigo [1], nomeadamente a conjectura que se segue:

Conjectura 47. Se carpoo(S)) for igual a k, existe uma factorizacdo booleana de
Sy de tamanho k tal que o ntiimero de uns em cada linha de C' é LgJ e 0 numero de

uns em cada linha de D 6 k — (| 5] +1).

O objectivo é, assim, encontrar, para cada n, o tamanho minimo de uma factoriza-
¢ao como a descrita na conjectura, que é, independentemente de esta ser ou nao ver-
dadeira, um majorante para carp(S;). Chamar-lhe-emos caracteristica booleana

mogénea, caryon' (S, ), por in rem, em matriz rizacao,
homogénea hom (G%) 'por todas as linhas terem, em cada matriz da factorizacao

igual ntmero de uns.
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Capitulo 4 Caracteristica booleana

4.3.1. Interpretacao gréafica

Seja Cpxk X Dgxn uma factorizacao booleana de S com a propriedade mencionada
na Conjectura 47. Cada linha de C' e de D pode ser identificada com o seu suporte,
ou seja, com um subconjunto de {1,...,k} com |%4] elementos. Uma maneira de

pensar nestes conjuntos é como vértices de um grafo.

Defini¢cao 48. Dados n e k, o grafo de Johnson, J(n,k), é o grafo cujos vértices
sao os subconjuntos de cardinalidade k de {1,...,n}, sendo que dois vértices sao
adjacentes se e 30 se a sua diferenca simétrica for de cardinalidade 2, isto é, se os

dois conjuntos tiverem k — 1 elementos em comum.

Na Figura 4.4 podemos observar um exemplo de um destes grafos.

Figura 4.4: J(5,2): Cada circulo representa um subconjunto de cardinalidade 2,

cujos elementos estao assinalados a vermelho.

Consideremos duas quaisquer linhas consecutivas de C, C; e Cj41, identificando
Ci+1 com C; se necessario. Como S;; tem zeros nas posicoes ([,1) e (I +1,1), o
produto interno entre C; e D; deve ser zero, o que equivale a dizer que os seus
suportes sdo disjuntos. O mesmo acontece com Cjy1 e D;. Como estamos a supor,
pela Conjectura 47, que D; tem k — (L%J + 1) uns, entdo os suportes de Cy e Cjyq
estdao contidos no conjunto de L%J + 1 indices correspondentes as entradas nulas de
D;. Como cada um deles tem suporte de cardinalidade L%j e nao podem ser iguais,
terao de partilhar exactamente LgJ — 1 entradas. Isto é, pensando nas linhas como
vértices de J(k, |5]), existe uma aresta entre C; e Cj;q. Mostramos assim que a
cada factorizagao booleana nas condi¢Ges da conjectura corresponde um ciclo neste
grafo de Johnson.

Para obter factorizagoes a partir de ciclos, teremos de impor algumas condigdes
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Figura 4.5: J(5’ 2)7 com as arestas Figura 4.6: CiC].O factorizante as-

coloridas. sociado ao Exemplo 41

extra. Comecaremos por definir uma coloracdo para as arestas do grafo de Johnson.
A cada aresta {S,T} do grafo de Johnson vamos atribuir como cor o conjunto com-
plementar da sua reunido, S UT. Existem entao (k—(ng | +1)) cores distintas possiveis.
No caso de um ciclo proveniente de uma fatorizacao, a cor de {C}, Cj41} é precisa-
mente D;. Como todas as linhas de D sao distintas, segue de imediato que todas as
cores do ciclo serdo diferentes, ou seja, o ciclo correspondente a uma factorizagao é
um ciclo arco-iris.

Queremos saber quando é que um ciclo arco-iris pode ser interpretado como uma
factorizagao booleana de 5. Tomando os vértices do ciclo como os suportes das
linhas de C e as cores das arestas como os suportes das linhas de D, a condicao de
ser um ciclo arco-iris garante-nos que temos zeros nas posicoes pretendidas de CDT.
Para nao termos zeros noutras posigoes, temos de assegurar que o produto interno de
C; e Dy, é diferente de zero para k diferente de [ ou [ — 1. Isso corresponde no grafo
a impor que nenhuma aresta do grafo de Johnson incidente num vértice do ciclo que
nao Ck ou Ck41 pode ter cor Di. A um ciclo com esta propriedade chamamos ciclo
factorizante.

Acabamos, entdo, de provar o seguinte:

Proposicdo 49. A carf°m(S,*) é o menor inteiro, k, para o qual J(k, L%J) possui

um ciclo factorizante de comprimento n.

Nas Figuras 4.5 e 4.6 podemos observar a coloracio definida acima para o caso
k =5, bem como o ciclo factorizante associado a factorizagao da matriz Sg* que foi

introduzida no Exemplo 41.
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4.3.2. Resultados Numéricos

Com base na interpretacio grafica introduzida na subseccao anterior, foram desen-
volvidos dois algoritmos para o cdlculo da caracteristica booleana homogénea. Esses
algoritmos serao documentados em pormenor nas subseccoes seguintes e integral-
mente incluidos no Apéndice A, enquanto que nesta subseccdo serdo apresentados os
principais resultados numeéricos obtidos, que se encontram resumidos na Tabela 4.3.

Para 3 < n < 31, os valores tabelados sao os valores reais da caracteristica
booleana homogénea. Quanto aos restantes casos, o (*) significa que conseguimos
construir factorizagdes de tamanho nove, mas nao sabemos se existem de tamanho
oito, devido ao elevado tempo de execucao dos algoritmos. Portanto, para os casos
assinalados com um (*) existe a davida de se a caracteristica booleana homogénea
¢ oito ou nove. Em [1] foram obtidos resultados até n = 33, sendo que para n = 32
esse valor é oito. Na impossibilidade de verificar os resultados da referéncia [1],
apresentamos os nossos. De futuro, pretendemos implementar mais eficientemente

um algoritmo que resolva este caso.

n 31456791021 | 22-31 | 32-43

carfon(s) |3 4|55 6 | 7 8 | 9%

Tabela 4.3: Valores obtidos para a caracteristica booleana homogénea.

A analise da Figura 4.7 permite-nos deduzir o valor da caracteristica booleana
para varios inteiros, que sao os inteiros para os quais a caracteristica booleana ho-
mogénea e o minorante S(n)% coincidem. Tais valores podem ser observados na

Tabela 4.4. Os valores relativos aos inteiros 41 — 43 nao sdo deduziveis a partir

de [1].

n 3141|5689 13-21 | 24-31 | 41-43

carpool(Sn*) | 3 4] 5 6 7 8 9

Tabela 4.4: Alguns valores da caracteristica booleana.

4.3.3. Documentacao do algoritmo standard de calculo da caracteristica
booleana homogénea

Nesta subseccdo descreve-se o algoritmo implementado no ficheiro carboolhom.m.
PR : ; hom * 5 4
Descricao: Este algoritmo visa obter car)27'(S,*) e na sua concepgao estd a

interpretacao grafica da caracteristica booleana homogénea dos n—gonos. Consiste
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Figura 4.7: Comparacio entre alguns valores de S(n)", a magenta, de T'(n), a azul,

hom *
e de caryo(Sn*), a amarelo.

numa funcao, de argumentos n e k, que verifica se é possivel construir um ciclo fac-
torizante de comprimento n, subgrafo de J(k, L%j ). Se sim, devolve a correspondente
factorizagao booleana de S,,*, cujo tamanho é k. Se ndo, devolve duas matrizes nulas.
O menor k para o qual este ciclo exista & carfo™(S,*).

Inicializacao: Sao criadas
e V, uma matriz cujas linhas sio os vértices de J(k, | 5]).

e A uma matriz cujas linhas listam os subconjuntos que representam as cores

das arestas.

e Viz, uma matriz de adjacéncias, cuja linha ¢ contém os vértices vizinhos do

vértice da linha ¢ de V, ou seja, os vértices que lhe sao adjacentes.

e Aviz, uma matriz cuja entrada na posigao (i,j) ¢ a cor da aresta que une o

vértice da linha ¢ de V ao seu vizinho na coluna j de Viz.

Busca: No que diz respeito & construcao do caminho, esta faz-se recursivamente
e por busca depth-first, através de um ciclo. Por simetria, a escolha dos dois primeiros
vértices é indiferente, pelo que podemos fixé-los.

Em cada iteracao do ciclo, verifica-se se o comprimento do caminho é menor ou
igual do que n. Caso o seu comprimento seja inferior a n, procura-se, no conjunto
dos vizinhos do ultimo veértice do caminho (obtidos a partir de Viz), um que obedeca

as seguintes restri¢cdes: a cor da aresta que liga o dltimo vértice do caminho ao seu
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vizinho tem de ser diferente das cores das arestas incidentes em qualquer vértice do
caminho que ndo o ultimo, e no vizinho em questdo nao pode incidir nenhuma aresta
cuja cor seja igual & cor de alguma das arestas do caminho. Se tal vértice existir, é
adicionado ao caminho; caso contrario, subtrai-se ao caminho o seu ultimo vértice.
Se o comprimento do caminho for n, testa-se se é possivel fecha-lo, de modo a obter o
desejado ciclo de tamanho n. Para isso, verifica-se se o primeiro vértice do caminho é
vizinho do ltimo e, caso o seja, se respeita as restricoes anteriores. Tal como atrés,
se as restricoes nao forem satisfeitas, o tamanho do caminho é reduzido.

No final, é analisado o comprimento do caminho, que ou é um, significando isso
que nao foi possivel construir o ciclo, ou n + 1, caso em que o ciclo foi de facto

construido.

4.3.4. Documentacao do algoritmo de calculo da caracteristica booleana
homogénea com reducao de simetria
Nesta subseccao descreve-se o algoritmo implementado no ficheiro carboolhom_sim.m,
uma versao modificada do algoritmo anterior. Tal como o anterior, dados n e k o
programa verifica se é possivel construir um ciclo factorizante de comprimento n,
subgrafo de J(k, L%j) Esta versao é especialmente indicada para os casos em que
se pretende verificar a nao existéncia de tal ciclo. Nesses casos, é necessario exaurir
todas as possibilidades de ciclo, pelo que se tornam muito importantes as estratégias
de reducao do problema. Assim, foi implementada uma estratégia de reducado por
simetria que evita a redundancia dos ciclos explorados. O peso computacional da
verificacao de simetrias torna esta versdao mais lenta nos casos simples, mas compensa
largamente nestas situacoes.

Inicializagao: Além das varidveis inicializadas no algoritmo anterior, sao criadas
e Sim, um grupo de células que representam as classes de simetria.
e bool_sim, uma varidvel que activa/desactiva a analise de simetria.

Busca: Funciona de maneira idéntica & do algoritmo anterior. A tunica diferenca
é que, sempre que for encontrado um vértice que satisfaca as restricoes, se verifica
se ele pertence a alguma das classes de simetria analisadas até esse momento. Se
for esse o caso, a busca prossegue, até que se encontre um vértice que respeite as
restri¢des e que nao pertenca a nenhuma das classes de simetria. Caso o vértice nao
pertenca a nenhuma das classes de simetria, entao é adicionado ao caminho, sendo

a classe definida pelo caminho resultante guardada. Quanto & varidvel booleana,
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mantém-se activada enquanto existirem classes de simetria. A partir do momento

em que elas deixem de existir, esta varidvel é desligada.
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Apéndice A

Codigo

A.1. Algoritmo standard de calculo da caracteristica booleana
homogénea

function [C,D] = carboolhom(n,k)

%Conjunto dos vértices

V=nchoosek (1:k,floor(k/2));

4Conjunto das cores das arestas

A=nchoosek (1:k,k-(floor(k/2)+1));

%Conjunto dos vizinhos de cada vértice
for i=1:length(V)
cont=0;
for j=1:length(V)
if length(setxor(V(i,:),V(j,:)))==
cont=cont+1;
Viz(i,cont)=j;
end
end

end

n_viz=cont;

contarestas=zeros(size(A,1));

#Cores das arestas entre cada vértice e os seus vizinhos
for i=1:length(V)
for j=1:n_viz
cont=1;
while(not (isequal (setdiff (1:k,union(V(i,:),V(Viz(i,j),:))),A(cont,:))))
cont=cont+1;
end
Aviz(i,j)=cont;

contarestas (cont)=contarestas(cont)+1;
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Vinc(cont,contarestas(cont))=1i;
end

end

for i=1:length(V)
[Aviz(i,:),I]=sort(Aviz(i,:));
Viz(i,:)=Viz(i,I);

end

#Construgdo do caminho (P(i) representa o i-ésimo vértice do caminho e AP(i) a i-ésima aresta)
P(1)=1;
P(2)=Viz(1,1);
AP(1)=Aviz(1,1);
ind=ones(1,length(V));
c=1;
while and(c,length(P)<=n)
if (length(P)==n)

[b,1]=ismember (P(1),Viz(P(n),:));

i=2;

while and(b,i<length(P))

WVerificag8o de que as restrigSes sobre as arestas s8o cumpridas
b=not (or (myMember (Aviz (P(i),:) ,Aviz(P(n),1)) ,myMember (Vinc (AP(i),:),P(1))));
i=i+1;

end

if (b)

P(n+1)=P(1);
AP(n)=Aviz(P(n),1);

else
ind (P (length(P)))=1;
P=P(1:length(P)-1);
ind (P (length(P)))=ind (P (length(P)))+1;

end

else
b=1;
j=ind (P(length(P)));
while and(b, j<=n_viz)
i=1;
while and(b,i<length(P))

WVerificag8o de que as restrigdes sobre as arestas sfo cumpridas
b=not (or (myMember (Aviz (P(i),:),Aviz (P (length(P)),j)) ,myMember (Vinc (AP(i),:),Viz(P(length(P)),j))));
i=i+1;

end
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if (b)
ind(P(length(P)))=j;
AP (length(P))=Aviz(P(length(P)),j);
P(length(P)+1)=Viz(P(length(P)),j);
b=0;
else
J=j+1s
b=1;
end
end
if (j>n_viz)
ind (P (length(P)))=1;
P=P(1:length(P)-1);
c=(length(P)>=2) ;
if ¢
ind (P(length(P)))=ind (P(length(P)))+1;
end
end
end

end

#Factorizag8do booleana

WVerifica se foi possivel construir o caminho e, nesse caso, & devolvida a
%factorizacdo booleana
C=zeros(n,k);

D=zeros(n,k);

if (length(P)>2)

for i=1:n

for j=1:floor (k/2)
C@i,V(P(1),1))=1;
end

end
for i=1:n
D(i,A(AP(i),:))=1;

end

end
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end

A.2. Algoritmo de calculo da caracteristica booleana homogénea
com reducao de simetria

function [C,D] = carboolhom_sim(n,k)

#Conjunto dos vértices

V=nchoosek (1:k,floor(k/2));

%Conjunto das cores das arestas

A=nchoosek (1:k,k-(floor(k/2)+1));

#Conjunto dos vizinhos de cada vértice
for i=1:length(V)
cont=0;
for j=1:length(V)
if length(setxor(V(i,:),V(j,:)))==2
cont=cont+1;
Viz(i,cont)=j;
end
end

end

n_viz=cont;

contarestas=zeros(size(A,1));

%Cores das arestas entre cada vértice e os seus vizinhos
for i=1:length(V)
for j=1:n_viz
cont=1;
while (not (isequal (setdiff (1:k,union(V(i,:),V(Viz(i,j),:))),A(cont,:))))
cont=cont+1;
end
Aviz(i,j)=cont;
contarestas (cont)=contarestas(cont)+1;
Vinc(cont,contarestas(cont))=1i;
end

end

for i=1:length(V)
[Aviz(i,:),I]l=sort(Aviz(i,:));

Viz(i,:)=Viz(i,I);
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de simetria

end

%Classes de simetria

Sim{1}=zeros(1,k);

for i=1:floor(k/2)
Sim{1}(V(1,1))=1;

end

for i=2:n
Sim{i}=[1;

end

#Variavel booleana que regula a anadlise de simetria
bool_sim=1;

para=0;

%#Construgdo do caminho (P(i) representa o i-ésimo vértice do caminho e AP(i) a i-ésima aresta)
P(1)=1;
ind=ones(1,length(V));
c=1;
while and(c,length(P)<=n)
if (length(P)==n)

[b,1]=ismember (P(1) ,Viz(P(n),:));

i=2;

while and(b,i<length(P))

#Verificag8o de que as restrigdes sobre as arestas s8o cumpridas
b=not (or (myMember (Aviz(P(i),:) ,Aviz(P(n),1)) ,myMember (Vinc (AP(i),:),P(1))));
i=i+1;

end

if (b)

P(n+1)=P(1);
AP (n)=Aviz(P(n),1);

else
ind (P (length(P)))=1;
P=P(1:1length(P)-1);
ind (P (length(P)))=ind (P (length(P)))+1;

end
else

b=1;
j=ind (P(length(P)));

while and(b,j<=n_viz)

i=1;
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while and(b,i<length(P))
WVerificagdo de que as restrigdes sobre as arestas sfo cumpridas
b=not (or (myMember (Aviz (P(i),:) ,Aviz (P(length(P)),j)) ,myMember (Vinc (AP(i),:),Viz(P(length(P)),j))));
i=i+1;
end
if (b)
%Andlise de Simetria
if (bool_sim)
[1in,col]=size(Sim{length(P)});
aux=zeros(1,k);
for i=1:floor(k/2)
aux (V(Viz(P(length(P)),j),i))=1;
end
aux=Sim{length(P)}(lin, :)+2"~ (length(P)) *aux;
if (ismember (sort (aux) ,sort (Sim{length(P)+1},2),’rows’))
j=3+1
else
Sim{length(P)+2}=[1;
Sim{length(P)+1}=vertcat (Sim{length(P)+1},aux);
ind(P(length(P)))=j;
AP (length(P))=Aviz(P(length(P)),j);
P(length(P)+1)=Viz(P(length(P)),j);
b=0;
if (numel (Sim{length(P)-1}(1lin,:))==numel (unique (Sim{length(P)-1}(1in,:))))
bool_sim=0;
para=length(P)-2;
end
end
else
ind (P (length(P)))=j;
AP (length(P))=Aviz (P (length(P)),j);
P(length(P)+1)=Viz(P(length(P)),j);
b=0;
end
else
53+
b=1;
end
end
if (j>n_viz)
ind (P (length(P)))=1;
P=P(1:length(P)-1);
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c=(length(P)>=1);
if (length(P)==para)
bool_sim=1;
end
if ¢
ind (P (length(P)))=ind (P(length(P)))+1;
end
end
end

end
#Factorizag8o booleana

#Verifica se foi possivel construir o caminho e, nesse caso, & devolvida a
%factorizacdo booleana
C=zeros(n,k);

D=zeros(n,k);
if (length(P)>2)

for i=1:n

for j=1:floor(k/2)
C(i,V(P(1),j))=1;
end

end

for i=1:n
D(i,A(AP(i),:))=1;

end
end
end

A.3. Algoritmo do calculo do niimero de biclique fraccionario

n = 16;

BB = ToeplitzMatrix[{0, O, al, a2, a3, a4, ab, a6, a7, a7, a6, ab, a4,
a3, a2, al}, {0, al, a2, a3, a4, ab, a6, a7, a7, a6, a5, a4, a3,
a2, al, 0}1;

Bracelets = {};

For[i =1, i < n, i++,
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C

L

Bracelets = Union[L, Bracelets]]

= ListNecklaces[n, c, Dihedrall;

nb = Dimensions[Bracelets] [[1]];

ListIneq = {};

For[i = 1, i <= nb, i++, b = Bracelets[[i, A11]];

b2 = b + b[[Prepend[Range[n - 1], nll];

C

A

ListIneq = Union[ListIneq, {t}1]

rl

r2

r3

r4

rb

r6

r7

A

b

Cc

= Transpose[{b}].{c}; t = Tr[A.BB];

= ListIneq /. {al -> 1, a2
a6 -> 0, a7 -> 0};
= ListIneq /. {al -> 0, a2
a6 -> 0, a7 -> 0};
= ListIneq /. {al -> 0, a2
a6 -> 0, a7 -> 0};
= ListIneq /. {al -> 0, a2
a6 -> 0, a7 -> 0};
= ListIneq /. {al -> 0, a2
a6 -> 0, a7 -> 0};
= ListIneq /. {al -> 0, a2
a6 -> 1, a7 -> 0};
= ListIneq /. {al -> 0, a2

a6 -> 0, a7 -> 1};

a3

a3

a3

a3

a3

a3

a3

Table[If[b2[[il] == 0, 1, 01, {i, 1,

n}l;

0, a4
0, a4
1, a4
0, a4
0, a4
0, a4
0, a4

Transpose[{rl, r2, r3, r4, r5, r6, r7}];

ConstantArray[-1, Dimensions[ListIneq] [[1]]1];

ConstantArray[-2*n, 7];

LinearProgramming[c, -A, bl

Ceiling[N[LinearProgramming[c, -A, bl.(-c)]1]

o4

Join[ConstantArray[1, i], ConstantArray[0, n - i]];

ab

ab

ab

ab

ab

ab

ab



