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Resumo
A resolução numérica da equação fraccionária do calor

ut + (−∆)α/2u = 0,

tem sido um área de investigação muito activa nas últimas décadas. Na
literatura, a mesma notação para o operador de difusão aparece associada
a de�nições diferentes, não sendo claro se estas são equivalentes.

Neste trabalho estudamos maioritariamente duas de�nições para este
operador: o operador de Riesz na forma integral e o operador de Riesz
espectral. São apresentados métodos numéricos que convergem para a
solução do problema de difusão fraccionário respectivo a cada de�nição.
Por último, usando estes métodos comparamos as soluções numéricas dos
problemas associados a cada de�nição.

Palavras Chave: Transformada de Fourier, operador de Riesz, operador de Riesz

na forma integral, operador de Riesz espectral, técnica de transmissão de matriz.

Abstract
The numerical resolution of the fractional heat equation

ut + (−∆)α/2u = 0,

has been a topic of great interest in the last decades. In the literature
the same notation for the di�usion operator is associated with di�erent
de�nitions, and it is unclear if they are equivalent.

In this work we study two of the major de�nitions for this operator:
the integral Riesz operator and the spectral Riesz operator. We intro-
duce numerical methods that converge for the solution of the fractional
di�usion problem associated with each de�nition. We �nish by using this
methods to compare the numerical solutions of each problem.

Keywords: Fourier transform, Riesz operator, integral Riesz operator, spectral

Riesz operator, matrix transfer technique.
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Capítulo 1

Introdução

O propósito deste trabalho é estudar a denominada equação do calor fraccionária

onde o operador de difusão é representado por um operador diferencial fraccionário.

Consideremos a equação do calor usual

ut −∆u = 0.

Esta equação surge na modelação de uma série de fenómenos tais como a propagação

do calor, a concentração de um químico ou a modelação do mercado de acções. Os

pressupostos para estes modelos são válidos para meios homogéneos, mas não para

meios altamente heterogéneos.

Um modelo mais geral é a equação do calor fraccionária

ut + (−∆)α/2u = 0, (1.1)

onde α é um parâmetro entre 1 e 2, que exprime a heterogeneidade do meio. Mas

como entender o operador (−∆)α/2, a que chamaremos operador de Riesz? O leitor

familiarizado com a teoria de Fourier sabe que para certas funções u temos

((−∆)u) = F−1(|ξ|2Fu),

onde F e F−1 representam, respectivamente, a transformada de Fourier e a inversa

da transformada de Fourier. Assim, uma primeira de�nição poderia ser

(−∆)α/2u = F−1(|ξ|αFu). (1.2)

Esta de�nição está também associada a um profundo contexto físico associado à

teoria dos saltos arbitrariamente longos.

Mas em que espaço de funções é que o operador pode ser de�nido? Haverá outras

de�nições que satisfaçam esta propriedade no espaço de Fourier?

Recentemente tem sido dada grande atenção na literatura a uma nova de�nição

para o operador (−∆)α/2, baseada nos valores próprios e respectivas funções próprias

associadas ao problema de valores próprios para o operador de Laplace. Juntamente
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Capítulo 1 Introdução

com esta nova de�nição, surge um método numérico que toma o nome de técnica

de transmissão de matriz. Contudo, será que existe alguma equivalência entre esta

de�nição e a dada por (1.2)?

Neste trabalho vamos apresentar a resolução numérica de dois problemas que

consistem em considerar duas de�nições diferentes para o operador de difusão frac-

cionário e discutimos se os problemas partilham a mesma solução.

A dissertação está organizada do seguinte modo. No capítulo 2 revemos a trans-

formada de Fourier para funções em L1(R), discutimos a existência do operador

de Riesz na forma integral e vemos se satisfaz a propriedade (1.2). No capítulo 3

apresentamos um método numérico para a equação fraccionária do calor (1.1). Apre-

sentamos ainda resultados sobre a convergência do método. No capítulo 4 discutimos

o operador de Riesz na forma espectral e apresentamos um método numérico para a

resolução do problema envolvendo este operador. No �nal, usando os métodos nu-

méricos desenvolvidos para a resolução destes dois problemas, comparamos as suas

soluções.
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Capítulo 2

Operadores fraccionários

Neste capítulo vamos apresentar alguma teoria sobre operadores fraccionários. Preci-

samos para isso de de�nir inicialmente a transformada de Fourier em L1(R). Discuti-

remos um espaço em que se pode de�nir o operador de Riesz através da transformada

de Fourier e relacionamos esta de�nição com uma outra de�nição, que é a de�nição

integral do operador de Riesz.

2.1. A transformada de Fourier em L1

Relembremos o espaço de funções L1(R), o espaço de funções mensuráveis em R.

Dizemos que u ∈ L1(R) se ∫
R
|u(x)|dx <∞.

Neste espaço podemos de�nir a norma

||u||1 =

∫
R
|u(x)|dx

de maneira a que o espaço seja de Banach.

Seja u ∈ L1(R). A transformada de Fourier de u é de�nida por

û(ξ) = F(u)(ξ) =
1√
2π

∫
R
e−ixξu(x)dx (2.1)

Antes de apresentar algumas propriedades imediatas que surgem da de�nição, de�-

nimos de seguida a operação de convolução.

De�nição 1. Sejam u, v ∈ L1(R). A convolução de u e v é de�nida por

(u ∗ v)(x) =
1√
2π

∫
R
u(x− t)v(t)dt.

A função u ∗ v está em L1(R).

Lema 1. Sejam u, v ∈ L1(R) e k ∈ R. Então

F(u(·+ k))(ξ) = eikξû(ξ)

3



Capítulo 2 Operadores fraccionários

F(e−ik·u(·))(ξ) = û(ξ + k)

F(u(·k))(ξ) =
1

k
û(
ξ

k
)

F[(u ∗ v)](ξ) = û(ξ)v̂(ξ)

De seguida vamos provar um resultado conhecido como Lema de Riemann-Lebesgue:

Lema 2. A transformada de Fourier é uma transformação linear limitada de L1(R)

para C0(R), no sentido em que

lim
|x|→∞

u(x) = 0.

Demonstração. A linearidade da transformada segue imediatamente da de�nição.

Para vermos que é limitada, veja-se que |û(ξ)| ≤ ||u||L1(R) para todo o ξ ∈ R.

Tenhamos agora em atenção que, sendo u ∈ L1(R),

|û(ξ + h)− û(ξ)| = | 1√
2π

∫
R
e−ixξu(x)(e−ihx − 1)dx|

≤ 1√
2π

∫
R
|u(x)||e−ihx − 1|dx.

A expressão a integrar é limitada por 2||u||1. Por outro lado, esta expressão tende

para 0 quando h → 0. Assim, pelo teorema de convergência de Lebesgue1, temos

que |û(ξ + h) − û(ξ)| → 0 quando h → 0, independentemente do valor de ξ. Isto

implica a continuidade uniforme de û em R, que por sua vez implica û ∈ C(R). Por

último note-se que

− 1√
2π

∫
R
e−ixξu(x− π

ξ
)dx = − eiπ√

2π

∫
R
e−ixξu(x)dx

= û(ξ),

pelo que podemos escrever

û(ξ) =
1

2
√

2π

∫
R
e−ixξ(u(x)− u(x− π

ξ
))dx,

o que leva a

|û(ξ)| ≤ ||u(·)− u(· − π

ξ
)||1,

que por sua vez implica lim|ξ|→∞ û(ξ) = 0.

1Seja {un}N uma familía de funções em L1(R) tal que |un(x)| ≤ v(x) quase em toda a parte para

alguma função v ∈ L1(R) e limn→∞ un(x) = u(x) q.t.p.. Então u ∈ L1(R) e limn→∞
∫
R un(x)dx =∫

R u(x)dx
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2.1 A transformada de Fourier em L1

Antes de abordar a transformada de Fourier de uma derivada, vamos ver o pro-

blema da inversão da transformada de Fourier, isto é, a recuperação dos valores de

u através da função û. Esta recuperação nem sempre é possível, uma vez que a

transformada de uma função u ∈ L1(R) não tem de estar necessariamente em L1(R).

Teorema 1. Se u, û ∈ L1(R) então

u(x) =
1√
2π

∫
R
eixξû(ξ)dξ

para quase todo o x ∈ R.

Demonstração. Consideremos em primeiro lugar a função φk(x) = e−kx
2
. Esta

função pertence a L1(R) e a sua transformada de Fourier tem a forma φ̂k(ξ) =

1√
2k
e−

1
4k
ξ2
, que também está em L1(R). Vê-se ainda facilmente que

∫
R φ̂k(ξ)dξ =

√
2π. Então

1√
2π

∫
R
eixξû(ξ)dξ = lim

k→0

1√
2π

∫
R
eixξû(ξ)φk(ξ)dξ

= lim
k→0

1√
2π

∫
R

1√
2π

∫
R
u(t)e−itξdteixξφk(ξ)dξ

= lim
k→0

1√
2π

∫
R

1√
2π

∫
R
φk(ξ)e

−i(t−x)ξdξu(t)dt

= lim
k→0

1√
2π

∫
R
φ̂k(t− x)u(t)dt

onde usámos Fubini na terceira igualdade. Tendo ainda em conta a paridade de φ̂k

podemos escrever

1√
2π

∫
R
φ̂k(x− t)u(t)dt− u(x) =

=
1√
2π

∫
R

1√
2k
e−

1
4k

(x−t)2
u(t)dt− u(x)

1√
2π

∫
R
φ̂k(t)dt

=
1√
π

∫
R
e−y

2
u(x− 2y

√
k)dy − 1√

π

∫
R
u(x)e−y

2
dy

=
1√
π

∫
R
e−y

2
(u(x− 2y

√
k)− u(x))dy.

Observamos que a função integranda é limitada por 2||u||L1 e tende para 0 quando

k →∞, pela continuidade da translacção em L1. Tendo em conta a desigualdade de

Hölder-Minkowski2 vem

||û∨ − u||L1 ≤
1√
π

∫
R
e−y

2 ||u(· − 2y
√
k)− u(·)||L1dy → 0.

Assim as funções concordam em quase toda a parte.

2Seja u : R2 → R mensurável. Se ||u(·, y)|| ∈ L1(R) então ||
∫
R u(·, y)dy||L1 ≤

∫
R||u(·, y)||L1dy
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Capítulo 2 Operadores fraccionários

Vamos agora ver que forma toma a transformada de Fourier da derivada de uma

função que está num espaço mais restrito que L1(R), isto porque o operadorw de

Riesz está ligado a estes conceitos. Para isso vamos precisar do espaço das funções

absolutamente contínuas.

De�nição 2. Dizemos que u é absolutamente contínua em Ω ⊂ R e escrevemos

u ∈ AC(Ω) se para qualquer ε > 0 existir δ > 0 tal que para qualquer conjunto

�nito de intervalos disjuntos [ak, bk], k = 1, ..., n que veri�quem
∑n

k=1(bk − ak) < δ

implique
∑n

k=1|u(bk)− u(ak)| < ε.

Dizemos que u ∈ AC(R) se u ∈ AC(Ω), ∀Ω ⊂ R e u for de variação �nita em

todo o R. Dizemos ainda que u ∈ ACn(R) se u e as derivadas u(1), .., u(n) forem

absolutamente contínuas em R.

Observação 1. Pelo Teorema Fundamental do Cálculo Integral de Lebesgue são

equivalentes [13]:

(1) u ∈ AC(R)

(2) u tem primeira derivada u′ quase em toda a parte, u′ ∈ L1(R) e

u(x) = C +

∫ x

−∞
u′(t)dt.

Provamos agora uma relação entre a transformada de Fourier da derivada de uma

função e a transformada de Fourier da própria função.

Teorema 2. Seja u ∈ L1(R) ∩ACn−1(R) e u(n) ∈ L1(R). Então

F[u(n)](ξ) = (iξ)nû(ξ)

Demonstração. Uma vez que u ∈ ACn−1(R) os integrais iterados∫ 1

0
· · ·
∫ 1

0
u(n)(x+ x1 + · · ·+ xn)dx1 · · · dxn

estão bem de�nidos. Fazendo integração por partes sucessivamente vem∫ 1

0
· · ·
∫ 1

0
u(n)(x+ x1 + · · ·+ xn)dx1 · · · dxn =

=

∫ 1

0
· · ·
∫ 1

0
u(n−1)(x+ 1 + x2 + · · ·+ xn)− u(n−1)(x+ x2 + · · ·+ cn)dx2 · · · dxn

= · · ·

=
n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
u(x+ k).
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2.2 A derivada fraccionária de Riemann-Liouville

Tendo em conta a lineariedade da transformada, o Lema 1 e a fórmula para o binómio

de Newton, a transformada de Fourier desta expressão é
n∑
k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
eiξkû(ξ) = (eiξ − 1)nû(ξ). (2.2)

Por outro lado, podemos escrever∫ 1

0
· · ·
∫ 1

0
u(n)(x+ x1 + · · ·+ xn)dx1 · · · dxn = ((v∗)n ∗ u(n))(x),

onde v(x) =
√

2π1[−1,0] e (v∗)n representa a n-ésima convolução v ∗ v · · · ∗ v. Temos

que:

1√
2π

∫
R
v(x)e−ixξdx =

∫ 0

−1
e−ixξdx

=


eiξ−1
iξ , ξ 6= 0

1, ξ = 0

Tendo outra vez em conta o Lema 1 vem para ξ 6= 0

F[((v∗)n ∗ u(n))](ξ) =

(
eiξ − 1

iξ

)n
F(u(n))(ξ). (2.3)

Juntando 2.2. e 3.3. e tendo em conta a continuidade das transformadads dada pelo

Lema 2 o resultado é válido para qualquer ξ em R.

2.2. A derivada fraccionária de Riemann-Liouville

De�namos em primeiro lugar os integrais fraccionais de Riemann-Liouville, cuja mo-

tivação vem da fórmula para integrais iterados de Cauchy, substituindo-se o operador

factorial pela função gama [6]. Seja z ∈ C tal que Re(z) > 0. Então o valor da função

gama em z é dado por

Γ(z) =

∫
R+

tz−1e−tdt.

Fazendo integração por partes vê-se que para n ∈ N

Γ(n) = (n− 1)!.

De�nição 3. Seja α ∈ (0, 1). O integral fraccionário de Riemann-Liouville de ordem

α à esquerda é de�nido por

Iα+u(x) =
1

Γ(α)

∫ x

−∞

u(t)

(x− t)1−αdt (2.4)

e o integral fraccionário de Riemann-Liouville à direita é de�nido por

Iα−u(x) =
1

Γ(α)

∫ ∞
x

u(t)

(t− x)1−αdt. (2.5)

7



Capítulo 2 Operadores fraccionários

Interessa-nos saber para que funções esta representação faz sentido. Para isso

recordemos algumas desigualdades.

Teorema 3. Sejam f, g ∈ L1(R), h ∈ L∞(R). Então∫
R
|f(x)h(x)|dx ≤ ||f ||1||h||∞

e ∫
R
|(f ∗ g)(x)|dx ≤ ||f ||1||g||1.

Estas desigualdades são aa desigualdades de Hölder e de Young [4], respectiva-

mente, aplicadas a funções em L1. Fazendo a mudança de variável t = x− t em (2.4)

escrevamos

Iα+u(x) =
1

Γ(α)

(∫ 1

0
tα−1u(x− t)dt+

∫ ∞
1

tα−1u(x− t)dt
)
. (2.6)

O primeiro integral está bem de�nido tendo em conta a desigualdade de Young e o

segundo está bem de�nido pela desigualdade de Hölder. Do mesmo modo se prova

a existência do integral fraccionário à direita.

A de�nição de derivada fraccionária surge naturalmente da noção de integral

fraccionário que de�nimos na De�nição 3.

De�nição 4. Seja α > 0 e n ∈ N tal que n− α ∈ (0, 1). A derivada fraccionária de

Riemann-Liouville de ordem α à esquerda é dada por

Dα
+(x) =

∂n

∂xn
(In−α+ u(x)) (2.7)

e a derivada fraccionária de Riemann-Liouville de ordem α à direita é dada por

Dα
−(x) = (−1)n

∂n

∂xn
(In−α− u(x)). (2.8)

Queremos agora saber quando é que as derivadas fraccionais estão bem de�nidas.

Apresentamos o resultado para o caso α ∈ (0, 1).

Teorema 4. Seja u ∈ AC(R) tal que u(x)→ 0 quando x→ −∞ e α ∈ (0, 1). Então

Dα
+(x) existe quase em toda a parte e está em L1(R).

Demonstração. Por hipótese, podemos escrever u na forma

u(x) =

∫ x

−∞
u′(t)dt

8



2.3 O operador de Riesz

com u′ ∈ L1(R) uma vez que u(x) tende para 0 para x→ −∞. Assim vem que

I1−α
+ u(x) =

1

Γ(1− α)

∫ x

−∞
(x− t)−α

∫ t

−∞
u′(s)dsdt

=
1

Γ(1− α)

∫ x

−∞

∫ t

−∞
u′(s)(t− s)−αdtds.

O segundo integral é integrável por (2.6), pelo que I1−α
+ u(x) é absolutamente contínua

e tem primeira derivada, no sentido da de�nição, em L1(R).

Deste resultado, segue agora facilmente a existência de derivada fraccionária para

qualquer α > 0.

Corolário 1. Seja α > 0 e n ∈ N tal que n − α ∈ (0, 1). Se u ∈ ACn−1(R) e

u(x) → 0 quando x → −∞ então Dα
+(x) existe em quase toda a parte e está em

L1(R).

Observação 2. O resultado anterior diz somente respeito à derivada fraccionária à

esquerda. Um tratamento análogo para a derivada fraccionária à direita conduz aos

mesmos resultados, tendo de se exigir que a função desvaneça agora para +∞.

2.3. O operador de Riesz

A de�nição do operador de Riesz é muitas vezes dada em termos da transformada

de Fourier. Por exemplo, para o operador de Laplace clássico, isto é, −∆ = − ∂
∂v2 ,

temos

F((−∆)u)(ξ) = |ξ|2û(ξ)

desde que u ∈ AC1(R) ∩ L1(R). Segue de seguida a de�nição para o operador de

Riesz [1] [4] [20].

De�nição 5. Seja α ∈ (1, 2). O operador de Riesz é dado por

((−∆)α/2u)(x) = F−1(|ξ|αF(u))(x).

Antes de vermos o espaço de funções em que este operador está bem de�nido

precisamos do resultado que enunciamos em seguida.

Lema 3. Seja α ∈ (1, 2) e u ∈ ACn−1(R) ∩ L1(R). Então existe M > 0 tal que

|F(u)(ξ)| ≤ (1 + |ξ|n)−1M.

9



Capítulo 2 Operadores fraccionários

Demonstração. Pelo Lema 2 e uma vez que u(k), para k = 0, 1, ..., n, temos que

F(u(k)) ∈ C0(R) =⇒ ∃Mk≥0 |F(u(k))(ξ)| ≤Mk, ∀x ∈ R.

Pelo Teorema 2 vem que para estes valores de k

|ξ|k|F(u)(ξ)| ≤Mk, ∀ξ ∈ R.

Então existe M ≥ 0 tal que

|(1 + |ξ|)n|F(u)(ξ)| ≤M =⇒ |F(u)(ξ)| ≤ (1 + |ξ|n)−1M.

Estamos agora em condições de estabelecer o espaço de funções onde o operador

de Riesz está bem de�nido:

Teorema 5. Seja u ∈ AC3(R) ∩ L1(R). Então, para x ∈ R, o operador

((−∆)α/2u)(x) = F−1(|ξ|αF(u))(x)

está bem de�nido.

Demonstração. Pelo lema anterior existe M > 0 tal que

|F(u)(ξ)| ≤ (1 + |ξ|4)−1M.

Uma vez que |ξ|α ≤ 1 + |ξ|2 ≤ (1 + |ξ|)2, ∀ξ ∈ R podemos escrever∫
R
|ξα||F(u)(ξ)|dξ ≤

∫
R

(1 + |ξ|)2|F(u)(ξ)|dξ

≤M
∫
R

(1 + |ξ|)−2dξ

= 2M <∞.

Então |ξ|αF(u) ∈ L1(R) e podemos tomar a inversa de Fourier.

2.4. O operador de Riesz na forma integral

O operador de Riesz é por vezes apresentado numa forma integral.

De�nição 6. Seja α ∈ (1, 2). O operador de Riesz na forma integral é dado por

(−∆)α/2u(x) =
1

2 cos(απ2 )Γ(2− α)

∂

∂x2

(∫
R

u(x)

|x− t|α−1
dt

)
.
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2.4 O operador de Riesz na forma integral

Esta forma integral pode ser escrita em termos das derivadas fraccionárias de

Riemann-Liouville à esquerda e à direita, ou seja

(−∆)α/2u(x) =
1

2 cos(απ2 )
(Dα

+u(x) +Dα
−u(x))

ondeDα
+u,D

α
−u são, respectivamente, as derivadas fraccionárias de Riemann-Liouville

de ordem α de u à esquerda e à direita.

Vamos veri�car que as De�nições 5 e 6 são equivalentes. Para isso, precisamos

primeiro de um resultado auxiliar de análise complexa, apresentado no lema que se

segue.

Lema 4. Seja α ∈ (1, 2). Então∫ ∞
0

e−iyy1−αdy = iα−2Γ(2− α). (2.9)

Demonstração. Consideremos a função f(z) = z1−αe−iz, z ∈ C. Consideremos ainda

a curva da Figura 2.1, orientada no sentido dos ponteiros do relógio de maneira a

incluir o intervalo que desejamos. Tendo em conta que a função é holomorfa dentro

Figura 2.1: Curva anelar para o cálculo do integral 2.9.

e fora da curva, pelo Teorema de Cauchy vem∫
Υ
f(z)dz = 0.

Por outro lado, temos que∫
Υ
f(z)dz =

∫
Υ1

f(z)dz +

∫
Υ2

f(z)dz +

∫
Υ3

f(z)dz +

∫
Υ4

f(z)dz.

11



Capítulo 2 Operadores fraccionários

Ora

|
∫

Υ2

f(z)dz| = |
∫ −π

2

0
f(Reiθ)Rieiθdθ|

≤ |
∫ −π

2

0
(Reiθ)1−αe−iRe

iθ
Rieiθ|dθ

≤
∫ π

2

0
R2−αe−R sin(θ)dθ.

Pela desigualdade de Jordan3∫ π
2

0
R2−αe−R sin(θ)dθ ≤ R2−α

∫ π
2

0
e−R

2
π
θdθ

= R1−απ

2
(1− e−R)→ 0.

Do mesmo modo temos que ∫
Υ4

f(z)dz → 0.

Assim,

0 =

∫ R

ε
t1−αe−itdt+

∫ ε

R
(−it)1−αe−i(−it)(−i)dt

e vem o resultado pretendido observando que∫ ε

R
(−it)1−αe−i(−it)(−i)dt = (−i)2−α

∫ ε

R
t1−αe−tdt

= (i−1)2−αΓ(2− α)

= iα−2Γ(2− α).

Estamos então em condições de provar que efectivamente há uma equivalência

entre as duas de�nições.

Teorema 6. Para α ∈ (1, 2), seja (−∆)α/2 o operador de Riesz na forma integral.

Então se u ∈ L1(R) ∩AC1(R) tem-se

F((−∆)α/2u)(ξ) = |ξ|αû(ξ).

Demonstração. Devido à lineariedade da transformada de Fourier, o cálculo da trans-

formada do operador remete-se ao cálculo das transformadas das derivadas fraccio-

nárias laterais de Riemann-Liouville. Façamos a prova para a derivada fraccionária

3 2
π
≤ sin(θ)

θ
≤ 1, 0 < θ ≤ π

2

12



2.5 O potencial de Riesz

à esquerda de ordem α:

F(Dα
+u)(ξ) = F

(
1

Γ(2− α)

∂2

∂x2

∫ x

−∞

u(t)

(x− t)α−1
dt

)
(ξ)

=
1

Γ(2− α)
F

(
∂2

∂x2

∫ x

−∞

u(t)

(x− t)α−1
dt

)
(ξ)

=
1

Γ(2− α)
(iξ)2F

(∫ x

−∞

u(t)

(x− t)α−1
dt)

)
(ξ)

tendo em conta o Lema 2.2. Fazendo a mudança de variável t = x− t vem

∫ x

−∞

u(t)

(x− t)α−1
dt =

∫ ∞
0

t1−αu(x− t)dt.

Aplicando a transformada de Fourier a este resultado e usando Fubini e o Lema

2.3 obtemos∫
R
e−i2πξx

∫ ∞
0

t1−αu(x− t)dtdx =

∫ ∞
0

t1−α
∫
R
e−i2πξxu(x− t)dxdt

=

∫ ∞
0

e−i2πξtt1−αdtû(ξ)

=

∫ ∞
0

e−it
t1−α

(2πξ)1−α
dt

2πξ
û(ξ)

= (2πξ)α−2

∫ ∞
0

e−itt1−αdtû(ξ).

Tendo agora em conta o Lema anterior vem

F(Dα
+u)(ξ) =

(iξ)2

Γ(2− α)
(ξ)α−2iα−2Γ(2− α)û(ξ)

= (iξ)αû(ξ).

De maneira análoga prova-se que F(Dα
−u)(ξ) = (−iξ)αû(ξ). Podemos agora

escrever

F((−∆)
α
2 u)(ξ) =

1

2 cos(απ2 )
(F(Dα

+u)(ξ) + F(Dα
−u)(ξ))

=
1

2 cos(απ2 )
((iξ)αû(ξ) + (−iξ)αû(ξ))

=
1

2 cos(απ2 )
|ξ|α(iα + (−i)α)û(ξ)

=
1

2 cos(απ2 )
|ξ|α(cos(

απ

2
sgn(ξ))+

+ i sin(
απ

2
sgn(ξ)) + cos(−απ

2
sgn(ξ)) + i sin(−απ

2
sgn(ξ))û(ξ)

=
1

2 cos(απ2 )
|ξ|α(2 cos(

απ

2
)) = |ξ|αû(ξ).
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Capítulo 2 Operadores fraccionários

2.5. O potencial de Riesz

Vamos introduzir o potencial de Riesz que vai ser mencionado na teoria desenvolvida

na secção 3.1.1 sobre diferenças centradas.

De�nição 7. Seja α > −1. O potencial de Riesz é dado por

Pαu(x) =
1

2Γ(−α) cos(απ/2)

∫
R
u(t)|x− t|−α−1dt.

Este integral está bem de�nido para valores de α ∈ (−1, 0), por (2.6). Notamos

ainda para estes valores de α a relação com o integral fraccionário de Riemann-

Liouville pela fórmula

Pαu(x) =
1

2 cos(απ/2)

(
Iα+u(x) + Iα−u(x)

)
,

que nos faz lembrar a fórmula integral para o operador de Riesz. Para valores de

α > 0 não conseguimos garantir a convergência deste integral como �zemos para

2.6, uma vez que as funções integrandas já não satisfazem as condições do Teorema

3. Contudo, se considerarmos este integral no sentido de Hadamard conseguimos

estabelecer um paralelismo entre o potencial de Riesz com α > 0 e operador de Riesz

que temos considerado.

É este tratamento que fazemos de seguida. Começamos por de�nir o integral

segundo Hadamard.

De�nição 8. Seja φ(t) uma função integrável num intervalo ε < t < T para qualquer

T > 0 e 0 < ε < T . Dizemos que φ tem a propriedade de Hadamard no ponto t = 0

se existirem constantes ak, λk > 0, k = 1, ..., N e b tais que∫ T

ε
φ(t)dt =

N∑
k=1

akε
−λk + b ln(

1

ε
) + J0(ε),

onde limε→0 J0(ε) existe e é �nito. A

p.f.

∫ T

0
φ(t)dt = lim

ε→0
J0(ε)

chamamos integral no sentido de Hadamard. Se φ é integrável para T → ∞, escre-

vemos ainda

p.f.

∫ ∞
0

φ(t)dt = p.f.

∫ T

0
φ(t)dt+

∫ ∞
T

φ(t)dt.

Finalizamos este capítulo com um resultado cuja demonstração omitimos por ser

extensa.
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2.5 O potencial de Riesz

Teorema 7. Seja α ∈ (1, 2) e m ∈ N tal que m − 1 < α < m. Seja ainda u ∈ Cm

tal que u(m) é localmente contínua à Hölder com ordem λ, 0 ≤ λ < 1. Então

Dα
+u(x) =

1

Γ(−α)
p.f.

∫ x

−∞

u(t)

(x− t)α+1

e

Dα
−u(x) =

1

Γ(−α)
p.f.

∫ ∞
x

u(t)

(t− x)α+1
.
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Capítulo 3

Método numérico segundo

diferenças centradas

O objectivo deste capítulo é apresentar um método numérico de segunda ordem

para a resolução da equação fraccionária do calor em que o operador de difusão é

representado pelo operador de Riesz integral que já vimos anteriormente.

A formulação de um problema de difusao em R será da forma

ut(x, t) = −k(−∆)α/2u(x, t) + s(x, t), (x, t) ∈ R× R+
0 , (3.1)

com condição inicial

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R. (3.2)

Suponhamos que queremos de�nir este problema num Ω ⊂ R, com Ω = (a, b).

Como o operador de Riesz é não-local, o problema é de�nido pela equação (3.1), a

condição inicial 3.2 e está sujeito à condição de fronteira dada por

u(x, t) = 0, x ∈ R/Ω.

Esta condição de fronteira é usualmente interpretada �sicamente como a existên-

cia de um bloco sólido que absorve as partículas, já que pela natureza dos saltos

arbitrariamente longos as partículas poderiam saltar a fronteira e não ser absorvi-

das. Outras condições de fronteira que não as nulas não podem ser associadas tão

facilmente a este tipo de problemas devido à sua não-localidade.

Podemos reformular o problema apresentado para um problema equivalente, de-

�nindo o operador de Riesz integral em Ω = (a, b) por

(−∆)
α/2
a,b u(x) =

1

2 cos(απ2 )

∂

∂x2

(∫
Ω

u(x)

|x− t|α−1
dt

)
. (3.3)

Queremos agora determinar u que satisfaça

ut(x, t) = −k(−∆)α/2u(x, t) + s(x, t), (x, t) ∈ Ω× R+
0 , (3.4)

com condição inicial

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (3.5)
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Capítulo 3 Método numérico segundo diferenças centradas

com condições de fronteira de Dirichlet homogéneas.

Para a resolução numérica desta equação necessitamos de discretizar o operador

(−∆)α/2. O método que vamos utilizar é apresentado em [18], inspirado no trabalho

de diferenças fraccionárias desenvolvido em [14].

3.1. As diferenças centradas

Começamos por apresentar o conceito de diferenças centradas e a sua ligação com

o operador de Riesz já referido no último capítulo. Este capítulo incide fortemente

sobre a área de análise complexa, por motivos que irão surgir ao longo do texto. É

óbvio que os resultados considerados para qualquer z ∈ C são também válidos para

qualquer x ∈ R. Comecemos portanto por relembrar algumas de�nições:

De�nição 9. Uma função diz-se holomorfa num aberto A ⊆ C se for diferenciável

em todos os pontos z ∈ A.

Relembremos que se uma função é holomorfa num aberto A ⊆ C, então para

qualquer z ∈ A o valor da função em z pode ser descrito por uma série de potências

convergente em torno desse ponto.

Seja u uma função de variável complexa e h > 0 e consideremos o operador de

diferenças centradas

∆u(z) = u(z +
h

2
) + u(z − h

2
)

que, aplicado n vezes, dá origem a

∆nu(z) =

n
2∑

k=−n
2

(−1)
n
2
−k n!

(n2 + k)!(n2 − k)!
u(z − kh).

Tendo em conta a extensão natural do factorial para os reais com recurso à

função gamma, que já explorámos anteriormente, de�nimos de seguida a diferença

fraccionária centrada.

De�nição 10. Seja u uma função real de variável complexa, α > −1 não inteiro e

h > 0. Chamamos diferença fraccionária centrada de ordem α a

∆α
hu(z) =

+∞∑
k=−∞

(−1)k
Γ(α+ 1)

Γ(α2 + k + 1)Γ(α2 − k + 1)
u(z − kh).

Averiguemos a convergência desta série. Para simpli�car a notação de�namos

gk = (−1)k
Γ(α+ 1)

Γ(α2 + k + 1)Γ(α2 − k + 1)
. (3.6)
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3.1 As diferenças centradas

Temos que gk = g−k. É fácil de ver que g0 > 0 e que podemos escrever

gk+1 =
(−1)k+1Γ(α+ 1)

Γ(α2 + k + 2)Γ(α2 − k)

=
−(−1)kΓ(α+ 1)(α2 − k)

Γ(α2 + k + 1)Γ(α2 − k + 1)(α2 + k + 1)

= −
α
2 − k

α
2 + k + 1

gk.

Temos então o seguinte resultado.

Lema 5. Seja α > −1 não inteiro. Então

g0 > 0,

gk < 0, k ≥ 1.

Obtemos agora o resultado �nal da convergência deste série.

Teorema 8. Seja u uma função real de variável complexa limitada e α > −1 não

inteiro. Então a série dada pela de�nição 2 é absolutamente convergente.

Demonstração. Temos o seguinte resultado [4]:

Γ(z + a)

Γ(z + b)
= za−b

(
1 +

N∑
k=1

ck
zk

+O(z−N−1)

)
, |z| → ∞, (3.7)

válido para|arg(z + a)| < π. Relembremos ainda a fórmula de re�exão de Euler [3]:

Γ(1− z)Γ(z) =
π

sin(πz)
, (3.8)

Fazendo β = α
2 − k temos

gk =
Γ(α+ 1)

Γ(β + 1)Γ(α− β + 1)

=
sin((β − α)π)Γ(α+ 1)

π

Γ(β − α)

Γ(β + 1)

→ sin((β − α)π)Γ(α+ 1)

π
β−α−1

(
1 +

N∑
k=1

ck
βk

+O(β−N−1)

)
e portanto gk = O(k−α−1).

3.1.1. Das diferenças centradas ao operador de Riesz na forma integral

A ideia desta secção é considerar os termos do somatório como os resíduos de uma

função holomorfa em todo o plano complexo excepto nos pontos x = nh, n ∈ Z, onde

terá pólos simples. Para conseguirmos isto, vejamos onde é que a função gamma

não é holomorfa no plano complexo e construamos uma função a partir desse estudo.

Começamos por enunciar o Teorema dos Resíduos:
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Capítulo 3 Método numérico segundo diferenças centradas

Teorema 9. Seja u uma função holomorfa dentro e ao longo de um ciclo C orientado

positivamente excepto num número �nito de pólos a1, ..., aN localizados dentro do

ciclo C. Então ∫
C
u(z)dz = 2πi

N∑
k=1

res{u(z), ak}.

Consideremos a função v de�nida, com z ∈ C �xo, por

v(w) = u(z + w)
Γ(wh )Γ(−w

h + 1)

Γ(wh + α
2 + 1)Γ(−w

h + α
2 + 1)

.

Se considerarmos u holomorfa em C, os resíduos desta função surgirão da função

gamma. É sabido que a função é holomorfa para Re(z) > 0. Vejamos o que acontece

quando Re(z) ≤ 0. Para isso, �xemos z0 tal que Re(z0) ≤ 0 e seja m ∈ N tal que

Re(z0 +m) > 0. Tendo em conta que Γ(z0 + 1) = z0Γ(z0) vem

Γ(z0 +m) = (z0 +m− 1)Γ(z0 +m− 1) = (z0 +m− 1) · · · (z0 + 1)z0Γ(z0)

e temos

Γ(z0) =
Γ(z0 +m)

Pm(z0)
.

Se tivermos Pm(z0) 6= 0, para z próximo de z0 a expressão

Γ(z) :=
Γ(z +m)

Pm(z)

de�ne uma função holomorfa. Como o polinómio Pm(z) tem raízes 0,−1, · · · ,−m

concluímos que a função gamma é holomorfa para todo o z ∈ C excepto nos inteiros

não positivos. Precisamos agora de calcular os resíduos desta função nestes pontos.

Para isso veja-se que, pela expressão obtida acima,

lim
z→−m

(z +m)Γ(z) = lim
z→−m

(z +m)
Γ(z +m+ 1)

Pm(z)(z +m)

=
Γ(1)

(−1) · · · (−m+ 1)(−m)

=
(−1)m

m!

pelo que a função gamma tem um pólo simples para z = −m, m ∈ N0, com resíduo
(−1)m

m! .

Visto isto, temos

Resw=nhv(w) = u(z + nh)
(−1)n

Γ(wh + α
2 + 1)Γ(−w

h + α
2 + 1)

Tendo então em conta o teorema dos resíduos podemos dar uma expressão integral

para estas diferenças centradas:

20



3.1 As diferenças centradas

De�nição 11. Seja u holomorfa em todo o plano complexo e α > −1. Então

∆αu(z) =
Γ(α+ 1)

2πih

∫
C
u(z + w)

Γ(wh )Γ(−w
h + 1)

Γ(wh + α
2 + 1)Γ(−w

h + α
2 + 1)

dw,

onde C é uma curva que contenha todos os polos simples da função v vistos anterior-

mente. Consideraremos tal curva como duas rectas in�nitamente perto do eixo real e

que se encontrem nos in�nitos, como um ciclo de Hankel estendido. A representação

deste ciclo pode ser vista na Figura 3.1.

Figura 3.1: Ciclo de Hankel estendido a toda a linha real.

A de�nição de derivada surge agora da forma habitual, dividindo a expressão para

as diferenças fraccionárias por hα e fazendo h → 0. Tendo em conta a propriedade

(3.1),

Γ(wh + a)

Γ(wh + b)
→
(
w

h

)a−b(
1 + hf

(
w

h

))
quando h→ 0, sendo f inteira para valores de h próximos da origem.

De�nição 12. Seja u uma função de variável complexa analítica perto do eixo real

e α ∈ (−1, 0). A representação integral para a derivada fraccionária considerada é

lim
h→0

∆αu(x)

hα
=

Γ(α+ 1)

2πi

∫
C
u(x+ w)

1

(w)
α
2

+1(−w)
α
2

dw,

onde C é a curva de integração referida na de�nição anterior.
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Vamos agora calcular este integral de maneira a obter o potencial de Riesz que

nos permite chegar à de�nição do operador de Riesz, como vimos na secção 2.4. Para

isto, vamos dividir a curva C em 4 curvas C1, C2, C3 e C4 separadas pelos eixos do

plano complexo, correspondendo C1 ao quadrante inferior esquerdo e percorrendo-

se o plano no sentido directo. No que se segue consideramos as rectas da curva

in�nitamente próximas.

Para a curva C1 fazemos a parametrização w = e−iπt, t ∈ (0,∞) (com conse-

quente inversão dos extremos de integração), de onde vem (−w) = t, pelo que este

integral toma a forma

−
∫ ∞

0
u(x− t) 1

tα+1e−
iαπ
2

dt

Do mesmo modo, para C2 temos a parametrização w = t, de onde vem (−w) =

eiπt, para C3 parametrizamos por w = t e temos (−w) = e−iπt e para C4 parame-

trizamos com w = eiπt e surge (−w) = t. Temos então os integrais respectivos

∫ ∞
0

u(x+ t)
1

tα+1e
iαπ
2

dt

−
∫ ∞

0
u(x− t) 1

tα+1e−
iαπ
2

dt

∫ ∞
0

u(x+ t)
1

tα+1e
iαπ
2

dt

onde o primeiro corresponde à curva C2, o segundo à curva C3 e o terceiro à curva

C4.

Posto isto e aplicando estes resultados à de�nição 2.3 vem

lim
h→0

∆αu(x)

hα
= −Γ(α+ 1)(e

iαπ
2 − e−

iαπ
2 )

2πi

∫ ∞
0

u(x− t) 1

tα+1
dt

− Γ(α+ 1)(e
iαπ
2 − e−

iαπ
2 )

2πi

∫ ∞
0

u(x+ t)
1

tα+1
dt

= −
Γ(α+ 1) sin(απ2 )

π

(∫ ∞
0

u(x− t) 1

tα+1
dt+

∫ ∞
0

u(x+ t)
1

tα+1
dt

)
= −

Γ(α+ 1) sin(απ2 )

π

∫
R
u(x− t) 1

|t|α+1
dt.

Tendo agora em conta que sin(2θ) = 2 sin(θ) cos(θ) e a fórmula de re�exão de
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Euler dada por (3.8) podemos reescrever

lim
h→0

∆αu(x)

hα
= −

Γ(α+ 1) sin(απ2 )

π

∫
R
u(x− t) 1

|t|α+1
dt

= −Γ(α+ 1) sin(απ)

2π cos(απ2 )

∫
R
u(x− t) 1

|t|α+1
dt

= − Γ(α+ 1)

2 cos(απ2 )Γ(α)Γ(1− α)

∫
R
u(x− t) 1

|t|α+1
dt

= − αΓ(α)

2 cos(απ2 )Γ(α)(−α)Γ(−α)

∫
R
u(x− t) 1

|t|α+1
dt

=
1

2 cos(απ2 )Γ(−α)

∫
R
u(x− t) 1

|t|α+1
dt = Pαu(x).

O potencial de Riesz relaciona-se com o operador de Riesz na forma integral pelo

Teorema 7 do capítulo anterior.

3.1.2. Um resultado importante e uma breve digressão pela transformada

de Fourier discreta

Nesta secção vamos mostrar um resultado essencial que nos ajudará a provar a con-

vergência do método numérico. Para isso precisaremos de considerar a transformada

de Fourier discreta.

De�nição 13. Seja u[n], para n ∈ Z, um conjunto discreto que toma valores em C.

Chamamos Transformada de Fourier Discreta à função periódica

F(u)(ω) =

∞∑
n=−∞

u[n]e−iωn, ω ∈ R.

A ideia será tratar os coe�cientes gk de�nidos em (3.6) como um conjunto discreto.

Contudo, precisamos de mais alguma teoria antes de avançar. Começamos pela

propriedade multiplicativa da convolução, aplicada agora à transformada discreta.

Lema 6. Sejam u[n], v[n], para n ∈ Z, dois conjuntos discretos que tomam valores

em C. Chamamos a

(u ? v)(k) =
∞∑

n=−∞
u[n]v[k − n]

convolução discreta de u com v. É ainda válida a seguinte relação:

F(u ? v) = F(u)F(v).
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Demonstração. Temos sucessivamente

F(u ? v)(ω) =
+∞∑

n=−∞
(u ? v)[n]e−iωn

=

+∞∑
n=−∞

e−iωn
+∞∑

m=−∞
u[m]v[n−m]

=
+∞∑

n=−∞

+∞∑
m=−∞

e−iωmu[m]e−iω(n−m)v[n−m]

=

+∞∑
m=−∞

e−iωmu[m]

( +∞∑
n=−∞

e−iω(n−m)v[n−m]

)

=

( +∞∑
m=−∞

e−iωmu[m]

)( +∞∑
k=−∞

e−iωku[k]

)
= F(u)(ω)F(v)(ω)

Vamos introduzir o conceito de autocorrelação.

De�nição 14. Seja u[n], para n ∈ Z, um conjunto discreto que toma valores em C.

A

Ru(k) =

+∞∑
n=−∞

u[n]u[n+ k]

chamamos autocorrelação de u com atraso k.

Existe uma relação extremamente interessante entre estes conceitos recentemente

introduzidos, que enunciamos de seguida:

Lema 7. Seja u[n], para n ∈ Z, um conjunto discreto que toma valores em C. Então

F(Ru)(ω) = F(u)(ω)F(u)(−ω)

Demonstração. Notemos que fazendo v[n] := u[−n], podemos escrever

(v ? u)[k] =
+∞∑

n=−∞
v[n]u[k − n]

=

+∞∑
n=−∞

u[−n]u[k − n]

=
+∞∑

n=−∞
u[n]u[k + n] = Ru(k)

pelo que pelo Lema anterior vem imediatamente o resultado, vendo somente que

F(v)(ω) =

+∞∑
n=−∞

u[−n]e−iωn =

+∞∑
n=−∞

u[n]eiωn = F(u)(−ω).
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Estamos agora em condições de provar o resultado de que falámos no início desta

secção e cuja importância voltamos a realçar: é o passo fulcral na prova da conver-

gência numérica do nosso método para a derivada espacial considerada na equação

do calor fraccionária.

Teorema 10. Seja α > −1 não inteiro. Então para todo o ω ∈ R,

|2 sin

(
ω

2

)
|α =

+∞∑
k=−∞

(−1)k
Γ(α+ 1)

Γ(α2 + k + 1)Γ(α2 − k + 1)
e−ikω.

Demonstração. Consideremos a função h[n] = (−1)n
(
α/2
n

)
, n ≥ 0. A transformada

de Fourier discreta obtém-se imediatamente:

F(h)(ω) =
+∞∑
n=0

(−1)n
(
α/2

n

)
e−iωn = (1− e−iω)α/2

pela teoria do desenvolvimento em série de potências de (1− z)α.

Calculemos agora Rh:

Rh(k) =
+∞∑
n=0

h[n]h[n+ k]

=
+∞∑
n=0

(−1)n
(
α/2

n

)
(−1)n+k

(
α/2

n+ k

)

= (−1)k
+∞∑
n=0

(
α/2

n

)(
α/2

n+ k

)

Tendo em conta que (
α/2

n

)
=

(−1)n(−α/2)n
n!

onde (−α/2)n = (−α/2)(−α/2 + 1)...(−α/2 +n−1) é o símbolo de Pochhammer [6]

vem

Rh(k) = (−1)k
+∞∑
n=0

(
α/2

n

)(
α/2

n+ k

)

= (−1)k
+∞∑
n=0

(−1)n(−α/2)n
n!

(−1)n+k(−α/2)n+ k

(n+ k)!

= (−1)k
+∞∑
n=0

(−1)k
(−α/2)n

n!

(−α/2)k(−α/2 + k)n
(k + 1)nk!

= (−1)k
(
α/2

k

) +∞∑
n=0

(−α/2)n(−α/2 + k)n
(k + 1)nn!

= (−1)k
(
α/2

k

)
F (−α/2,−α/2 + k; k + 1, 1)
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onde F (a, b; c; z) =
∑∞

n=0
(a)n(bn)zn

(c)nn! é a chamada função hipergeométrica de Gauss,

convergente para |z| ≤ 1 se c− a− b > 0 e que possui a propriedade [4])

F (a, b; c; z) =
Γ(c)Γ(c− a− b)
Γ(c− a)Γ(c− b)

.

Assim,

Rh(k) = (−1)k
(
α/2

k

)
F (−α/2,−α/2 + k; k + 1, 1)

= (−1)k
Γ(α/2 + 1)

Γ(k + 1)Γ(α/2− k + 1)

Γ(k + 1)Γ(α+ 1)

Γ(k + 1 + α/2)Γ(1 + α/2)

= (−1)k
Γ(α+ 1)

Γ(α/2 + k + 1)Γ(α/2− k + 1)
.

Visto isto vem

F(Rh)(ω) =

+∞∑
k=−∞

(−1)k
Γ(α+ 1)

Γ(α2 + k + 1)Γ(α2 − k + 1)
e−ikω.

Mas pelo Lema anterior,

F(Rh)(ω) = F(h)(ω)F(h)(−ω)

= (1− e−iw)α/2(1− eiw)α/2

= |2 sin(
w

2
)|α.

Observação 3. Notamos que tendo em conta o Lema 4 e fazendo ω = 0 no Teorema

10 vem que g0 =
∞∑

k=−∞
k 6=0

|gk|

3.2. O método numérico

Apresentamos agora o método numérico que tem como base estas diferenças centra-

das e estudamos a sua convergência.

Seja Ω = (a, b). Fixemos N ≥ 2 e seja h = 1
N o passo espacial. A malha será

constituída pelos pontos xi = a + nh, n = 1, ..., N − 1. A aproximação ao operador

diferencial espacial será
1

hα

n∑
k=−N+n

gkun−k,

Discretizamos no tempo com Crank-Nicolson, �xando um tecto T > 0, de�nindo

um número de passosM ≥ 1 e considerando o passo temporal τ = T
M , Com tm = τm,
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3.2 O método numérico

umn = u(xn, tm) e smn = s(xn, tm), param = 0, ..,M e n = 1, ..., N−1, temos o método

numérico

um+1
n − umn

τ
= − 1

2hα
k

( n∑
k=−N+n

gku
m+1
n−k +

n∑
k=−N+n

gku
m
n−k

)
+ s

m+ 1
2

n . (3.9)

Sejam Um = (um1 , . . . , u
m
N−1)T , Sm+ 1

2 = (s
m+ 1

2
1 , . . . , s

m+ 1
2

N−1 )T e

R =
τk

2hα



g0 g−1 g−2 g−N+1

g1 g0 g−1 · · · g−N+2

g2 g1 g0 g−N+3

...
. . .

gN−1 gN−2 gN−3 g0


.

O método na forma matricial é dado por

(I +R)Um+1 = (I −R)Um + τSm+ 1
2 .

3.2.1. Convergência do método

Nesta secção vamos discutir a convergência do método numérico.

Antes de provarmos a estabilidade do método, é conveniente lembrar o Teorema

de Gershgorin.

Teorema 11. Seja A uma qualquer matriz complexa n×n. Seja λ um valor próprio

da matriz A, com entradas aij , i, j = 1, .., n. Então

|λ− arr| ≤
n∑
k=1
k 6=r

|ark|.

Comecemos então a avaliar o método em si:

Teorema 12. O método (3.9) é incondicionalmente estável.

Demonstração. Pelo teorema anterior e pela observação 3 temos que um valor próprio

λ da matriz R é tal que

|λ− τk

2hα
g0| ≤

τk

2hα

n∑
k=−N+n
k 6=0

|gk| <
τk

2hα
g0

para qualquer n = 1, ..., N−1. Concluímos assim que os valores próprios da matriz R

são todos positivos. Assim, os valores próprios ξ da matriz de iteração (I+R)−1(I−

R) são tais que

|ξ| ≤ |1− λ|
|1 + λ|

< 1.
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Provamos em seguida o facto de que esta aproximação ao operador de Riesz é

efectivamente válida.

Teorema 13. Seja u ∈ AC4(R) ∩ L1(R) e α ∈ (1, 2). Seja ainda

∆α
hu(x) =

+∞∑
k=−∞

(−1)kΓ(α+ 1)

Γ(α2 + k + 1)Γ(α2 − k + 1)
u(x− kh).

Então
∆α
hu(x)

hα
= (−∆)α/2u(x) +O(h2),

onde(−∆)∗ é o operador de Riesz.

Demonstração. Começamos por notar que tendo em conta o Lema 1 do capítulo

anterior e o Teorema 10, se aplicarmos a transformada de Fourier a ∆α
hu temos

F(∆α
hu)(ξ) = |2 sin(

ξh

2
)|αû(ξ).

Dividindo por hα e somando e subtraindo |ξ|αû(ξ) obtemos

F(∆α
hu)(ξ)

hα
= |ξ|αû(ξ) + |ξ|α(|ξh|−α|2 sin(

ξh

2
)|α − 1)û(ξ). (3.10)

Notemos o factor |ξh|−α|2 sin( ξh2 )|α e façamos y = ξh para vermos que pela fórmula

de Taylor para a função seno e atendendo à expansão em série da função (1 − z)α

temos

|y|−α|2 sin(
y

2
)|α = |2

y
|α|sin(

y

2
)|α = |2

y
|α|y

2
−
(
y

2

)3 1

3!
+

(
y

2

)5 1

5!
− · · · |α

= |1−
(
y

2

)2 1

3!
+

(
y

2

)4 1

5!
− · · · |α ≤

(
1 + |

(
y

2

)2 1

3!
+ · · ·|

)α
≤ 1 + α|

(
y

2

)2 1

3!
+ · · ·|+

(
α

2

)
|
(
y

2

)2 1

3!
+ · · ·|2

≤ 1 + C1x
2,

com C1 = α
12 . Aplicando agora a inversa da transformada de Fourier a (2) surge

∆α
hu(x)

hα
= (−∆)

α
2 u(x) + v(x, h),

com v(x, h) = F−1(|ξ|α(|ξh|−α|2 sin( ξh2 )|α − 1)û(ξ)). Mas tendo em conta o Lema 3

do capítulo anterior

|v(x, h)| = 1√
2π
|
∫
R
eixξ|ξ|α(|ξh|−α|2 sin(

ξh

2
)|α − 1)û(ξ)dξ|

≤ 1√
2π

∫
R
|ξ|α||ξh|−α|2 sin(

ξh

2
)|α − 1||û(ξ)|dξ

≤ 1√
2π

∫
R
|ξ|α||C1ξh|2C0(1 + |ξ|)−5dξ

≤ C2
1C0h

2

√
2π

∫
R

(1 + |ξ|)α−3dξ

= Ch2,
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com C =
2C2

1kC0

(2−α)
√

2π
.

Apresentamos por último a prova da convergência do método.

Teorema 14. Seja ũ(x, t) ∈ AC4(R) ∩ L1(R) × C2(R) a solução da equação do

calor fraccionária num domínio fechado com condições de fronteira homogéneas e

u a solução obtida numéricamente a partir do método descrito por (3.9). Então u

converge para ũ quando h e τ tendem para zero.

Demonstração. Tendo em conta o teorema de Taylor obtemos

ũm+1
n − ũmn

τ
= ũt(xn,m+

1

2
) +O(τ2).

Pelo teorema 6 segue que

1

2hα

( n∑
k=−N+n

gkũ
m+1
n−k +

n∑
−N+n

gkũ
m
n−k

)
= (−∆)α/2ũ(xn,m+

1

2
) +O(h2).

Seja dado o erro emn em cada ponto da grelha (xn, tm) por emn = umn − ũmn . Substi-

tuindo umn em (3.4) e tendo em conta as aproximações anteriores temos

em+1
n +

kτ

2hα

n∑
k=−N+n

gke
m+1
n−k = emn −

kτ

2hα

n∑
k=−N+n

gke
m
n−k + τO(τ2 + h2).

Matricialmente, temos

(I +R)Em+1 = (I −R)Em + τO(τ2 + h2), E0 = 0,

onde m = 0, 1, ...,M − 1. Ora fazendo S = (I +R)−1(I −R) e U = τO(τ2 +h2)(I +

R)−1 temos

Em+1 = (Sm + Sm−1 + · · ·+ I)U.

Tendo em conta o teorema 5, sabemos que ||S∗||2 < 1, onde tomámos a norma

espectral. Assim

||Em+1||2 ≤M ||U ||2,

Por outro lado, como vimos no teorema 5

||U ||2 < τO(τ2 + h2)(1 +
τk

hα
g0) < C1O(τ2 + h2).

Temos então ||Em+1||2 ≤ C2O(τ2 + h2)→ 0.
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3.2.2. Testes numéricos

Para testar a validade do método que descrevemos, resolvamos numericamente o

problema


ut(x, t) = −(−∆)

α
2 u(x, t) + s(x, t), x ∈ (0, 1), t ∈ R+

u(x, t) = u(x, t) = 0, x ∈ R/(0, 1), t ∈ R+

u(x, 0) = x2(1− x)2, x ∈ (0, 1)

(3.11)

onde

s(x, t) = −e−tx2(1− x)2 +
e−t

cos(απ2 )

(
x2−α + (1− x)2−α

Γ(3− α)
− 6(x3−α + (1− x)3−α)

Γ(4− α)

+
12(x4−α + (1− x)4−α)

Γ(5− α)

)
.

que tem a solução exacta

u(x, t) = e−tx2(1− x)2. (3.12)

Nas Tabelas 3.1 a 3.4 apresentamos o erro máximo em módulo para diferentes

valores de α, �xando ora o passo temporal ora o passo espacial. As ordens de

convergência foram calculadas para o passo espacial fazendo σh =
log(

eh
eh/2

)

log(2) e de

modo análogo para o passo temporal obtivemos στ .

α h = 0.01 h = 0.005 σh

1.2 4.7588× 10−6 1.3740× 10−6 1.7922

1.4 5.4728× 10−6 1.3849× 10−6 1.9834

1.6 8.0114× 10−6 1.8910× 10−6 2.0829

1.8 1.2222× 10−5 2.9395× 10−6 2.0558

Tabela 3.1: Máximo dos módulos dos erros e ordens de convergência observadas para

diferentes valores de α quando (x, t) ∈ (0, 1)× (0, 1) e para τ = 0.001.
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α τ = 0.01 τ = 0.005 στ

1.2 3.8222× 10−7 6.9998× 10−8 2.4490

1.4 4.1240× 10−7 8.1877× 10−8 2.3325

1.6 4.3492× 10−7 8.5014× 10−8 2.3550

1.8 4.3722× 10−7 6.2281× 10−8 2.8115

Tabela 3.2: Máximo dos módulos dos erros e ordens de convergência observadas para

diferentes valores de α quando (x, t) ∈ (0, 1)× (0, 1) e para h = 0.001.

α h = 0.01 h = 0.005 σh

1.2 4.7015× 10−6 1.3242× 10−6 1.8280

1.4 5.0189× 10−6 1.4328× 10−6 1.8085

1.6 7.5140× 10−6 1.5075× 10−6 2.3174

1.8 1.1683× 10−5 2.3997× 10−6 2.2835

Tabela 3.3: Máximo dos módulos dos erros para diferentes valores de α quando

(x, t) ∈ (0, 1)× (0, 10) e para τ = 0.01.

α τ = 0.1 τ = 0.05 στ

1.2 4.1763× 10−5 1.0384× 10−5 2.0079

1.4 4.6128× 10−5 1.1441× 10−5 2.0114

1.6 5.0516× 10−5 1.2526× 10−5 2.0118

1.8 5.5700× 10−5 1.3581× 10−5 2.0361

Tabela 3.4: Máximo dos módulos dos erros e ordens de convergência observadas para

diferentes valores de α quando (x, t) ∈ (0, 1)× (0, 10) e para h = 0.01.
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Capítulo 4

Técnica de transmissão de matriz

Neste capítulo vamos resolver numericamente a equação do calor fraccionária, onde

o operador de difusão é representado pelo operador de Riesz espectral.

Começamos por descrever este operador e algumas das suas propriedades. Apre-

sentamos de seguida o método numérico conhecido como a técnica de matriz de

transmissão, associado ao operador de Riesz na espectral. No �nal, discutimos a

relação entre as soluções para a equação do calor fraccionária quando o operador de

Riesz é dado na forma integral e na forma espectral.

4.1. O operador de Riesz como um operador espectral

Consideremos o problema de valores próprios para o operador de Laplace em (a, b):
∆v + λv = 0

v(a) = v(b) = 0

É sabido que existem uma in�nidade de valores próprios λk > 0 e correspondentes

vk que satisfazem esta equação. Mais interessante ainda, o conjunto {vk}k∈N é uma

base ortonormada de L2(a, b). Assim, para qualquer f ∈ L2(a, b), temos

f =
∑
N

(f, vk)vk

e

−∆f =
∑
N
λk(f, vk)vk

Visto isto, muitos autores consideram que o operador (−∆)α/2 pode ser de�nido da

forma que se segue.

Suponhamos que o operador de Laplace (−∆) tem um conjunto de vectores pró-

prios {vk}k∈N que formam uma base ortonormada em L2 para uma região limitada

Ω ⊂ R tais que vk = 0 em ∂Ω e um conjunto de valores próprios correspondentes

{λk}k∈N. Seja

Uα = {u =

∞∑
n=1

cnvk, cn = (u, vk) :

∞∑
n=1

|cn|2|λn|
α
2 <∞}
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(onde (f, g) =
∫

Ω f(x)g(x)dx). Então para toda a função u ∈ Uα, (−∆)
α
2 é de�nido

por

(−∆)
α/2
S u =

∞∑
n=1

cnλ
α
2 vk. (4.1)

Contudo, a relação entre esta de�nição e as apresentadas nos capítulos anteriores

não é clara na literatura onde é introduzida e muitas vezes parecem ser tratadas como

a mesma. Em alguns artigos iniciais são dadas como equivalentes [11] [12]. Posterior-

mente o discurso alterou-se para "apesar de matemáticamente não equivalente, pode

ser usada para obter aproximações numéricas úteis" [16]. Instaurou-se a confusão na

literatura, havendo por um lado mistura entre as duas de�nições [30] [28] [25] [29] [19],

e por outro dando-se a esta nova de�nição uma interpretação física que não lhe está

necessariamente inerente [23] [17].

Servadei e Valdinoci [26] comparam este operador com o da de�nição para o

operador de Riesz dada por

((−∆)
α/2
R u)(x) = c(α)pv

∫
R

u(x)− u(y)

|x− y|α+1
dy

(onde c(α) é uma constante normalizante) e chegaram a um resultado interessante

que vale a pena enunciar:

Teorema 15. Os operadores (−∆)
α/2
S e (−∆)

α/2
R são diferentes, na medida em que:

• O primeiro valor próprio de (−∆)
α/2
R é estritamente inferior ao primeiro valor

próprio de (−∆)
α/2
S .

• As funções próprias de (−∆)
α/2
R são no máximo contínuas à Hölder até à fron-

teira, enquanto que as funções próprias de (−∆)
α/2
S são tão suaves quanto a

fronteira o permitir.

Não vamos trabalhar com o operador dado por (−∆)∗R, mas para situar o leitor

referimos apenas que este é o potencial de Riesz visto no capítulo 2 normalizado [4].

Este operador partilha a propriedade que provámos no Teorema 6 para o operador

de Riesz na forma integral [20].

4.2. Condições de fronteira e solução analítica da equação

fraccionária do calor

A de�nição do operador de Riesz neste sentido espectral tem uma característica

importante que a distingue das apresentadas nos capítulos anteriores. Enquanto que
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o operador de Riesz de�nido pelo tratamente de Fourier, na forma integral ou como

potencial de Riesz, exige uma função de�nida para todos os valores de x ∈ R, este

está de�nido num intervalo limitado, o que permite de�nir condições de fronteira de

Dirichlet e até outras. Como o nosso objectivo é comparar esta de�nição com as

dadas anteriormente, mantemos as condições de Dirichlet homogéneas.

A obtenção de solução analítica é relativamente simples. Recorremos ao método

de separação de variáveis. Queremos resolver o problema
ut(x, t) = −k(−∆)α/2u(x, t) + s(x, t), (x, t) ∈ Ω× R+

0

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω

u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω.

Consideremos a equação diferencial homogénea. e façamos u(x, t) = N(t)M(x).

Substituindo vem

N ′(t)M(x) = −kN(t)(−∆)α/2M(x).

Queremos resolver então os problemas
(−∆)α/2M(x) = λM(x), x ∈ Ω

M(x) = 0, x ∈ ∂Ω

, N ′(t) = −kλN(t).

Atendendo ao exposto anteriormente, as soluções do problema de valores próprios

são as funções vn, n ∈ N, que satisfazem o problema de valores próprios associado ao

operador de Laplace e os valores próprios são os valores próprios associados a este

problema agora elevados a α
2 . Atentendo às condições de fronteira temos:

vn = sin(nπx|Ω| )

λn = (nπ|Ω|)
α

Substituindo na separação de variáveis surge

u(x, t) =
+∞∑
n=1

wne
−kt( nπ|Ω| )

α

sin(
nπx

|Ω|
)

obtendo-se os coe�cientes wn fazendo

wn =
2

|Ω|

∫
ω
u0(x) sin(

nπx

|Ω|
)dx.

Para obter a solução exacta para a equação com termo fonte aplicamos o princípio
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de Duhamel. Fixamos τ > 0 e resolvemos
ut(x, t) = −k(−∆)α/2u(x, t), (x, t) ∈ Ω× (τ,+∞)

u(x, τ) = s(x, τ), x ∈ Ω

u(x, τ) = 0, x ∈ ∂Ω.

Atendendo ao exposto anteriormente, a solução deste problema é dada por

u(x, t) =

+∞∑
n=1

yne
−k(t−τ)( nπ|Ω| )

α

sin(
nπ

|Ω|
),

com

yn =
2

|Ω|

∫
ω
s(x, τ) sin(

nπx

|Ω|
)dx.

Assim, a solução do problema original será

u(x, t) =

+∞∑
n=1

wne
−kt( nπ|Ω| )

α

sin(
nπx

|Ω|
) +

∫ t

0

+∞∑
n=1

yne
−k(t−τ)( nπ|Ω| )

α

sin(
nπ

|Ω|
)dτ.

4.3. Método numérico

Apresentamos agora o método numérico para resolver a equação fraccionária do calor

quando o operador de Riesz é de�nido na forma espectral. A técnica que vamos

apresentar toma o nome de técnica de transmissão de matriz(TTM).

Queremos resolver a equação diferencial

ut(x, t) = −k(−∆)α/2u(x, t) + s(x, t), (x, t) ∈ (a, b)× R+
0 ,

com condição inicial

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (a, b)

e sujeito a condições de fronteira de Dirichlet homogéneas.

Seja N ≥ 2 e seja h = 1
N o passo espacial. A malha será constituída pelos

pontos xi = a+nh, n = 1, ..., N−1. Consideremos a matriz de discretização espacial

associada ao operador de Laplace clássico

A =
1

h2



2 −1 0 · · · 0

−1 2 −1 · · · 0

0 −1 2 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 2


.
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Relembramos que por A ser real simétrica admite a factorização A = PDP−1, com

P ortogonal e D diagonal. A técnica de transmissão de matriz consiste em aproximar

o operador de Riesz pela matriz Aα/2 = PDα/2P−1.

Discretizamos no tempo com Crank-Nicolson. Fixando um tecto T > 0 e de�-

nindo um número de passosM ≥ 1 obtemos o passo temporal τ = T
M . Com tm = τm,

umn = u(xn, tm) e smn = s(xn, tm), para m = 0, ..,M e n = 1, ..., N − 1, de�namos

Um =



u(x1,mτ)
...

u(xn,mτ)
...

u(xN−1,mτ)


, Sm+1/2 =



s(x1, (m+ 1
2)τ)

...

s(xn, (m+ 1
2)τ)

...

s(xN−1, (m+ 1
2)τ)


,

e obtemos o método na forma matricial

Um+1 − Um

τ
= −k

(
1

2
Aα/2Um+1 +

1

2
Aα/2Um

)
+ Sm+1/2. (4.2)

Podemos provar a estabilidade deste método numérico, resultado que enunciamos

de seguida.

Teorema 16. O método numérico (4.1) é incondicionalmente estável.

Demonstração. Para m = 0, ...,M − 1, cada iteração do método é dada por

Um+1 = (I +
kτ

2
Aα/2)−1

(
(I − kτ

2
Aα/2)Um + τSm+1/2

)
.

Como a matriz A é real simétrica, todos os seus valores próprios são reais positivos.

Concluímos que os valores próprios da matriz Aα/2 também são reais positivos. Seja λ

um qualquer valor próprio desta matriz. Para a matriz de iteração (I+ kτ
2 A

α/2)−1(I−
kτ
2 A

α/2) o valor próprio associado satisfaz

|
1− kτ

2 λ

1 + kτ
2 λ
| < 1.

Por outro lado, para a matriz de iteração (I + kτ
2 A

α/2)−1 também temos que o valor

próprio associado satisfaz

| 1

1 + kτ
2 λ
| < 1.

Tanto quanto sabemos, a convergência da técnica de transmissão de matriz para

o operador de Riesz na forma espectral ainda não foi provada. Houve uma tentativa
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de prova [15] que acabou por não ser publicada. No entanto, resultados numéricos

indicam uma ordem de convergência igual à ordem de convergência da discretização

de base.

Consideremos em primeiro lugar um problema sem termo fonte.
ut(x, t) = −1

2(−∆u)α/2u(x, t), x ∈ (0, π), t ∈ R+

u(0, t) = u(π, t) = 0, t ∈ R+

u(x, 0) = x2(π − x), x ∈ (0, π)

(4.3)

A solução exacta é obtida pelo método descrito na secção anterior e é dada por

u(x, t) =
∞∑
n=1

8(−1)n+1 − 4

n3
sin(nx)e−

nαt
2 , (x, t) ∈ [0, π]× R+. (4.4)

Nas Tabelas 4.1 e 4.2 apresentamos o erro máximo em módulo para diferentes

valores de α da resolução numérica do problema (4.2). As ordens de convergência

foram calculadas para o passo espacial fazendo σh =
log(

eh
eh/2

)

log(2) e de modo análogo

para o passo temporal obtém-se στ .

α h = 0.01 h = 0.005 σh

1.3 1.5252× 10−5 2.0086e× 10−6 2.9247

1.5 1.6358× 10−5 2.1236e× 10−6 2.9454

1.7 1.7110× 10−5 2.1146× 10−6 3.0164

Tabela 4.1: Máximo dos módulos dos erros e ordens de convergência observadas para

o problema (4.2) em t = 1 para diferentes valores de α e τ = 0.005.

α τ = 0.01 τ = 0.005 στ

1.3 6.1422× 10−6 2.0086× 10−6 1.6126

1.5 7.5835× 10−6 2.1236× 10−6 1.8364

1.7 8.9311× 10−6 2.1146× 10−6 2.0785

Tabela 4.2: Máximo dos módulos dos erros e ordens de convergência observadas para

o problema (4.2) em t = 1 para diferentes valores de α e h = 0.005.

Consideremos agora um problema com termo fonte.
ut(x, t) = −(−∆u)α/2u(x, t) + x2, x ∈ (0, 1), t ∈ R+

u(0, t) = u(π, t) = 0, t ∈ R+

u(x, 0) = x2(1− x)2, x ∈ (0, 1)

(4.5)
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A solução exacta é dada, para (x, t) ∈ [0, 1]× R+, por

u(x, t) =

∞∑
n=1

4(π2n2 − 12)((−1)n − 1)

n5π5
sin(nπx)e−t(nπ)α

+
∞∑
n=1

(4− 4π2n2)(−1)n

n3π3
sin(nπx)

1− e−t(nπ)α

(nπ)α
.

(4.6)

À semelhança do que �zemos para o problema (4.2), apresentamos nas Tabelas

4.3 e 4.4 o erro máximo em módulo e taxas de convergênia para diferentes valores

de α.

α h = 0.01 h = 0.005 σh

1.3 1.1840× 10−4 4.7321× 10−5 1.3231

1.5 4.2907× 10−5 1.4868× 10−5 1.5290

1.7 1.3522× 10−5 3.9746× 10−6 1.7664

Tabela 4.3: Máximo dos módulos dos erros e ordens de convergência observadas para

o problema (4.3) em t = 1 para diferentes valores de α e τ = 0.001.

α τ = 0.01 τ = 0.005 σh

1.3 2.9484× 10−5 7.6456× 10−6 1.9472

1.5 2.6363× 10−5 6.9620× 10−6 1.9209

1.7 3.2245× 10−5 7.4018× 10−6 2.1231

Tabela 4.4: Máximo dos módulos dos erros e ordens de convergência observadas para

o problema (4.3) em t = 1 para diferentes valores de α e h = 0.001.

4.4. Operador de Riesz integral versus operador espectral

Nesta secção vamos veri�car se os problemas de difusão que envolvem o operador de

Riesz integral e o operador de Riesz espectral partilham a mesma solução usando

os métodos numéricos apresentados nos capítulos anteriores. Relembramos que as

diferenças centradas aproximam a equação que envolve o operador de Riesz na forma

integral e a técnica de transmissão de matriz a equação que envolve o operador de

Riesz espectral.

Especi�camente consideramos os dois problemas que consistem nas equações di-

ferenciais
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ut(x, t) + (−∆)
α/2
a,b u(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω× R+, (4.7)

ut(x, t) + (−∆)
α/2
S u(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω× R+, (4.8)

ambos com condição inicial u(x, 0) = δ(x),∈ Ω e condições de fronteira de Dirichlet

homogéneas, para um Ω = [−L,L], L > 0, e onde (−∆)
α/2
a,b é o operador diferencial

de�nido por (3.3) e (−∆)
α/2
S é de�nido por (4.1). A função de Dirac δ é uma função

que toma o valor 0 para todo o x ∈ R/{0} e que satisfaz∫
R
δ(x)dx = 1.

Temos de ter algum cuidado a implementar numericamente uma aproximação a

esta função. Consideremos um intervalo [−L,L] e de�namos a função

δε(x) =
x2

ε2√
ε
.

Dada uma malha com N > 0 pontos usamos δε com ε << 1 como aproximação à

função δ desde que Nε ≥ 2L.

Nas Figuras 4.1 a 4.3 estão representadas as soluções obtidas para ambos os

problemas, resolvidos numericamente com os métodos desenvolvidos nos capítulos 3

e 4, com ε = 50−1 e N = 1500.

(a) t = 2 (b) t = 10

Figura 4.1: Solução obtida para o problema (4.7) pelo método numérico segundo

diferenças centradas e para o problema (4.8) pela TTM para α = 1.3 em t = 2 e

t = 10.

Os resultados numéricos levam-nos a crer que os problemas têm soluções diferen-

tes. Para reforçar esta observação vamos determinar a solução numérica do problema
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(a) t = 2 (b) t = 10

Figura 4.2: Solução obtida para o problema (4.7) pelo método numérico segundo

diferenças centradas e para o problema (4.8) pela TTM para α = 1.5 em t = 2 e

t = 10..

(a) t = 2 (b) t = 10

Figura 4.3: Solução obtida para o problema (4.7) pelo método numérico segundo

diferenças centradas e para o problema (4.8) pela TTM para α = 1.7 em t = 2 e

t = 10.

(3.11) usando a TTM. Notemos que temos a solução exacta deste problema se o ope-

rador de difusão for o operador de Riesz na forma integral e é dada por (3.12). Os

resultados obtidos encontram-se na Figura 4.4, onde notamos que a solução numérica

obtida pela TTM não é a mesma que a solução exacta do problema, considerado o

operador diferencial como o operador de Riesz integral.

Por último vamos comparar a solução numérica para o problema (4.5) dada pelo

método numérico segundo diferenças centradas com a solução exacta dada por (4.6),

quando o operador de difusão é o operador de Riesz na forma espectral. Os resultados

obtidos encontram-se na Figura 4.5. De novo, notamos que a solução numérica
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(a) α = 1.3 (b) α = 1.7

Figura 4.4: Solução exacta para o problema (3.6) dada pelo operador de Riesz na

forma integral e solução numérica para o problema (3.6) usando a TTM para α = 1.3

e α = 1.7 quando t = 1.

obtida pelo método das diferenças centradas é diferente da solução exacta, quando

o operador diferencial fraccionário é o operador de Riesz na forma espectral.

(a) α = 1.3 (b) α = 1.7

Figura 4.5: Solução exacta para o problema (4.3) dada pelo operador de Riesz espec-

tral e solução numérica para o problema (3.6) dada pelo método numérico segundo

diferenças centradas para α = 1.3 e α = 1.7 quando t = 1.
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Conclusões

Neste trabalho apresentámos o estado de arte relativamente a um problema de for-

mulação simples, que envolve um operador fraccionário de difusão. Estes problemas

continuam a envolver questões pertinentes relacionadas com a não localidade dos

operadores diferenciais envolvidos, tais como como de�nir condições de fronteira não

nulas correctamente, tanto do ponto de vista físico como matemático.

Em suma, começámos por trabalhar o espaço de Fourier e as derivadas fraccioná-

rias de Riemann-Liouville no capítulo 2, de onde derivámos uma primeira de�nição

para o operador de difusão fraccionário, a que chamámos o operador de Riesz na

forma integral. No capítulo 3 apresentámos um método numérico para esta de�ni-

ção, e derivámos alguns resultados de convergência. No capítulo 4, apresentámos

a de�nição do operador de Riesz na forma espectral, e vimos um método numérico

que converge para a solução do problema da equação do calor fraccionária quando

o operador de difusão é de�nido deste modo. Finalizámos comparando a solução

numérica para o problema de difusão fraccionário quando o operador de difusão é o

operador de Riesz na forma integral com a solução numérica para o problema quando

o operador é agora o operador de Riesz espectral.

Os resultados numéricos indicam que estes problemas não partilham as mesmas

soluções.

De referir por último que um problema em aberto directamente relacionado com

este trabalho é a demonstração teórica da convergência do método numérico apre-

sentado no capítulo 4.
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