A equacdo do calor fraccionaria

Diogo de Castro Lobo






‘A DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
Al! FACULDADE DE CIENCIAS E TECNOLOGIA
UNIVERSIDADE DE COIMBRA

e - i 1 £y Yoy L
@ x" Fyiziz! .'\ NS

A equacio do calor fraccionaria

Diogo de Castro Lobo

Dissertacao para a obtencdo do Grau de Mestre em Matematica

Area de Especializacio em Analise Aplicada e Computacio

Jari

Presidente: José Augusto Ferreira
Orientador: Ercilia Sousa
Vogais: Ercilia Sousa

Gongalo Pena

Data: Setembro de 2016






Resumo

A resolucdo numeérica da equacao fraccionaria do calor
U + (—A)O‘/2u == 0,

tem sido um &area de investigagdo muito activa nas iltimas décadas. Na
literatura, a mesma notacao para o operador de difusao aparece associada
a definicbes diferentes, ndo sendo claro se estas sao equivalentes.

Neste trabalho estudamos maioritariamente duas definicoes para este
operador: o operador de Riesz na forma integral e o operador de Riesz
espectral. Sao apresentados métodos numéricos que convergem para a
solucdo do problema de difusdo fraccionario respectivo a cada definigao.
Por ultimo, usando estes métodos comparamos as solucoes numéricas dos
problemas associados a cada defini¢ao.

Palavras Chave: Transformada de Fourier, operador de Riesz, operador de Riesz

na forma integral, operador de Riesz espectral, técnica de transmissdo de matriz.

Abstract

The numerical resolution of the fractional heat equation
Ut + (—A)O‘/2u = 0,

has been a topic of great interest in the last decades. In the literature
the same notation for the diffusion operator is associated with different
definitions, and it is unclear if they are equivalent.

In this work we study two of the major definitions for this operator:
the integral Riesz operator and the spectral Riesz operator. We intro-
duce numerical methods that converge for the solution of the fractional
diffusion problem associated with each definition. We finish by using this
methods to compare the numerical solutions of each problem.

Keywords: Fourier transform, Riesz operator, integral Riesz operator, spectral

Riesz operator, matrix transfer technique.
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Capitulo 1

Introducao

O proposito deste trabalho é estudar a denominada equacao do calor fraccionéria
onde o operador de difusdo é representado por um operador diferencial fraccionario.

Consideremos a equacao do calor usual
u; — Au = 0.

Esta equacido surge na modelagao de uma série de fenémenos tais como a propagagao
do calor, a concentracdo de um quimico ou a modelacao do mercado de acgoes. Os
pressupostos para estes modelos sdo validos para meios homogéneos, mas nao para
meios altamente heterogéneos.

Um modelo mais geral é a equacao do calor fraccionaria
up + (—A)*?u =0, (1.1)

onde o é um parametro entre 1 e 2, que exprime a heterogeneidade do meio. Mas
como entender o operador (—A)O‘/ 2 a que chamaremos operador de Riesz? O leitor

familiarizado com a teoria de Fourier sabe que para certas funcdes u temos
(=A)u) = FH(I€]*Fw),

onde § e ! representam, respectivamente, a transformada de Fourier e a inversa

da transformada de Fourier. Assim, uma primeira definicdo poderia ser
(—2)*u = FH(¢]*Fu). (1.2)

Esta definicao estd também associada a um profundo contexto fisico associado a
teoria dos saltos arbitrariamente longos.

Mas em que espago de fungoes é que o operador pode ser definido? Havera outras
defini¢oes que satisfacam esta propriedade no espaco de Fourier?

Recentemente tem sido dada grande atencao na literatura a uma nova defini¢ao
para o operador ( —A)O‘/ 2 baseada nos valores proprios e respectivas funcoes proprias

associadas ao problema de valores proprios para o operador de Laplace. Juntamente



Capitulo 1 Introducdo

com esta nova defini¢do, surge um método numérico que toma o nome de técnica
de transmissdo de matriz. Contudo, serd que existe alguma equivaléncia entre esta
definigao e a dada por (1.2)7

Neste trabalho vamos apresentar a resolucdo numérica de dois problemas que
consistem em considerar duas defini¢oes diferentes para o operador de difusao frac-
cionario e discutimos se os problemas partilham a mesma solucgao.

A dissertagao esta organizada do seguinte modo. No capitulo 2 revemos a trans-
formada de Fourier para funcdes em L'(R), discutimos a existéncia do operador
de Riesz na forma integral e vemos se satisfaz a propriedade (1.2). No capitulo 3
apresentamos um método numeérico para a equacao fraccionaria do calor (1.1). Apre-
sentamos ainda resultados sobre a convergéncia do método. No capitulo 4 discutimos
o operador de Riesz na forma espectral e apresentamos um método numérico para a
resolugao do problema envolvendo este operador. No final, usando os métodos nu-
meéricos desenvolvidos para a resolucao destes dois problemas, comparamos as suas

solucoes.



Capitulo 2

Operadores fraccionarios

Neste capitulo vamos apresentar alguma teoria sobre operadores fraccionarios. Preci-
samos para isso de definir inicialmente a transformada de Fourier em L!(R). Discuti-
remos um espago em que se pode definir o operador de Riesz através da transformada
de Fourier e relacionamos esta definicdo com uma outra defini¢do, que é a definicdo

integral do operador de Riesz.

2.1. A transformada de Fourier em L1

Relembremos o espaco de fun¢oes L!'(R), o espaco de fungdes mensurdveis em R.

Dizemos que u € L*(R) se
/|u(w)|d:n < 0.
R

Neste espaco podemos definir a norma

ulls = /R )| de

de maneira a que o espaco seja de Banach.

Seja u € L'(R). A transformada de Fourier de u é definida por

1(€) = §(u = b ey (2)dx
i) = Fu)(©) = <= [ e Eulw)d 2.)

Antes de apresentar algumas propriedades imediatas que surgem da defini¢ao, defi-

nimos de seguida a operacado de convolugao.
Definicao 1. Sejam u,v € L'(R). A convolugdo de u e v é definida por
(ws0)@) = = [ (o~ u(t)as
uxv)(z) = — [ u(z —t)v :
V2 Jr
A fungdo u * v estd em L'(R).
Lema 1. Sejam u,v € LY(R) e k € R. Entdo

Flu(- + k) (&) = e*a()

3



Capitulo 2 Operadores fraccionarios

De seguida vamos provar um resultado conhecido como Lema de Riemann-Lebesgue:

Lema 2. A transformada de Fourier é uma transformacao linear limitada de L'(R)
para Co(R), no sentido em que

lim w(z)=0.
|z|—00

Demonstra¢ao. A linearidade da transformada segue imediatamente da defini¢o.
Para vermos que ¢ limitada, veja-se que |a(£)[ < [[ul|f1r) para todo o § € R.

Tenhamos agora em atencao que, sendo u € L'(R),
il + ) = ()] = | o= [ e *Eula) (e ~ 1

< m/R|u(x)|ez " _1|da.

A expressdo a integrar é limitada por 2||ul|;. Por outro lado, esta expressdo tende
para 0 quando h — 0. Assim, pelo teorema de convergéncia de Lebesgue!, temos
que |a(§ + h) — u(§)| — 0 quando h — 0, independentemente do valor de £. Isto
implica a continuidade uniforme de @ em R, que por sua vez implica 4 € C'(R). Por

altimo note-se que

—\/127_ A ey (z — g)dx = \/ﬂ ey (x)dx
= a(§),
pelo que podemos escrever
a(€) %@; e (@) — ue = g))dw,
o que leva a
4] < [JuC) = ul- = Dl
que por sua vez implica lim¢_,, 4(€) = 0. O

'Seja {un }n uma familia de fungdes em L'(R) tal que |u,(z)| < v(z) quase em toda a parte para
alguma fungdo v € L' (R) e limy, o0 un(z) = u(z) q.t.p.. Entdo u € L'(R) e limy o0 [ un(z)dz =

Jp u(z)dx



2.1 A transformada de Fourier em L1

Antes de abordar a transformada de Fourier de uma derivada, vamos ver o pro-
blema da inversdo da transformada de Fourier, isto é, a recuperacao dos valores de
u através da funcdo 4. Esta recuperacdo nem sempre é possivel, uma vez que a

transformada de uma fun¢do u € L*(R) ndo tem de estar necessariamente em L!(R).

Teorema 1. Se u,a € L'(R) entdo

para quase todo o x € R.
Demonstragao. Consideremos em primeiro lugar a fungao ¢x(z) = e~ke® Esta
funcio pertence a L'(R) e a sua transformada de Fourier tem a forma gZA)k(ﬁ) =

\/%fkefigz, que também estd em L'(R). Vé-se ainda facilmente que Jz ék(g)dg =

v 2m. Entao

iat g [ e
= [ ety = fim = | eciteronene

= lim Je HE dtett d
lim % [ / or(€)de

— e H(t=)¢
= Ve Ve 5 . v5m Lot deu(t)dt
= lim f / Dt — wyu(t)dt

onde usdmos Fubini na terceira igualdade. Tendo ainda em conta a paridade de ék

podemos escrever
5= [[dule = Du(tydt - u(w)
— T —t)u —u(x) =
V2m Jr g

_ b Lefﬁ(mm ol — 4
- = (0t = ()= [ dutt)ar

f/eyux—Qy\f / edey
- /R e (u(x — 2yv/E) — u(x))dy.

Observamos que a funcao integranda é limitada por 2||ul|;1 e tende para 0 quando
k — oo, pela continuidade da translaccio em L'. Tendo em conta a desigualdade de

Holder-Minkowski? vem
. 1 2
I8 =l < —= [ et = 209B) = w1y = .

Assim as fungoes concordam em quase toda a parte. O

*Seja u : R* — R mensuréavel. Se |[u(-,y)|| € L*(R) entdo || [y u(-, y)dy|1 < [ellu(,y)||1dy

5



Capitulo 2 Operadores fraccionarios

Vamos agora ver que forma toma a transformada de Fourier da derivada de uma
funcdo que estd num espaco mais restrito que L'(R), isto porque o operadorw de
Riesz esta ligado a estes conceitos. Para isso vamos precisar do espacgo das fungoes

absolutamente continuas.

Definicao 2. Dizemos que u € absolutamente continua em Q C R e escrevemos
u € AC(Q) se para qualquer € > 0 ezistir 6 > 0 tal que para qualquer conjunto
finito de intervalos disjuntos [a, b,k = 1,...,n que verifiguem Y ;. (by — ag) < 9
implique 3 p_|u(by) — u(a)| < e

Dizemos que u € AC(R) se u € AC(R2),VQ C R e u for de variagdo finita em
todo o R. Dizemos ainda que u € AC™(R) se u e as derivadas v, .., u(™ forem

absolutamente continuas em R.

Observacao 1. Pelo Teorema Fundamental do Cdlculo Integral de Lebesque sdo
equivalentes [13]:
(1) ue AC(R)

(2) u tem primeira derivada u' quase em toda a parte, v’ € L*(R) e

u(x):C—i-/x o' (t)dt.

—0o0

Provamos agora uma relacao entre a transformada de Fourier da derivada de uma

funcdo e a transformada de Fourier da prépria funcgao.
Teorema 2. Seja u € L'(R)N AC™ (R) e u™ € L'(R). Entdo
Flu](€) = @& a()
Demonstragio. Uma vez que u € AC" 1(R) os integrais iterados
1 1
/ / u™ (x4 xy + -+ zp)day - diy,
0 0
estao bem definidos. Fazendo integragdo por partes sucessivamente vem
1 1
0 0
1 1
0 0

- zn:(_nn—’f <Z>u(m + k).

k=0



2.2 A derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

Tendo em conta a lineariedade da transformada, o Lema 1 e a férmula para o binémio

de Newton, a transformada de Fourier desta expressao é

S () kit = (€ - 17ace) 22)

k=0

Por outro lado, podemos escrever

1 1
/ / u™ (x4 21+ 4 xp)day - day = ((09)™ % u™) (2),
0 0

onde v(z) = V271 _1 g e (v*)" representa a n-ésima convolugdo v*v---*v. Temos

que:

—— [ v(x)e ¥ dx = e "sdx
TWR() g

i€ __
ol €40

L £=0

Tendo outra vez em conta o Lema 1 vem para £ # 0
et —1
i€

Juntando 2.2. e 3.3. e tendo em conta a continuidade das transformadads dada pelo

S((vs)" + ™)) (€) = ( )nsww)(s). (2.3)

Lema 2 o resultado é valido para qualquer £ em R. O

2.2. A derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

Definamos em primeiro lugar os integrais fraccionais de Riemann-Liouville, cuja mo-
tivagdo vem da formula para integrais iterados de Cauchy, substituindo-se o operador
factorial pela fun¢do gama [6]. Seja z € C tal que Re(z) > 0. Entao o valor da funcéo

gama em z é dado por

I‘(z):/ t*~le~tat.
R+

Fazendo integragao por partes vé-se que para n € N
I'(n) =(n—1)

Definic¢ao 3. Seja o € (0,1). O integral fracciondrio de Riemann-Liouville de ordem

« & esquerda € definido por

Su(z) = F(la) /_ ; a f(tt))ladt (2.4)

e o integral fracciondrio de Riemann-Liouville ¢ direita é definido por

Pu(z) = — /:o C u(t)lfadt. (2.5)
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Interessa-nos saber para que funcoes esta representacao faz sentido. Para isso

recordemos algumas desigualdades.

Teorema 3. Sejam f,g € L'(R), h € L>(R). Entdo

/R F@)h(@)|dz < LAl 1All

/R(f*g)(a:)\dw < I£1l1llg]ls.

Estas desigualdades sdo aa desigualdades de Holder e de Young [4], respectiva-
mente, aplicadas a funcoes em L'. Fazendo a mudanca de variavel t = x —t em (2.4)

escrevaimos

ISu(z) = F(loz) ( /01 t Lz — t)dt + /100 t* (2 — t)dt). (2.6)

O primeiro integral estd bem definido tendo em conta a desigualdade de Young e o

segundo estd bem definido pela desigualdade de Hélder. Do mesmo modo se prova
a existéncia do integral fraccionario & direita.

A defini¢do de derivada fraccionaria surge naturalmente da nocao de integral

fraccionério que definimos na Defini¢ao 3.

Definicao 4. Seja o >0 en € N tal que n —a € (0,1). A derivada fracciondria de

Riemann-Liouville de ordem « a esquerda é dada por

D (@) = (1 ua) (27)

e a derivada fracciondria de Riemann-Liouville de ordem « a direita é dada por

D% (z) = (—1)"%([?70%(30)). (2.8)

Queremos agora saber quando é que as derivadas fraccionais estao bem definidas.

Apresentamos o resultado para o caso a € (0, 1).

Teorema 4. Seja u € AC(R) tal que u(z) — 0 quando x — —o0 e a € (0,1). Entao

D% (z) existe quase em toda a parte e estd em L'(R).

Demonstracdo. Por hipétese, podemos escrever u na forma,
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com v/ € L'(R) uma vez que u(x) tende para 0 para x — —oo. Assim vem que

u(a >_m1_a/x (x— )" /t o (5)dsdt

/ / )(t — s)"“dtds.
1—a

O segundo integral ¢ integravel por (2.6), pelo que I}~ “u(z) é absolutamente continua

e tem primeira derivada, no sentido da defini¢do, em L!(R). O

Deste resultado, segue agora facilmente a existéncia de derivada fraccionaria para

qualquer a > 0.

Corolario 1. Seja o > 0 en € N tal que n —a € (0,1). Seu € AC" }(R) e
u(x) — 0 quando x — —oo entdo DS (x) existe em quase toda a parte e estd em

L (R).

Observagao 2. O resultado anterior diz somente respeito 4 derivada fracciondria @
esquerda. Um tratamento andlogo para a derivada fracciondria & direita conduz aos

mesmos resultados, tendo de se exigir que a funcao desvaneca agora para +oo.

2.3. O operador de Riesz

A defini¢do do operador de Riesz é muitas vezes dada em termos da transformada

el

de Fourier. Por exemplo, para o operador de Laplace classico, isto €, —A = —5%,

temos
F((=A)u) (&) = [¢]a(¢)

desde que u € ACY(R) N L'(R). Segue de seguida a definicio para o operador de
Riesz [1] [4] [20].

Definicao 5. Seja o € (1,2). O operador de Riesz é dado por
(=2)*Pu)(x) = F(1€*F () (),

Antes de vermos o espaco de funcées em que este operador estd bem definido

precisamos do resultado que enunciamos em seguida.

Lema 3. Seja a € (1,2) e u € AC"1(R) N LY(R). Entdo existe M > 0 tal que

[S(u) @] < 1+ g~

9
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Demonstragio. Pelo Lema 2 e uma vez que u®), para k = 0,1, ..., n, temos que
F(u®) € CoR) = S0 [FH)(E) < My, VreR.
Pelo Teorema 2 vem que para estes valores de k

1EPFIE () (€] < My, VE€R.

Entao existe M > 0 tal que

L+ EN"F)(O)] < M = [F()(©)] < (1+[¢") 7" M.
O

Estamos agora em condicoes de estabelecer o espago de fungoes onde o operador

de Riesz est4 bem definido:

Teorema 5. Seja u € AC3(R) N L'(R). Entdo, para v € R, o operador
(—2)*u)(2) = FH(1&*F () (=)

estd bem definido.

Demonstracdo. Pelo lema anterior existe M > 0 tal que

()] < (1+ €)M,
Uma vez que |£]* <14 [€]? < (1 + |€])?, V€ € R podemos escrever
/ €913 () (€) e < / (14 1€)2[F(w)(©)de
R R
M 24
< /R (1+ ¢)2de
=2M < oo.

Entdo |¢]*F(u) € L'(R) e podemos tomar a inversa de Fourier. O

2.4. O operador de Riesz na forma integral

O operador de Riesz é por vezes apresentado numa forma integral.

Defini¢ao 6. Seja a € (1,2). O operador de Riesz na forma integral é dado por

—A)*Pu(z) = ! O ([ _u=)
(—A) (z) 2cos(a—27T)l_‘(2—Oé) 8%2(/]R |$—t]a—1dt>‘

10




2.4 O operador de Riesz na forma integral

Esta forma integral pode ser escrita em termos das derivadas fraccionérias de

Riemann-Liouville & esquerda e & direita, ou seja

(-8)° 2 ul) = 5o (D) + D2u(e)

onde DY u, D%u sao, respectivamente, as derivadas fraccionérias de Riemann-Liouville
de ordem « de u & esquerda e & direita.

Vamos verificar que as Definicées 5 e 6 sdo equivalentes. Para isso, precisamos
primeiro de um resultado auxiliar de anélise complexa, apresentado no lema que se

segue.

Lema 4. Seja o € (1,2). Entao

/ e Wyl=dy = 7212 — a). (2.9)
0

l=ag=iz_» ¢ C. Consideremos ainda

Demonstrag¢ao. Consideremos a fungio f(z) = z
a curva da Figura 2.1, orientada no sentido dos ponteiros do relégio de maneira a

incluir o intervalo que desejamos. Tendo em conta que a funcao é holomorfa dentro

T3

Figura 2.1: Curva anelar para o calculo do integral 2.9.

e fora da curva, pelo Teorema de Cauchy vem

/Tf(z)dz = 0.

Por outro lado, temos que
/ f(z)dz = f(z)dz + f(z)dz + f(z)dz + f(z)dz.
T Tl TQ TS T4

11
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Ora

w\:\

\ f )dz| = / f(Re?)Riedp)|

_T
2

< Rez@ 1— e —iRe? sz6|d9

R2 @ —Rsm(@)de

IN

\\

Pela desigualdade de Jordan?

/ RQ o —Rsm B)dg < R2 a/ —R%Bdg
0

[e=]

1

g(l—e Ry .

Do mesmo modo temos que

f(z)dz — 0.
Ty

Assim,

0:/ ti=e —”dt+/( it) e ) () dt

R

e vem o resultado pretendido observando que

‘ — 1—a€—i(—it) — = (—i 2—a ‘ l—a =t
/R (—if) (—i)dt = (~i) /R foetdy
— (i) T2 - a)

=i°’T'(2 - a).

Estamos entdo em condicGes de provar que efectivamente ha uma equivaléncia

entre as duas defini¢oes.

Teorema 6. Para o € (1,2), seja (—A)*? o operador de Riesz na forma integral.

Entio se u € LY(R) N ACY(R) tem-se
B((=2)"2u)(€) = [¢[*a(¢).

Demonstracdo. Devido a lineariedade da transformada de Fourier, o célculo da trans-
formada do operador remete-se ao célculo das transformadas das derivadas fraccio-

narias laterais de Riemann-Liouville. Fagcamos a prova para a derivada fraccionaria

ﬂ\m

<O <1, 0<0<3

12



2.5 O potencial de Riesz

4 esquerda de ordem «:

2 o u
F(DYu)(€) :$<F(2—a iQ/OO (x_(f))a—ldt> (€)

tendo em conta o Lema 2.2. Fazendo a mudanca de variavel t = x — ¢t vem

/; (:z:f(f))a—ldt = /Ooo = (x — t)dt.

Aplicando a transformada de Fourier a este resultado e usando Fubini e o Lema

2.3 obtemos

/e_m”gx/ tl_o‘u(az—t)dtd:c:/ tl_a/e_i%gmu(x_t)dxdt
R 0 0 R

— /OO efiZﬂéttlfadta(g)
0
o0 —i tlfa dt A
= e ame®
— (92 a—2 > —it 1—ad ~ )
)2 [ e aig)

Tendo agora em conta o Lema anterior vem

i6)2
FD%u)(E) = =0 (e)r2ia=2r(2 — a)a(e)

2 -—a)
= (1) a(§).
De maneira analoga prova-se que §(D%u)(§) = (—i&)*u(§). Podemos agora
(-8 30)€) = 5o 7y (DI + 5D
L (o)) + (—ie)a
—m((zf) (&) + (—1§)*u(§))

M)\ﬁl (i + (=)%)a(§)

T2 cos(

a7r) ‘€| (COS(7$g7’L(§))+

T2 cos(
+ zsm(%sgn(@) + cos(—sgn(€)) + isin(— - sgn(€))a(¢)

M)\fl (2008( 1) = leva(e).

T2 cos(

13
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2.5. O potencial de Riesz

Vamos introduzir o potencial de Riesz que vai ser mencionado na teoria desenvolvida

na seccao 3.1.1 sobre diferencas centradas.

Definicao 7. Seja a > —1. O potencial de Riesz € dado por

1 _ 4l—oa—1
2F(—a)cos(aw/2)/Ru(t)x t| dt.

Este integral esta bem definido para valores de a € (—1,0), por (2.6). Notamos

PYu(x) =

ainda para estes valores de o a relagdo com o integral fraccionario de Riemann-

Liouville pela formula

1

Prufz) = 2 cos(am/2)

(Jiu(x) + Ifu(x)>,

que nos faz lembrar a férmula integral para o operador de Riesz. Para valores de
a > 0 nao conseguimos garantir a convergéncia deste integral como fizemos para
2.6, uma vez que as funcgoes integrandas ja nado satisfazem as condicées do Teorema
3. Contudo, se considerarmos este integral no sentido de Hadamard conseguimos
estabelecer um paralelismo entre o potencial de Riesz com « > 0 e operador de Riesz
que temos considerado.

E este tratamento que fazemos de seguida. Comecamos por definir o integral

segundo Hadamard.

Definigao 8. Seja ¢(t) uma fungdo integrdvel num intervalo e < t < T para qualquer
T>0e0<e<T. Dizemos que ¢ tem a propriedade de Hadamard no pontot =0

se existirem constantes ap, \p > 0,k =1,..., N e b tais que

T N 1
/ o(t)dt = Z are M 4+ bIn(=) + Jo(e),
€ k=1 ¢
onde lim._,o Jo(€) existe e é finito. A

T
pt /0 o(t)dt = lim Jo(c)

chamamos integral no sentido de Hadamard. Se ¢ € integravel para T — oo, escre-

vemos ainda

00 T fe’e)
p.f./o ¢(t)dt:p.f./0 ¢(t)dt+/T o(t)dt.

Finalizamos este capitulo com um resultado cuja demonstracdo omitimos por ser

extensa.
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2.5 O potencial de Riesz

Teorema 7. Seja o € (1,2) e m € N tal que m — 1 < a < m. Seja ainda u € C™

tal que u\™ ¢ localmente continua a Hélder com ordem X, 0 < X\ < 1. Entdo

N uft)
D) = gt [ e

o 1 <t
D%u(z) = F(—a)p'f'/x (t—(a:))aﬂ
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Capitulo 3

Método numérico segundo
diferencas centradas

O objectivo deste capitulo é apresentar um método numeérico de segunda ordem
para a resolucao da equacao fraccionaria do calor em que o operador de difusido é
representado pelo operador de Riesz integral que ja vimos anteriormente.

A formulacdo de um problema de difusao em R sera da forma
u(x,t) = —k(=A)%u(z,t) + s(z,t), (z,t) € R x RY, (3.1)
com condicao inicial
u(z,0) = ug(z), z€R. (3.2)

Suponhamos que queremos definir este problema num Q C R, com Q = (a,b).
Como o operador de Riesz é nao-local, o problema é definido pela equacao (3.1), a

condigdo inicial 3.2 e esta sujeito a condicdo de fronteira dada por
u(z,t) =0, xze€R/Q.

Esta condicao de fronteira é usualmente interpretada fisicamente como a existén-
cia de um bloco s6lido que absorve as particulas, ji que pela natureza dos saltos
arbitrariamente longos as particulas poderiam saltar a fronteira e nao ser absorvi-
das. Outras condigoes de fronteira que nao as nulas ndo podem ser associadas tao
facilmente a este tipo de problemas devido a sua nao-localidade.

Podemos reformular o problema apresentado para um problema equivalente, de-

finindo o operador de Riesz integral em 2 = (a,b) por
1 0 u(z)
N = —dt ). 3.3
(C&ap ) = g w2 (/Q [ — gt ) (3:3)
Queremos agora determinar u que satisfaga
up(z,t) = —k(=A)2u(z,t) + s(x,t), (x,t) € A xR, (3.4)

com condic¢do inicial

u(z,0) = up(z), =€, (3.5)
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Capitulo 3 Método numérico segundo diferencas centradas

com condicoes de fronteira de Dirichlet homogéneas.
Para a resolucdo numeérica desta equacao necessitamos de discretizar o operador
(=A)*/2, 0 método que vamos utilizar ¢ apresentado em [18], inspirado no trabalho

de diferengas fraccionérias desenvolvido em [14].

3.1. As diferencgas centradas

Comecamos por apresentar o conceito de diferencas centradas e a sua ligacdo com
o operador de Riesz ja referido no ultimo capitulo. Este capitulo incide fortemente
sobre a area de analise complexa, por motivos que irdo surgir ao longo do texto. E
6bvio que os resultados considerados para qualquer z € C sao também véalidos para

qualquer x € R. Comecemos portanto por relembrar algumas definigoes:

Definicao 9. Uma fungdo diz-se holomorfa num aberto A C C se for diferencidvel

em todos os pontos z € A.

Relembremos que se uma funcao é holomorfa num aberto A C C, entdo para
qualquer z € A o valor da funcdo em z pode ser descrito por uma série de poténcias
convergente em torno desse ponto.

Seja u uma funcao de varidvel complexa e h > 0 e consideremos o operador de

diferencgas centradas

Au(z) =u(z + g) +u(z — g)

que, aplicado n vezes, da origem a

n

2

n_ n!
Au(z) = k:z:;(l)z k(% TR k‘)!u(27 kh).

Tendo em conta a extensdao natural do factorial para os reais com recurso a
funcao gamma, que ji explordmos anteriormente, definimos de seguida a diferenca

fraccionaria centrada.

Definicao 10. Seja u uma funcgao real de varidvel compleza, o > —1 nao inteiro e
h > 0. Chamamos diferenca fracciondria centrada de ordem o a
+oo

@, (N I(a+1)
hu=) = > (_1)kr(g+k+1)r(%—k:+1)“(z_kh)'

k=—o0

Averiguemos a convergéncia desta série. Para simplificar a notacao definamos

INa+1)
S+HE+DI(G —k+1)

gk = (—1)kr( (3.6)

18



3.1 As diferencas centradas

Temos que g = g_p. B facil de ver que go > 0 e que podemos escrever

(=)D (a + 1)
L(§+k+2)(5—k)

Jk+1 =

—(=DT(a+1)(§ — k)
D§+k+1I(§ —k+1)(§+k+1)
$—k
T

Temos entédo o seguinte resultado.
Lema 5. Seja oo > —1 nao inteiro. Entdao
90 >0,
g, <0, k>1.
Obtemos agora o resultado final da convergéncia deste série.

Teorema 8. Seja u uma funcdo real de varidvel compleza limitada e o > —1 ndo

wnteiro. Entao a série dada pela definigdo 2 € absolutamente convergente.

Demonstragao. Temos o seguinte resultado [4]:

P(z4+a) . i N1 e
T(z+b) <1+;Zk+0( )); |2 = oo, (3.7)

valido paralarg(z + a)| < m. Relembremos ainda a formula de reflexao de Euler [3]:

™

(1 -2)I(2) = Sn(nz)’ (3.8)
Fazendo 8 = £ — k temos
B IMNa+1)
* DB+ DM a—B+1)
_ sin((8 — a)m)T'(a+ 1) T(8 — )
™ rB+1)
. N
. sin((8 — a)m)'(a + 1)5 a-1(1 +Zik +0( —N—l))
T k=1
e portanto gr = O(k~%71). O

3.1.1. Das diferencgas centradas ao operador de Riesz na forma integral

A ideia desta seccao € considerar os termos do somatorio como os residuos de uma
funcao holomorfa em todo o plano complexo excepto nos pontos x = nh,n € 7Z, onde
terd polos simples. Para conseguirmos isto, vejamos onde é que a funcao gamma
nao é holomorfa no plano complexo e construamos uma funcao a partir desse estudo.

Comecamos por enunciar o Teorema dos Residuos:
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Capitulo 3 Método numérico segundo diferencas centradas

Teorema 9. Seja u uma fungdo holomorfa dentro e ao longo de um ciclo C orientado
positivamente excepto num numero finito de pdlos a1, ...,an localizados dentro do

ciclo C. Entao

N
/ u(z)dz = 2mi Z res{u(z), a}.
¢ k=1

Consideremos a funcao v definida, com z € C fixo, por

D(2)D (=% + 1)
T(e 4+ 2+ )O(—2 + 2 +1)

v(w) = u(z + w)

Se considerarmos u holomorfa em C, os residuos desta funcio surgirdo da funcao
gamma. E sabido que a funcio é holomorfa para Re(z) > 0. Vejamos o que acontece
quando Re(z) < 0. Para isso, fixemos zg tal que Re(zp) < 0 e seja m € N tal que

Re(zo +m) > 0. Tendo em conta que I'(zg + 1) = 2oI'(2p) vem
I'(z0+m) = (20 +m—1)'(z0+m—1) = (20 +m—1)-- (20 + 1)z0I'(20)

e temos
I'(zo +m)
Pm(Z())

Se tivermos Py, (zg) # 0, para z proximo de zp a expressao

['(20) =

I'(z+m)
I'z)=———=
define uma fungao holomorfa. Como o polinémio P, (z) tem raizes 0,—1,---,—m

concluimos que a func¢ao gamma é holomorfa para todo o z € C excepto nos inteiros
nao positivos. Precisamos agora de calcular os residuos desta fungdo nestes pontos.

Para isso veja-se que, pela expressao obtida acima,

M(z+m+1)
P (2)(z+m)
I'(1)

(1) (=m A1) (-m)
(=)™

lim (z+m)I'(2) = Zg@m(z +m)

zZ—r—m

m!

pelo que a fun¢do gamma tem um polo simples para z = —m, m € Ny, com residuo

=nm
m!

Visto isto, temos

(="
T2+ 2+ (-2 +2+1)

Resy—npv(w) = u(z + nh)

Tendo entdo em conta o teorema dos residuos podemos dar uma expressao integral

para estas diferencas centradas:
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3.1 As diferencas centradas

Definicao 11. Seja u holomorfa em todo o plano complexo e o« > —1. Entdo

Ia+1)
omih /C“(Z )R

onde C € uma curva que contenha todos os polos simples da fung¢do v vistos anterior-

M=% +1)

Au(z) =
uz) EREISY) y (TR

dw,

>lg

mente. Consideraremos tal curva como duas rectas infinitamente perto do eizo real e
que se encontrem nos infinitos, como um ciclo de Hankel estendido. A representacdo

deste ciclo pode ser vista na Figura 3.1.

Figura 3.1: Ciclo de Hankel estendido a toda a linha real.

A definicao de derivada surge agora da forma habitual, dividindo a expressao para

as diferencas fraccionéarias por h* e fazendo h — 0. Tendo em conta a propriedade
(3.1),

s - () ()

— 5 | = 1+hfl —

(% +0b) h h
quando h — 0, sendo f inteira para valores de h préximos da origem.

Definicao 12. Seja u uma funcdo de varidvel complexa analitica perto do eizo real

e a € (—1,0). A representacio integral para o derivada fracciondria considerada é

lim A%u(z)  T(a —|— 1)

= — = dw,
oo he o /C“(“w)(w)gﬂ(_w) v

[N]ls}

onde C' € a curva de integracao referida na definigio anterior.
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Capitulo 3 Método numérico segundo diferencas centradas

Vamos agora calcular este integral de maneira a obter o potencial de Riesz que
nos permite chegar a definicdo do operador de Riesz, como vimos na sec¢do 2.4. Para
isto, vamos dividir a curva C em 4 curvas C, Ca, Cs e C4 separadas pelos eixos do
plano complexo, correspondendo C ao quadrante inferior esquerdo e percorrendo-
se o plano no sentido directo. No que se segue consideramos as rectas da curva
infinitamente préoximas.

Para a curva C] fazemos a parametrizacao w = e~ "t, t € (0,00) (com conse-

quente inversdo dos extremos de integracdo), de onde vem (—w) = ¢, pelo que este

integral toma a forma

o0 1
—/ w(x — t)————dt
0 tatle™ 2

Do mesmo modo, para Cy temos a parametrizacdo w = t, de onde vem (—w) =
e'wt, para Cs parametrizamos por w = ¢ e temos (—w) = e~ "t e para C4 parame-

trizamos com w = et e surge (—w) = t. Temos entdo os integrais respectivos

° 1
/ (e + ) ——dt
0 ta+1€T

o0 1
— / u(x —t)—————dt
0 tatle™ 72

& 1
/ U(:Z: -+ t)ﬁdt
0

tO"HG 3

onde o primeiro corresponde & curva Co, o segundo & curva C3 e o terceiro & curva
Cy.

Posto isto e aplicando estes resultados & defini¢ao 2.3 vem

. A%u(x) Mo+ 1)(61277 — e_mTﬂ) o0 1
| = — )
nho  he omi /0 ule =) e dt
F(oﬂrl)(ei%r —efmTW) R 1
- 57 /0 u(z + t)ﬁdt
['(a + 1) sin(%F) o0 1 o 1
[+ 1) sin( 5

_ ) / !
= — - Ru(w—t)‘t’aﬂdt.

Tendo agora em conta que sin(20) = 2sin(f) cos(f) e a formula de reflexao de
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3.1 As diferencas centradas

Euler dada por (3.8) podemos reescrever

a (a4 1) sin(2x
lim 270@) __Tlat 1)sin(% )/U(xt)ldt
h—0 he ™ R |t|a+1

I(a+ 1) sin(an)

1
- —t)———dt
2m cos(%") /RU(I )|L‘|0‘+1

_ MNa+1) e 1
~ 9 Cos(“—zﬂ)r(a)r(l _ a) /]R ( t) |t|a+1 dt
- orta) (e — 1)
 2cos(Z) () (—a)I(—) /R (z—1) |t|a+1dt

1 (6%
T (—a) /Ru(x - t)Wdt = P%u(x).

1
2 cos( %"
O potencial de Riesz relaciona-se com o operador de Riesz na forma integral pelo

Teorema 7 do capitulo anterior.

3.1.2. Um resultado importante e uma breve digressao pela transformada
de Fourier discreta

Nesta seccao vamos mostrar um resultado essencial que nos ajudaréd a provar a con-
vergéncia do método numérico. Para isso precisaremos de considerar a transformada

de Fourier discreta.

Definigao 13. Seja u[n|, para n € Z, um conjunto discreto que toma valores em C.

Chamamos Transformada de Fourier Discreta d fung¢do periddica

A ideia serda tratar os coeficientes gy definidos em (3.6) como um conjunto discreto.
Contudo, precisamos de mais alguma teoria antes de avancar. Comecamos pela

propriedade multiplicativa da convolucao, aplicada agora & transformada discreta.

Lema 6. Sejam u[n],v[n|, para n € Z, dois conjuntos discretos que tomam valores

em C. Chamamos a
(uxv)(k) = > ulnjvk —n]

n=—oo

convolugdo discreta de uw com v. E ainda vdlida a sequinte relaggo:

F(u*v) = F(u)F(v).
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Capitulo 3 Método numérico segundo diferencas centradas

Demonstracdo. Temos sucessivamente

—+00

Flu*v)(w) = Z (u* v)[n]e” ™"

n=—oo

+oo +oo

— Z el Z u[m]v[n — m]

n=—oo m=—0oQ

—+00 —+00

= Z Z e~ WMy m)e” Myl — m)]

N=—0o0 M=—00

= io eiwmu[m}< io eiw(nm>v[n—m]>

e Ve
= (m;we—wmu[m]) (k:zwe ’fu[k}>
= F(u)(w)F(v)(w)

Vamos introduzir o conceito de autocorrelagao.

Defini¢ao 14. Seja u[n], para n € Z, um conjunto discreto que toma valores em C.

A
—+00

Ru(k) = > ulnjuln+ k|

n=—oo

chamamos autocorrelagao de u com atraso k.

Existe uma relagdo extremamente interessante entre estes conceitos recentemente

introduzidos, que enunciamos de seguida:

Lema 7. Seja u[n|, para n € Z, um conjunto discreto que toma valores em C. Entao

Demonstragio. Notemos que fazendo v[n| := u[—n], podemos escrever

+oo

(xu)k] = > vnjulk - n]

n=—oo

+o00

= Z u[—nlulk — n]

n=—oo

—+00

= > ulnulk + n] = Ry(k)

n=—oo

pelo que pelo Lema anterior vem imediatamente o resultado, vendo somente que

+00 ' +00 '
F)w)= > ul-nle ™" = " un]e“" = F(u)(-w).
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3.1 As diferencas centradas

Estamos agora em condi¢oes de provar o resultado de que faldmos no inicio desta
seccao e cuja importancia voltamos a realcar: é o passo fulcral na prova da conver-
géncia numeérica do nosso método para a derivada espacial considerada na equagao

do calor fraccionaria.

Teorema 10. Seja o > —1 ndo inteiro. Entdo para todo o w € R,

() e [ +1) —ikw
!2sm(2)! = > (_1)kr(%+l<:+1)r(%—k+1)6 "

k=—o00

Demonstragao. Consideremos a funcao h[n] = (—1)”(0‘7{02),71 > 0. A transformada

de Fourier discreta obtém-se imediatamente:

“+o0o
Fi)(w) = -1 (7 )erten = (1 ey

n=0 "
pela teoria do desenvolvimento em série de poténcias de (1 — 2)°.

Calculemos agora Ry
Zh b+ 4
-2 (e (1)
2 (7))

n=0

Tendo em conta que

n n!

(a/2> _(C)(—a/2),

onde (—a/2), = (—a/2)(—a/2+1)...(—a/24+n—1) é o simbolo de Pochhammer [6]

mik =0 () (1)
- (1)
= (-1)

+oo
D
n=0
k <
+oo
> (

vem

(=1)"(=a/2)n (=1)"*(~a/2)n + k
n! (n+k)!
k 1)k (—a/2)p (—a/2)k(—a/2 4+ k)n
n! (k+1),k!
+oo
(—a/2)p(—a/2+ k),
() =

n=0
— (-1 <a]£2
= (—1)F <a£2>F(—a/2,—a/2 +kik+1,1)

25



Capitulo 3 Método numérico segundo diferencas centradas

onde F(a,b;c;z) = > .07, (a)("c)(%)!zn ¢ a chamada funcdo hipergeométrica de Gauss,

convergente para |z| < 1se c—a—b> 0 e que possui a propriedade [4])

I'(e)I'(c—a—b)
I'(c—a)l(c—b)

F(a,b;c;2) =

Assim,

Rp(k) = (—1)F <a]£2) F(—a/2,—a/2 + k;k+1,1)
T(a/2+1) T(k+1)D(a + 1)
(k+1C(a/2—k+ 1) T(k+1+a/2)T(1 +a/2)
MNa+1)
(a/24+k+1D(a/2 —k+1)

= (1)

= (—1)k
=1)"g
Visto isto vem

F(Oé + 1) efikw
SLE+UN(S —k+1)

FiR@) = 3 ('

k=—o0

Mas pelo Lema anterior,

F(Rp)(w) = F(h)(w)F(h)(—w)
— (1 o e—iw)a/?(l - eiw)a/Q

w
= [2sin(—=)|*.
2sin(3)

O

Observacgao 3. Notamos que tendo em conta o Lema 4 e fazendo w = 0 no Teorema
o0

10 vem que go = > |9kl
k=—0o0
k#0

3.2. O método numeérico

Apresentamos agora 0 método numérico que tem como base estas diferencas centra-
das e estudamos a sua convergéncia.

Seja Q = (a,b). Fixemos N > 2 e seja h = % o passo espacial. A malha sera
constituida pelos pontos x; = a+nh,n =1,...,N — 1. A aproximacao ao operador
diferencial espacial sera

n
hfla Z kUn—k;
k=—N-+n
Discretizamos no tempo com Crank-Nicolson, fixando um tecto T > 0, definindo

um numero de passos M > 1 e considerando o passo temporal 7 = %, Com t,,, = ™m,
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3.2 O método numérico

Ul = u(Tp, tm) € sp' = $(xp, tm), param =0,.., M en =1,..., N—1, temos o método

numeérico
um+1 _ um +
n n < Z gkum+1 + Z U’ k> +Sn . (3.9)
! —N+n —~N+n
1 1
Sejam U™ = (uf’,... uff_;)T, S™F2 = (8T+27-..,sﬁff)T e

90 g-1 g—2 9-N+1

g1 go g-1 - g-N+2

Tk
R= 2R 92 g1 go g-N+3
|IN-1 gN-2 GN-3 go |

O método na forma matricial é dado por
(I+R)U™ = (I - RU™ +r8™"2.
3.2.1. Convergéncia do método

Nesta seccao vamos discutir a convergéncia do método numérico.
Antes de provarmos a estabilidade do método, é conveniente lembrar o Teorema

de Gershgorin.

Teorema 11. Seja A uma qualquer matriz complexa n X n. Seja X um valor préprio

da matriz A, com entradas a;j,i,j = 1,..,n. Entao

A — app| < Z\ark\
k;ér

Comecemos entdo a avaliar o método em si:
Teorema 12. O método (3.9) é incondicionalmente estdvel.

Demonstrag¢do. Pelo teorema anterior e pela observacao 3 temos que um valor préprio

A da matriz R é tal que

n

Tk Tk Tk
<
A= gpa%l < 53 :§N+n|gk! < 2a 90

para qualquer n = 1, ..., N —1. Concluimos assim que os valores préprios da matriz R
sd0 todos positivos. Assim, os valores proprios & da matriz de iteracio (I +R) (1 —
R) sao tais que

[1—Al

< 1.
14 )

€] <
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Capitulo 3 Método numérico segundo diferencas centradas

Provamos em seguida o facto de que esta aproximacao ao operador de Riesz é

efectivamente valida.

Teorema 13. Seja u € AC4(R) N Ll(R) e a€ (1,2). Seja ainda

DT (a+1)
Z (2 +k+1)( “hy U k).

Entao
Afu(x)
ha
onde(—A)* € o operador de Riesz.

= (=A)*u(z) + O(h?),

Demonstracdo. Comecamos por notar que tendo em conta o Lema 1 do capitulo

anterior e o Teorema 10, se aplicarmos a transformada de Fourier a Afu temos

h
5au)(©) = 2sin S,
Dividindo por A% e somando e subtraindo |{|“@(£) obtemos
A¥ h
SELE) _ jepage) + g (ensinP - D). (3.10)

Notemos o factor |h|™|2 51n(§h)|" e facamos y = £h para vermos que pela formula
de Taylor para a fungao seno e atendendo a expansao em série da fungdo (1 — 2)®

temos

s = P = 28 - (V) o (U)o

_‘1_ Qzl_i_ g4l_ ‘a< 1+‘ gzl_i_ ‘0‘
- 2/ 3! 2/ 5! = 2/ 3!

< 1+ay<y>21 +o <a>|<y>21 oo
- 2) 3! 2 2) 3!
<1+ Ci2?,
com C1 = {5. Aplicando agora a inversa da transformada de Fourier a (2) surge
Aju()

D) () Su(a) + o),
com v(x, h) = FL(|€|¥(|€R| 2|2 s1n(%)] — 1)a(€)). Mas tendo em conta o Lema 3

do capftulo anterior

h
oz, h)] = ——| / <[e|*(jeh| (2 sin( 5y

I~ Dyie)de
a —a . &h o ~
<= [lerlenel2sin(Gr — 1l
L a 2 -5
<= [IerlCienP o + ¢ -7
_ CiCoh?

T2
= Ch?,

/ (1+ [e)ode
R
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3.2 O método numérico

202kCy .

Comczm.

Apresentamos por ultimo a prova da convergéncia do método.

Teorema 14. Seja u(z,t) € ACYR) N LY(R) x C*(R) a solu¢do da equagdo do
calor fracciondria num dominio fechado com condigdes de fronteira homogéneas e
u a solugio obtida numéricamente a partir do método descrito por (3.9). Entdo u

converge para U quando h e T tendem para zero.

Demonstra¢do. Tendo em conta o teorema de Taylor obtemos

~m-+1 ~m
Unp, — Up

1
= g (zn, m + =) + O(72).
T 2

Pelo teorema 6 segue que
n
%a( Z g™l 3 gkumk) = (- ) 2 m o+ 1)+ O(h2).
—N+n —N+n

Seja dado o erro €)' em cada ponto da grelha (zp,t,,) por e} = u]* — @,"'. Substi-

tuindo u]" em (3.4) e tendo em conta as aproximacoes anteriores temos

kT - kT

1 1 2 2

emtl oha g grel ) = el — 2he E gren . + T7O(T° + h?).
k=—N+n k=—N+n

Matricialmente, temos
(I+RE™ = (I - RE™+710(r* +h?), E°=0,

onde m =0,1,.... M — 1. Orafazendo S = (I + R)"'(I - R) e U = 7O(7% + h?)(I +
R)~! temos

Em+1 (Sm+5m 1 +I)U

Tendo em conta o teorema 5, sabemos que ||S*||]2 < 1, onde tomamos a norma

espectral. Assim

1E™ 2 < MU,

Por outro lado, como vimos no teorema 5

k
% 40) < CLO(2 + h?).

|U|l2 < TO(T2 + h?)(1 + o

Temos entdo ||[E™T|y < C2O(7% + h?) — 0. -
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Capitulo 3 Método numérico segundo diferencas centradas

3.2.2. Testes numeéricos

Para testar a validade do método que descrevemos, resolvamos numericamente o

problema
u(z,t) = —(=A)2u(z, t) + s(z,t), x€(0,1),tcRT
w(x,t) = u(z,t) =0, zeR/(0,1),te Rt (3.11)
uw(z,0) =2%(1 —2)%, 2¢€(0,1)

onde

s(z,t) = —e t2?(1 — x)? +

et <$2_a +(1—2)2 623+ (1 —2)37%)
)

cos( r(3—a) a T(4—a)
N 12z + (1 — 2)*™®)
r'éG-—a) ’
que tem a solugao exacta
u(z,t) = e '2*(1 — x)% (3.12)

Nas Tabelas 3.1 a 3.4 apresentamos o erro maximo em moddulo para diferentes

valores de «, fixando ora o passo temporal ora o passo espacial. As ordens de

convergéncia foram calculadas para o passo espacial fazendo o, =

modo anélogo para o passo temporal obtivemos o.

a h = 0.01 h = 0.005 oh

1.2 4.7588 x 1076 1.3740 x 1076 1.7922
1.4 5.4728 x 1076 1.3849 x 1076 1.9834
1.6 8.0114 x 1076 1.8910 x 1076 2.0829
1.8 1.2222 x 107° 2.9395 x 1076 2.0558

Tabela 3.1: Maximo dos médulos dos erros e ordens de convergéncia observadas para

diferentes valores de « quando (z,t) € (0,1) x (0,1) e para 7 = 0.001.
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o

1.2
14
1.6
1.8

T =0.01
3.8222 x 1077
4.1240 x 1077
4.3492 x 1077
4.3722 x 1077

T = 0.005
6.9998 x 10~8
8.1877 x 1078
8.5014 x 108
6.2281 x 1078

or

2.4490
2.3325
2.3550
2.8115

Tabela 3.2: Maximo dos médulos dos erros e ordens de convergéncia observadas para

diferentes valores de a quando (z,t) € (0,1) x (0,1) e para h = 0.001.

o

1.2
1.4
1.6

1.8

h = 0.01

4.7015 x 1076
5.0189 x 1076
7.5140 x 1076
1.1683 x 107

h = 0.005

1.3242 x 1076
1.4328 x 1076
1.5075 x 1076
2.3997 x 1076

Oh

1.8280
1.8085
2.3174

2.2835

Tabela 3.3: Maximo dos médulos dos erros para diferentes valores de a quando

(x,t) € (0,1) x (0,10) e para 7 = 0.01.

o

1.2
1.4
1.6
1.8

T =0.1

4.1763 x 107°
4.6128 x 107°
5.0516 x 107°
5.5700 x 10~°

T = 0.05
1.0384 x 107°
1.1441 x 10=°
1.2526 x 107
1.3581 x 107°

or
2.0079
2.0114
2.0118
2.0361

Tabela 3.4: Maximo dos moédulos dos erros e ordens de convergéncia observadas para

diferentes valores de a quando (x,t) € (0,1) x (0,10) e para h = 0.01.
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Capitulo 4

Técnica de transmissao de matriz

Neste capitulo vamos resolver numericamente a equacao do calor fraccionaria, onde
o operador de difusdo é representado pelo operador de Riesz espectral.

Comecamos por descrever este operador e algumas das suas propriedades. Apre-
sentamos de seguida o método numérico conhecido como a técnica de matriz de
transmissdo, associado ao operador de Riesz na espectral. No final, discutimos a
relacdo entre as solugoes para a equacao do calor fraccionaria quando o operador de

Riesz é dado na forma integral e na forma espectral.

4.1. O operador de Riesz como um operador espectral

Consideremos o problema de valores proprios para o operador de Laplace em (a, b):

Av+Av=0

E sabido que existem uma infinidade de valores proprios A\, > 0 e correspondentes
v que satisfazem esta equagao. Mais interessante ainda, o conjunto {vg}ren € uma

base ortonormada de L?(a,b). Assim, para qualquer f € L?(a,b), temos

F=> (fron)vx
N

A= Ml fyvr)vi
N

Visto isto, muitos autores consideram que o operador (—A)a/ 2 pode ser definido da
forma que se segue.

Suponhamos que o operador de Laplace (—A) tem um conjunto de vectores pro-
prios {vi}ren que formam uma base ortonormada em L? para uma regido limitada

Q C R tais que v = 0 em 92 e um conjunto de valores proprios correspondentes

{ Mk }ren. Seja

o0 o0
Us ={u =3 cuvisen = (w,0p) 1 Y _leal’[ Al ? < o0}
n=1 n=1
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Capitulo 4 Técnica de transmissdo de matriz

(onde (f,g) = [ f( dz). Entao para toda a funcio u € U,, (—A)2 ¢ definido

por

g/QU— ch)\2vk (4.1)

Contudo, a relacao entre esta definicao e as apresentadas nos capitulos anteriores
nao é clara na literatura onde é introduzida e muitas vezes parecem ser tratadas como
a mesma. Em alguns artigos iniciais sdo dadas como equivalentes [11] [12]. Posterior-
mente o discurso alterou-se para "apesar de matematicamente ndo equivalente, pode
ser usada para obter aproximagoes numeéricas tteis" [16]. Instaurou-se a confusio na
literatura, havendo por um lado mistura entre as duas definicoes [30] [28] [25] [29] [19],
e por outro dando-se a esta nova definicdo uma interpretacao fisica que nao lhe esta
necessariamente inerente [23] [17].

Servadei e Valdinoci [26] comparam este operador com o da definicdo para o

operador de Riesz dada por

(-85 () = el [ ul@) ~uly)
R

|$ _ y|a+1
(onde ¢(«) é uma constante normalizante) e chegaram a um resultado interessante

que vale a pena enunciar:

Teorema 15. Os operadores (—A)g/2 e (—A)%/Q sdo diferentes, na medida em que:

a/2

e O primeiro valor préprio de (—A)R é estritamente inferior ao primeiro valor
proprio de (—A)g/Q,
o As fungées préprias de (—A)?%/2 sGo no mdximo continuas ¢ Holder até o fron-

a/2

teira, enquanto que as funcdes proprias de (—A)S sao tao suaves quanto a

fronteira o permitir.

Nao vamos trabalhar com o operador dado por (—A)%, mas para situar o leitor
referimos apenas que este é o potencial de Riesz visto no capitulo 2 normalizado [4].
Este operador partilha a propriedade que provamos no Teorema 6 para o operador

de Riesz na forma integral [20].

4.2. Condicoes de fronteira e solucao analitica da equacao
fraccionaria do calor

A definigdo do operador de Riesz neste sentido espectral tem uma caracteristica

importante que a distingue das apresentadas nos capitulos anteriores. Enquanto que

34



4.2 Condictes de fronteira e solucdo analitica da equacio fraccionaria do calor

o operador de Riesz definido pelo tratamente de Fourier, na forma integral ou como
potencial de Riesz, exige uma func¢ido definida para todos os valores de « € R, este
estd definido num intervalo limitado, o que permite definir condi¢oes de fronteira de
Dirichlet e até outras. Como o nosso objectivo é comparar esta definicdo com as
dadas anteriormente, mantemos as condigoes de Dirichlet homogéneas.

A obtencao de solucdo analitica é relativamente simples. Recorremos ao método

de separacdo de varidveis. Queremos resolver o problema

up(x,t) = —k(=A)2u(z, t) + s(x,t), (v,t) € QxRS
u(z,0) = up(z), =€
u(z,t) =0, z €.

Consideremos a equagao diferencial homogénea. e facamos u(z,t) = N(t)M(z).

Substituindo vem

N'()M (z) = —kN (£)(=A)*2M ().

Queremos resolver entao os problemas

—A)2M(x) = x x
(AMz) =AM(z), = €@ . N'(t) = —kAN(t).

M(z)=0, z€dQ

Atendendo ao exposto anteriormente, as soluc¢ées do problema de valores proprios
sao as funcdes vy, n € N, que satisfazem o problema de valores proprios associado ao
operador de Laplace e os valores préprios sdo os valores préprios associados a este

problema agora elevados a 5. Atentendo as condigoes de fronteira temos:

nmx

vy, = sin( 0] )
— (T \«x
An = (ig7)
Substituindo na separacdo de varidveis surge

nmw

+o0o
u(e,) = 3 wae " sin(00)
n=1

obtendo-se os coeficientes w,, fazendo

nmx

2 / . nm
wy, = — [ up(x)sin(—=-)dz.
9] e 1]

Para obter a solucdo exacta para a equacgao com termo fonte aplicamos o principio
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Capitulo 4 Técnica de transmissdo de matriz

de Duhamel. Fixamos 7 > 0 e resolvemos
ut(x>t) = _k(_A)a/2u($vt)7 (IL‘,t) € Q2 x (7-7 +OO)
u(z,7) =s(z,7), €
u(z,7) =0, x €.

Atendendo ao exposto anteriormente, a solucdo deste problema é dada por

+o0
u(z,t) = Z yne FEaD? Sin(%)v
n=1

com

2 / . nmx
Yn = 7= [ s(z,7)sin(—=)dz.
] J, 207

Assim, a solu¢do do problema original sera

u(x,t) = Z wnefkt(\m\)a sin(@) + Z ynefk(th)(ﬁ)a sin(n—w)dr

4.3. Método numérico

Apresentamos agora o método numérico para resolver a equacao fraccionaria do calor
quando o operador de Riesz é definido na forma espectral. A técnica que vamos
apresentar toma o nome de técnica de transmissao de matriz(TTM).

Queremos resolver a equagcao diferencial
u(z,t) = —k(=A)2u(z,t) + s(x,t), (x,t) € (a,b) x Ry,

com condicdo inicial

u(x,0) = up(z), z € (a,b)

e sujeito a condigdes de fronteira de Dirichlet homogéneas.
Seja N > 2 e seja h = % o passo espacial. A malha sera constituida pelos
pontos z; = a+nh,n=1,..., N —1. Consideremos a matriz de discretizacdo espacial

associada ao operador de Laplace classico

2 -1 0 0
-1 2 -1 0

A 1
== ﬁ 0 -1 2 0
(0 0 0 2]
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4.3 Meétodo numeérico

Relembramos que por A ser real simétrica admite a factorizacdo A = PDP~!, com
P ortogonal e D diagonal. A técnica de transmissio de matriz consiste em aproximar
o operador de Riesz pela matriz A%/2 = pDY/2p—1,

Discretizamos no tempo com Crank-Nicolson. Fixando um tecto T" > 0 e defi-

nindo um ntmero de passos M > 1 obtemos o passo temporal 7 = % Com t,,, = ™m,

upt = w(Tp, tm) € sp' = $(p, ty), param =0,..,.M en=1,..., N — 1, definamos

u(xy, mt) s(xy, (m + %)7)

Sm+1/2 —

U = | u(zp,mr) |, 8(zn, (M + %)7) ’

u(zy_1, mT) s(zn-1,(m+ 3)7)

e obtemos o método na forma matricial

ym+l _ gm I lAa/QUm—H + lAa/QUm + Sm+1/2. (4_2)
T 2 2
Podemos provar a estabilidade deste método numérico, resultado que enunciamos

de seguida.
Teorema 16. O método numérico (4.1) é incondicionalmente estdvel.

Demonstra¢ao. Para m =0,..., M — 1, cada iteragdo do método é dada por

Um+1 _ (I—I— ﬁAa/Q)—l (I - ﬁAa/Q)Um +TSm+1/2 )
2 2

Como a matriz A é real simétrica, todos os seus valores proprios sdo reais positivos.
Concluimos que os valores proprios da matriz A%/? também sdo reais positivos. Seja A
um qualquer valor préprio desta matriz. Para a matriz de iteracao (I—l—%TAa/Q)_l(I—
%TA“/ 2) o valor proprio associado satisfaz

1— 52
1+ 5\

| | <1

Por outro lado, para a matriz de iteracao (I + %TAO‘/Q)*1 também temos que o valor

proprio associado satisfaz
1

|1+’%/\

| <1

O

Tanto quanto sabemos, a convergéncia da técnica de transmissdo de matriz para

o operador de Riesz na forma espectral ainda nao foi provada. Houve uma tentativa
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de prova [15] que acabou por nao ser publicada. No entanto, resultados numeéricos
indicam uma ordem de convergéncia igual & ordem de convergéncia da discretizagao

de base.

Consideremos em primeiro lugar um problema sem termo fonte.
ug(z,t) = —%(—Au)a/Qu(w,t), r € (0,m),teRT
u(0,t) = u(m,t) =0, teR*t (4.3)
uw(z,0) = 2%(r —z), € (0,7)

A solucgao exacta é obtida pelo método descrito na seccdo anterior e é dada por

e _1\n+1 _ o
u(z,t) = Z 8(1)71348111(711‘)6_2, (z,t) € [0,7] x R, (4.4)
n=1

Nas Tabelas 4.1 e 4.2 apresentamos o erro maximo em moddulo para diferentes

valores de a da resolu¢do numérica do problema (4.2). As ordens de convergéncia
log( 1)

€h/2 z
oz~ © de modo anéalogo

foram calculadas para o passo espacial fazendo o), =

para o passo temporal obtém-se o..

a h = 0.01 h = 0.005 on

1.3 1.5252 x 107° 2.0086e x 1076 2.9247
1.5 1.6358 x 107° 2.1236e x 1076 2.9454
1.7 1.7110 x 107° 2.1146 x 1076 3.0164

Tabela 4.1: Maximo dos médulos dos erros e ordens de convergéncia observadas para

o problema (4.2) em t = 1 para diferentes valores de v e 7 = 0.005.

« 7 = 0.01 7 = 0.005 or

1.3 6.1422 x 1076 2.0086 x 1076 1.6126
1.5 7.5835 x 1076 2.1236 x 1076 1.8364
1.7 8.9311 x 106 2.1146 x 1076 2.0785

Tabela 4.2: Maximo dos moédulos dos erros e ordens de convergéncia observadas para

o problema (4.2) em t = 1 para diferentes valores de a e h = 0.005.

Consideremos agora um problema com termo fonte.

ug(z,t) = —(—Au)*?u(z, t) + 22,
u(0,t) = u(m,t) =0,

u(z,0) = 2%(1 — )2,

te Rt

z € (0,1)

r e (0,1),teRT




4.4 Operador de Riesz integral versus operador espectral

A solugao exacta é dada, para (z,t) € [0,1] x RT, por

4(r*n? - 12)((-1)" - 1)

sin(nw:n)e_t(m)a
n=1
(4.6)
> 4 — 4 2,2 1) _ —t(nm)®

n=1

A semelhanca do que fizemos para o problema (4.2), apresentamos nas Tabelas

4.3 e 4.4 o0 erro maximo em moédulo e taxas de convergénia para diferentes valores

de a.
«a h = 0.01 h = 0.005 oh
1.3 1.1840 x 10~ 4.7321 x 107° 1.3231
1.5 4.2907 x 10~° 1.4868 x 10~° 1.5290
1.7 1.3522 x 10~° 3.9746 x 106 1.7664

Tabela 4.3: Maximo dos modulos dos erros e ordens de convergéncia observadas para

o problema (4.3) em t = 1 para diferentes valores de « e 7 = 0.001.

o T = 0.01 7 = 0.005 oh

1.3 2.9484 x 107° 7.6456 x 1076 1.9472
1.5 2.6363 x 107° 6.9620 x 1076 1.9209
1.7 3.2245 x 107° 7.4018 x 1076 2.1231

Tabela 4.4: Maximo dos moédulos dos erros e ordens de convergéncia observadas para

o problema (4.3) em t = 1 para diferentes valores de aw e h = 0.001.

4.4. Operador de Riesz integral versus operador espectral

Nesta seccao vamos verificar se os problemas de difusdo que envolvem o operador de
Riesz integral e o operador de Riesz espectral partilham a mesma solu¢do usando
os métodos numéricos apresentados nos capitulos anteriores. Relembramos que as
diferencas centradas aproximam a equacio que envolve o operador de Riesz na forma
integral e a técnica de transmissdo de matriz a equaciao que envolve o operador de
Riesz espectral.

Especificamente consideramos os dois problemas que consistem nas equacoes di-

ferenciais
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ur(z,t) + (—A) P u(z,t) =0, (z,) € QxR (4.7)

w(z,t) + (—A) Pu(z,t) =0, (2,t) € QxR (4.8)

ambos com condicao inicial u(x,0) = §(z), € Q e condigdes de fronteira de Dirichlet
homogéneas, para um 2 = [—-L, L], L > 0, e onde (—A)Z‘/b2 ¢ o operador diferencial
definido por (3.3) e (—A)g/2 ¢ definido por (4.1). A func@o de Dirac ¢ é uma fungao

que toma o valor 0 para todo o z € R/{0} e que satisfaz

/Ré(a:)da: =1

Temos de ter algum cuidado a implementar numericamente uma aproximagao a

esta funcao. Consideremos um intervalo [—L, L] e definamos a fungao

Dada uma malha com N > 0 pontos usamos J. com € << 1 como aproximacao &
funcao & desde que Ne > 2L.

Nas Figuras 4.1 a 4.3 estdo representadas as solugdes obtidas para ambos os
problemas, resolvidos numericamente com os métodos desenvolvidos nos capitulos 3

e 4, come=>50"1e N =1500.

0.045 . . . : : 0.014
/[~ — —Drerengas centradas — — — Diferengas centradas
0.04 gy e ™ 1 e | m— M

g

0.035

& 00251 | | 4 & 0.008

u(x,
X,

0.02 / l 4 E
0.015
0.01r A

0.005 | 4

Figura 4.1: Solucao obtida para o problema (4.7) pelo método numérico segundo
diferengas centradas e para o problema (4.8) pela TTM para o = 1.3 em t = 2 ¢
t = 10.

Os resultados numéricos levam-nos a crer que os problemas tém solugoes diferen-

tes. Para reforcar esta observagao vamos determinar a solu¢do numeérica do problema
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0.045

0.04 -

0.035

003

2)

X

X 0025

0.02r

0.015

0.016
— — — Diferengas centradas
***** ™ 0.014 1

o012

0011

)

% 10]

7 0.008 -

uf

0.006

0.004

0.002

/7% | — — — Diferengas centradas
f———TT™ 1

A

Figura 4.2: Solucdo obtida para o problema (4.7) pelo método numérico segundo

diferengas centradas e para o problema (4.8) pela TTM para o = 1.5 em t = 2 ¢

0.06 0.02 T T T
— — — Diferengas centradas . [ = — — biferengas centradas
s pag ] - o018 i \\ ’
/ \
.04 0.016 ¢ g
0.085 0.014 &)
A
0.03 | 0012 !
& =) \
X 0.025f % 001 5
E} = "
0.02f : ! 1 0.008
0.015 g y — 0.006 | ; [
/ | 4 *
0.01F \ - 0.004 f AN
; \ . Q.
/ = ,
0.00 7 \ 1 ooz 7 S
0 . e 0« L
15 10 5 0 5 10 15 -15 10 5 0 5 10 15
X X
(a) t =2 (b) £ = 10

Figura 4.3: Solucdo obtida para o problema (4.7) pelo método numérico segundo
diferengas centradas e para o problema (4.8) pela TTM para o = 1.7em t = 2 ¢
t = 10.

(3.11) usando a TTM. Notemos que temos a soluc¢do exacta deste problema se o ope-
rador de difusao for o operador de Riesz na forma integral e é dada por (3.12). Os
resultados obtidos encontram-se na Figura 4.4, onde notamos que a solu¢do numérica
obtida pela TTM nao é a mesma que a solucdo exacta do problema, considerado o

operador diferencial como o operador de Riesz integral.

Por ultimo vamos comparar a solu¢do numeérica para o problema (4.5) dada pelo
método numérico segundo diferencgas centradas com a solucao exacta dada por (4.6),
quando o operador de difusdo é o operador de Riesz na forma espectral. Os resultados

obtidos encontram-se na Figura 4.5. De novo, notamos que a solu¢do numeérica
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0.025 0.025
e i o
7 P
0.02 / - 0.02 il
0.015 7 L 0.015 7 A
4 \ v 0 4
= ! X & X
X oot \ X oo \
El \ 3 N
«\.
.
0.005 - 0.005 N
/ / N
oo i N
P ; S
0" ol
-0.005 -0.005
0 01 0z 03 04 05 06 07 08 09 1 o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X X
(a) a=1.3 (b) =17

Figura 4.4: Solucdo exacta para o problema (3.6) dada pelo operador de Riesz na

forma integral e solugdo numeérica para o problema (3.6) usando a TTM para o« = 1.3

ea=1.7quando t = 1.

obtida pelo método das diferencas centradas é diferente da solugdo exacta, quando

o operador diferencial fraccionario é o operador de Riesz na forma espectral.

0.12 0.07
Solugéo exacta Solugdo exacta
Diferengas centradas Dfferengas centradas
0.06
01F B
— - '\\ . Py \\
vl M 0.05 e W
0.08 ~ # \
d Ry
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Figura 4.5: Solucao exacta para o problema (4.3) dada pelo operador de Riesz espec-

tral e solugdo numeérica para o problema (3.6) dada pelo método numérico segundo

diferengas centradas para a = 1.3 e « = 1.7 quando ¢t = 1.
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Conclusoes

Neste trabalho apresentdmos o estado de arte relativamente a um problema de for-
mulagao simples, que envolve um operador fraccionario de difusdo. Estes problemas
continuam a envolver questdes pertinentes relacionadas com a nao localidade dos
operadores diferenciais envolvidos, tais como como definir condi¢des de fronteira ndo
nulas correctamente, tanto do ponto de vista fisico como matemético.

Em suma, comecédmos por trabalhar o espaco de Fourier e as derivadas fracciona-
rias de Riemann-Liouville no capitulo 2, de onde derivimos uma primeira defini¢ao
para o operador de difusdo fraccionario, a que chaméimos o operador de Riesz na
forma integral. No capitulo 3 apresentdmos um método numérico para esta defini-
¢ao, e derivamos alguns resultados de convergéncia. No capitulo 4, apresentdmos
a defini¢do do operador de Riesz na forma espectral, e vimos um método numérico
que converge para a solugao do problema da equagao do calor fraccionaria quando
o operador de difusao é definido deste modo. Finalizdimos comparando a solugio
numérica para o problema de difusdo fraccionario quando o operador de difusdo é o
operador de Riesz na forma integral com a solucao numérica para o problema quando
o operador é agora o operador de Riesz espectral.

Os resultados numéricos indicam que estes problemas ndo partilham as mesmas
solucoes.

De referir por ultimo que um problema em aberto directamente relacionado com
este trabalho é a demonstracdo tedrica da convergéncia do método numérico apre-

sentado no capitulo 4.
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