Modelos Matematicos para a
Quimiotaxia e Formacao de Padroes

Goncalo Alexandre Saraiva de Carvalho






‘% DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
Al! FACULDADE DE CIENCIAS E TECNOLOGIA
UNIVERSIDADE DE COIMBRA

% W : ’ N, Il
X" ¥ Yz \ W &%

Modelos Matematicos para a
Quimiotaxia e Formacio de Padroes

Goncalo Alexandre Saraiva de Carvalho

Dissertacao para a obtencdo do Grau de Mestre em Matematica

Area de Especializacio em Analise Aplicada e Computacio

Jari

Presidente: Prof. Dra. Maria Paula Martins Serra de Oliveira
Orientador: Prof. Dr. Adérito Luis Martins Araijo
Vogais: Prof. Dr. Adérito Luis Martins Araajo

Prof. Dr. Carlos Manuel Franco Leal

Data: Julho de 2016






Resumo

FEsta dissertacao tem como principal objectivo o estudo de modelos
matematicos e de métodos numéricos para a simulacdo do fenémeno da
quimiotaxia na formacao de padrdes. Comecamos, por isso, por introdu-
zir o conceito de quimiotaxia e apresentar um exemplo em concreto que
servird como motivagao biolégica.

Vérios modelos foram construidos para tentar compreender melhor
0 processo quimiotatico. Aqui iremos deduzir um modelo de equagoes
difusdo-reacgao usando duas abordagens diferentes: uma abordagem mi-
croscopica introduzida por C.S. Patlak em 1953 ¢ uma abordagem ma-
croscopica introduzida por E.F. Keller e L.A. Segel em 1970.

Considerando um dominio limitado, onde esté inserida uma popula-
¢ao de células, inicialmente distribuidas de forma uniforme e provocando
pequenas perturbacoes nesta distribuicdo inicial podemos levar a que as
células se reorganizem (por quimiotaxia) de uma outra forma, formando
padroes na sua concentracdo. Faremos um estudo do modelo apresen-
tado por M.R. Myerscough, P.K. Maini, J.D. Murray e K.H. Winters em
1990 (um caso particular do modelo deduzido) que nos permitiré perce-
ber em que condigoes é que as alteracoes ao estado de equilibrio inicial
levam & formagado ou nao de padrdes. Para conseguir fazer este estudo
recorreremos 3 instabilidade & Turing do sistema/ modelo.

De modo a ilustrar este estudo, com alguns exemplos, iremos cons-
truir uma familia de métodos numéricos usando diferencas finitas o que
nos permite aproximar e ilustrar o comportamento da solucdo do mo-
delo. Além disso, apresentaremos também resultados tedricos sobre estes
métodos, nomeadamente a positividade, a estabilidade e a convergéncia.

Palavras Chave: Quimiotaxia, Equacao Difusdo-Reacgdo, Instabilidade & Turing,

Formacao de Padroes, Método de Diferencas Finitas

Abstract

The main goal of this thesis is to study mathematical models and nu-
merical methods to simulate chemotactic pattern formation. We started
by presenting a definition for this concept and present a concrete example
that will serve as biological motivation.

Several models were built to better understand this phenomenon. In
this study we will deduct a reaction-diffusion model of equations using
two different approaches: a microscopic approach introduced by C. S.
Patlak in 1953 and a macroscopic approach introduced by E.F Keller
and Segel L.A. in 1970.

Considering a limited area where a population of cells is inserted into,
initially uniformly distributed, and causing small perturbations in this



initial distribution we can lead the cells to reorganize (by chemotaxis) in
a different order, forming patterns as they concentrate. We will study
the model presented by M. R. Myerscough model, P. K. Maini, J.D.
Murray and K.H. Winters in 1990 (a particular case of the deducted
model) for this phenomenon that allows us to observe and understand
which conditions to the changes in the initial equilibrium state can or
not lead to pattern formations. In order to do this study we will use the
Turing instability of the system / model.

To illustrate this study with some examples we shall build a family of
numerical methods using a finite difference which allows us to approach
and better demonstrate the behavior of the model solution. We will also
present theoretical results of these methods, namely positivity, stability
and convergence.

Keywords: Chemotaxis, Reaction-Diffusion Equation, Turing Instability, Pattern

Formation, Finite Difference Method
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Capitulo 1

Introducao

A quimiotaxia tem um papel crucial tanto na vida de seres multicelulares como unice-
lulares [1]. Um exemplo muito comum que revela bem a importancia deste fenémeno
biologico é o ciclo de vida da Dictyostelium discoideum [36]. Atendendo a este facto,
iremos dedicar este capitulo introdutério & definicdo da nocdo de quimiotaxia e a

descricao detalhada do ciclo de vida da Dictyostelium discoideum.

Para compreender melhor a quimiotaxia iremos deduzir um modelo matemético
definido a custa de um sistema diferencial de difusdo-reaccdo com um tensor de
difusdo triangular. A dedugdo detalhada deste modelo ird ser feita no Capitulo
2. Assim, iremos comegar por apresentar as no¢oes gerais de modelacao de reaccoes
quimicas, referindo a lei da ac¢ao de massa e a cinética de Michaelis-Menten [4]. Para
modelar a difusdo celular induzida pelo quimico consideramos as duas abordagens
classicas: a abordagem microscopica, publicada por C.S. Patlak em 1953 [26], e a
abordagem macroscopica, publicada por E.F. Keller e L.A. Segel em 1970 [14]. O
Capitulo 2 é concluido com uma breve referéncia as questoes de existéncia e unicidade

de solucao para um modelo matemético da quimiotaxia.

No Capitulo 3 iremos apresentar uma familia de métodos numéricos que nos
permitam determinar uma solucao aproximada da solucdao do modelo matematico
considerado para a quimiotaxia. Para além disso, iremos demonstrar resultados
tedricos que estabelecem as condigbes que garentem a positividade, a estabilidade e

a convergéncia dos métodos numéricos apresentados.

A quimiotaxia é um dos fenoémenos que nos ajuda a explicar a formacgao de
padrées nos seres vivos. Concluimos entdo esta dissertacao com o Capitulo 4 onde
iremos olhar com grande pormenor para a formagao de padroes [18, 19, 20, 21, 25, 27],
demonstrando a importancia da quimiotaxia nesse processo. Neste contexto surge
a necessidade de analisar a estabilidade linear do modelo supramencionado, o que
também serd feito neste capitulo. Iremos apresentar varios conceitos de estabilidade

e, em particular, a no¢ao de instabilidade a Turing [16]. Com base neste conceito
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iremos estabelecer de instabilidade a Turing no estado de equilibrio do modelo/
sistema para a quimiotaxia, instabilidade esta que leva ao surgimento de padroes.
No final do Capitulo 4 iremos ainda apresentar resultados ilustrativos do estudo
feito ao longo do capitulo recorrendo para isso aos métodos numéricos construidos

no Capitulo 3.

1.1. O que é a quimiotaxia?

Define-se taxia como sendo o movimento que um ser vivo efectua induzido por um
factor externo presente no meio em que estd inserido. Sao exemplos desses factores as
substancias quimicas, o pH do meio, a luz, a concentracao de oxigénio, entre outros.
No caso particular em que o factor externo em causa sdao as substéncias quimicas,
estamos perante o que se denomina quimiotaxia. Podemos considerar que existem
dois tipos de quimiotaxia: quimiotaxia positiva, quando o ser vivo é atraido pelas
substancias quimicas movimentando-se na direc¢ao do gradiente da concentracao de
quimico, isto é, em direccdo a zonas de grande concentragao de quimico e quimiotaxia
negativa, quando o ser vivo é repelido pelas substancias quimicas movimentando-se

na direcgao oposta do gradiente da concentragao de quimico [17, 28].

1.2. Motivacao biolégica

A quimiotaxia estd presente em imensas situagoes. Por exemplo, no funcionamento
do sistema imunolo6gico (quando as células devem migrar da corrente sanguinea para
combater os agentes invasores), no sistema reprodutivo (quando os espermatozoides
migram em direcgdo ao 6vulo), no sistema nervoso, no crescimento do cabelo ou
de tecidos como a pele ou vasos sanguineos |2, 31|, no posicionamento das células
aquando da formagao embriondaria, na proliferagao das células tumorais, na agregagao
celular (quando varias células se juntam de forma a aumentar a possibilidade de
sobrevivéncia; pode levar ao surgimento de padrdes em seres multicelulares), etc
[1, 12].

Um exemplo muito comum da presenga de quimiotaxia é o ciclo de vida da
Dictyostelium discoideum |13, 36] que iremos apresentar detalhadamente de seguida.

A Dictyostelium discoideum (ou simplesmente D. discoideum) ¢ uma ameba, um
organismo unicelular eucariético, que vive no solo, alimentando-se de bactérias e que

se reproduz por cissiparidade. No entanto, a parte realmente interessante do seu

ciclo de vida é o seu comportamento enquanto ameba social [36]. Quando as amebas

2



1.2 Motivacdo biolégica

tém falta de alimentos e as células sdo incapazes de se dividir, a Dictyostelium opta
por um ciclo de vida alternativo, juntando-se as suas congéneres e transitando de
uma colec¢gao de amebas unicelulares para um conjunto multicelular e depois para

um corpo frutificante.

Desde a sua descoberta em 1935, por K.B. Raper, esta espécie tem sido objecto
de muitos trabalhos de investigagao em biologia celular [13]. A sua capacidade de
alternar do uni ao multicelular torna a espécie ideal para o estudo das mudancas
genéticas que ocorrem na transicdo entre a vida uni e multicelular. Para além disso,
a ameba oferece outras vantagens interessantes como o facto de possuir um sistema
genético simples e o de poder ser cultivada em grandes quantidades. Como a ameba
usa uma via de sinalizacdo que consiste na reac¢do a um estimulo quimico, tanto
para encontrar alimento como para a comunicacao intercelular e para a iniciacao
da diferenciacao de amebas livres para um organismo multicelular, ela é usada com

frequéncia no estudo da quimiotaxia.

O habitat natural desta ameba é o solo e pode ser encontrada em qualquer parte
do mundo. A descric¢do do seu ciclo de vida pode ser iniciada na fase de esporos, onde
cada ameba se encontra dormente dentro de uma cobertura protectora. Quando as
condi¢Oes sao favoraveis ocorre a germinacao e uma ameba emerge a partir da sua
cobertura. Da ordem de 10 micrémetros (1073 cm) de diametro, as amebas sdo
organismos unicelulares bastante disformes que se movem através da extensdo de

partes contrateis de si mesmas.

As amebas alimentam-se de bactérias, engolindo-as. Se o alimento é abundante,
as amebas alimentam-se continuamente e vao-se multiplicando por mitose. Se a
oferta alimentar se esgota, a proliferacdo para. Nessa altura, as amebas tendem a
distribuir-se uniformemente comecando, posteriormente, a agregar-se em centros (si-
nais quimicos sao emitidos por algumas delas, atraindo as outras para as centrais
emissoras). Moléculas de cAMP (3'-5-monofosfato ciclico de adenosina) séo o si-
nal quimico mediador do recrutamento das amebas. Ao mesmo tempo, a cAMP é
degradada por uma enzima (fosfodiesterase), que também é produzida pelas ame-
bas. Durante este periodo, a auséncia de alimento provoca alteragdes genéticas nas
amebas cujos detalhes ndo sao ainda totalmente conhecidos [36]. Os contactos entre
vizinhos e os fluxos de amebas a convergir para um tnico local tém como consequén-
cia a formacdo de uma lesma multicelular disforme que vagueia como uma unidade

no sentido de condigoes de luz e humidade mais favoraveis.
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Figura 1.1: Ciclo de vida da Dictyostelium discoideum, no sentido horéario com inicio

no topo. Imagem obtida em [36].

Algumas amebas retém as paredes celulares dentro da lesma. Quando a lesma
péara de se movimentar tem inicio um processo interno de mudanca que pode durar
varias horas. No final deste intervalo de tempo, a lesma transformou-se e passou a
ser constituida por dois tipos de células: células de caule e células de esporos. Es-
tas células constroem um sistema de haste delgada tendo um recipiente de esporos
arredondado no topo da mesma (corpo frutificante). Com o intuito de proporcionar
uma base estrutural para reter os contentores de esporos, as células de caule endu-
recem e morrem. Como resultado desta atitude altruista, as células de esporos é
proporcionada uma, oportunidade para sobreviver as condicoes adversas pois o talo,
sustentando a cabeca repleta de esporos mantendo-a distante do solo, permite uma
dispersdo mais eficiente dos esporos quando estes forem liberados. Os esporos tém a

funcao de iniciar um novo ciclo de vida quando induzidos a germinar.
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Modelacao da quimiotaxia

Antonie van Leeuwenhoek (1632-1723) é considerado o pai da microbiologia e esta
ciéncia esta na base do surgimento do estudo da quimiotaxia. Ao comegar por estudar
o movimento dos seres microscépicos comecou, simultaneamente, a tentar perceber
a influéncia que os estimulos externos tinham sobre esses movimentos.

Mais tarde, nos anos 80, Theodor Wilhelm Engelmann (1843-1909) [9], aquando
dos seus estudos para perceber a fotossintese (aerotaxis), comegou a estudar este
fenomeno em bacteérias e Ilya Ilyich Mechnikov (1845-1916) [33], pioneiro no estudo
da fagocitose, comecgou a estudar este fenémeno em leucocitos. Este segundo autor
viria a receber o Prémio Nobel de Fisiologia ou Medicina de 1908 pelos seus trabalhos
sobre imunidade.

Nos anos 30 foi quando surgiram as mais fundamentais e detalhadas definicoes
de quimiotaxia e o termo comecou a ser aceite pela maioria da comunidade cienti-
fica. Nos anos 50 Henry Harris (1925-2014) investigou o efeito deste fenémeno no
movimento de células na formagao de tumores. Contudo, para falar da quimiotaxia
moderna é necessario referir os modelos matematicos de Clifford S. Patlak (1926-
2014) [26], em 1953, e de Evelyn F. Keller (1936) e Lee Aaron Segel (1932-2005)
[14, 15], em 1970. Estes modelos descrevem o fenomeno da quimiotaxia com recurso
a um sistema de equagoes de difusdo-reaccao, com um tensor de difusdo triangular,
ou seja, com um termo de difusdo cruzada. A partir de 1970, baseados nos trabalhos
de Patlak e de Keller-Segel, surgiram muitos outros modelos como podemos verificar

por exemplo em [12, 13].

2.1. Modelacao de reaccoes quimicas

2.1.1. Lei da acgao de massa

Suponhamos que as espécies quimicas A, B, C cujas concentra¢des sdo dadas por

a, b, ¢, respectivamente, reagem entre si de uma forma dada pela equagao quimica

MA+MB = AsC,

zZ_1
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com A1, A9, A3, 21 e z_1 constantes, sendo as dltimas duas determinadas empirica-
mente.

Caso se verifiquem as condigoes: temperatura constante, meio homogéneo e ni-
mero de moléculas elevado, a lei da acgdo de massa [4] afirma que a reac¢do no

sentido directo se processa a uma taxa

zla’\lb)‘2
e a reaccao no sentido inverso se processa a uma taxa
A3

zZ_1C

Logo a equagdo quimica pode ser representada de modo equivalente pelo sistema

( Oa A pA A
— = =210 + 2173,
ot 1 1
db A1 A
— = —2z1a™b0"% 4+ z_1¢73,
ot 1 1
dc A1pA A
— = 21a"0"% — z_1¢73,
ot 1 1

completado com condicoes iniciais.
2.1.2. Cinética de Michaelis-Menten

A cinética de Michaelis-Menten descreve aproximadamente o comportamento de uma
reacgao quimica em particular [4]. Suponhamos que num dominio existe uma enzima
(E) em concentragdo e com a capacidade de degradar um substrato quimico (C')
também presente no dominio em concentracdo c. A enzima liga-se ao substrato para
o degradar formando um complexo (C'E) de concentragao p. Caso ocorra a reaccao,
desse processo resulta a enzima e produto degradado (P), caso contréario voltamos
ao caso original (enzima -+ substrato). Representemos a concentracao de P por p.

Esta reaccao pode ser descrita pela equacao quimica

C+E = CE 2 P4+E 2.1)

z_1

Pela lei da accdo de massa podemos reescrever esta reac¢ao quimica na forma de um

sistema,
dc
a = —z1€ec+ z_1p,
% = z1ec — (z—1 + 22)p,
(2.2)
Oe
5 = —Aec + (221 + 22)p,
op
L Bt = 22p,



2.1 Modelacdo de reaccGes quimicas

com as condicoes iniciais
C(O) = Cg, 6(0) = e KX ¢, p(O) = 07 p(O) =0.

Na Figura 2.1 esta representado um exemplo de solugdo para o sistema (2.2).

. substrato
7 — — — complexo
: enzima

-------- produlo

Figura 2.1: Exemplo da solugao do sistema (2.2) ao longo do tempo com as condi¢oes
iniciais ¢(0) = 8, e¢(0) =4, p(0) =0 e p(0) = 0 e com os coeficientes z; =2, z_1 =1

622:1.

De modo a simplificar o sistema (2.2) comecemos por ignorar a ultima equa-
¢do uma vez que as restantes ndo dependem de p e, tendo p, podemos facilmente
determinar p integrando uma vez. Nos sistemas em que se verifica a lei da acgao
de massa, combinagoes lineares das variaveis sao frequentemente conservadas [4].

Assim, podemos assumir que se verifica a conservacao da massa da enzima, isto é,

0
8t(e—l—p) =0.

Esta suposicao, juntamente com as condigoes iniciais implica que
e=ep—p. (2.3)

Usando agora (2.3) podemos reduzir (2.2) a um sistema de apenas duas equagoes

Jc
ot
0

8—5 = z1(ep — p)c — (z=1 + 22)p.

= —z1(eo — p)c+ z-1p,
(2.4)

Ao fim de algum tempo, assumimos que o complexo CE se mantém num estado
de equilibrio (hipotese de Haldane). Pela Figura 2.1 podemos confirmar que esta

suposicao esta de acordo com o comportamento do sistema. Temos assim

o _

=0
ot ’

7
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o que implica
epc Z_1+ 29

Ky =172 (2.5)

p:Km—I—C’ 21

onde K, é designada por constante de Michaelis. Substituindo (2.5) nas primeira e

ultima equagdes de (2.2) obtemos

dc Ve
e
Op Ve
L Tme 2.
ot K, +c (2.7)

dp/dt
0.5 X (Km¥mi2)
Vm

Figura 2.2: Formacao de produto em funcao do substrato existente e aproximacao da

solucao do sistema (2.2) utilizando a cinética de Michaelis-Menten, respectivamente.

Através da andlise da Figura 2.2 (obtida nas mesmas condi¢oes da Figura 2.1)
podemos verificar (& esquerda) que a formacao de produto aumenta com o aumento de
substrato existente. Podemos observar ainda o significado fisico das constantes K, e
Vin: Vi € um limite superior para a variagao instantanea de produto e k,, representa
a quantidade de substrato existente quando a variacdo instantinea de produto é
metade do seu limite superior (o que esta de acordo com a equagao (2.7)). Podemos
verificar ainda (& direita) que usando a cinética de Michaelis-Menten (equagoes (2.3),
(2.5), (2.6) e (2.7)) obtemos, a partir de t = 2, uma boa aproximacao da solugao do

sistema original (2.2).

2.2. A equacao de difusao-reacgao

Para descrever o movimento quimiotatico poderemos usar duas abordagens diferen-
tes: uma abordagem microscopica e outra macroscopica. Nesta dissertagdo iremos

considerar ambas, usando como referéncia os trabalhos que lhes deram origem.



2.2 A equacio de difusdo-reaccio

2.2.1. Abordagem microscépica de Patlak

Esta dedugao tem como base as referéncias [12, 26, 28, 37|. No seu artigo Random
Walk with Persistence and FExternal Bias, Patlak, em 1953, deduziu uma equacao
que descreve o movimento de uma célula influenciado pela presenca de substancias
quimicas. Persistence significa que a probabilidade de a célula se movimentar nao
é a mesma em todas as direccoes, isto é, existe uma direccdo preferencial. Fzternal
Bias significa que a probabilidade de a célula se movimentar numa certa direccdo
depende de forcas externas que actuam sobre ela.

Estamos assim interessados em descrever o movimento de uma célula por interac-
¢ao com um quimico. Consideremos entdo um dominio 2 C R (onde estdo inseridos
uma populagao de células e um agente quimico) e um determinado intervalo de tempo
(0,7), com T > 0.

Fixemo-nos numa dessas células e consideremos que a sua interaccao com as

restantes células pode ser negligenciada. Em {2 definimos uma malha €
e Ll <1 << << < <X < <

de medida h, isto é, ;11 = x; + h Vi € Z. Sejam u(z,t), c(x,t) : Qp x (0,T7) - R
as fungoes (continuas e diferenciaveis uma vez no tempo e duas no espago) que
representam a probabilidade de essa célula estar na posicao x € €2 no instante
t € (0,T) e a concentracao de quimico na posi¢do = € €2 no instante t € (0,7,
respectivamente.

A célula, estando na posicao x; € 1, move-se para a esquerda com probabilidade
P (c(x,t)) e para a direita com probabilidade P (c(z,t)) (estas fungdes dependem
de ¢ porque estamos na presenca de um estimulo quimico que influencia o0 movimento
da célula), dando um salto de comprimento h a cada 7 = % unidades de tempo
(consideramos que o tempo que a célula passa em cada posicao é desprezavel quando
comparado com o tempo que demora a dar um salto) e independente dos saltos que
tenha dado no passado.

Podemos assim escrever uma equagao para a probabilidade de encontrar a célula

na posicdo x; € Qp no instante t € (0,7) em fungao da sua posi¢ao no instante

anterior da seguinte forma

u(@i,t +7) = Py (e(z, t))u(zio1,t) + Py (c(@, 1)) u(zir1, 1)

+u(wi, t) — P (c(x, t)u(z;, t) — P (c(x, t))u(w;, t). (2.8)



Capitulo 2 Modelacdo da quimiotaxia

Suponhamos que

e simplificando a notagao

W(C(JJ, t)) =W,

u(zi, t) = ui(t), i€Z,
podemos entao reescrever (2.8) da seguinte forma
ui(t + 7') = Wui_1(t) + Wi (t) + uz(t) — 2Wui(t). (2.9)

Usando agora as expansoes de Taylor

ui(t +£7) =wu;(t) £ T%ui(t) + 0(7'2),
0 h? 9?2 h? 93 4
Wui:H(t) = W’U,Z(t) + ha—qul(t) -+ ?quz(t) + F@WUZ@) + O(h ),
em (2.9) obtemos
0 h? 9?2 ht

Fazendo 7 — 0, h — 0 (passar do caso discreto para o caso continuo no tempo

e no espaco, respectivamente), voltando a notacao original e supondo que existe o

limite
. h? . 9
lim — = lim M“=1L
h,7—0 T h—0,A—00
vem
0 o (0
au(x,t) =5 <8:BLW(C(:E,t))u(az,t)>
0 0 0
-2 (Duw, )2 (1) - u(x,wx(u,c)axc(x,t)) ,
onde

Dy (u,c) = LW (c(x,t)),

x(u,c) = —LW'(c(z,1)).

Note-se que o termo x(u, ¢) depende de W', isto diz-nos que o movimento celular
difusivo influencia o movimento induzido pelo quimico. E, em particular, se W for
constante, isto €, se o quimico ndo influenciar o movimento celular vem x(u,c) =0
e obtemos difusao pura

ou 0 0
— = — | Dy(u,c)—u(x,t) ).
ot 83:( ul )81’ ( )>
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2.2 A equacio de difusdo-reaccio

Generalizando para 2 € R™ obtemos a equacao

ou
i V- (Dy(u,c)Vu) = V - (u(z, t)x(u,c)Ve) .

Chegamos assim a uma equagdo para o movimento da célula como pretendiamos.
Como era de esperar o segundo membro desta equacdo depende de dois termos. O

primeiro representa o movimento difusivo natural da célula e o segundo representa

o movimento da célula induzido pela presenca do quimico.

2.2.2. Abordagem macroscépica de Keller e Segel

Esta dedugado tem como base as referéncias |1, 14, 28]. No seu artigo de 1970, Ini-
tiation of Slime Mold Aggregation Viewed as an Instability, Keller e Segel estavam
interessados em descrever o fendémeno de agregagdo celular como consequéncia de
instabilidade. Ao contrario da abordagem microscéopica, Keller e Segel quiseram
também incluir no seu modelo o facto de as células morrerem, se dividirem, interagi-
rem entre si, interagirem com o meio que as rodeia e ainda o facto de haver reacgoes
quimicas.

Consideremos entdo um dominio homogéneo e aberto £ C R3 limitado por uma
fronteira 02 e um determinado periodo de tempo (0,7"), com T > 0. Suponhamos
que, nesse dominio, existe uma espécie de células (em [14] os autores consideraram
a Dictyostelium discoideum apresentada no Capitulo 1, comummente designada por
slime mold). A Dictyostelium discoideum produz um quimico (moléculas de cAMP),
que representaremos por C, e uma enzima (fosfodiesterase), que denotaremos por
E. A fosfodiesterase degrada a cAMP de acordo com a reaccdo quimica descrita
por (2.1), correspondente a cinética de Michaelis-Menten e a ¢cAMP é produzida
proporcionalmente ao nimero de células existentes no dominio.

Vamos designar por u(x,t), c(z,t), e(x,t), p(x,t) : Q@ x (0,T) — R as fungoes
(continuas e diferenciaveis uma vez no tempo e duas no espaco) que representam,
respectivamente, as concentragoes de células (amebas), de moléculas de cAMP (subs-
trato), de fosfodiesterase e do complexo na posicdo x € Q num dado instante de
tempo t € (0,7). O crescimento celular, saldo entre a morte e a divisao celular, é
descrito pela fungao f(u,c) e a taxa de producao de cAMP por célula é dada pela
funcao h(c).

As amebas movimentam-se naturalmente por difusdo de acordo com a lei de
Fick com coeficiente D,, ou seja, o fluxo celular tem a mesma direc¢ao e sentido

contrario ao gradiente da concentragao celular. Para isso temos que considerar em

11



Capitulo 2 Modelacdo da quimiotaxia

geral que o meio é isotropico (as suas propriedades sdo independentes da direccao
considerada) |7]. Para além do movimento difusivo natural das amebas, foi verificado
experimentalmente que a presenca de substincias quimicas também influencia o seu

movimento. Assim, podemos representar o fluxo celular por
Ju = —Dy,Vu+ ux(u,c)Ve,

onde x(u, c) é a fungdo que representa a sensibilidade da Dictyostelium discoideum a
presenca das moléculas de cAMP. Se x(u, ¢) > 0 estamos na presenca de quimiotaxia
positiva e se x(u,c) < 0 estamos na presenca de quimiotaxia negativa. Existem
véarias formas de particularizar esta fungao com podemos ver em [12].

A massa total de células existente em qualquer subconjunto w C € compacto e

com fronteira seccionalmente suave no instante de tempo ¢t € (0,7") é dada por

M(t) :/wudx.

A variacado instantinea da massa em w deve-se a juncao de dois fenémenos: o
fluxo de massa através de dw (fronteira de w) e a produgao/destruicio de massa

dentro de w. Este facto pode ser representado pela igualdade

OM(t)
5% = /&U Ju - ndS + /w f(u, c)dz, (2.10)

onde n representa a normal unitaria exterior a dw.

No segundo membro da equagao (2.10) usamos primeiro um sinal — porque ao
usarmos a normal externa estamos a calcular o fluxo para o exterior do dominio e isso
corresponde a uma taxa de variacao negativa da massa dentro de w. Depois usamos
um sinal + porque a fun¢do f(u,c) corresponde a uma taxa de variacdo positiva de
massa dentro de w.

Assumindo que w, dw e J, satisfazem as condigbes: w limitado, dw seccional-

mente suave e J, continuamente diferenciavel, aplicando o Teorema de Green / da

/ Ju'ndS:/V~Judx

e, substituindo em (2.10), vem

Divergéncia 8] temos

gt udx:—/V-Judx—i—/f(u,c)dx.

Assumindo que u e w satisfazem as condi¢bes do Teorema 3 em [6] temos

/w (?;: +V Ty — flu, c)> da = 0. (2.11)

12



2.3 Existéncia e unicidade de solucdo

Para que a igualdade (2.11) seja valida para todo o w C 2 arbitrario tem de se
verificar
ou

5 TV i fluc)=0.

Substituindo a forma de .J, obtemos

0
égzv-QhV@—V-WAm@V@+fmm) (2.12)
Considerando que as moléculas de cAMP se movimentam por difusdao de acordo

com a lei de Fick com coeficiente D, temos
J.=—-D.Ve.

De modo anélogo a dedugao que foi feita para a equacao (2.12) em u podemos

deduzir a equagao para c¢ na forma

g; =V . (D:Ve) + g(u,c), (2.13)
onde g(u,c) é dada por
Ve

gu,) = uh(e) — 2"

reflectindo a producao de cAMP pelas células e a sua degradacao de acordo com a
cinética de Michaelis-Menten (ver equacao (2.6)).
Obtemos assim um modelo para descrever o fen6meno da quimiotaxia que consiste

em duas equagoes diferenciais acopladas

g?—v-uhvm—V-WMw@V@+fWW%
o (2.14)
5 =V (DeVe) + g(usc).

Para completar este modelo, h& necessidade de introduzir condic¢Ges iniciais e de
fronteira. As condi¢oes de fronteira mais usuais sdo as de Neumann homogéneas que
correspondem a considerar o caso em que o fluxo, tanto de amebas como de cAMP,

através da fronteira do dominio é nulo, isto é, J, = J. =0, x € 99.

2.3. Existéncia e unicidade de solucao

Nesta seccdo iremos fazer uma breve referéncia as questoes de existéncia e unici-
dade de solugdo do sistema (2.14). Em |12, 13] é feito um apanhado geral sobre os
resultados existentes na literatura a este propésito, dando conta que este assunto
é objecto de intensa investigacao. Podemos ver alguns exemplos de resultados em

5, 11, 17, 22, 23, 24, 29].
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Capitulo 2 Modelacdo da quimiotaxia

Se considerarmos, em (2.14), que: o crescimento celular é nulo f(u,c) = 0; o
quimico C é produzido pelas células a uma taxa constante [3; o quimico se degrada
de forma linear a uma taxa constante v e que a sensibilidade das células ao quimico

é constante x(u,c) = a. Obtemos assim o chamado modelo minimal

gu _ V- (D,Vu) —aV - (uVe),

ot

; (2.15)
8—; =V - (D:Ve) + pu — e,

que, tal como para (2.14), é completado com condigdes iniciais e de fronteira de
Neumann homogéneas.

A titulo de exemplo, refira-se apenas um resultado de existéncia para o modelo
(2.15). Para tal comecemos por introduzir algumas notagoes, que também serao tteis

no capitulo seguinte.

e Para Q CR", (n=2,3) e 1 <p < oo temos que LP(2) representa o espago de

Banach com medida de Lebesgue
LP(Q) = {f : @ — R" mensurédvel : ||f|[zrq) < o0},
onde
1
P p
il = ( [ Ifa)”
para 1 < p < 0o e, para 0 caso p = 00, temos que

1l Lo () = esssup{|f(z)| : x € Q}.

e Seja Q@ = Q x I com I = (a,b) um intervalo aberto arbitrario. Para 1 < p <

oo, LP(Q) representa o espaco de todas as fungoes Lebesgue mensuréveis com

norma
b 1
p
1 fllr(q) = (/ /Q|f(a:,t)]pd:rdt> < 0.
o Lj () ={f:feLP(K), VK} onde K éum compacto contido no interior

de Q.

e Para Q C R™,(n=2,3) e 1 < p < 0o ek um inteiro ndo negativo temos que

WFP(Q) representa o espaco de Sobolev
WHEP(Q) = {f € Line() : | fllwrr() < o},
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2.3 Existéncia e unicidade de solucdo

onde

3=

fllwroey = | 3 108 ey | -

lal<k

para 1 < p < o0 e, para o caso p = 00, temos que

[ llwk.oo () = max{|| Dy, fl| L) : laf <k},

onde D f representa a derivada fraca de f e o é multi-indice, isto é, a =

(a1, ..,an) como; €eNJ1<i<nela =", .
e H(Q) = Wk2(Q) quando k é um inteiro ndo negativo.

e [>°(0,T; X) representa o espago de todas as func¢oes mensuraveis f : [0,7] — X

Ccom
1o (0,75x) = esssup || f(£)]|x < oo
0<t<T

e C([0,T]; X) é o espago das fungdes continuas f : [0,7] = X com

I flleqomx) = Ofgg;\lf(t)\lx < 00.

Para o caso de um dominio unidimensional, Osaki e Yagi [24] provaram que,
impondo restricoes de regularidade nas funcoes, a solucdo para o modelo minimal
existe localmente.

Para dominios bidimensionais, ¢ possivel demonstrar [22, 23] que, sob certas

restri¢oes de regularidade nas funcoes e

Ba/ uo(x)dx < 4,
Q

com ug(z) a condi¢do inicial, a solu¢ao para o modelo minimal existe globalmente no
tempo e a sua norma L é uniformemente limitada. Para além disso, considerando

a segunda equacao do modelo minimal (2.15) estaciondria, isto &,
0=V-(D:Ve)+ pu — e,

foi ainda provado [11] que a solucdo converge para uma solugao trivial estacionaria

u = c =0 quando t = oc.

Teorema 2.1. (Ewisténcia Global) Seja Q um dominio limitado em R2. Assuma

ug,co € H? e ug >0, cg >0 em Q.
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Capitulo 2 Modelacdo da quimiotaxia

1. Se

/Quo(a:)d:c < ;Z,

entdo o modelo (2.15) admite uma unica solugdo cldssica (u,c) em § x (0, 00)

satisfazendo
igg{Hu(t)HLW(Q) + [l L= (o)} < .

2. Sejam Q = {x € R? : |z| < L} e (ug,co) fungdes radias em x. Entdo a mesma

afirmacao de 1. € vdlida sob a condicdo

8T
/Quo(sv)dx < o

Tal como foi apresentado em [22, 23], o Teorema 2.1 exige menos regularidade
nas condic¢bes iniciais mas para isso seria necessario definir um espago de Sobolev

para k nao inteiro.
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Capitulo 3

Método numérico

Neste capitulo iremos apresentar uma familia de métodos numéricos [32| de diferen-
cas finitas implicito-explicito (IMEX) para aproximar a solu¢do do modelo para a
quimiotaxia (2.14) e demonstrar resultados de positividade, estabilidade e conver-

géncia.
3.1. Método de diferencas finitas

Seja © um conjunto aberto de R? de fronteira 9. Nesta dissertacio iremos consi-

derar € o produto cartesiano de intervalos reais, isto €, sem perda de generalidade,
Q= (O’X) X (O’Y)v

com X,Y > 0 fixos. Consideremos o intervalo de tempo [0,7] com T > 0 fixo, e
Q = Q2 x (0,T]. Sejam u,c : Q = Q x [0,T] — R e consideremos a equacio e
difusdo-reaccdo que descreve o fenémeno da quimiotaxia

%($, y7t> =V (Du(ua C)Vu(x7y7t)> -V (U($, Y, t)X(”? C)VC(:L‘,y,t)) + f(uv C)?

S ,1) = V- (D, ) Ve, 1) + (0 ),

para (z,y,t) € @, sujeita as condicoes iniciais

U(ﬁ,y,O) = UO(xvy) > 07 (xay) € Q?

C(xay70) :Co(l',y) >0, (lﬂ,y) € Q,
e as condigoes de fronteira de Neumann homogéneas
Vou(z,y,t) =n-Vu(z,y,t) =0, (x,y) €, tel0,T],

Vac(z,y,t) =n-Ve(z,y,t) =0, (z,y) €09, te0,T],

onde n representa a normal unitaria exterior a 9.

Consideremos
f(u7 C) = fL(ua C) + fNL(U, C)
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Capitulo 3 Método numérico

g(u,c) = gr(u,c) + gnr(u,c),
onde os termos indexados com L sao lineares e os termos indexados com N L sdo nao

lineares.

Para o intervalo temporal consideramos a malha
0=t <tl<. .. <Mt ctM_T

onde M > 1 & um inteiro e definimos At = t™ —t™ 1. m = 1,...,M. Para o
intervalo espacial consideramos a malha Qj definida pelos pontos (i yj), 1 =
0,...,Ngz, 7=0,...,Ny onde N, N, > 2 sao inteiros, zo = yo = 0, zn, = X
eyn, =Y. Seja hy =z — 21,0 = 1,..., Ny e hy = y; —yj—1,7 = 1,...,Ny.
Consideremos ainda os pontos auxiliares (zng4+1,95), (z-1,y;), J = 0,...,Ny e
(@i, YNy+1)s (xi,y—1), @ =0,..., Ny Iremos denotar por Qﬁt a malha em Q de-
finida pelo produto cartesiano da malha espacial Q;, e da malha temporal e por
008 = Q' M aQ x [0, 7).

Denotamos por V;"; o valor da fungao V' definida no ponto (xi,yj,t™) e definimos
os seguintes operadores de diferencas finitas

m m m m
Vi—i—l,j -V Vil — Vi—l,j

D+Vm — ,J Dovm = ,J
z "1, h ’ x '1,g oy ’
mo_ym mo_ym
D+Vm — ‘/7".]""1 ‘/;7] D—Vm — ‘/;7.7 7".7_1
y Vi h ’ y Vi h :
y y
Considerem-se ainda os operadores média
m m m m
goym = Vi P Vit e Vi Vi
z Vij — 2 ’ y Vi 2 :

Vamos definir uma familia de métodos de diferencas finitas implicitos-explicitos,
dependentes de trés parametros 61,60s,03 € {0,1}. FEstes parametros permitem-
nos considerar uma aproximagao implicita para os termos difusivos na diagonal do
tensor de difusdo e para os termos reactivos lineares (6; = 1) ou explicita para estes
mesmos termos (#; = 0). Para o termo difusivo induzido pela quimiotaxia podera
ser considerado o caso totalmente implicito (2 = 03 = 1), explicito (f; = 03 = 0) ou
o caso semi-implicito (62 # 03). Em ambos os casos, os coeficientes de difusao D, e
D, e os termos reactivos nao lineares serdo sempre discretizados de forma, explicita
a fim de evitar a resolucao de um sistema de equagdes nao lineares. Assim sendo,

considerem—se 0s vectores
m m m m m m m
URES (UO,(]?ULO?'"7UNI,O7U0,17U1,17 .- '7UNI,Ny)
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3.1 Método de diferencas finitas

m __ m m m m m m
c" = (00,07 Cl,O? R CNI,Ov 00,17 C’1,17 te 7CNZ,Ny)7

com m=20,...,M. O problema de diferencas finitas consiste em determinar U™

eC™ m=0,...,M, tais que

ymtl _pm
i,] L P+ m —rrm4+6 + m —rrm+0
L = DE(DUUL, CI) D UL ™) + Dy (DU, ) Dy UL )

4,37 &30
_ 7 — 0 - 0 — 6

+fL(U7:TJL‘+0170;Z‘+91) +fNL(UZr]L7CrL’WJL>7 €m QhAta

Oz?,njﬂ — G + momy p=omto + m Cm)D; Cmto

— = Dy (De(U], CF%) Dy, s )+ Dy (D(U;, C%) D, Ci )
+gn (U5, ) + gnn (UL, O, em QR

DU —; D Ui g Dy Uf; —; Dy Ui n, =0, em 9NR"

D CF; . DrCl, | PiC . Dy, — 0, em o0,

Ui?j = uo(i, yj), C?,j = co(z;.y;), em Qp,

onde n = (ng,ny) representa a normal unitaria exterior a dQ. Os valores de Ui e
C}"; irdo representar aproximagoes aos valores de u(w;,y;,t™) e c(xi, y;,t™), respec-
tivamente.

Pretende-se estudar as propriedades de positividade, estabilidade e convergéncia
do método de diferencas finitas definido acima. Nesta dissertacao iremos apenas
considerar o caso particular, mas com interesse pratico (onde se enquadra o modelo
para a formagao de padrdes que iremos considerar no Capitulo 4), onde D, e D, sdo

constantes (positivas), x(u,c) = a, com « uma constante positiva,

J(u,¢) = f(u), com f(0) =0 (3.1)

g(u,c) = gnr(u) —ye, com v > 0. (3.2)

As demonstracoes que iremos efectuar irdo ser feitas para o caso unidimensional.
Assim, vamos considerar o problema de diferencas finitas que consiste em determinar

UreC™ m=0,...,M, tais que
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Capitulo 3 Método numérico

T = DUDH(DF U ) — oD (B, U D, OF %) 4 (U7,

i=0,..,N, m=0,..,M-1,

sz-i_l_cim _ +(—mt+b1 my _ m+61
AL =D.D; (D, C;"") + gy (Ui") —7C" 7,

i=0,...,N, m=0,..,M—1,

DFUM + Dy U™
2

DiCr + Dy Cr
2

n =0, n=0, i=0N, m=0,.. M,

U =ug(x;) >0, Cf =cox;) >0, i=0,...,N,

onde, para simplificar a notagdo, n = n, representa a normal unitaria exterior a 02,
N :=N,eh:=h,.

Para provar estes resultados definam-se os seguintes produtos internos discretos

A N-1 h N-1 h
(UV)n = 5UcVo+ D hUiVi + UV = Y 5 (UiVi + Uiga Vi)
=1 =0

N
(U V) =Y _ WUV,
i=1
e as suas correspondentes normas discretas
1 1
IVlle =WV V)i, IVIlke = (V. V)
3.1.1. Positividade

Comecemos por provar um resultado de positividade fixando 0; = 6, = 0 € {0,1}
e 03 = 0, isto é, fixemos o caso em que podemos ter uma aproximacao implicita ou
explicita para os termos difusivos na diagonal do tensor de difusdo e para os termos
reactivos lineares ) € {0,1}. Para o termo difusivo induzido pela quimiotaxia
podemos ter o caso totalmente explicito (f; = 3 = 0) ou o caso semi-implicito com

92:169320.

Teorema 3.1. Seja (UM, CM) a solugio obtida com um dos dois métodos (0 = 0
ou 0 = 1). Suponhamos que U° > 0 e C° > 0. Suponhamos também que f e g
satisfazem (3.1) e (3.2), respectivamente, e ainda que gnr(u) > 0 quando u > 0 e

que existe f] .. tal que
Fras = 1 | ()] > 0
com Dy o dominio de f. Entdo, se
2D, > af|C¥||es, k=0,...,M —1,
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3.1 Método de diferencas finitas

para todo o At que satisfaca

h2 h2
At < i do 6—0.
= o<keh -1 {2Dc + h2y’ 2D, + a||CF||o + hzﬂm} ;  quando
1 h2
At< mn o 7 ., quando 0 =1,
0<k<M—1 | fluw 20 |C¥]|oo

temos UM >0 e CM > 0.

Demonstracao: Para provar este resultado comecemos por utilizar as condicoes
de fronteira e linearizar a funcao f, o que nos permite reescrever a primeira e a

segunda equacoes do método numérico na forma

A U™ = A U™ (3.3)

A30m+1 = A,0™ + AthL(Um), (34)

com as matrizes A;, ¢ =1,...,4 dadas por

OAt
1—-0)At
Ay = (14 Atf'(§)I — (hQ)Hma
DAt
A3 = (1 =+ At@*y)] + TL,
D.(1—0)At
Ay = (1— At1 — )y — (hQ)L,

onde £ € Dy, I ¢ a matriz identidade, L e H sao as matrizes tri-diagonais dadas por

(6
2Dy + 5 (201" = 2C5") 2, i—j=1,

«

_QDU_§(206”—2C{”), —9, i=1,j=2,

« m m . . .
—Du_§(i—1—0i—2), -1, 2<i<N,j=i—1,
2Du+%(ﬁ2—20ﬁl+cg"), 2, 2<i<N,j=1i

H" = N Li;
—Du— 5 (C1 = CT), -1, 2<isNj=i+l,
2D, — 5 (2CR —2C%,). -2, i=N+Lj=N,
2Du+%(2oﬁ,l—2c;g), 2, i—j=N+1,
0 0, caso contrario,
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Capitulo 3 Método numérico

e gnr(U™) é o vector
gnr(Ug")
gnr(UT)
gnp(U™) =

gnL(UR, 1)

gn(Uy,)

A ideia geral desta demonstracao [30]| consiste em determinar condicoes de tal
forma que os segundos membros das equacoes (3.3) e (3.4) sejam ndo negativos
(supondo que U™ e C™ sao nao negativos) e ainda que existam as inversas das
matrizes A; e A3 e que sejam também n#o negativas. Uma matriz ou um vector
dizem-se nao negativos se todas as suas entradas forem ndo negativas. Conseguindo
encontrar tais condi¢des, basta multiplicar as equagoes (3.3) e (3.4) a esquerda por
Al_l e Ay ! respectivamente e usar inducio em m para obter o resultado pretendido.

No caso em que # = 0 temos A; = Az = I e, trivialmente, Al_1 >0e Agl > 0.
Falta entao apenas encontrar condigoes de tal forma que os segundos membros das
equacoes (3.3) e (3.4) sejam nao negativos. Da defini¢do de A4 concluimos que as
suas lnicas entradas que podem ser negativas sdo as entradas da diagonal principal.

Os seus elementos diagonais sao todos iguais e dados por
2D,
1— At (’y + % ) .

Assim, escolhendo At a satisfazer

h2

At< ——
— 2D, + hZvy’

temos A4 > 0. Da definicdo de As e atendendo a que
2Dy, > a||C™||oos

concluimos que as suas tnicas entradas que podem ser negativas sdo as entradas da

diagonal principal. Os seus elementos diagonais sdo todos superiores a

2Dy, + a||C™|| o
1— At <f{1m+ 2 :

Assim, escolhendo At a satisfazer

h2
< )
2Du + a”CmHOO + h2f7/naa:

At

temos Ay > 0. Atendendo a que gyr(u) > 0 quando u > 0, podemos concluir por

(3.3) e (3.4) que, se U™, C™ > 0 entdo U™+, Cc™+! > 0.
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No caso em que § = 1 temos A4 = I > 0 e, escolhendo At a satisfazer

At < ——,
max

vem Ao > 0. Falta entfo apenas encontrar condigoes de tal forma que existam as

inversas das matrizes A; e A3 e que sejam também nao negativas. Atendendo a que
2D, > a|C™||co,

podemos verificar que

<0, j=i+l,
Az, >0 e Ay, Az , i=1,..N+1,

Al 050
=0, j#i A jAit]

0,40
ou seja, A; e Ag sao matrizes irredutiveis [30, 35]. Note-se que As é incondicional-

mente diagonal dominante e, escolhendo At a satisfazer
20| |C™ |0 At < b2,

A; também é diagonal dominante. Logo, pelo Corolario 1 em [35, pagina 85|, vem
A;l >0e Agl > 0. Atendendo novamente a que gyr(u) > 0 quando u > 0,
podemos concluir por (3.3) e (3.4) que, se U™, C™ > 0 entdo U™, C™*! > 0. Por
inducao concluimos o resultado pretendido.[]

NOTA: Notemos que, no caso em que C* é identicamente nulo para algum & a

satisfazer 0 < k < M —1, a restricao da medida do passo temporal para o caso § =1

_1

f;n,aac ’

dada no teorema anterior reduz-se a At <

3.1.2. Estabilidade e convergéncia

Para os dois proximos resultados fixemos 6; = 03 = 0 € {0,1} e 03 = 0, isto é,
fixemos o caso em que podemos ter uma aproximacao implicita ou explicita para os
termos difusivos na diagonal do tensor de difusao e para os termos reactivos lineares
01 € {0,1}. Para o termo difusivo induzido pela quimiotaxia podemos ter o caso

totalmente explicito (62 = 03 = 0) ou o caso semi-implicito com 63 =0 e 65 = 1.

Teorema 3.2. Suponhamos que gnr(0) = 0 e que f e gnr sao fungoes Lipschitz

com constantes Ly e L, respectivamente, ou seja,

|f(u) — f(v)| < Lflu—wv|, VYu,ve Dy, (3.5)

lgnr(w) = gnp(v)] < Lglu = v, Vu,v € Dy, (3.6)
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com Dy e Dy 0s dominios de f e gy, respectivamente. Consideremos o tensor de
difusdo
D, —au

0 D,

D(u) =

e suponhamos que as matrizes D" = D(E;U™), i =1,.,N, m = 0,..., M, sdo
semi-definidas positivas, isto ¢, atendendo a que D, e D, sdo constantes positivas,

uma condicdo suficiente para que tal se verifique é

497 D

11,17712,2

>(@7,)% i=1,..,N, m=0,., M. (3.7)

11,2

Nestas condigoes, para 6 = 1 e para todo o At < Ag, existem constantes K >0 e 3
tais que

A
UM|2 +(|CM2 < KeAPM (1|00 4 1|C0)3)

ou seja, 0o método é incondicionalmente estdvel.

Demonstragao: Multiplicando ambos os membros da primeira e da segunda equa-
coes do método numérico por, respectivamente, U™ e €10 ¢ usando o produto

interno discreto (.,.)p, obtemos

m+1 _ 7rm
<U U 7Um+6’> — Du (D:(D;Uera), Um+0>

At h

h

—a (Df (ByUmDZC ), Um0 g (o), U

h h
(3.8)
e
Cm+1_cm
Cm+9 =D, Dt D—cm-i—@ Cm+6
(Fmrome) = oo (prmzema.om),
m m-+0 _ m+60 ~m+0
+ (gw(Um),cmt?) — o (Cmi0,cm0) L (3)
Utilizando soma por partes temos
+/n—7rm+6 m-+0 _ —rrm—+0 —rrm-+0
D, (Df (DU, U )h_ D, (D;U™*, D;U )h*,
+ — ~m+60 m—+60 _ — ~ym+6 — ~m+60
DC<D9&(D$C ),C )h_ DC(DxO ,D;C )h*,

—a (D;(E;UmD;cm”), Um+")h S (E;UmD;Cm+9, D Um+9) "

Definindo
D; Um+9

D; Cm+9
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3.1 Método de diferencas finitas

e somando (3.8) e (3.9) vem

Um+1 —_um Cm+l —cm
- - Um+9> 4+ <’ Cm+9) + (3Dm€7 5) L=
( At N At L h

= (Fwm),um) + (gua(Um),Cm) 5 (€m0 o) L (3.0)

Por (3.7) tem-se (9™&,€),« > 0 e, tendo em conta (3.5) e (3.6), e usando a

desigualdade de Cauchy com epsilon

€ 1
b< —a’+ —b°
ab = gam 5 b

com € > 0 uma constante arbitraria, tem-se que

L2
m m-+6 < “f m||2 E m+61|2 11
(£wm,om?) < o+ SIomig, (3.11)
L? €
(e (@™, cm?) < S5O ; + S0, (3.12)

Substituindo estas desigualdades em (3.10) considerando # = 1 obtemos

U™ HIE = O™ NC™ I — eI
2t 2t =

L2 L?
f m||2 € m—+41|2 g m||2 € m—41|2 m—+11|2
—|U —||U —Z||U —||C —~||C .
LIU™IR + SR + Z20™R + IO R - Allem
Simplificando vem

(1 — eAt) [[U™ Y2 + (1 — At (e — 29)) [|C™ 2 <

)
LAAL LAt
(1+f6) 1™ 15 + (1+ z ) el

e, considerando € = 5+, podemos concluir
’ 270

2 2
U™ FH[E 4+ (JCm [} < 26221 (lom 2 + (|em| 7).
o que implica a estabilidade do método. [

Teorema 3.3. Sejam u € C([0,T]; H*(Q)) e c € C([0,T]; H3(Q) N WH(Q)) tais
que % € C(0,T) HA(Q)) 0 1(0,T; 1(Q), & € C(0,T); H*(Q), &4, %5
L0, T; HY () e f,gnz € C([0,T); H?(R2)). Nas condig¢ées do Teorema 3.2 temos
a sequinte estimativa para o erro

max [|e"ln < O(AL) +O(k2),

ou seja, o método € convergente e tem ordens de convergéncia 1 e 2 no tempo e no

espaco, respectivamente.
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Demonstragao: Para provar este resultado definam-se o erro global por

on— | G| | ) = U . i=0,.,N
eci' c(x;, t™) = C"

e o erro de truncatura por

onde

m _u(xi,th) — u(xz;, t")
Pui = At

— Dy D} (D u(x, t™1))

+aDf (E; Ul Dy (i, t™ ) — f(U"),

. tm+1 _ . gm
SDC,?,L :C(xl7 )At C<x27 ) _ DCD;(D;C(mZ’tm-‘rl))

+ ye(zi, ") — g (UM).

Aplicando o método numérico ao erro global vem

m+1 m
% — D DI (D; e, ™) + aDH(E; UMDy e ™) = o,,  (3.13)
6(:;”4‘1 _ ec;-” = meal mil  m
—ar PeDe(Dpec ) Hae = el (3.14)

Usando a expansao de Taylor temos

u(z, t" ) —u(z, t™)  Ou

Y = a(m,tmﬂ) + Atw;) (z), (3.15)
AT — e, t™) 0
oz )At oz, t™) _ )+ At (z), (3.16)
onde w)'(x) = —%%(x,&), w(z) = —%%(l‘,fg), tm < &1, & < t™1 e podemos

ainda concluir que

0
w(z, ™) — u(z, ™) < At H“ : (3.17)
O || poo(pm g1, ()
0
e(z, ™) — e(z, t™) < At HC . (3.18)
at Loo(tm,th»l;Loo(Q))
Multiplicando (3.13) e (3.14) por, respectivamente, e,[""! e e."*!, usando o

produto interno discreto (.,.)s, usando soma por partes e usando (3.15) e (3.16)

obtemos

e m—+1 — e m B ) . )
<uAtu7 Bum+l> + DuHDx euerlH%L* — (Ex Ume echrl, Dx eum+1)h* _
h

ou
(Sem ety emt) 8 (ues™ ), + Du (Dyule"), Dy e ),

ot .
(3.19)

—a (EI—UmD;C(tm-‘rl), Dz_eum—H)h* _ (f(Um), eum—‘rl)h
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et — e m+1 - m+1)2 m+1(12 _
T7€c + D¢||D; e, |7+ 7lec lln =
h

0
< aj(tmﬂ) e m+1>h+At (e, + D (Dy e(t™h), Dy e ), (3.20)
_ (gNL(Um)’ecm+l)h 4+ (C(thrl),echrl)h.
Definam-se I; = (x;,xiy1), i=0,...,N—1e
l’_l/g = T, $N+1/2 = IN. (321)

Pelo nosso problema temos

Ti+1/2 Oy Tit+1/2 ou oc Tit1/2 )
/x~ Edaz = /mi_l/2 2 (Dufh: 8$> dx + / f(w)dx, i=0,...,N,

i—1/2 Ti—1/2
(3.22)
Tit1/2 He Tit1)2 &2c Tit1/2 .
/ atdaj—/ DC&Cde—i—/ (gnrp(u) —ye)dz, i=0,...,N.
Ti—1/2 Ti—1/2 i—1/2
(3.23)
Multiplicando (3.22) e (3.23) por, respectivamente, e, e ./, somando de

1 =0 a1 = N, integrando, usando soma por partes e tendo em conta as condigdes

de fronteira obtemos

Tit1/2 8u
Z/ tm+1)d$6um+1

Ti—1/2

- Z h ( (Tig1/2, ™) — awl@ip o, t H)%(%H/mt H)) Dfe "t
=0

N

+Z/xi+1/2 f(u(x,th))dxe m+tl

i=0 Y Ti—1/2

(3.24)
e
N .
Z/iEz-!—l/Q @(w tm+1)d$e m+1
i=0 Y Ti—1/2 ot
N-1
h < o (Tip1/t +1)> Dfectl (3.25)
1=0
+ Z 'L+1/2 mal B e il
(gnr(u(z, ™) = ye(z, ")) dae] .
Ti-1/2

Tendo em conta as desigualdades

e“mH—_e“m e, M1 1 (He m+1|| +le mH )
At L 20t ot IR A

ecm+1_ecm em+1 > ]. (He m+1H2+H€ mHz)
At e L 20t VT h ¢ Wh/>

| V
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e, somando as quatro igualdades (3.19), (3.20), (3.24) e (3.25) vem

lew™ 12 + [lec™ 2 + 2A¢T™ < |le™ |13 + |lec™||2

F208 (|T5" | + [T3"| + [T4"| + |T5"| + |T" | + | T7"| + |T5"| + |T5"| + |Ti]) -
Tendo em conta que conhecemos as condi¢bes iniciais
1°]1 =0

e podemos reescrever esta desigualdade na forma

M-1
llew™ 7 + llec™|I7 + 248 > 17"
m=0
M-1

2AL Y (T3 + T3 + |T4" | + T3 + |Tg" | + 177" + |T3"| + T3 + |Tig))

m=0

(3.26)

onde

Ti" = Dul|D7 e Hfe — a (B UMDy e Dy e™ ) .+ Del Dy ec™ [+ +Allec™ I3,

N
ou Tit1/2 Oy
Tén — < (tm-i-l)7 eum+1> _ Z/ 7(m7tm+1)dl,eu;n+1,
ot e N ot
dc 1 1 o [T O 1 1
T = 5 ("), et - Z/ —(z,t" ) dze T,
ot ho = e ot

= At (wZL, eumﬂ)h + At (wm 60m+1)

h7
T = D, (D u(t™ ), Dy e, 1) Z hD 902+1/2a75 ") DFe,
N-1 de
T§" = —a (B, U™ D, c(t™ "), Dy e, ™), + hau(@i o, ") o (Tig1 2,
=0
= Oc
T%rn — D (D—C(tm+1) D—€Cm+1)h* o Z hDC%(xi+1/2’tm-‘rl)D-’reC;n-‘rl’
=0
$z+1/2
—(f@@™),e mH +Z u(z, t™ ) dze, m“,
Ti—1/2
i+1/2
(QNL(Um m+1 _|_Z/ gNL $ thrl))dxecm—i-l’
Ti—1/2
2+1/2
T{S _ ’Y( (thrl m+1 Z/ thrl)dwecm—&-l_
Ti—1/2

Tendo em conta (3.7), concluimos que 77" > 0. Utilizando as estimativas, em
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3.1 Método de diferencas finitas

Apéndice A, para os termos do segundo membro de (3.26) concluimos finalmente

M-—1
leu™ (17 + leM|[7 + 24t Z "
m=0
M-l ou 2 ou 2
<2At Y | CRt |5 (e + ChY|| = (™)
o’ ot H2(9) ot H(Q)
2 2 2
+ont || 2 my +ont || 2 mny +o(an? || 2
375 HQ(Q) at Hl(Q) at Loo(tm’tm+l;H1 (Q))
82 m m 2
+otan||Ze +on s Dl + O [l o
LOO(tm,tWJrl;Hl(Q))
ou
+ O [[e(t™ )20y + C(AD2 || 5 (1™ 1Ry + 2)
Loo (tm gmt1; Lo ()

m m 2
+ CRMle(E™ ) o oy ™) 20y + CR* (™) 510
+ (0||c<tm+1>||%vl,oo<m + c) llea™ |17 + Ch* [lgn L (ut™) 70
+ R || F(u(t™ DI (@) + CHA L F ™)) 0y + Ch* lanL@E™)] 720

2).

Entéo, para € e At suficientemente pequenos, aplicamos a versao discreta do lema

+5ellew™ 17 + 6ellec™ 7 + 7el DT ea™ [

h* + 46HDI_eC

de Gronwall [10] e obtemos o resultado pretendido. [

De modo a ilustrar o resultado enunciado no Teorema 3.3 construimos um pro-
grama em linguagem MATLAB para evidenciar a ordem de convergéncia. Implemen-
tamos o método numérico IMEX unidimensional apresentado no inicio desta secgao
usando 61 = 03 = 1, 0 = 0 e definimos os pardmetros do modelo com os seguintes
valores: D, = 025, N =1, r =0.1, D, =1, «a = 5 ey = 1. Para calcular o
erro a solugdo numérica foi comparada com uma solugdo de referéncia. De modo
a ilustrar a ordem de convergéncia no espaco determinamos uma solucao referéncia
com h = 0.1/2% ¢ At = 0.1. Correndo o programa enunciado em cima, obtivemos a

Tabela 3.1 que nos mostra a ordem de convergéncia no espaco.

h Erro Ordem

1.000 x 10791 | 9.192 x 10793 -
5.000 x 10792 | 2,285 x 1079 | 2.008
2.500 x 10792 | 5.640 x 1074 | 2.018

1.250 x 10792 | 1.343 x 1079 | 2.071

Tabela 3.1: Ordem de convergéncia no espago (At = 0.1).
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De modo a ilustrar a ordem de convergéncia no tempo determinamos uma solucao
referéncia com h = 0.005 e At = 0.0005. Correndo o programa enunciado em cima,

obtivemos a Tabela 3.2 que nos mostra a ordem de convergéncia no tempo.

At Erro Ordem

1.000 x 10791 | 8.872 x 10~ -
5.000 x 10792 | 4.152 x 1074 | 1.095
3.000 x 10792 | 2415 x 1079 | 1.061

1.000 x 10792 | 7.594 x 1079 | 1.053

Tabela 3.2: Ordem de convergéncia no tempo (h = 0.005).

Analisando os resultados obtidos na Tabela 3.1 e na Tabela 3.2 podemos ilustrar
o que foi provado analiticamente no Teorema 3.3, ou seja, o método é convergente e

tem ordens de convergéncia 2 e 1 no espaco e no tempo, respectivamente.
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Capitulo 4

Formacao de padroes

Neste capitulo estamos interessados em perceber e descrever o fenémeno da for-
macao de padroes. Como vimos anteriormente, nos modelos para a quimiotaxia
consideramos que as células produzem um quimico e que se movem de acordo com a
distribuicao de quimico no meio onde estao inseridas. Este procedimento leva-nos a
admitir que a quimiotaxia podera estar na base do surgimento de padroes na concen-
tracao celular, devido & variabilidade com que as células se distribuem pelo dominio
influenciadas pela distribuicao de quimico.

O surgimento de padrdes é muito importante para alguns seres vivos. Os pa-
droes permitem a camuflagem das presas fazendo com que passem despercebidas
aos olhos dos predadores e vice-versa. Os padroes também ajudam na regulagdo da
temperatura corporal dos seres vivos endotérmicos (de sangue frio). Nas zonas em
que apresentam cores escuras, como o preto, absorvem mais radiacao solar fazendo
aumentar a temperatura corporal e nas zonas com cores mais claras, como o branco,

reflectem mais a radiagdo solar diminuindo assim a temperatura corporal.

2 o= il
"

Figura 4.1: Exemplos de padroes espaciais em mamiferos. Imagens obtidas em

www.wikipedia. org/wiki/ Wikipedia: Featured_ pictures/Animals/Mammals.

E sabido ([18, 20, 25]) que a formacdo de um padrio distinto em cada mamifero

(ver Figura 4.1) é, em grande parte, determinada durante a sua gestacdo. Assim
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sendo, surgem naturalmente a embriologia (a parte da biologia que se foca na for-
macao e desenvolvimento de um embrido desde a fecundacdo até ao nascimento) e
a morfogénese (parte da embriologia que se foca no desenvolvimento das formas e
padrées) [18]. Claro que os genes assumem um papel crucial neste contexto e que
estes fendémenos sdo geneticamente controlados mas os genes por si s6 nao definem
um padrao, apenas fornecem uma receita. Durante o desenvolvimento embrionario
existe um aumento drastico ndo s6 no ntmero de células mas também na sua or-
ganizagao e complexidade. Nesta fase, as células dividem-se por mitose, migram e
diferenciam-se. Os padroes de pigmento que os animais apresentam formam-se du-
rante o desenvolvimento embrionario relativamente cedo. Por exemplo no caso da
zebra que tem um periodo de gestacao de cerca de 360 dias este padrao forma-se por
volta dos 21-35 dias [18]. Estes pigmentos sdo produzidos por células especializadas

que se encontram na pele.

Iremos dedicar este capitulo ao estudo de mecanismos que permitem tentar des-
crever a formagao de padroes recorrendo ao modelo (2.14) deduzido no Capitulo 2.
Existem duas formas distintas de olhar para este processo [25]. A primeira separa
o processo da formacao de padrdes em duas fases: numa fase inicial pressupoe-se a
existéncia de quimicos (morfogénos) que se difundem e reagem entre si e, sob certas
condigoes, formam padrdes espacialmente heterogéneos na sua concentracido. Esta
distribuicao de morfogénos pode ser vista como um pré-padrao. Numa segunda fase,
momento em que as células se diferenciam de acordo com o pré-padrdo, forma-se
um padrao de células diferenciadas. Deste ponto de vista a formacao de padroes é
exclusivamente determinada pela distribuicao dos morfogénos e entdo o foco princi-
pal passa a ser a formacio destes pré-padroes. Contudo, a existéncia ou nao destes
morfogénos gera alguma controvérsia. Outra abordagem distinta é considerar que as
células e um quimico reagem entre si e que, simultaneamente, evoluem com o tempo
levando ao surgimento de padrdes nas suas concentragoes devido & variabilidade com
que se distribuem pelo dominio. Os mecanismos matematicos para estudar estas
duas formas de encarar a formacao de padrdes sdo semelhantes e nesta dissertacdo

iremos apenas considerar a segunda abordagem descrita.

Varios modelos foram construidos com grande sucesso na simulacao de um vasto
leque de padroes encontrados na natureza. Alan Turing, em 1952 [34], conseguiu
encontrar uma explicacdo matemaética para o fenémeno da formacao de padrdes.

Consideremos um modelo matematico (um sistema de difusdo-reaccdo) inicialmente
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4.1.

4.1 Modelo matematico

num estado de equilibrio. Provocando pequenas perturbacoes a este estado de equi-
librio, cujo efeito pode ser ampliado devido & presenca de difusdo, o sistema pode
tender para um novo estado de equilibrio (um padrao). Este fenémeno é designado

por instabilidade & Turing [18, 25| e iremos estuda-lo neste capitulo.

Modelo matematico

Os modelos matematicos para a formacdo de padroes sdo sistemas de equagdes
difusdo-reacgao e baseiam-se na interacgao entre mecanismos activadores (que promo-
vem o crescimento da concentracao celular ou de quimico) e mecanismos inibidores
(que promovem o oposto). Supondo que o sistema se encontra inicialmente num
estado de equilibrio, este estado perde-se quando o balanco entre os mecanismos
activadores e inibidores é quebrado, levando ao surgimento de novos estados de equi-
librio aos quais chamamos padroes. O modelo matematico que iremos considerar
para a formacao de padrdes tem por base as referéncias [19, 20, 21, 27].

Imaginemos que, num ser multicelular, existe um certo tipo de células diferencia-
das U, cuja concentragao pode ser representada por u(z,t), que tém a capacidade de
produzir pigmentos e de produzir um quimico C' cuja concentracao pode ser represen-
tada por c(z,t). Suponhamos ainda que o movimento das células U é condicionado
pela distribui¢ao de quimico ao longo do ser multicelular. Assim sendo, o movimento
quimiotéatico das células induzido pela presenca do quimico pode levar & formacao
de aglomerados de células U. Nesses aglomerados a producao de pigmentos torna-
se naturalmente muito mais elevada do que nas areas circundantes e isso faz com
que aparecam padroes. Se considerarmos que as células U se movimentam por di-
fusao com coeficiente D, (que pode ser constante ou nao), que a sua sensibilidade
ao quimico C' é constante (que é equivalente a considerar x(u,c) = a com « cons-
tante em (2.14)) e que o crescimento celular pode ser descrito pela equagao logistica
f(u) =ru(S —u) (r e S sdo constantes positivas que representam a taxa de divisao
celular e a capacidade de suporte do meio, respectivamente), a fungao u(z,t) satisfaz
a equagao

ou
i V- (DyVu) —aV - (uVe) + ru(S — u).

Se considerarmos que o quimico se movimenta por difusdo com coeficiente D, (que
pode ser constante ou nao), que as células produzem quimico a uma taxa descrita por

g(u) = KZ”_LJ (de modo andalogo & equacao (2.7) da cinética de Michaelis-Menten) e

que o quimico se degrada de forma linear a uma taxa 7 constante, a fun¢ao c(x,t)
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satisfaz a equacio
dc
ot

Juntando as duas equagoes obtemos uma particularizagdo do modelo (2.14) de-

m
V- (DVe) + —" 4y — e
( c) - Su= e

duzido no capitulo anterior

% =V (D,Vu) —aV - (uVe) + ru(S — u),
dc Vm
a = V . (DCVC) + mu — 7YC.

Para o estudo que iremos efectuar, iremos considerar este modelo assumindo que

D, e D, sao constantes

%:DuAu—aV-(ch)nLru(S—u),
O prer Vo (“>
ot~ T T Kt O

num dominio €2 limitado por uma fronteira 0f2, sujeito as condicOes iniciais

U(.CL',O) = UO(x) >0, we Qa

o(x,0) = co(x) 20, =€,
e as condig¢des de fronteira de Neuman homogéneas
Vou(z,t) =n-Vu(z,t) =0, z €0,

Vac(z,t) =n-Ve(x,t) =0, z € 09,

onde n representa a normal unitaria exterior a 9. As condigbes iniciais tém de
ser nao negativas uma vez que as funcbes representam concentracoes e as condigoes
de fronteira sdo de Neuman homogéneas pois queremos considerar a formacao de
padroes num dominio isolado, isto é, sem fluxos através da fronteira, e as condigoes
de Neuman homogéneas sdo uma condi¢ao suficiente para que J, = J. = 0.

Com o objectivo de reduzir o numero de parametros e para retirar a dependéncia
de unidades |25] fazemos a adimensionalizacao do modelo considerando as seguintes

mudancas de variavel

u c
Uy = —, c*—L ty =t, Tx=2<x l.

kjm N Vm ’ DC
Usando-as no modelo (4.1) e retirando os * obtemos

gu _ &Au — anV - (uVe) + rfmu (S — u> ,

ot D, Doy Ko
dc
a = AC—F ? —C
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4.2 Estudo da estabilidade

Definindo agora

D, aVi, rK,, S
- Oy = y v = , Sy =—
Dy Y K,

e removendo os * chegamos ao modelo adimensional

gu _ DAu —aV - (uVe) + ru(S — u),
ot
(4.2)
ge = Ac+ —c
ot 14u

Estamos agora interessados em perceber sob que condigoes o sistema (4.2) leva a
formacao de padroes. Para isso iremos proceder ao estudo da estabilidade do sistema

e da chamada instabilidade & Turing.

4.2. Estudo da estabilidade

Comecemos por apresentar o conceito de estado de equilibrio para o sistema (4.2).
Definicao 4.1. O sistema (4.2) tem um estado de equilibrio (ug,cg) se
oug Ocg
—=—=0, Ve, Vte(0,T
ot ot v 0.7)
e, em particular, se
8UE 8CE
- =0 A Vur=Vcgp=0 Ve, Vte (0, T
at at uE CE ) X 6 ) 6 ( Y )?
o estado de equilibrio é homogéneo.

Usando a Defini¢ao 4.1 concluimos que o sistema (4.2) tem um estado de equilibrio

homogéneo nao trivial dado por
ug = 9, cp=——.
Definigao 4.2. O estado de equilibrio (ug,cg) do sistema (4.2) é
o estdvel se Ve > 0,36 > 0 tal que
11(0) — gl 1e(0) — el < 6 = [[u(t) — wgll, lle(t) — el < = vt
para todo o par (u,c) solug¢do do sistema (4.2);

e assintoticamente estdvel se for estdvel e

lim [|(u(t) — ug, c(t) — cp)l| = 0;

t—o00
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Capitulo 4 Formacdo de padrdes

o instdvel se ndo for estdvel.

No ambito desta dissertacao iremos abordar apenas a estabilidade linear. No
nosso caso esta abordagem é adequada uma vez que a estabilidade/instabilidade
linear ¢ uma condic¢do suficiente para a estabilidade/instabilidade do sistema néo
linear. Este resultado estd enunciado no teorema seguinte cuja demonstracao pode

ser vista em [16].

Teorema 4.1. Seja (ug,cg) o estado de equilibrio do sistema (4.2). Entdo temos

as seguintes implicagoes
o (ug,cg) linearmente estivel = (ug,cg) assintoticamente estdvel;
o (ug,cg) linearmente instdvel = (ug,cg) instdvel.

4.2.1. Estabilidade linear

Linearizando o sistema (4.2) usando a expansao de Taylor em torno da solucao
(ug,cg) e definindo v = u — up e w = ¢ — ¢y onde |v|,|w| < 1 representam
perturbacoes e utilizando as linearizagoes anteriores conseguimos linearizar o modelo

(4.2) obtendo

@ = DAv — aSAw — rSv,
ot
(4.3)
ow —Awt
ot (1+5)2 ’
que pode ser reescrito na forma
0z
=1L 4.4
ot~ (44)
com
v D —aS —-rS 0
z:<>, L=AA+J, A= , J= . (4.5)
‘ 01 e

De seguida, apresentaremos os conceitos de estabilidade e instabilidade linear.

Definigao 4.3. O estado de equilibrio (ug,cg) do sistema (4.3) € linearmente es-
tdvel se todos os valores proprios do operador L tiverem parte real negativa, o que €
equivalente a considerar tr(L) < 0 e det(L) > 0. O estado de equilibrio (ug,cg) do

sistema (4.3) € linearmente instdvel caso contrdrio.
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4.3 Condicdes de instabilidade a Turing

4.3. Condicgoes de instabilidade & Turing

Alan Turing, em 1952 [34], foi o pioneiro no estudo do efeito desestabilizador da
difusdo num sistema. Mostrou que é possivel uma solucdo do sistema tender para
um estado de equilibrio homogéneo na auséncia de difusao e tender para um estado de
equilibrio ndo homogéneo, ao qual chamamos padrao, quando adicionamos a difusao

a0 sistema.

Definicao 4.4. O sistema (4.3) apresenta instabilidade o Turing no estado de equi-

librio (ug,cp) se se verificarem as sequintes condigdes

e (ug,cp) é assintoticamente estdvel na auséncia de difusao;
e (ug,cp) € instavel na presenca de difusao.

Quando o sistema (4.3) apresenta instabilidade & Turing em (ug, cg), pequenas
perturbacoes a este estado sdo ampliadas levando o sistema a tender para um novo
estado de equilibrio ndo homogéneo (um padrao). Assim iremos fazer um estudo,
para dominios unidimensionais e dominios bidimensionais rectangulares, de modo a
verificar quais sdo as condigoes de forma a que o sistema (4.3) apresente instabilidade
a Turing no estado de equilibrio (ug, cg).

A auséncia de difusdo no sistema (4.3) resume-se a considerar o operador L = J.

Note-se que
tr(J)=—(rS+1) <0,
det(J) =75 >0
e, pela Defini¢do 4.3, o estado de equilibrio (ug,cg) é sempre linearmente estavel.

Pelo Teorema 4.1 temos que (ug, cg) é sempre assintoticamente estavel na auséncia

de difusdo. De seguida, iremos ver o que acontece na presenca de difusao.
4.3.1. Caso unidimensional

Seja 0 nosso dominio 2 = (0, X). Procuremos solucdes do sistema (4.3) na forma

z(x,t) = Mi(@)N(?) , (4.6)
My (z)N(t)

com N(t) = e e Z(x) = (M;(x), Ma(z)) solugdo do problema

AZ+k*Z =0, zeqQ,

OM;
ox

(4.7)

n=0, xz€d, i=1,2,
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Capitulo 4 Formacdo de padrdes

onde n representa a normal unitaria exterior a 92. Um conjunto discreto de solugoes

deste problema é dado por

Zm(x) = pm cos(kmx), km = %, m € Z,

onde p,, € R? depende das condicdes iniciais do problema. Como estamos perante

um problema linear podemos entdo escrever

z(x,t) = Z P COS (m;(rx) et (4.8)

meZ

Substituindo (4.6) em (4.4) usando (4.7) obtemos

0z 9

Por outro lado substituindo (4.8) em (4.4) temos

—Dk2 —rS —¢ aSk?
" " g Pm cos (k) e”t = 0,
1 k2 —o—1

(1+S)2 m meZ

onde 0 = (0,0). Para que existam solugdes nao nulas deste sistema o determinante

da matriz tem de ser zero, isto é

2 2 . OéSk?n o
(Dk;y, +rS+o0)(k;, +0+1) (e 0,

que é equivalente a
o + g(k2)o + h(k2) =0, (4.9)
onde

g(x)=(D+ 1)z +rS+1,

h(z) = Da® + (rS +D — x4+ rS. (4.10)

Sa )
(14 95)2
Caso contrario, a matriz seria invertivel e a tinica solugao do sistema seria a solucao
nula.

Podemos assim concluir que considerando a presenca de difusao e considerando z
na forma dada em (4.6) obtemos L = J — Ak?. Mais ainda, que o(k2,) corresponde
aos valores préprios de L, que g(k?) := —tr(L) e que h(k?) := det(L).

Para todo o k € R temos g(k?) > 0 o que corresponde a tr(L) < 0. Assim, para
que (ug,cg) seja linearmente instével temos de impor condigoes de tal forma que

det(L) < 0, o que ¢ equivalente a escolher k2 tal que h(k?) < 0.
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4.3 Condicdes de instabilidade a Turing

As raizes de h(k?) sao dadas por

—(rs+D- 5% - \/(rS+D @) —4Drs

ra = ,

2D

_(rS—|—D—(1f’;7°§)2) \/<r5+D (1+S)>—4D7~S
2D '

Ra =

Exigindo que h(k?) tenha raizes reais e que sejam positivas garantimos que existe
um valor de k € Ra“ tal que h(k?) < 0. Uma vez que 4rSD > 0 estas duas condices

podem traduzir-se em

Sa 2
S+D———= ) —4rSD >0 4.11
(T ! (1+5)2> T )
Sa
S+D—-——=5 <0. 4.12
o (14+95)2 (4.12)
Mas k também tem que satisfazer a condicao k = ", m € Z. Para que isto

aconteca temos que impor condicoes em X de tal forma que

mm

Klz{k’m:77 mGZ:raSkﬁlgRa}#Q

Uma condi¢do suficiente para que K; =0 é

2> Rae X < —— =D, 4.13
1 N I (4.13)

A D; chamamos dimensao critica do dominio uma vez que para X < D; ndo existe

a possibilidade de termos det(L) < 0 e entdo (ug, cg) é sempre linearmente estavel.

Note-se ainda que

(rS +D— Sa_ )
. _ (145)2
min h(z) = 1D + 7S,
para o minimizante
. __(TS-i—D (1+S) )
mwn 2_D 9

logo, para existir k € K; tal que h(k?) < 0 tém de se verificar as seguintes condigoes
ming h(x) < 0 e Tmin > 0 que sdo condigoes equivalentes a (4.11) e (4.12). Provamos

assim o seguinte teorema.

Teorema 4.2. Sejam Q = (0, X) o dominio e (ug,cg) o estado de equilibrio homo-

géneo do sistema (4.2). Definam-se as condi¢oes iniciais

(1) = (1) peostin).

com p = (p1,p2) tal que |p1|,|p2| < 1 e ky =55, m € Z. Se os coeficientes do
modelo (4.2) satisfizerem as condigées (4.11) e (4.12) entdo:
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Capitulo 4 Formacdo de padrdes

1. Se X satisfizer (4.13), (up,cg) € linearmente estdvel e o sistema nao apresenta

instabilidade o Turing em (ug,cp);

2. Se X ndo satisfizer (§.13) e se h(k2,) <0< kp, € K1, (up,cg) é linearmente

instdvel e o sistema apresenta instabilidade & Turing em (ug,cg);

3. Se X ndo satisfizer (4.13) e se h(k2,) > 0 & kp, & K1, (up,cg) € linearmente

estdvel e o sistema nao apresenta instabilidade & Turing em (ug,cp).

4.3.2. Caso bidimensional: dominios rectangulares

Seja agora o nosso dominio = (0,X) x (0,Y). Procuremos solugdes do sistema

(4.3) na forma

Z(l’,y,t) - ’
M2($,y)N(t)

com N(t) = e e Z(x,y) = (My(x,y), Ma(x,y)) solugdo do problema
AZ+ (B> +15)Z=0, z€Q,

VM; - n=0, ze€dQ, i=1,2,
onde n representa a normal unitaria exterior a 9Q2. Um conjunto discreto de solucoes
deste problema é dado por

m nmw
=—, m,n€EZ.

Zmn = Pm,n km ln 5 kmzialn 5
() = Dmn cos (kmx) cos (Iny) e v

Como estamos perante um problema linear podemos entao escrever

z(x,y,t) = Z Prn,n COS (%) cos <$) et

m,ne

De modo analogo ao caso unidimensional definam-se

g(z,y) = (D+1)(z+y)+rS+1,

S
h(z,y) = D(x + y)2 + <7"S +D — 7(1 +as)2> (x+y)+ 7S,
mm nmw 9 9
K, {(k:m,ln) (X’Y)’ m,nEZ.ra_k:erln_Ra}#@.

Uma condicdo suficiente para que Ko = ) é

BP+2>Ra A K+P2>Rae XY < —— =D 414
1 0 0 1 \/m l ( )

A D; chamamos dimensao critica do dominio uma vez que para X,Y < D; ndo existe

a possibilidade de termos det(L) < 0 e entao (ug, cg) € sempre linearmente estével.

Provamos assim o seguinte teorema.
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4.4 Aplicacao num caso em particular

Teorema 4.3. Sejam Q = (0, X) x(0,Y) o dominio e (ug,cg) o estado de equilibrio

homogéneo do sistema (4.2). Definam-se as condigdes iniciais

(Uo(ﬂfvy)> _ (ZE> + pcos (k) cos (Iny)

co(z,y) E

nm

com p = (p17p2) tal que |pl‘7|p2‘ <le km = %’ln = v, mn € Z. Se os
coeficientes do modelo (4.2) satisfizerem as condigoes (4.11) e (4.12) entdo:

1. Se X e Y satisfizerem (4.14), (ugp,cg) € linearmente estdvel e o sistema nao

apresenta instabilidade & Turing em (ug,cg);

2. Se X ouY ndo satisfizer (4.14) e se h(k2,,12) <0 < (km, 1) € K2, (ug,cg) é

mi'n

linearmente instdvel e o sistema apresenta instabilidade & Turing em (ug, cg);

3. Se X ou'Y ndo satisfizer (4.14) e se h(k2,,12) > 0 < (km,ln) ¢ Ko, (ug,cg)

€ linearmente estdvel e o sistema ndo apresenta instabilidade & Turing em

(ug,cp).

Nesta secgao conseguimos encontrar condi¢es, enunciadas no Teorema 4.2 para
o caso unidimensional e no Teorema 4.3 para o caso bidimensional (dominios rectan-
gulares), de modo a que o estado de equilibrio homogéneo (ug,cg) do sistema (4.2)
seja instavel a Turing e que, consequentemente, a solugdo do sistema tenda para um

estado de equilibrio ndo homogéneo (um padrao).

4.4. Aplicagcao num caso em particular

De modo a ilustrar o estudo feito nas sec¢oes anteriores vamos, nesta sec¢ao, mostrar
alguns exemplos ilustrados com resultados numéricos obtidos com os métodos nu-
meéricos apresentados no Capitulo 3. Comecemos por fixar os pardmetros do modelo
com os seguintes valores: D = 0.25, a =5, 7 = 0.1 ¢ § = 1 que foram retirados de
[27]. Note-se que estes valores verificam as condigdes (4.11) e (4.12) e simplificam as

condigoes (4.13) e (4.14) em aproximadamente

X < D; = 1.68281, (4.15)

X,Y < D; = 1.68281, (4.16)

respectivamente.
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Capitulo 4 Formacdo de padrdes

4.4.1. Caso unidimensional

Seja 0 nosso dominio 2 = (0, X) com X = 15. Podemos ver que X nao verifica a
condicdo (4.15) logo existe a possibilidade de termos, sob certas condigoes, a formacgao

de um padrdo. Fazendo o grafico das curvas

o(k) = 5 (~9(k) + Vol — 4h(i2))
Sa

2:D4 D— ——— _
h(k*) E* + (rS—I— (1+9)

) k% +rS,

e dos modos k2, = (%)2, m = 0, ..., 10 obtemos as imagens da Figura 4.2.

;
0.2
0.5
g 041 T
3 T ook x X
] £~
0 WM 05
01 -1
] 1 2 3 4 5 ] 1 2 3 4 5
k® k2

Figura 4.2: o(k?) e h(k?) e modos para X = 15.

Analisando a Figura 4.2 e resolvendo o problema com as condi¢fes iniciais

up(x) = S+ p1 cos (%) )

mmx

co(z) = 155 + po cos (T> )

onde p; = po = 0.01 esperamos, aplicando o Teorema 4.2, que o sistema leve 3
formacdo de um padrdo quando h(k2,) < 0, isto &, quando m = 2, ..., 8.
Repetindo o processo com X = 5, que também nao verifica a condi¢ao (4.15),

obtemos as imagens da Figura 4.3.

;
0.2
0.5
4 01 g
3 * 0 x
=] =
w
0 \ 056
01 -1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
K2 k?

Figura 4.3: o(k?) e h(k?) e modos para X = 5.
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4.4 Aplicacao num caso em particular

Logo, neste caso, esperamos que o sistema leve a formagdo de um padrao apenas
quando m =1, 2.

Repetindo o processo com X = 1, que ja verifica a condigao (4.15), esperamos,
segundo o Teorema 4.2, que nao exista a possibilidade de se formar um padrao.

Nestas condi¢Ges obtemos as imagens da Figura 4.4. Pela Figura 4.4 confirmamos

;
0.2
0.5
L ko
{n] =
0 05
01 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Figura 4.4: o(k?) e h(k?) e modos para X = 1.

as nossas expectativas pois h(k2) > 0, m € Z logo nunca se formara um padrao.
Na Figura 4.5 esta representado um exemplo de padrao temporal que foi obtido

usando o método numérico descrito no Capitulo 3.

t=0 =10
5 5
4 4
=3 =3
X X
S 2 402
9 AT T T
0 0
0 5 10 15 0 5 10 15
X X
t=50 t=100
5 5
4 4
=8 =)
AN A A
0 0
] 5 10 15 0 5 10 15
X x

Figura 4.5: Padrao obtido com (X, m) = (15,6).

De modo a mostrar a versatilidade do nosso modelo consideramos ainda o mesmo
problema mas com condicOes iniciais diferentes, como sendo uma pequena pertur-
bacdo aleatdria do estado de equilibrio homogéneo. Desta forma, conseguimos obter

um vasto conjunto de padroes temporais muito distintos. Na Figura 4.6 mostramos
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um exemplo.

t=0 t=30
5 5
4 4
=3 =
X X
32 -2
1 1
1] 1]
0 5 10 15 0 5 10 15
X X
t=400 t=1000
5 5
4 4
Z Z
o 2 -0 2
1 \ A / 1 \ j\ j
0 0
i 5 10 15 1] 5 10 15
X x

Figura 4.6: Padrao obtido com X = 15.

4.4.2. Caso bidimensional: dominios rectangulares

Seja 0 nosso dominio © = (0,X) x (0,Y) com X =10 e Y = 5. Podemos ver X e
Y nao verificam (4.16) logo existe a possibilidade de termos, sob certas condi¢oes, a

formacao de um padrdo. Fazendo o grafico das curvas

o(k2,12) = 3 (~g(k, ) + Vol B — 4(H2, 1))
Sa
2 12y — D(E2 4 12)2 D_ 2, 72
h(k*,17) (k= +17) +<7“S—|— (1+S)2)(k +1%) + 1S,

e dos modos (k2,,12) = ((%)2 , (%)2) , m,n = 0,...,6 obtemos as imagens da

Figura 4.7.

Figura 4.7: o(k?,1?) e h(k?,1%) e modos para X =10 e Y = 5.
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4.4 Aplicacao num caso em particular

Analisando a Figura 4.7 e resolvendo o problema com as condi¢Oes iniciais

uo(x,y) = S + p1 cos (m;x) cos (n;y) ,

(x,y) = 5 + p2 cos (m )cos <n )
co(z,y) = :
0L 1+5 17 X Yy J’

onde p; = p2 = 0.01 esperamos, aplicando o Teorema 4.3, que o sistema leve &
formagao de um padrao quando h(k2,,12) <0, isto é, quando (m,n) = (0, 1), (0,2),
(1,1), (1,2), (2,0), (2,1), (2,2), (3,0), (3,1), (3,2), (4,0), (4,1), (4,2), (5,0), (5,1).

Repetindo o processo com X =3 e Y = 3, que também nao verificam a condigdo

(4.16), obtemos as imagens da Figura 4.8. Logo, neste caso, esperamos que o sistema

Figura 4.8: o(k? 1) e h(k?,1?) e modos para X =3 e Y = 3.

conduza a formacao de um padrdo apenas quando (m,j) = (0,1), (1,0), (1,1).

Na Figura 4.9 estao representados quatro exemplos de padrao espacial que foram
obtidos usando o método numérico descrito no Capitulo 3.

Comparando as imagens da Figura 4.9 (simulagdes numeéricas) com as da Figura
4.1 (padroes encontrados na natureza) podemos verificar que o nosso modelo permite

obter boas aproximactes do que acontece na natureza.
4.4.3. Caso bidimensional: dominios nao rectangulares

Um exemplo ainda mais fascinante acontece se considerarmos um dominio ndo rec-
tangular. Considerar apenas dominios rectangulares é uma simplificagdo demasiado
redutora.

A diversidade biolédgica revela que os padrdes podem ocorrer em superficies com
formas muito distintas. KEsta diversidade geométrica permite a coexisténcia, no
mesmo dominio, de padroes aparentemente distintos. Um exemplo comum onde
isto acontece é o serval (ver Figura 4.10). Como se pode observar na Figura (4.10) o
serval apresenta um padrao onde coexistem pintas (no tronco) e riscas (na cauda).

Murray, em [18], avanca com uma explica¢ao qualitativa que sugere que a dimensao
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3 25
2
18 285
2
16
2
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1
1
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0
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0 0
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Figura 4.9: Padroes obtidos com (X,Y,m,l) = (10,5,4,2), (3,3,1,1), (10,10,5,0) e
(10, 10,0, 4).

do dominio é crucial para a ocorréncia desses dois tipos de padrdo no mesmo ser vivo.
Nesta seccdo vamos apenas apresentar um resultado numeérico obtido considerando
um dominio como uma unifo de rectangulos em forma de L. Com este dominio
pretende-se simular a geometria do animal: a parte mais fina do dominio corres-

ponde & cauda e o restante representa o tronco. O resultado obtido estd ilustrado

10
9. 3
8

12
7
& 11
> 5
1
4
3 08
2
08
1
0
] 2 4 6 8 10

X

na Figura 4.11.

Figura 4.11: Padrao num dominio nao rectangular.

Comparando a Figural 4.10 e a Figura 4.11 podemos verificar que a solugao
numeérica se aproxima do que acontece na natureza. Intuitivamente somos levados a

concluir que em zonas do corpo mais finas os seres vivos tendem a apresentar riscas e
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4.4 Aplicacao num caso em particular

Figura 4.10: Serval. Imagem obtida em www.pinterest.com.

nas zonas mais largas tendem a apresentar pintas, podendo ambas coexistir no mesmo
ser vivo. Somos também levados a inferir que o contrario nao pode acontecer, isto

é, se 0 ser vivo apresentar riscas na parte mais larga do corpo entao também as tera

nas zonas mais finas.
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Capitulo 5

Conclusao

Nesta dissertacdo comecadmos por introduzir o conceito de quimiotaxia, que serviu
de mote para a elaboracdo deste trabalho. Qual a relevancia da quimiotaxia? Para
responder a esta pergunta descrevemos com detalhe o ciclo de vida da Dictyostelium
discotdeum que é um exemplo tradicional onde a quimiotaxia tem um papel crucial
[36]. Para além disso, enumeramos ainda outros exemplos onde a quimotaxia esta

presente e tem um papel de relevo.

Matematicamente este fenémeno biolégico pode ser descrito usando um sistema
de equagoes de difusdo-reacgdao nao linear com um tensor de difusdo triangular. De-
duzimos um modelo para modelar a quimiotaxia recorrendo a duas abordagens dis-
tintas: a abordagem microscopica publicada por C.S. Patlak em 1953 [26] e a abor-
dagem macroscopica publicada por E.F. Keller e L.A. Segel em 1970 [14]. Para nos
ajudar nesta modelacao foi necessério compreender como modelar reaccGes quimicas
e para isso descrevemos a lei da accao de massa e a cinética de Michaelis-Menten
[4]. Deduzido o modelo para a quimiotaxia fomos estuda-lo e aplici-lo num contexto
real. Foi feita uma breve referéncia as questoes de existéncia e unicidade de solugao

para este modelo.

Posteriormente construimos uma familia de métodos numeéricos, usando métodos
de diferengas finitas IMEX [32], de modo a conseguir aproximar a solugao do modelo.
Os métodos que considerdmos sdo do tipo implicito-explicito. Esta abordagem teve
como fim a obtencdo de métodos com boas propriedades qualitativas sem compro-
meter o esforco computacional necessario para a obtencao da solucdo aproximada.
Para provar este facto demonstramos resultados teéricos que estabelecem as condi-
¢Oes necessarias para que se verifiquem as propriedades de positividade, estabilidade
e convergéncia. Estes resultados foram ilustrados computacionalmente recorrendo a

codigos implementados em linguagem MATLAB, apresentados no apéndice B.

Na literatura existem muitas formas de particularizar este modelo para a qui-

miotaxia de modo a adapté-lo a diversos contextos. Na dissertacdo referenciamos
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alguns deles como por exemplo a angiogénese e a formacado de padrdes. No ambito
da disciplina Projeto de Investigagdo em Anadlise Aplicada e Computagao [31] vimos
o enquadramento da quimiotaxia na angionésese induzida por um tumor mas nesta
dissertacdo apenas particularizaimos o modelo no contexto da formacao de padroes.
Aqui o nosso objectivo foi apenas o de tentar perceber que condi¢des deveriam ser
satisfeitas para que a solugdo do modelo tenda para um padrao (neste contexto um
padrao é um estado de equilibrio ndo homogéneo do sistema). O estudo que efectua-
mos teve por base o conceito de instabilidade apresentado por Turing [34] em 1952.
Desta forma fomos verificar em que condi¢oes o sistema apresenta instabilidade a Tu-
ring no seu estado de equilibrio homogéneo uma vez que sao estas as condicoes para a
formacao de padroes. Termindmos a dissertacao ilustrando o estudo da formagao de
padrdes com alguns exemplos obtidos com os métodos numeéricos construidos, tanto
para o caso unidimensional como bidimensional.

O estudo apresentado nesta dissertacao deixa espaco para trabalho futuro em va-
rias direcgoes. Do ponto de vista da Analise, a obtenciao de resultados de existéncia e
unicidade de solucao dos modelos para a quimiotaxia mais gerais é ainda objecto de
intensa investigacao [13, 12|. Outra questao interessante seria a de tentar descobrir
quantos estados de equilibrio ndo homogéneos (padrdes) tem o sistema e perceber
em que condicoes a solucao tende para cada um desses estados. Do ponto de vista da
Andélise Numérica, o enfraquecimento das condicoes impostas ao modelo por forma
a garantir que os métodos numéricos tenham boas propriedades de estabilidade e
convergéncia também poderia ser alvo de trabalho futuro. Do ponto de vista pratico
poderfamos estudar outros contextos onde a quimiotaxia estd presente e tem um
papel de relevo ou até mesmo ver a formacao de padroes em dominios geometrica-
mente diferentes daqueles que foram apresentados nesta dissertacao, nomeadamente

em superficies tridimensionais.
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Apéndice A

Resultados técnicos

Neste apéndice vamos apresentar um conjunto de lemas que nos dao estimativas para

os termos 1", i =2,...,10 do segundo membro da desigualdade (3.26).

Lema A.1. Se %—? € C([0,T); H%(Q)) entio tem-se

2 2

ou ou
T3] < CR | 2o () +ellen™ I + CRY || () +el| Dy e [
H2(Q) HY(Q)
Demonstragao: Note-se que 75" = (157 + T37) /2 onde
N—1
h Ou h Ou
T3, = Z (2(%(3«“z’atm+l) + §a($i+17tm+l)
=0
T u 1 1 1
_ / O )d:c> (e 4 e )

N-1

m h Ou m h Ou m

=2 (w#fﬁiﬂvt g @™
=0

Ti+1/2 Oy Titl Oy
+ /xl a(m,tm"‘l)daz /x at(:p,tm"’l)da:) (eu?_ﬁl — eu;-nJrl) .

i+1/2

Como %7; € H%*(Q), pela desigualdade (A.1) do lema A.2 em [3] vem

ﬁ aj . pm+1 u . m+1 “it Ou m+1
‘2 (875(3:“15 )+E($l+17t ) /xl E(xat )dCC
< Ch5/2 @(tm—i-l) 7
ot H2(L)

e entao, pela desigualdade de Cauchy-Shwarz,

(52) =(4) ()

(a4 b)? < 2(a® +b%)
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Apéndice A Resultados técnicos

tem-se
N-1 o
mi < 3 (e |G|t ver)
N-1 S 2\ /2
<o |3 (i qre]], et )
i=0 H2(I;)
N-1 P N— ) 1/2
U m m m
= <h2 ot ) ’ ) Z (h1/2 uZJl + €u; +1))
i=0 =0
N-1 9 2 1/2
<C h4 u(thrl) Heuerth-
i=0 ot H2(I:)
Como %? € H'(Q), pelo lema A.3 em [3] vem
houw, 9y hOu, /Hrl/2 ou, i1 /x“rl ou, ..
3o W) — gt + | Gt )de = | gt e
i i+1/2
< OR3/? au(thrl) ’ 7
HY(I;)

e entao, de modo andlogo ao que foi feito para 157

N-1 Ju 2 1/2
T%SC(Z’# " )) 1Dz e e
i=0 H (I
Consequentemente
1/2
ou 2
‘Tm| < C h4 (thrl) ”eum+1‘|h
i Z ot H2(1)
_ 1/2
— 4 ||9U mia ? -
+C h a(t ) || D e
i=0 H(I;)

e usando a desigualdade
1
ab < ea® + —b?,
4e
com € > 0 uma constante arbitrria, tem-se que

ou Ou, 2
Ot

ou 2

Tm< 4
Ty < Ch S

M + €l|le,™ |7 + Ch?

H2(%)

) +el| Dz e e

H()

g

De modo analogo pode obter-se uma estimativa para 75" e para T7j.

Lema A.2. Se %tQ“, gtzc € L>(0,T; HY(2)) entdo tem-se

|T{"| < CAt (HWTHHI(Q)H%mHHh + ngn||H1(Q)||ecm+1Hh)
9%ul|? %c||?

Ot2 || oo (pm gm1, 111 (02)) H8t2 Lw(tm,th;Hl(Q)))

< C(At)? (

+elle™ IR + ellec™ .
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A.0 Aplicacdo num caso em particular

Demonstracao: Note-se que

| (wil',ea™ ), | < 1Tia] + T3

u

com
h mal - N rzipaye _—
Ty, = Z 9 (w (zi)ew; ™ + qu($i+1)eui+1 ) - Z/ wy' (x)dze,]" ",
1=0 =0 i—1/2
z+1/2
Ty, = Z/ dmeum+1.

Ti—1/2

Usando (3.21) temos

N-1

h $z+1/2

E §w () eulﬂﬂ g daceumJrl
=0

1y

Ti4+1 1
m
E " wiv1) euH_l E / dxeuz_|r1 .

=0 Tit1/2

Tial <

Como w™ € H*(), pelo lema A.3 em [3] e de modo anélogo ao que foi feito para

m
T2a

N-1
I Tial < > Ch¥2 Jwill g ry (lewd™ ] + leafi 1)
i=0
N_1 1/2
2
<C (Z h? vaZnHHl(Ii)> llea™ I
i=0

< Cllwi | ollea™ -

Note que, usando (3.21) e a desigualdade de Cauchy-Shwarz,
T3] < w2 llew™ ln < lwil| o llea™ ln-
Logo

73| < At ([|w) oy llea™ HIn + mellm(m\lecm“Hh)

d%u

< C(At)? ( 5z

Loo(tm tm+1, H1(Q H Loo(tm tm+1; Hl(Q))>

+elleu™ IR + ellec™ I
O

Lema A.3. Seu € C([0,T); H3()) entio tem-se

N—1 1/2
2 - m
= (Z h H“(th)HH?’(n)> 1D en™ ||

=0

< O Jult™ )| |pps gy + ellDz e 17
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Demonstracao: Note-se que

Ty, ") —u(z, ) Ou m m
ZhD |: + h —%($i+1/2,t +1) .D+€uZ +1

75" =

Como u € H3(), pelo lema A.4 em [3] vem

w(xipr, ™M) —u(z;, tmHY) Ou
- = — o (@i, t™)

h Bz < CRP{Ju(™ )] s

(I:)

e entao, de modo andlogo ao que foi feito para 157

N-1 1/2

m m 2 —

1 <0 (S ) 1970
=0

< OR* [Ju(t™ )[4y + €l D7 eu™ R

De modo andlogo pode obter-se uma estimativa para 77".

Lema A.4. Se u € C([0,T); H*(R?)), ¢ € C([0,T]; H3(2) N WL>(Q)) e % €

L>(0,T; L () entdo tem-se

ou

o o™ )11 0 + €l D €™

Lee (e gm+ 1,00 ()

+ OR|e(t™ ) 1,00 gy (™) Iz2 (@ + €l Dy ™[5

IT5"| < C(At)?

2 _
+ COlle@™ 1oy llew™ |l + €l Dy ea™ I3

+ Cht HC(thrl)HZ?,(Q) +€||D; ey,

Demonstragao: Note-se que Tg" = Tg, + Tgy + Tgr + Tgy com

Tga = Z ha w(wip1/2,t H) - U($i+1/2atm)] gsi(l’z‘ﬂ/mfmﬂ)DJreuTHa

Tgp = Z ha -U($i+1/2vtm) - wzin, )2+ ulw ! )] g;( i+1/27tm+1)D+eu:n+la
T = Z ha 'u(xz‘+1,tm)2+ u(xi, t) _ B z+1:| %(%H/z,th)DJreu:nH,

T = Z_: ha -E U ch (€521)2, ™) — By UM Dy c(q:lﬂ,tm“)] Die,m

Como ¢ € Wh™(Q) e at € L>(0,T; L*>*()), usando (3.17), tem-se

N-—1
ou 1 L
|Ten| < aAt' o ™ ) Iy > et — a1,
Loo(tm’tm+l;Loo(Q)) i=0
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e entao, de modo andlogo ao que foi feito para T3

1/2
e D) llwroe (Z h) D5 €™

@™ DI Ry10e (@) + €l Dz ea™ 7
Loo(tm tm+1;L50(Q))
Como u € H?(Q) e c € WH(Q), pela desigualdade (A.2) do lema A.2 em [3]
N-1

T8 < Clle@™ ) lwree@) D B2 Jult™) g2,
1=0

ou
m < -
i) < o] |

Lo (tm 7t'm+1 ;Loo (Q))

ou

< oA’ || 5

m+1 o eul +1‘

e entao, de modo analogo ao que foi feito para 77

1/2
I Tgs] < Cllet™ H)lwr.oe (Z W (™) (s, ) D5 eu™ |

< O |e(t™ ) Pose g 1a (™) 2y + €l Dy €™ 3

Como ¢ € WH>(9)
N-1
T2 < alle™ ) ooy S h|Es eulty D e,
i=0

e entao, de modo andlogo ao que foi feito para 75

1/2
| Tge| < Clle(™ ) |lwree o (Zh (E; euttn) ) |D; eu
< Cfe(t™ )|y llea™ |7 + €l Dy €™ [

Como ¢ € H3(Q), pelo lema A.4 em [3],
N—-1
Tgal < C Z Ey z+1h3/2 [|e(™*1) HH-”(I,L-) }eu?ﬁl — Cu; +1‘
i=0
e entao, de modo anéalogo ao que foi feito para T3 e usando (3.7)

N-1

1/2
|Tg(ril| < C <Z (E:p 1+1 h4 Hc(tm+1)H§{3(b)> HD;GumJAHh*
=0

< Ch![|ett™ D) [igs g + €l D el

Concluimos assim que

ou

<
T < o(an?| 5

™ )] B1 ey + ell Dy ea™ 3.
Lo (tm gm+15100(02))

2 _
+ CRHJe(t™ ) [f1.00 () 1™ 7200y + €ll Dy €™ [
2 _
+ Ole(t™ ) [f1.00 ) llea™ 1 + €l Dz en™ [

+ Ch* ||e(®™th) |]H3(Q) + €| Dy e ™ 2.
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Lema A.5. Se %ﬁf € L>®(0,T; L*>®(2)) e f € C([0,T]; H*(Q)) entdo tem-se
2
1) < Cllea™ | + ¢ eu™ ]2

+Cn* Hf(U(tm))quz(g) +ellen™ M7 + ChM | f (™)1 ) + €l Dy en™ 7
ou

+ o5

+ellea™ 5.
Lo (g 1, 150(9)

Demonstragao: Note-se que Tg" = Tgy + Tgy + Tgr com

Tie = = (fFU™), "), + (f(u(t™)), e 1),

$z+1/2
Tgy = — (f(u(t™)), eu m+1 +Z/ u(w, t™))dze, ",
Ti—1/2
z+1/2 z+1/2
T = Z/ (z,t™))dze, " —i—Z/ (z,t™ 1)) dwe, "
Ti—1/2 Ti—1/2
Usando (3.5) temos
N-1 h
Tl = > o (s t™) = FUM) eul™ ™ + (f(u(@in,t™) = F(UZ) eafi})
=0

L2
< (Lf|eum|’|6um+1’ h— 4f ||eum”h+€H6Um+1Hh

De modo analogo ao que foi feito para 75" obtemos

T3] < CH ™) Bz + ellea™ B + ChY | F ™) 2 0 + ell Dy e ] 3.

Como %1; € L*>(0,T; L>(R2)), usando (3.5), (3.17) e (3.21) e a desigualdade de
Cauchy-Shwarz,

'L+1/2

T = u(z, ") — flu(z,t™))] dee, "
Ti—1/2
B

<C“‘ 5 lew™ 1
ot L°°(tm,tT”+1;L°°(Q))

< o(an?|| 2 T elle™ 2.
Ot || oo m g1, (2

Concluimos assim que
2 2
T8 < Cllew™lh + € []ea™ ],

+ont Hf(u(t’”))!l?p(m T ellea™ 2 + CR* | (™) |2y + ell Dy ea™ 2.
ou

+ o5

+ €||eum+1”l2r
Loe (tm tm+1,1°0(Q))

De modo analogo pode obter-se uma estimativa para 7g".
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Apéndice B

Codigos usados

Neste apéndice apresentaremos os codigos em linguagem MATLAB para o modelo

(4.2) quando discretizado com o método IMEX estudado no Capitulo 3.

B.1. Caso unidimensional

w

~

clear; close all; format long; clc;
%Coeficientes do modelo
Du = 0.25; alfa = 5; Dc = 1; N=1; r = 0.1;

)

%Variaveis para o metodo numerico

5/dx = 0.1; X = 15; nx = X/dx+1; x = linspace (0,X,nx);

dt = 0.1; T = 100; nt = T/dt+1; t = linspace(0,T,nt);
u = zeros(nx,nt); ¢ = zeros(nx,nt); B = zeros(nx,1);
%Condicoes iniciais

m = 6; lambda = 0.01;

U = N + lambdax*cos (mxpi*x/X) ’;

1|C = N/(N+1) + lambdaxcos (mxpixx/X) ’;

%Condicoes de fronteira
EsteU = 0; OesteU 0;
EsteC = 0; OesteC 0;

5|BCU = sparse ([1;nx],[2;nx—1],[1 —2+dx*QOesteU;1+2+xdx*EsteU] ,nx,nx);

BCC = sparse ([1;nx],[2;nx—1],[1 —2xdx*OesteC;1+2xdx*EsteC] ,nx,nx);
%Construcao das matrizes do metodo

k1l = Duxdt/(dx"2);

9|E = sparse (2:nx,1l:nx—1,1,nx,nx);

Al = k1%(E + E> —2«speye(nx) + BCU);
k2 = Dexdt /(dx"2);

A2 = k2%(E + E> — 2xspeye(nx) + BCC);
k3 = dtxalfa /(2xdx"2);

%Plot da solucao ao longo do tempo

2slu(:,1) = U,

c(:,1) =G
subplot (2,2,1:2)
pause (.005) ;
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B.2

Apéndice B Cédigos usados

plot (x,U), shading interp, axis ([0 X 0 5]), title({ Keller—Segel 1D’ ;[’
time(\itt) = ’,num2str(0xdt)]}), xlabel(’x’), ylabel(’u(x,t)’);
for it = 1l:nt—1
B(1) = (C(2)—2xdxxOesteC) *(U(2) —2xdx*OesteU4+U(1)) — C(1)*(U(2)—2xdx
«OesteU+24U(1)+U(2)) + C(2)=(U(1)+U(2));
for i=2:nx-1
B(i) = C(i-1)=(U(i —1)+U(1)) — C(i)»(U(i =1)+2«U(i)+U(i+1)) + C(i
+1)x(U(i)4+U(i+1));
end
B(nx) = C(nx—1)*(U(nx—1)+U(nx)) — C(nx)*(U(nx—1)+2+U(nx)+U(nx—1)+2x
dxxEsteU) + (C(nx—1)+2xdx*EsteC) *(U(nx)+U(nx—1)+2xdx*EsteU) ;
FU = r+U.x(N-U);
FC = U./(14U);
U = (speye(nx)—Al)\ (U-k3*B+dt*FU);
C = ((1+dt)=*speye (nx)—A2)\ (C+dt«FC) ;
u(:,it+1) = U;
c(:,it+1) = C;
subplot (2,2,1:2)
pause (.005) ;
plot (x,U), shading interp, axis([0 X 0 5]), title({’ Keller—Segel 1D
i time(\itt) = 7 ,num2str(itxdt)]}), xlabel(’x’), ylabel(u(x,t)’);

5| end

subplot (2,2,3)

surf(x,t,u’), shading interp, axis([0 X 0 T 0 5]), xlabel(’x’), ylabel(
"t7), zlabel(’u(x,t)’), title(’Solucao ao longo do tempo’);

subplot (2,2,4)

pcolor (x,t,u’), colorbar, shading interp, xlabel(’x’), ylabel(’t’),
title (’Solucao ao longo do tempo vista de cima’);

figure (2)

pcolor(x,t,u’), colorbar, shading interp, xlabel(’x’), ylabel(’t’);

KellerSegellD.m

. Caso bidimensional

clear; close all; format long; clc;
%Coeficientes do modelo
Du = 0.25; alfa = 5; Dc = 1; N=1; r = 0.1;

%Variaveis para o metodo numerico

5/dx = 0.1; X = 10; nx = X/dx+1; x = linspace (0,X,nx);

dy = 0.1; Y= 5; ny = Y/dy+1; y = linspace(0,Y,ny);

dt = 0.1; T = 100; nt = T/dt+1; t = linspace (0,T,nt);
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5|BCCy = sparse ([1;ny],[2;ny—1],[1 —2xdy*OesteC;1+2+xdy*EsteC],ny,ny

B.2 Caso bidimensional

Bx = zeros(nx,ny); By = zeros(nx,ny);
%Condicoes iniciais
m= 4; | = 2; lambda = 0.01;

U = zeros(nx,ny);

C = zeros(nx,ny);

3l for 1 = 1:nx

for j = 1l:ny
U(i,j) = N + lambdaxcos (m«pi*xx(i)/X)*cos(lxpixy(j)/Y);
C(i,j) = N/(1+N) + lambdasxcos (mxpi*x(i)/X)*cos(lxpixy(j)/Y);
end

end

9|%Condicoes de fronteira

NorteU = 0; SulU = 0; EsteU = 0; OesteU = 0;
NorteC = 0; SulC = 0; EsteC = 0; OesteC = 0;
BCUx = sparse ([1;nx],[2;nx—1],[1 —2+dx*NorteU;1+2+dx*SulU] ,nx,nx);

3)|BCCx = sparse ([1;nx],[2;nx—1],[1 —2xdx*NorteC;1+2xdx*SulC|,nx,nx);

3

BCUy = sparse ([1;ny],[2;ny—1],[]1 —2xdy*OesteU;1+2xdy*EsteU],ny,ny

)
)
%Construcao das matrizes do metodo

k1 — Dusdt /(dx"2);

Ex = sparse(2:nx,1l:nx—1,1,nx,nx);

Al = k1%(Ex + Ex’ — 2xspeye(nx) + BCUx);

k2 = Duxdt/(dy~2);

Ey = sparse(2:ny,l:ny—1,1,ny,ny);

A2 = k2% (Ey + Ey’ — 2xspeye(ny) + BCUy);

AU = kron(A2,speye(nx)) + kron(speye(ny) ,Al);

k3 = Dcxdt /(dx"2);

5| A3 = k3x(Ex + Ex’ — 2xspeye(nx) + BCCx);

k4 = Dcxdt /(dy~2);

A4 = k4x(Ey + Ey’ — 2xspeye(ny) + BCCy);

AC = kron(A4,speye(nx)) + kron(speye(ny),A3);
ks = dtxalfa /(2xdx"2);

k6 = dtxalfa /(2xdy~2);

%Plot da solucao ao longo do tempo

7=5;

subplot (1,2,1)

pause (.005) ;

5| surf(x,y,U’), shading interp, axis([0 X 0Y 0 Z]), title({ Keller—Segel

2D ;[ 'time(\itt) = ’,num2str(0xdt)]}), xlabel(’x’), ylabel(’y’),
zlabel ("u(x,t)’);
for it=1:nt—1

for j=1l:ny
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Bx(1,j) = (C(2,j)—2xdx*xNorteC) *(U(2,j)—2xdx*xNorteU+U(1,j)) — C
(1,)*(U(2,j)—2#dx*NorteU+2«U(1,j)+U(2,j)) + C(2,j)*(U(1,j)+U(2,j));
19 for i=2:nx—1

Bx(i,j) = C(i—1,j)*(U(i—-1,7)4U(i,j)) — C(i,j)*(U(i—1,j)+2+U
(i, )40 +1,0)) + C(i+1,§) *(U(G,)+U(i+1,1)) 1
51 end

Bx(nx,j) = C(nx—1,j)*(U(nx—1,j)+U(nx,j)) — C(nx,j)*(U(nx—1,j)
+2+U(nx, j )+U(nx—1,j) +2+dx+SulU) + (C(nx—1,j)+2*dx*SulC) *(U(nx, j)+U(
nx—1,j)+2+dx*SulU) ;
end

for i=1:nx

By(i,1) = (C(i,2)—2+dx*xOesteC)*(U(i,2)—2xdx*xOesteU+U(i,1)) — C(
i,1) %(U(i,2) —2%dx*OesteU+2+U(i ,1)4U(i,2)) + C(i,2) =(U(i,1)+U(i,2));

for j=2:ny-1
By(i,j) = C(i,j—1)%(U(i,j—1)4U(i ,§)) — C(i,j)*(U(i ,j—1)+24T
(i,j)40(1,j+1)) + C(i,j+1)*(U(i,j)+U(i,j+1));

end
59 By(i,ny) = C(i,ny—1)*(U(i ,ny—1)4U(i,ny)) — C(i,ny)=*(U(i,ny—1)
+2+U(i ,ny)4+U(i ,ny—1)+2+dx+EsteU) + (C(i,ny—1)+2+dxxEsteC)*(U(i,ny)+U
(i,ny—1)+2xdx+EsteU);
end
61 FU=1 +U. % (N-U) ;

FC=U./(1+U);

63 U=reshape (U,[] ,1); C=reshape(C,[],1); Bx=reshape(Bx,[],1); By=
reshape(By,[] ,1); FU=reshape (FU,[] ,1); FC=reshape (FC,[],1);
U=(speye (nxxny)—AU) \ (U-k5+Bx—k6+By+dt +FU) ;

65 C=((1+dt)*speye (nx*ny)—AC) \ (C+dt *FC) ;

U=reshape(U,nx,ny); C=reshape(C,nx,ny); Bx=reshape(Bx,nx,ny); By=
reshape (By,nx,ny); FU=reshape (FU,nx,ny); FC=reshape (FC,nx,ny);

57 subplot(1,2,1)

pause (.005) ;

69 surf(x,y,U’), shading interp, axis([0 X 0 Y 0 Z]), title({ Keller—

Segel 2D’ ;[ ’time(\itt) = ’,num2str(it*dt)]}), xlabel(’x’), ylabel(’y

"), zlabel(Tu(x,t)’);
end
71| subplot (1,2,2)
pcolor (x,y,U’), colorbar, shading interp, xlabel(’x’), ylabel(’y’),

title (’Solucao final vista de cima’);

73| figure (2)

pcolor(x,y,U’), colorbar, shading interp;

KellerSegel2D.m
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