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Resumo

Muitos sdo os fendmenos e atividades que geram séries temporais de valores inteiros ndo nega-
tivos. A modelacdo apropriada das respetivas observagdes exclui os modelos classicos, baseados em
processos reais, como os modelos ARMA. Neste contexto existe jd uma vasta classe de modelos de
valores inteiros, entre 0s quais se encontram, por exemplo, os modelos INARMA, construidos a partir
de operacdes aleatdrias inteiras que substituem a multiplicagdo escalar usual.

No presente trabalho, sdo estudados trés modelos desta classe, os modelos autorregressivos
INAR(1), NGINAR(1) e DCINAR(1), os quais sdo funcionalmente idénticos embora construidos a
partir de operadores aleatdrios diferentes. Comega-se por estudar os operadores aleatdrios subjacentes
a estes trés modelos, estabelecendo as propriedades necessdrias aos resultados subsequentes.

Depois de estabelecida a estacionaridade dos processos e obtidos os primeiros momentos,
caracteriza-se a relacdo entre as distribuicdes marginais do processo principal e do processo residual,
considerando alguns casos particulares. No primeiro modelo, INAR(1), é considerado o caso em que
0 processo principal tem distribui¢do marginal de Poisson bem como o caso em que tal distribuicao
é geométrica. Nos outros dois modelos, NGINAR(1) e DCINAR(1), considera-se o caso em que a
distribuicdo marginal do processo principal é geométrica.

Por ultimo, considerando as distribui¢des marginais acima referidas para o processo principal,
obtém-se estimadores para os parAmetros dos modelos estudados e aplicam-se os resultados a uma

série temporal observada.
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Capitulo 1

Introducao

Muitas das séries temporais sdo, pela sua natureza, constituidas por varidveis aleatorias (v.a.’s)
inteiras ndo negativas. Este tipo de dados surge naturalmente associado a processos de contagem, 0s
quais ocorrem em 4reas tao vastas como Fiabilidade, Demografia, Sismologia, Hidrologia, Financas e
Desporto. Para este tipo de observagdes, é de todo o interesse o estudo de métodos de modelacio e

andlise adequados ao caso discreto.

Nas ultimas décadas tem-se registado um enorme interesse por séries temporais de v.a.’s inteiras
e existe ja um leque muito alargado de resultados no que respeita a modelacdo e a previsao dos
fendmenos em apreciagao.

De entre as vdrias classes deste tipo de modelos de contagem que se podem encontrar na literatura,
destaca-se uma classe gerada a partir de operadores aleatérios aplicdveis a inteiros, denominados
usualmente por operadores thinning. Com efeito, o primeiro passo para alicercar estes modelos
consistiu em encontrar uma operagdo que pudesse substituir a operagdo multiplicagdo de um nimero
real por uma v.a. real, por uma outra operacdo entre um escalar real e uma v.a. inteira ndo negativa,
cujo resultado ainda fosse um ndmero inteiro ndo negativo. Em geral, esta operacio, por agora
denotada por ®, associa a um escalar e a uma v.a. inteira ndo negativa a soma de v.a.’s identicamente
distribuidas (i.d.) que podem ser ou nao independentes. Concretamente,

X
(a,X) — a@X =) Y(a),
i=1
onde {Y;(c)} é um sucessdo de v.a.’s i.d., com distribui¢do dependente de a, e independente de X.
Com esta operacao foi possivel construir modelos andlogos aos modelos autorregressivos de média
movel, usualmente designados modelos ARMA, bem como a algumas das suas generalizacdes.

Neste trabalho sdo estudados os modelos autorregressivos de inteiros INAR(1), NGINAR(1)
(New Geometric INAR(1)) e DCINAR(1) (Dependent Counting INAR(1)) que foram introduzidos na
literatura, respetivamente, por Al-Osh e Alzaid (1987)[1], Ristié¢, Bakouch e Nasti¢ (2009)[2], Ristié,
Nastic¢ e Ili¢ (2013)[3]. Os processos subjacentes a estes modelos sao definidos por

X, =0RX,_1+¢&,.



2 Introducio

No primeiro modelo, o simbolo ® representa o operador aleatério binomial que corresponde ao
caso em que a sucessdo {¥;(a)} tem margens independentes com lei de Bernoulli, no segundo modelo
® representa o operador aleatério binomial negativo, caso em que {Y;(o)} tem margens independentes
com lei geométrica, e no terceiro modelo o operador em causa € designado por operador binomial
generalizado e corresponde a situacdio em que as margens da sucessdo {¥;(@)} seguem uma lei de
Bernoulli e tém uma determinada estrutura de dependéncia. Em todos os casos, {€,}, o processo
residual, € constituido por v.a.’s independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.).

Os operadores acima referidos sdo definidos no Capitulo 2, sendo ainda estudadas as suas
propriedades, muitas das quais sdo demonstradas com recurso a fungao geradora de probabilidades
de uma v.a. discreta. Verifica-se que o operador aleatério binomial é um caso particular do operador
aleatorio binomial generalizado, apresentando-se algumas rela¢des entre estes dois operadores.

No Capitulo 3 sdo apresentados os modelos anteriormente mencionados e estudadas as suas
propriedades de estacionaridade forte e fraca. S@o ainda caracterizadas as distribui¢des marginais do
processo {&,}, considerando que o processo {X, } tem distribuicdo marginal geométrica ou de Poisson
no caso INAR(1) e geométrica nos outros dois casos.

A estimacdo dos parametros dos modelos estudados é abordada no Capitulo 4, considerando
para o processo {X,} as distribuicdes marginais atrds referidas. Apresentam-se os estimadores de
Yule-Walker no caso dos modelos INAR(1) e NGINAR(1) e, para todos os modelos sdo obtidos
explicitamente os estimadores dos minimos quadrados condicionais. Também para todos os modelos
€ definida a func¢éo de log-verosimilhanga que, através da utilizag@o de software adequado, permite
obter as estimativas da maxima verosimilhanga para os parametros de tais modelos. Por fim, os
resultados obtidos s@o aplicados a uma série temporal observada.

A figura da capa foi adaptada a partir de “ https.//s-media-cache-ak0.pinimg.com/originals/3f/64/95
/3f6495b3babbe43flfcb5ad4aba3e831a.jpg” .



Capitulo 2

Operadores Aleatorios

Neste capitulo s@o introduzidos os operadores aleatdrios considerados neste trabalho e s@o estu-
dadas as suas propriedades fundamentais. A Secc¢do 2.1 é dedicada a funcdo geradora de probabilidades
de uma v.a., uma vez que muitas daquelas propriedades sdo demostradas com recurso a esta funcao.

2.1 Funcao geradora de probabilidades

Nesta seccdo, define-se a fungao geradora de probabilidades de uma varidvel aleatdria e apresentam-
se alguns casos particulares, que serdo uteis neste trabalho.

Definicao 2.1. Seja X uma varidvel aleatéria real (v.a.r.). A fun¢ao geradora de probabilidades de
X é dada por yy(s) = E(s¥), para os valores reais s tais que esta esperanca matematica existe.

A funcio geradora de probabilidades de uma v.a. discreta X, de suporte Sx, é definida por

+o0
vx(s) =E(s*) =} P(X =k)s".
keSx
Esta fungao caracteriza a lei de probabilidade de X, uma vez que duas v.a.’s t€m a mesma distribuicao
se e sO se as suas funcdes geradoras de probabilidades s@o coincidentes. Além disso, para v.a.’s inteiras
k
(0)
k!

ndo negativas, tem-se P(X = k) = , ke Sx.

Dada a sua definico, a fungo geradora de probabilidades € muito util para determinar as leis de
probabilidade de somas de v.a.’s inteiras independentes.

Exemplo 1. Uma v.a.r. X segue uma lei de Bernoulli de pardmetro p (escreve-se X ~ %(p)), com
p €]0,1][, se X é discreta de suporte {0,1} com P(X = 1) =1 —P(X =0) = p. Assim, a fungdo

geradora de probabilidades da varidvel X é dada por
Vx(s) =sp+1-p. (2.1)

Exemplo 2. Uma v.a.r. X segue uma lei geométrica de pardmetro p (escreve-se X ~ ¥(p)), com
p €10,1], se X é discreta de suporte Ny com P(X = k) = p*(1 — p), k € Ny. Entdo, a fungdo geradora

3
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de probabilidades de uma v.a.r. geométrica de pardmetro p € |0, 1] é dada por

_1=p
C1—sp’

v (s) (2.2)

Exemplo 3. Uma v.a.r. X segue uma lei binomial de pardmetros n e p (escreve-se X ~ %(n,p)),
comn € N, p €]0,1], se X é discreta de suporte {0,1,---,n} com P(X =k) = <Z)pk(1 —p)"
k€ {0,1,--- ,n}. Entdo, a fungdo geradora de probabilidades de uma v.a.r. binomial de pardmetros
n,n€Ne p€]0,1[ é dada por

vx(s) = (1—p(1—5))". 2.3)

2.2 Operador Aleatério Binomial

Nesta sec¢ao introduz-se um operador aleatério definido a partir de uma sucessio de contagem
formada por varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas com uma lei de Bernoulli

e apresentam-se algumas das suas propriedades.
Defini¢do 2.2. Dada uma v.a.r. discreta X, de suporte Ny, e um nimero real o, o € [0, 1], o operador

aleatério binomial ¢ definido por

X
ZY,-, se X >0
ooX =4 izl

0, se X=0

onde {Y;} := {V;, i € N} é uma sucessdo de v.a.r. i.i.d. com a lei de Bernoulli de pardmetro o e

independentes de X.

A sucessdo {Y;} é designada sucessdo de contagem do operador aleatério. Assume-se em todos 0s
resultados que {Y;} € independente de todas as varidveis envolvidas.

Note-se que, nos casos ¢ =0e o = 1, A(0) e HA(1) representam leis degeneradas em {0} e {1}
respetivamente.

Ao longo deste trabalho, nas propriedades envolvendo a fungdo Wy, assume-se que o seu argumento

pertence ao correspondente intervalo de convergéncia.
Proposico 2.3. Seja X uma v.a.r. discreta de suporte Ny e o um ndmero real, @ € [0, 1]. Tem-se
L. Waox(s) = wx (1 — o+ as);
2. 0ocX =0,q.c;
3. 1oX=X,q.c;
4. ao(BoX)Z (ap)oX.

Demonstragdo. 1. Por defini¢do de fun¢do geradora de probabilidades, tendo em conta que a
sucessdo de contagem {Y;} é constituida por v.a.’s i.i.d. com a lei #(a), sendo também
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independente de X, tem-se
V() = B (B (925 5(X)) =  ( (7190

E
E(E(s)E ()£ () =E (B ("))
E

((soa+1— o) ):y/X(saJrl—a).

2. Pretende-se mostrar que P(0oX = 0) = 1. Com efeito, sendo {¥;} i.i.d. com a lei %(0),

obtém-se
P(0oX =0)= (ZY o) (ZY 0, {X—x}>
xeNp
X
=Y PlYYi=0X=x|P(X=0x)
xeNp i=1
=Y P ZY 0 =x)
xeNy i=
=) PM=0Y,=0,-- Y%, =0)P(X =x)
xeNp
=) HP (Y;=0) =) P(x
xeNy \i=1 xeNy
uma vez que Yp,---,Y, sdo independentes e P(Y; = 0) = 1, para i > 1. Fica demonstrada a
propriedade.

3. De forma andloga a prova anterior, tem-se

X
=X Yi=X,XeN,
i=1

ZN (ﬁ‘, X|X—x>P(X:x)

ZEZOP@:@
=Y P=1Y,=1, Y,=1)PX=x)=1

i=1
xeNy

||M><

P(loX =X) P(

—_

porque Yi,---,Y, sdo independentes e P(Y; = 1) = 1, para i > 1.
4. Pela propriedade 1, vem

Vao(pox)(s) = Ypox (1 —a+as) = yx (B(1—a+as)+1— )
= yx (afs—af +1) = Yp)ox(s)-
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Proposicao 2.4. Se X e Y sdo v.a.r. discretas de suporte Ny, independentes, e tais que as séries de
contagem em oX e oY sdo independentes, entdo

ao(X+Y)LaoX+aoY. 2.4)

Demonstragcdo. Uma vez que X e Y s@o v.a.r. independentes e as v.a.r. das sucessdes de contagem
associadas a @ o X e a ¢ oY sdo independentes também o X e &t oY sdo independentes, donde

Voo(x+1)(8) = Wxyy (1 —a+as)
=yx(l—a+as)yy(l —a+as)

= Yaox (5) Yoor (s)
= ‘V(aoX)—l—(aoY)(S)'

n
Note-se que esta propriedade é facilmente generalizavel a ZX,-, sendo X1, ---, X, v.a.r. indepen-
i=1
dentes e tais que as sucessdes de contagem associadas a oXj,- - ,0X, sdo independentes.

Proposicdo 2.5. Seja X uma v.a.r. discreta de suporte Ny e oo um ndmero real, o € [0,1]. Entdo,

desde que os momentos envolvidos existam, tem-se
l. E(oX)=aE(X);
2. E ((OcoX)z) — ?E (X?) + o (1 — @) E (X);
3. V(aoX)=a*V(X)+a(l—a)E(X).

Demonstragdo. 1. Uma vez que {Y;} é uma sucessdo com margens i.i.d. com a lei Z(a) e

()

— E(XE(Y))) =E (aX) = aE (X).

independentes de X, tem-se

X

Y E(Yi|X)

i=1

=FE

E(aoX)=E (iy> —E
i=1

2. Uma vez que {Y;} é uma sucessido com margens i.i.d. com a lei Z(a) e independentes de X,

obtém-se

E [(aoX)z} —F [E ((aox)2 |x)} —E [V(aox | X)+ (E(aoX | X))

E (a(1 —a)X + (ax)z) = a(l - a)E(X) + a*E(X?).
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3. Para provar esta propriedade basta invocar a férmula de Kéenig, usando as duas alineas
anteriores. De facto,

V(aoX)=E((aoX)?)—E*(aoX)=a(l —a)E(X)+ a?E(X?) — a®E*(X)
= a(l—a)EX)+a*V(X).

O

Proposic¢io 2.6. Sejam X, -+, X, v.as inteiras ndo negativase ; € [0,1], i=1,--- ,r. Seja {Yj(i)}jzl

a sucessdo de contagem associadaa o oX;, i=1,---,r. Se {Y /.(’)} sdo mutuamente independentes
Tzl

e independentes de todas as v.a.’s X;, i = 1,--- ,r, entdo

Demonstragdo. Como {Y .(l)} sdo mutuamente independentes e independentes de todas as v.a.’s
j=1

caso E (JTi_, X;) exista.

J
X;, i=1,---,r, tem-se

pela linearidade da esperanca. O

Note-se que, desta proposicdo, resulta, com r =1, E(ot 0 X) = aE(X).

2.3 Operador Aleatorio Binomial Negativo

Nesta sec¢do define-se um operador aleatdrio a partir de uma sucessio de contagem constituida por
varidveis aleatdrias i.i.d. com uma lei geométrica e sdo apresentadas algumas das suas propriedades.

Defini¢do 2.7. Dada uma v.a.r. discreta X de suporte Ny e um nimero real o, o € [0, 1], o operador
aleatdrio binomial negativo ¢ definido por

X

ZWi, se X >0
oaxX = i=1

0, se X=0
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o
onde {W;} := {W;,i € N} é uma sucesséo de v.a.r. i.i.d. com a lei ¢ <a+1> e independentes de X.

Em todos os resultados assume-se que a sucessio de contagem {W;} é independente de todas as

varidveis envolvidas.

Proposicao 2.8. Se existirem todos os momentos envolvidos, o operador aleatdrio binomial negativo

tem as seguintes propriedades:

1 v = v (=50 )

2. 05X =0, g.c.;

3. E ((a*X)z) = o’E (X*) + a(1+ ) E (X);
4. V(axX)=a*V(X)+a(l+a)E(X);

5. E(Z(a*X)) = akE(ZX);

6. E( (05,-*X,»)> = (Ha,-) E (HX,-) , r > 1, se as sucessdes de contagem {WJ’} .
i=1 i=1 >

Pl

1
i=1,---,r, sdo mutuamente independentes.
~ £ ~ .. . o
Demonstragdo. 1. Uma vez que {W;} é uma sucessdo de v.a.r. i.i.d. com a lei ¢ 1+oc> e
independentes de X, decorre, de modo andlogo a demonstracio da propriedade 1 da Proposi¢do
2.3,

Vaux () = E (%) = E [E (s“¥|x)] = E [E (1Y x|

—E[(E(™))"] = v <1+ocl—ocs> ‘

2. Note-se que ¢(0) corresponde a uma lei degenerada em {0}. Assim, a demonstracdo deste

resultado € andloga a da propriedade 2 da Proposi¢do 2.3.

3. Como as margens de {W;} sdo i.i.d. com a lei ¢4 <1za), tem-se E(W;)) =a e V(W;) =

o(1+ a). Por analogia com a prova da propriedade 2 da Proposi¢go 2.5, obtém-se

(0 X | X)+ (E (@X | X))?]
=E(a(l+0)X+ (aX)2>

= a(l+a)E(X)+ o’E(X?).

4. Pela férmula de Koenig e usando as propriedades anteriores obtém-se

V(axX)=E((axX)?)—E*(axX)=a(l +a)E(X)+ a?E(X?) — a®E*(X)
=a(l+a)EX)+a*V(X).
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5. Tem-se

E(Z(axX))=E(E(Z(axX) | (Z,X))) = E(E(aZX | (Z,X))) = E (aZX).

6. Procede-se de forma andloga a demonstra¢io da Proposi¢do 2.6.
O

Apesar de ser valida a igualdade 0 X = 0, a propriedade 1 0 X = X, g.c., ndo tem homdlogo no

caso do operador binomial negativo. Na proposi¢@o seguinte caracteriza-se a distribuicao da varidvel

1 %X, no caso particular em que X segue a lei 4 %

Proposicao 2.9. Sejam X e Y v.a.’s independentes tal que X segue a lei ¢4 <N) e Y segue a lei

1+ u
9 <1ﬂi> Entdo

2+u
0 c.p. ﬁ
1xx < x c.p. (15:;)2 (2.5)
X+Y cp. ﬁ

Demonstra¢do. Com efeito, atendendo a que as margens da série {W;} sdo i.i.d. com a lei ¥ (%),
tem-se

%M@zE@ﬁW)sz@ﬁMQHX=@
k=0

~+oo
—P(X=0)+Y E (sif‘=1 Wf) P(X = k)
k=1

s () ()
Cl+p E\2-s) \1+u) 1+

I S 1 ((1+u)2—(1+u)us>
Cl4p ()P l4p—ps \ 24+p—(1+u)s

1 u 1 1
a 1+u+(1+u)21+u—us <“+2+u—(1+u)s)'

Como
1

- 24+u—(1+pu)s’

Wy (s)

obtém-se 5
1 1
“rn O oy

como se pretendia. O

Vix (5) wx (s)wy (5),
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2.4 Operador Aleatério Binomial Generalizado

Nesta seccdo apresenta-se um operador aleatério definido a partir de uma sucessao de contagem
formada por varidveis aleatdrias identicamente distribuidas com uma lei de Bernoulli, mas depen-
dentes.

Defini¢do 2.10. Dada uma v.a.r. discreta X, de suporte Ny, e nimeros reais o, 6, com , 0 € [0,1], 0

operador aleatério binomial generalizado ¢ definido por

X
ZUi, se X >0
QogX = q iz

0, se X=0

sendo {U;} := {U;, i € N} uma sucessdo de v.a.r. da forma

U= (1-V)W;+V,Z,

onde

o {W;}:={W, i€ N} é uma sucessdo de v.a.r. i.i.d. com a lei de Bernoulli de pardmetro «,
o< [0,1];

o {V;} :={Vj, i € N} é uma sucessdo de v.a.r. i.i.d. com a lei de Bernoulli de parametro 6,
0 <0,1];

e Z é uma v.a.r. com distribuicdo de Bernoulli de pardmetro «;

e asv.ar Z,W,;,V; sdo independentes para quaisquer i, j € N e X € independente da sucessdo de
contagem {U;}.

Note-se que, se 0 =0, entdo V; =0, g.c., pelo que U; < W;, i € N. Neste caso, o operador aleatdrio
binomial generalizado coincide com o operador aleatério binomial apresentado na Seccao 2.2.

Como foi referido anteriormente, as varidveis U;, i € N, da sucessdo de contagem sdo i.d. com a
lei de Bernoulli de pardmetro oc. De facto, verifica-se facilmente que o seu suporte é {0, 1}, tendo-se

P
P((1=V)W; =0,ViZ=1)+P((1—V)W; = 1,ViZ=0)
P{Vi=1,Z=1}U{W,=0,V;=1,Z=1})+
+P({Vi=0,W;=1}U{V;=0,W;=1,Z=0})
PVi=1,Z=1)+P(V,=0,W;=1)
PVi=)P(Z=1)+P(Vi=0)P(W;=1)=a0+(1—0)a=a.

Tem-se ainda que, para 6 # 0, # 0, # 1, as varidveis U;, i € N, nao sdo independentes,

bastando para tal verificar que a covariancia entre quaisquer duas dessas varidveis aleatérias nao é
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nula. De facto, para i # j, tem-se

cov(U;,U;) = cov((1 = V)W +V,Z,(1 = V))W; +V,Z)
= cov((1 =V))W;, (1 =Vj)W;) + cov((1 = V))W;,V,;Z)+
+cov(ViZ,(1 =V;)W;) +cov(V;Z,V,Z)
=cov(ViZ,V;Z)
=E(ViZV,Z) - E(ViZ)E(V,Z)
— E(E(W,)E(Z) ~ EV)E(W,)(E(2))?
= 0%V (Z)=6%a(l —a) #0.

Proposicao 2.11. A lei da v.ar. @ogX condicionada por X, Py.,x|x, € caracterizada pela seguinte
mistura
Poogx|x = (1— ) B(X,0(1-0)) +aB(X, a0+ 6(1 — ).

Demonstragdo. Sejamn € Sx € k € Sgo,x, onde Sy € Sgo,x representam, respetivamente, os suportes
das v.a.r’s X e oo og X. Entdo, como X e {U;} sdo independentes,

P(aogX =k |X =n)= ZU—k|X—n Z
i=1 i=1

Basta entdo verificar que, para cada n € N, a lei da v.ar. T, =Y | U; é uma mistura de leis
binomiais dada por (1 — a@)%B(n,a(l —0))+aB(n,o+ 6(1 — a)). Recorre-se a fungdo geradora
de probabilidades para fazer esta verificacdo. Note-se que o suporte da v.a.r. T, € {0,1,--- ,n} e que
T,=Y",(1-U)W;+ZS,,comS, =YY"V, Entdo

E(sT"):ZskP(Tn:k):zn:skP<zn: W+ZSn_k>

k=0 i=1
n n

=Y P Y (1-Vi)Wi+2S, =k, U{Sn_J}
k=0 i=1 =0
n o n n
Y Y sp VWit ZS, = k.S, = j
k=0 j=0 ,:1
n n n

=Y Y P Y (-VW+ZS, =k [ S, =) | P(Su =)
k=0j=0 i=1
n n n

=Y Y Y Wit ZS,=k| S, = | P(S.=J).
k=0 j=0 i:Vi=0

Observe-se que S, = j se e s6 se existem iy,---,i; € {1,---,n} taisque V; = 1,i € {iy, -~ ,i;} e

Vi=0, i¢{ii,---,ij}. Entdo, tendo ainda em conta que a sucessdo {V;} é independente de Z e de
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{W;}, tem-se

5
=
=
I
-
=

~
Il
<

n n—j
:j)zs"P<Zm+jZ:k>
k=0 i=1

9}(1 o g)nij (SW1+-'-+Wn7j+jZ>

S

~.
N N— 7 N

I
™=

T
(=]
~

|
™=

~
i
o

6/(1—6)"/E (s")---E(s")E <(Sj)z)

0/(1-0)"7(1—a+as) /(1 —a+as’)

|
™=

/\/\:/—\/—\

=0 \J

:Zn: : 8/(1-0)1—a+as)"/(1-a +Z ( ) —0)(1—a+as) as/
=0 \J

=(1-a)(1—a(l—0)(1—s))" +(x(1—(a+9—a9)(1—s)) :

Conclui-se assim que
(2.6)
comTi,~ABna(l—0))eT,~ABno+6—ab).

O

A partir deste resultado deduzem-se os casos particulares apresentados na proposi¢do seguinte.

Proposicao 2.12. Seja X uma v.a.r. discreta de suporte Ny, e sejam «, 6 nimeros reais, a, 0 € [0, 1].
Entao

1. 0cgX =0,q.c.;
2. logXLx;

3. a1 X < 7x , onde Z segue a lei de Bernoulli de pardmetro a, o € [0, 1], e é independente de
X.

n
Demonstracdo. 1. Se a =0, de (2.6) obtém-se Z U; ~ %(n,0), que é uma lei degenerada em
{0},Vn € N. Assim,

P(ooex:0)zp<i ) (ZU_O U {X_n}>

neNy

=Y P(iUi:0|X:n>P(X:n)
neNy i=1

=) P(Zn:Ui:0>P(X:n)
neNy i=1
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n
2. Se a =1, por (2.6), tem-se T,, = ZU" ~ %A(n,1),ousejaT, =n, q.c., Vn € N. Entio,
i=1

oo

Yiegx(s) = E (sF10) = +Z E(sZ1Y) P(X = n)

n=0
- i;E (s")P(X = n)
= E(5) = yx ().

n
3. Se 6 =1, entdo, de (2.6), tem-se que T,, = Z U; é uma v.a.r discreta de suporte {0,n} tal que
i=1
P(T,=0)=1—aeP(T, =n) = a. Obtém-se assim

Vaaorx (5) = E (s510) = Y E (s=49) P(X = n)
n=0

o0
= Z [(1-a)s’+as"| P(X =n)
n=0
oo +oo
=(1-a)) PX=n)+a) s"P(X =n)
n=0 n=0
=1 —a)+ayx(s),
ou seja,
0, p.l—a
(XO]XIi ©p
X, cp.a
47X,

onde Z é uma v.a.r. independente de X tal que Z ~ #(«).

Na proposic@o que se apresenta a seguir sdo estabelecidas algumas relagdes entre o operador
aleatério binomial generalizado e o operador aleatério binomial.

Proposi¢cao 2.13. Seja X uma v.a.r. discreta de suporte Ny e sejam «,0,8,8 ndmeros reais,
0,0,B,6 € [0,1]. Considere-se que as sucessdes de contagem associadas a atog e a fog sdo in-
dependentes. Tem-se

;| (a(1=6))oX, cp. l—a
1. xogX =
(6+a(l—0))oX, cp. o
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(aB(1-0)(1-9))oX, cp. (I1-a)(1-p)
4 (0+a(l—0))B(1—29))oX, cp. a(l—p)
2. aog (BosX) =
((1-6)(6+B(1—-9)))oX, cp. (1-a)B
(0+a(l—0))(6+B(1—-05)))oX, c.p. af
Demonstragdo. 1. Uma vez que as varidveis da sucessdo {U;} sdo independentes da v.a.r. X e

atendendo a Proposi¢ado 2.11, tem-se

Waoox (5) = E[E(sE1 U | X))

=E[(1-a)(1—a(1-6)(1—5))*]+ E[ar(1 - (+ 6 —aB)(1 —5))"]
=(1-o)yx(1—a(l1-06)(1—s))+oyx(l—(a+6—0ab)(1—s))
= (1 = ) Wa(1-6)ox (5) + AW(q10-a6)ox (5),

o que representa o pretendido.

2. Pela propriedade anterior e pela propriedade 1 da Proposicao 2.3, obtém-se
Vaop (Bosx) (8) = (1 = Q) Wi (1-0))0(Bosx) () + AW 40— a0)o(Bosx) ()
= (1= 0)Wposx (1 —a(1=0)(1—5)) +aypex (1 —(a+6—ab)(l—ys)).
Aplicando novamente as propriedades referidas atrds, tem-se
Waog(Bogx) (8) = (1= ) (1= B)W(p(1—5))ox (1 — (1 = 0) (1 —5))+
+ (1= a)BYps-psox(1—a(l—0)(1—s))+

+oa(1—=B)YWipa-s)x(1—(a+6—ad)(l—s))+
+oBYpi5-psx(l—(a+60—ab)(l—s))

= (1= a)(1 = B)YWia(1-6))o(B(1-8)ox)(5) + (1 — @) BW(a(1-6))o((B+5-p5)ox) (5)+
+ (1= B)Wiar0-ap)o(B(1-5)x)(5) +ap llf(a+e—ae)o((ﬁ+5—ﬁ5)ox)( 5).

Por fim, usando a propriedade 4 da Proposicdo 2.3, resulta

Voo (Bosx) (8) = (1= 0) (1 = B)Wa(1-0)8(1-6))ox (5) + (1 — &) BW(a(1-0)(B+5-B5))ox (5)+
+a(1=B)W((ar0-a0)p(1-8))0x () + ABY((ar6-ab)(B+5-p5))ox (5)-

O]

Proposi¢ao 2.14. Sejam X e Y duas v.a.r. independentes, tais que as sucessdes de contagem associadas
a oX e a oY sdo independentes e seja Z uma v.a.r. independente de X e Y, tal que Z ~ %(a.). Entéo

0op (X+Y) L (Z0+a—ab)oX +(Z0+a—af)oY
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Demonstracdo. Pela propriedade 1 da Proposicdo 2.13 e pela Proposi¢ado 2.4

;| (a—ab)o(X+Y), cp. l—a
(XOQ(X+Y):
(+a—ab)o(X+Y), cp. a
(a—ab)oX+(a—ab)oY, cp. 1—o

1=

(6+a—0b)oX+(0+a—ab)oY, cp. «

i(Ze+a—a6)ox+(29+a—a9)oY.

Proposicido 2.15. Sejam Xj,---, X, v.a.’s inteiras ndo negativas, o; € [0,1], i=1,---,r,e 8 € [0,1].
Seja {U}l)}j>] a sucessdo de contagem associada a ;o9 X;, i=1,---,r. Se {U/(’) | sdo mutua-
- P )=

mente independentes e independentes de todas as v.a.’s X, i =1,---,r, entdo
E H(aiOGXi) = HOC,‘ E HX,' 7I"Zl,
i=1 i=1 i=1
desde que E (J]_, X;) exista.
Demonstracdo. Andloga a demonstracio da Proposi¢ao 2.6. O
Observe-se que, com r = 1, obtém-se a propriedade
E(aogX)=aE(X). (2.7)
Por outro lado, como 1 0g X 2 X resulta da proposicdo a propriedade
E(X(axogY)) =aE(XY). (2.8)

Proposicao 2.16. Sejam X,Y v.a.r. discretas de suporte Ny e o, 6 nimeros reais, o, 6 € [0, 1]. Entdo,
desde que os momentos envolvidos existam, tem-se

1. E((aopX)?) =a(a+(1—a)6?)E(X?)+a(l—a)(1—6%)E(X);
2. V(aogX) =a?V(X)+a(l—a)0’E(X?) +a(l —a)(1-6*E(X);

3. cov(X,a09Y) = acov(X,Y), desde que as v.a.r. da sucessdo de contagem sejam independentes
de X.
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Demonstragdo. 1. Dado que as v.a.r. {U;} sdo identicamente distribuidas com a lei Z(a) e
independentes de X, por (2.6) obtém-se

Fl(@eoX)?) = E[E ((@og X | X)] = E [£ (01 +-+U)?)]

=E[(1-a)(X(X-1)a?(1-6%*) +Xa(l—8))+
+a(X(X—1)(a+6—abd)*+X(a+6—ab))]

=E[X*(a*+ 0%’ + 0% —20%0%) + X (—a2 + 0* 0% + a — a6?)]

=E[a(o+(1-a)0")X* +a(l—a)(1—6%)X]

=a(o+(1-a)0?)EX?) +a(l —a)(1—6%)E(X).

2. Pela férmula de Kéenig e usando as propriedades anteriores, obtém-se

V(otogX) =E [(og X)?] — (E(ctog X))
=a(o+(1-a)8?)EX?) +a(l—a)(1—6%)E(X) — o (E(X))*
= a?V(X)+a(l —a)0’E(X?) +a(l —a)(1 — 62)E(X).
3. Com as mesmas condi¢des da alinea anterior, obtém-se

cov(X,0009Y) =E(X(aogY))—E(X)E(aogY)
=0E(XY)—aE(X)E(Y) = acov(X,Y),

por (2.7) e (2.8).



Capitulo 3

Modelos AR de valores inteiros

Os modelos autorregressivos (AR) cldssicos ndo sdo adequados para modelar séries temporais de
valores inteiros, uma vez que, geralmente, a multiplicacdo de um escalar real por um inteiro nao é um
ndmero inteiro. Assim, com o propdsito de obter uma modelagao eficaz, surgiram vdrias classes de
modelos que tém por base operadores aleatdrios.

Neste capitulo, sdo apresentados trés modelos autorregressivos de valores inteiros, de ordem 1,
gerados a partir dos operadores aleatérios estudados no Capitulo 2.

3.1 Cadeia de Markov Homogénea

Com o objetivo de estudar algumas propriedades dos modelos a ser considerados, nomeadamente
a sua estacionaridade forte, € apresentada esta sec¢ao introdutéria sobre cadeias de Markov.

Defini¢do 3.1. Um processo X = (X, n € Z), com espago dos estados E finito ou infinito nu-
meravel é uma cadeia de Markov se, para qualquer n € N e quaisquer xg,x1, - ,X,+1 € E tais que
P(X() =x0,X1 = X1, -+, X, :xn) > 0, se tem

P(Xn-H :xn-&-l‘XO :anXI =X1," " 7Xn :xn) :P(Xn-H :xn+l|Xn :xn)-

Uma cadeia de Markov diz-se homogénea se, para qualquer n € N e quaisquer x,y € E tais que
P(X, =x) >0, se tem P(X, | = y|X, = x) = pxy, onde p,, é uma fungio que s6 depende de x e de y

(ndo depende de n).

Proposicao 3.2. Uma cadeia de Markov, X, homogénea com margens i.d. € fortemente estaciondria,

i.e, X é tal que P(X1 o

9

X,) = P(X1+h7 o Xpyp) AT todo n em N e para todo o 1 em Z.

Demonstracdo. Usando a hipétese de o processo ser uma cadeia de Markov, tem-se

P(Xl =x1,, Xp = X0, Xnt1 :xn+1) :P(Xn+1 = Xn+1 ’Xn :xn) P(Xl =x1,,Xp :xn)

:P(Xn+l = Xn+1 |Xn :xn) P(Xn :xn‘anl :xnfl)P(Xl = X1, 7Xn71 :xnfl)-

17
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Repetindo este procedimento e tendo em conta a homogeneidade da cadeia vem
P(Xi =x1,, Xy =X, X1 =Xpp1) =
= P(Xpt1 = Xt 1| Xy = x0) P(Xyy = X0 X1 = X0—1) - P2 =22 X1 =x1) P(X1 =x1)  (3.1)
= P(Xnt14h = Xnt1|Xntn = Xn) -+ - P(Xoyn = X2| X140 = x1) P(X140 = X1),
atendendo a que as margens sdo i.d.. Mais, tratando-se de uma cadeia de Markov, esta dltima expressdo
¢ igual a
P(Xi10n = X1 Xngn = Xn) - P(X30 = x3]Xo 15 = X2)P(Xo 15 = X2, X115 = x1)
=P (X100 = Xni1 [ Xpin = Xn) -+ P(X0n = X3|Xo1n = 22, X100 = X1) P(Xop = %2, X140 = X1)

= P(Xps11n = X 1| Xngn = Xn) - - P(Xz4p = X3, X0 = X2, X140 = X1).
Repetindo este procedimento, obtém-se

P(Xi =x1,, Xn =X, X1 = Xnt1)
=P(Xpi14h = Xnr1 | Xisn = x1, - X = X0) P(Xngon = X, X1 = X1)

=P(Xi4n=xX1, , Xnth = Xns Xnt 140 = Xnt1)-

3.2 Definicao e Propriedades do Modelo INAR(1)

Nesta seccao define-se um modelo de contagem construido a partir do operador binomial apresen-
tado na Seccdo 2.2 e apresenta-se algumas das suas propriedades. Trata-se do modelo autorregressivo
de valores inteiros de ordem 1, denotado por INAR(1).

Defini¢do 3.3. O processo X = (X, n € Z) segue um modelo INAR(1) se admite a representa¢do
Xp=0o0X,—1+6& (3.2)

onde o € 10,1 e {&,} := {€,,n € Z} é uma sucessdo de v.a.’s de valores inteiros ndo negativos i.i.d.,
de quadrado integrivel, e independentes de X,,_ para k > 1.

Na proposicio seguinte é estabelecida uma representagio de {X,}, em L2, envolvendo apenas o

processo {&,}.

Proposicio 3.4. Seja (X, n € Z) um processo seguindo um modelo INAR(1), limitado em L. Entio

o0
X, = Z olog, ;, em L.
i=0
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Demonstracdo. Seja X, = oo X,_| + &,. Desenvolvendo esta representacdo, tem-se

Xn = OCO((XOXn,2+8n,1)+8n

=aqo(ao(0oX, 3+¢&-2)+aog_1+E&, (3.3)
k-1

=of oX,_r+ Z a'o En—i,
i=0
repetindo o procedimento anterior. Por outro lado, para k < ¢, tem-se
1Y dog - Y aoe = ¥ aoe i< Y laioe, .
j=0 j=0

j=k+1 J=k+1

Por outro lado,
|olog, ;> =E [(aj oe,,,j)z] =a¥E (&) ;) +a/(1—a/)E (g,—j) < Ca,

onde C é uma constante positiva pois E(€2) e E(&,) existem e ndo dependem de n. Entdo

y4 B {—k
aog, j|<C Y a?=c(Va) -(We)

k ¢
> alog, j—
=0 =0 j=kt1 1-va

:leja (V&) = (Va)") = 0. k.t = 4o

k
Provou-se assim que, em L2, Z o’ o g,_; é uma sucessdo de Cauchy, pelo que é convergente para

J=0
foo
Z o’ og,_j, uma vez que L? é um espaco completo.
Jj=0
Mais,

ok o X, i||* = &®E (X7_;) + o* (1 — &*)E(X—i) — 0, k — +oo,

pois E(X,—x) < E(an_k) < C1, onde C; é uma constante.

Atendendo a que, em L%, a¥ o X, ; — 0, k — +oo e

k—1 . ~+oo .
Y alog, ;= Y alog, j, k— +eo,
j=0 j=0
de (3.3) resulta o pretendido. ]

De seguida, pretende-se mostrar que o processo definido por (3.2) é fortemente estaciondrio. Para
tal, comece-se por provar que o processo INAR(1) é uma cadeia de Markov homogénea.

Proposicao 3.5. O processo X = (X,,, n € Z) definido por (3.2) é uma cadeia de Markov homogénea.
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Demonstracdo. Comece-se por provar que o processo X € uma cadeia de Markov.

P(Xyi1 = xnt1|1X0 = X0, X1 = X1, -+, Xy = X)

_ P(Xpi1 = Xnt1,X0 = X0, X1 = X1, , Xy = %)
P(Xo =x0,X1 = X1, , Xpn = Xy)

_ P(aoXn+8n+l = Xnt1,X0 = X0, X1 = X1, , Xy :xn)
P(Xo = x0,X1 = x1,"++ , Xn = X)

P Yt €01 = X1, Xo = X0, X1 = X1, Xy = Xp)
P(Xo = x0,X1 = X1, , X = Xy)

_ P(&ar1 = Xn1 — X Y Xo = X0, X1 = X1, , Xy = Xp)
P(Xo =x0,X1 = X1, , Xn = X)

P(€r11 = Xny1 — L% Vi) P(Xo = x0, X = X1, -+, X = Xp)
P(Xo =x0,X1 =x1,-+, X = x,)

Xn
=P| &1 =Xp41— Y |,
i=1

pois &,+1 € independente de Xy, - - - ,X,,. Por outro lado,

P(X, 1=X I,X = X
P(Xnt1 = X1 | X = x0) = ( n+P(X nix )n :
n = Xn
P(aOXn+811+l = Xpt1,Xn :xn)
P(X, = xp)

_ P(Zfl] Yi+8n+1 :xn+17Xn :xn)
P(X, = xp)

_ P(8n+l = Xn+1 _Z;Cl] Yi7Xn :xn)
P(X, = xp)

P(gn-H = Xn+1 _Z;Cil Yi)P(Xn :xn)
P(X, = xp)

Xn
=P <8n+1 =Xp+1— Yi) .
i=1

Logo, o processo é uma cadeia de Markov.

Como verificado acima, tem-se

,
P(Xyp1 =x|X, =y) =P (enﬂ —x-— Zn) . (3.4)

i=1

Porém {¢,} é uma sucessdo de v.a.’s i.i.d., pelo que esta dltima probabilidade depende apenas dos
estados x e de y do processo. Assim, a cadeia de Markov é homogénea. O
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Proposicao 3.6. O processo (X,,n € Z) seguindo um modelo INAR(1) é um processo fortemente
estaciondrio.

Demonstracdo. Pela Proposicao 3.4, as margens do processo sdo identicamente distribuidas. Sabe-
se ainda que o processo ¢ uma cadeia de Markov homogénea. Assim, o processo € fortemente
estaciondrio. O

Proposicao 3.7. Sejam U, e o, respetivamente, o valor médio e o desvio padrdo da distribuigao
comum das varidveis da sucessdo {g,}. Entdo as fun¢des média e varidncia do processo (X, n € Z)

sdo definidas por

1 E(Xn)—1 , N E L
2 V() = et g
(Xn) = [—ogz ' "€L
Demonstracdo. 1. Como X,, = &0 X,,—1 + &,, aplicando a esperanca, obtém-se

E(X,) =E(aoX,—1)+E(&) = QE(Xy_1) + Ue.

Como o € |0, 1], esta equacdo as diferencas converge para uma solugéo quando n tende para

. . € P . 4 .
+oo, obtendo-se de imediato E(X,) = .+ \IMa VeZ que 0 processo & fortemente estaciondrio.

1

2. Pelo dito anteriormente consegue-se calcular o momento de segunda ordem do processo usando
a seguinte equagdo de recorréncia
E(X?)=E[(@oX,_1+&)*] =E[(aoX,—1)*] +2E[(a0X,_1)&,] +E(])
= ’E(X7_ )+ a(l — @)E(X,—1) +2E(aoX,_1)E(&,) + 07 + u?

2
= o?E(X2_ )+ ape +2a1‘i—8a + 02+ ul.

Logo, vem

_ope  2ap o; +ug
l—-a? (l-o)(l1—0?) 1—0o?

a(l—a)ue +20u2 + (1 —a)of + (1 — a)u?
(1—a)(1—o?)
(1-@)au+0?) | wi(i+a)
(I-o)(1-a?)  (1-a?)(1-a)

_apetop
—a2 | (1—a)
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Calcule-se agora a varidncia do processo.

2 2
e y_QMetol | pe (M \T_auetol
VX)) = E(X3) — (E(X))" = —— 3 TR E) A

O]

Proposicao 3.8. O processo definido por (3.2) é fracamente estaciondrio sendo a sua fungdo de
autocovariancia dada por

¥(h) = Cov(Xo,X) = a"'V(Xo), h € Z.

Demonstracdo. Como o processo € fortemente estaciondrio e admite momento de segunda ordem,
entdo é fracamente estaciondrio. Usando a igualdade (3.3), a fun¢@o de autocovariancia, para i > 0, é

dada por
h=1
Cov(Xo,Xp) = Cov | Xo, ot 0 Xy + Z o' og,;
i=0
h=1
= Cov (Xo, a OXO) +Cov | Xy, Z a'log,_;
i=0
h—1 .
=a"V(Xo)+ Y Cov(Xo, 0l 0g4—;) = "V (Xo),
i=0
uma vez que &,_;, i =0,--- ,h—1, é independente de X. Como a fun¢do de autocovariincia é par,
obtém-se o pretendido. 0

Assim, a func¢io de autocorrelacio p do processo é dada por
ph)=a" nhez, (3.5)

tendo em conta que esta funcdo € par.
Com o objetivo de caracterizar as distribui¢des marginais do processo INAR(1) em fun¢do da
distribuigdo marginal de {&,} apresenta-se o seguinte resultado.

Proposicao 3.9. Se (X,, n € Z) segue um modelo INAR(1), entdo
Wx, (5) = Y, (1 — o+ as) e, ().
Demonstragdo. Como X, = aoX,_1 + &,, a funcdo geradora de probabilidades é dada por
Vx, (5) = Waox, +&,(5) = Vaox,  (5) Ve, (s) = Wx, , (1 — o+ as) v, (s).

Porém, como as margens do processo sdo identicamente distribuidas, Wy, (s) = W, (1 — ¢+ ots) W, (s),
ficando provado o pretendido. O

Na proposi¢do seguinte sdo caracterizadas as probabilidades de transigdo de {X, }.
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Proposicio 3.10. Considere-se um processo (X, n € Z) a seguir um modelo INAR(1). A distribui¢do
de X, condicionada por X, é dada por

min(i,j)
P( —]‘Xn 1—l Z < ) (X)likP(Sn:j—k), i,j € Np.

Demonstracdo. Tem-se, de (3.4),

i
P(Xn_j‘Xn—l_i)_P<£n_j_ZYl>

=k, g, =j— k>
<8n—J klZle )P<gn=k>
(g

- 5
I
~
/
\|M~

=)
S
~
\

»
Il
o

~

=)

Il
MA
"c

T
[«

i
Como Z Y; segue a lei A(i, o), tem-se
=1

Entao,

O]

Proposicao 3.11. Dado um modelo INAR(1), as margens seguem uma lei de Poisson de pardmetro 3

se e s6 se as margens de {¢&,} seguem uma lei de Poisson de parAmetro (1 — o).

Demonstragdo. Considere-se X, ~ Z(B), caso em que Yy, (s) = P17 Tem-se, pela Proposicio
3.9, que

Y, (5) = i, (1= @ as) Y (s) & P19 = PO Wy ()
oB1-5)
— = P=9)(1~0a)
A Wé'n(s) - eBla(1-9)) A Wsn(s) =e :

Por outro lado, considere-se €, ~ &?(A). Tendo em conta a Proposi¢do 3.4, uma vez que a convergén-
cia em L? implica a convergéncia em distribuico, tem-se

IR
Xy = Z a'og,
i=0
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donde .
Vx, (S) = H Yoioe, ; (s)7
i=0

atendendo a independéncia entre as sucessdes de contagem e as restantes variaveis. Entdo

+°° . . +°° . .
v, () = [T ve(1 — o + a's) = [Jexp(A (e — t's))
i=0 i=0

i=0

= exp <Af(ai—ais)> = exp <7L(1 —s) 1—1a> :

jaque 0 < a < 1. Consequentemente, X, ~ & (L> O

-

Proposicao 3.12. Dado um modelo INAR(1), as margens de {X,} seguem uma lei geométrica de
pardmetro ﬁ, U1 >0, se e s6 se as margens de {¢g, } verificam

s ] 0 cpa
& = (3.6)

Z cp.l—a

onde Z segue uma lei geométrica de parametro 7

Demonstra¢do. Considere-se que X, ~ ¢ (,u) . Entdo

1+p

W, () = W, (1 — o+ as) Y, (s)

1 1
& =
I+pu—pus 1+pu—p(l—a+os

)‘lfen (s)

I+t p—p(l—-a+as)

<jl’"‘«‘n(‘s‘)_ 1+[J—IJS
l+uo—pos+o—o
<$"‘I/&z(s): 1+‘LL_‘LLS
o+ uo—uas 11—
& Y (5) = IR

I+u—us I4+u—us

S Y, (s)=a+(1 —Oﬂ)m'

Entdo, a distribuicdo de &, ¢ uma mistura caracterizada por (3.6) com Z ~ ¥ (1 jf “> .

Reciprocamente, tem-se

1+au—po(l— o+ ofs)
1+u—p(l— o+ ais)

Voiog, () = Ve, (1 — ' +at's) =
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o0
d .
Logo, como X,, = Z a'og,

i=0
T i+1 i+1
Fe e |4 uatt! - poitls Q(I—HLOC —pa'tls)
W, (5) = [ T Waros, . (s) = T 1 l+uoi—uais = Foo
[T +pa’ —ua's)
i=0
oo
[T +pa™" —puatt's) |
i=0

N 7 i i T l+p—ps
(I+u—ps)[TO+pa' —pa's)

i=1

oo ‘ ‘
uma vez que H (1 +poitt — ua’“s) é convergente. Com efeito, como
i=0
l+pa ™ —patls=1+pa™(1—5) >0, Vi>0,
tem-se
oo , oo .
0<J](+ua™(1—s)) =exp| Y In(1+pa™' (1))
i=0 i=0
foo
<exp| Y uat(1—5s)
i=0
o
= 1— .
exp (u( 51 _a>
Fica concluida a demonstragio. O

3.3 Definicao e Propriedades do Modelo NGINAR(1)

Nesta seccao, apresenta-se um modelo de contagem definido a partir do operador binomial
negativo apresentado na Seccao 2.3, denotado por NGINAR(1) (New Geometric INAR(1)).

Definicdo 3.13. O processo (X, n € Z) segue um modelo NGINAR(1) se admite a representacdo

Xy =0xX,_ |+ &, 3.7

onde o € ]0,1] e {&,} é uma sucessdo de varidveis aleatdrias de inteiros ndo negativos i.i.d. de

quadrado integrdvel e independentes de X,,_x, k > 1.

Seguindo [2], assume-se que (X, n € Z) tem margens identicamente distribuidas.
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Proposicao 3.14. O processo NGINAR(1) € uma cadeia de Markov homogénea.

Demonstracdo. Esta prova € andloga a demonstragdo do resultado correspondente em relacdo ao

modelo INAR(1).

Da propriedade anterior e assumidas as margens i.d., conclui-se que o processo é fortemente

estaciondrio.

Proposicdo 3.15. Suponha-se que a distribuicdo comum das varidveis da sucessdo {g,} admite

esperanca matemdtica U e desvio padrdo 0. As fungdes média, varidncia e autocovariancia do

processo (X,,,n € Z) sdo definidas por

1. E(X,) = ne Z;

1—a’

_ale+o; o;

2. V(X,) = —ap TT_a

new;
3. y(h) = a"V(Xy), he Z.

Demonstragdo.

1. De modo andlogo ao célculo da esperanga de um processo INAR(1), obtém-se o pretendido.

2. Pelo dito anteriormente consegue-se calcular o momento de segunda ordem do processo usando

a seguinte equagdo de recorréncia

E(X})=E[(a*Xy_1+&)*] =E [(a*X,—1)*] +2E [(@ % X,—1)&)] + E(€})
= 02 E(X,1)? + a(a+ 1)EX, 1) +20E(X,1)E(&,) + 62 + u?

Ue g2 2 2
= l_a—f——l—ce-i-ug

=o’E(X2 ) +a(a+1) R
da qual resulta

u? o7 + g
+ 2
1—«a

EX) = alat+)y —a)u(gl —o2) T a1 — )

ope 2o+ (l-ou;  of  alet+p;  o;

1-a)? (lI-a)(l—-a?) 1-a2 (1-a)? 1-a?

Entdo, a variancia do processo é dada por

2 2
— 2 2 Ofle+ g o; He Qe o
V(%) = E(X) = (E(X0))" = (1 _a); A —EaZ \l—a)  (1-a)? i —gaz'
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3. Como o processo € de segunda ordem e fortemente estaciondrio, entdo € fracamente estaciondrio.
Para h > 0, a sua fun¢do de autocovariancia é dada por

Cov(Xo,Xp,) = Cov(Xo, X1 + €,)
= Cov(Xp, 0t % Xp,—1) + Cov(Xop, &)
=EXo(a*xX,_1)) —EXo)E(ax*X),_1)
= aE(XoX_1) — @E(Xo)E(Xy_1)
= aCov(Xo,X,—1)

pela propriedade 5 da Proposi¢do 2.8. Repetindo o procedimento, tem-se entdo o pretendido.

O]

Assim, a funciio de autocorrelagiio p do processo é dada por p(h) = al"l, h e 7, uma vez que

se trata de uma funcao par.

Proposicio 3.16. Seja (X,,n € Z) um processo que segue um modelo NGINAR(1), entdo

)= (G ) Ve

a+1—sa

Demonstragdo. Como X,, = a*X,_1 + &,, a funcio geradora de probabilidades do processo é dada

por

1
an (s) - Wa*an]‘an (S) - ll/a"‘Xn—l (S) WSn (S) - an—l <O£—|—1—SO£> WSn (s)

Como as margens do processo sdo identicamente distribuidas, entdo

Ve, (s).

v, (s) = W, <M>

O

A proposi¢do que se apresenta de seguida caracteriza as probabilidades de transi¢do do processo

{Xau}.

Proposicdo 3.17. Considere-se um processo (X,, n € Z) a seguir um modelo NGINAR(1). A
distribuicdo de X, condicionada por X, é dada por

PXy=j|Xa-1=0)=P(e,=j), j€Ny,

e,parai>1 e j& Ny,

P = J | Xat :i):,i;)< itle ) <1j—ca>k(lia>ip(8":j_k)'
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Demonstracdo. De facto,

P(X,=j| X, 1=0)=P(axX, 1+&=j|X,.1=0)

:P<iWi+8n:j> =P(g, = J).

i=1

De modo andlogo, para i > 1, tem-se

P(X,=j|X,1 :i):P<s,,:j—ZWl>

=1

J

= ZP(sn:j—k, im:k)
=1

k=0

T-
=
\%/

f(omrs i) (3

k

1
. - . . .o
Assim, como Z W, segue uma lei binomial negativa, concretamente .4 <1, P ) vem
=1

P(X, = j | Xu_i :i):é( i+l}i_l ) (ai1>k<ai1>ip(8":j_k)

(e e

A proposi¢io seguinte caracteriza a distribuicdo marginal de {&,} no caso particular em que X,
segue a lei geométrica de parAmetro %, u > 0.

Proposicao 3.18. Sob as hipéteses consideradas para o modelo NGINAR(1), com X, ~ ¥4 (ﬁ) e

o €0, ], para cada n € Z, a distribui¢o da v.a.r. €, é uma mistura das distribui¢des de X, e de

K
1+u
W, varidvel usada na série de contagem, isto é,
au
u—a
au
u—a

X, c.p.1—

d
& =

W c.p.
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Demonstracdo. Na Proposicdo 3.16 obteve-se

v, (5) = x, <1+oc—as> Ve, (5)-
Uma vez que X, ~ ¢ (“) , entdo
1+u
_ _
Vx, (s) _ I+p—ps _ L4+p—ps
o 1 o l+a—uas

wMﬂZV%( ]

1+oc—ocs) I+u—u (I+u)(l+o—as)—pu

I+o—as
_ (I+u)(l+a—as)—p _1ta—astptou—aps—p
(I+p—ps)(1+a—as) (I+p—ps)(1 4o — as)
_Ita(l+u)—a(l+u)s
(I+u—us)(l+a—as)’

Se se escrever

l+a(l+upu)—o(l+u)s A B
Ve, (s) = = +
(I+pu—ps)(l+a—as) l14+u—pus l+o—os
. ) ) . . ou ou o
obtém-se, pelo método dos coeficientes indeterminados, A = 1 — -« e B= —a Ora, a hipdtese,

0 < a < i implica A, B €]0, 1[. Assim conclui-se que

ou 1 o 1
=(1-
Ve (5) ( u—a>1+u—us+u—al+a—as
ou ou
= 1—
(1= 22 o+ )
como se pretendia. O

3.4 Definicao e Propriedades do Modelo DCINAR(1)

Nesta sec¢do, é apresentado um modelo de contagem definido a partir do operador binomial
generalizado apresentado na Secgdo 2.4. Este modelo é denotado por DCINAR(1) (dependent
counting INAR(1)).

Definicao 3.19. O processo (X, n € Z) segue um modelo DCINAR(1) se admite a representagido
Xy = o9 Xy_1+ &, (3.8)

onde a,0 € ]0,1[ e {g,} é uma sucessdo de varidveis aleatdrias de inteiros ndo negativos i.i.d. de
quadrado integravel e independentes de X,,_;, k > 1, assumindo-se ainda que as sucessdes de contagem
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sdo independentes de X; e de &, para quaisquer j,k, e as sucessdes de contagem usadas para gerar X;
e X; sdo mutuamente independentes para ¢ # s.

Observe-se que, tendo em conta as condi¢gdes da defini¢do, as v.a.’s & e o og X, sdo independentes
para s <.

Correspondendo a hipé6tese da construcdo feita em [3], assume-se daqui em diante que o processo
DCINAR(1) tem margens identicamente distribuidas.

Proposic¢ao 3.20. O processo DCINAR(1) é uma cadeia de Markov homogénea.

Demonstracdo. Esta prova é andloga a demonstracdo do resultado correspondente em relagdo ao

modelo INAR(1). L]
Desta proposi¢ao resulta de modo imediato a seguinte.

Proposicao 3.21. O processo DCINAR(1) é fortemente estaciondrio.

Proposicdo 3.22. Suponha-se que a distribui¢do comum das varidveis da sucessdo {g,} admite
esperanca matemdtica U e desvio padrdo og. As fun¢des média e varidncia do processo DCINAR(1)

sdo definidas por
HUe

1. E(Xn):l , nE€Z;

_ a(l- 0+ o? (a1 - @)0?)u?
S l-a(a+(1-a)8?)  [I—o(a+(1—a)8?)|(l—a)?’
Demonstracado.

2. V(X,) neZ.

1. Calcula-se de modo andlogo a esperanca de um processo INAR(1).

2. De acordo com a Proposicdo 2.16 e tendo em conta que €, € & og X,,—; s@o independentes,
tem-se
E(X;) =E [(aog X1 +8)°] =E (09 X,—1)*] +2E (0t 09 X,—1)&:] +E(&;)

=a(l—a)(1—60EX, 1) +a(o+ (1 —a)0?)E(X> |)+20E (X, 1)E(&,) + 02 + u2

u2

-

:a(l—92)us+a(a+(1—oc)GZ)E(X,f,l)Jrzocl +02+ul

1+a
—a(o+(1—a)0H)EX> )+ a(l—6%)u: + muﬁ%—cﬁ.

Obteve-se assim uma equacdo as diferencas cuja solugio é

_ a(1-0)ue+0? (1+o)u
E(X'%)_l—a(aJr(l—a)Gz) [1—a(a+(1-a)e?)|(1-a)’

uma vez que (o + (1 — a)6?) €0, 1[. De facto,

1
a(a+(1—a)62)<1@(1—a)92<a—a

, 11— 1 1+«

S 07 <
o l—-o o

)
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que é uma proposicado verdadeira para quaisquer o, 6 € ]0,1][.

Entéo, usando a férmula de Kdenig, a variancia do processo € dada por

(1 - 0%)pte + 0 (a1 — )22

) o (1-@07) T 1= ala+ (1- 0)0)](1 - o)

O]

Proposicao 3.23. Suponha-se que a distribui¢do comum das varidveis da sucessdo {g,} admite
esperanca matematica e e desvio padrdo o¢. A fungio de autocorrelacdo do processo DCINAR(1) é
definida por

p(hy=a" hez

Demonstragcdo. Como o processo € de segunda ordem e fortemente estaciondrio, entdo é fracamente
estaciondrio. Assim, para & > 0, a fun¢do de autocovariancia € dada por

y(h) = Cov(Xo,Xn) = Cov(Xo, at 0g Xj—1 + &)
= Cov(Xp, 09 X,—1) + Cov(Xo, &)

= OCCOV(X(),Xh_l),

uma vez que &, e Xy sao independentes e atendendo a propriedade 3 da Proposicao 2.16.

Repetindo o procedimento mais 4 — 1 vezes, obtém-se
cov(Xo, Xp) = a"V (Xy),

pelo que p(h) = "', h > 0. Como a fungio de autocorrelagio é par, obtém-se o pretendido. O

Na proposi¢do seguinte relacionam-se as distribui¢des de X, € &,.

Proposicao 3.24. Seja (X,,,n € Z) um processo que segue um modelo DCINAR(1). Entéo
W, (s) = [(1 = @)y, (1= a(1 = 0)(1 =) + ayx, (1 - (a+6 — ab)(1 —5))] v, (5).

Demonstracdo. Como g, é independente de o og X,,_1, a funcdo geradora de probabilidades de X, é
dada por

lI/Xn (S) = II/aOOanl +&, (S) = Waoexnfl (s) l)l/sn (S) °

Usando a propriedade 1 da Proposi¢do 2.13 e a propriedade 1 da Proposicao 2.3, tem-se

VaoeX,_1 (5) = (1 = ) W(a(1-0))ox,_, () + AW(g1a(1-0))ox, , (5)

— (1- o)y, , (1—a(1-0)(1—5))+ oy, , (1 — (o + 6 —aB)(1—s)).

Como as margens do processo sao identicamente distribuidas, tem-se entdao
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v, () = [(1— @) ws, (1 — (1 — 8)(1 — 5)) + cysy, (1 — (cr+ 6 — a6) (1 —5))] Y ().

O]

A semelhancga do que foi apresentado no caso dos Modelos INAR(1) e NGINAR(1), apresenta-se
de seguida uma proposi¢do que caracteriza as probabilidades de transi¢do do processo {X,, }.

Proposicao 3.25. Considere-se um processo (X,, n € Z) a seguir um modelo DCINAR(1). A
distribuicdo de X, condicionada por X, é dada por

PXy=j|Xa-1=0)=P(e,=1j), j€N

e,parai > 1 e j€ Ny,

min(i, ) i )
P, =i X =)= Y (1-a) ( i ) (1= 0)(1 = (1= 0)) ) Ple, = j=k)+
k=0
min(i, ) i )
+ ) oc( )((aJrGaG)k(l(a+9a9))"k)P(sn:jk).
k=0 k

Demonstragdo. Tem-se,

P(Xn:j\Xn_l :O):P(QOQXn_1+8n:j‘Xn_] :0)

:P<XO:UI~—|—8,1:J'> = P(&, = J).

i=1

Analogamente, para i > 1, tem-se

i min(i, /) i
PXy=j|Xp1=i)=P(&=j—)Y U |= P\ Y U=k &=j—k
(=1
i

min(i, ;) i
=Y P<en:j—k| ZU4:k>P<ZUg:k>

k=0

Assim, de (2.6), resulta

min(i, ) i .
Py = Xr=i)= Y (1-a) ( . ) (@1 - ) (1 (1~ 0)) ) Ple, = j— k)4
k=0
min(i, /) .
- a( : ) ((a+9—a6)"(1 —(a+6—a6))"*k> P(g, = j—k).
k=0 k

O]



3.4 Defini¢do e Propriedades do Modelo DCINAR(1) 33

Na proposi¢do seguinte é caracterizada a distribui¢do marginal de {&,} no caso em que X, segue a
lei geométrica de parametro ﬁ, designado em [3] como DCGINAR(1).

Proposicao 3.26. Dado um modelo DCINAR(1), se as margens do processo X, seguirem a lei
geométrica de pardmetro 1 a

, L >0, a distribui¢do da v.a.r. & é uma mistura caracterizada por
u

o(l-0)(ex+6—ab)

0, cp. oa+0-206
d (1-a(1-96))(1-a)(1-0)
=< X p. .
En » ©P l1-0—6+200 ’ (3.9)
1—a)6?
Y, cop. a(1-a)

(a+0—-2a0)(1—a—0+206)

u (a+6—-2a0)u
x~g(-E ey~ .
com g<1+u)e g<1+(a+9—2a9)u

Demonstragdo. Da Proposicao 3.24, resulta

Ve (5) = W, (5)
én (1—o)wx, (1—o(1—0)(1—5))+ayy,(1—(a+60—ab)(l1—s))

Como X, ~ ¥4 (%) tem-se

1
Wsn(s): : 1 L ps 1
( _a)1+u—,u(1—oc(1—9)(1—s) JrO‘lJr,u—,u(l—(oc+9—oc(9)(1—s))
1

_ I+pu—pus
B -« o

1+u0€(1—9)—ua(1—9)s+ l+pu(oc+0—06)—pu(oc+0—08)s

B (I+pa(l—0)—pa(l—0)s)(1+u(a+6—oab)—u(a+6 —a)s)
S (ltu—ps)(I—a) (1 +u(o+6—ab)—pu(a+60—oab)s)+a(l+upa(l—0)—po(l—0)s))

(4 ua(l—0)—ua(l—0)s)(1+u(a+60—ad) —u(o+6 —a)s)
N (I+p—pus)(1+(ax+6—-200)—u(a+06—2a0)s)

Aplicando o algoritmo da divisdo de polindmios e o método dos coeficientes indeterminados, obtém-se

B C
=A
Ve, (5) +1+H_Hs+1+(a+9—2a6)u—(a+9—2a0)us’

onde
(I-0)a(oc+6—ab)
a+0-—-2a60 ’

B_ (I—a(1—0))(1—a)(1—0)
N l—a—60+206
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a(l —a)6?

C= .
(a+6—-2a0)(1—a—06+2a0)

Como a+ 0 —2a8 €]0, 1], conclui-se que também A, B,C €]0, 1] e entdo &, é a v.a.r. caracterizada
por (3.9). ]



Capitulo 4
Estimacao

Este capitulo € dedicado a estimacdo dos paradmetros envolvidos nos modelos estudados, finali-
zando com uma aplicagdo. Cumprindo o que foi estudado, considera-se o caso em que X,, segue uma
lei de Poisson bem como o caso em que X, segue uma lei geométrica, no modelo INAR(1) e apenas a
lei geométrica nos modelos NGINAR(1) e DCINAR(1).

Em cada caso, admite-se que se t&ém N observacdes, xi,x3,- - ,Xy, das v.a.’s Xi,Xo, -+ , Xy do
processo (X, n € 7).

4.1 INAR(1) de Poisson

Seja (X,, n € Z) um processo modelado por um modelo INAR(1) cujas margens seguem a lei de

Poisson de pardmetro f3, § > 0.

4.1.1 Estimadores de Yule-Walker

Nas condigdes referidas atrds, tem-se E(X,) = 3, pelo que um estimador para  é a média
empirica,

=

1

B=Xy=-YX.
Ni

1

Por outro lado, como o = p(1), um estimador para o ¢é a autocorrelacdo empirica de ordem 1,

ivl(Xi —Xn)(Xi1 —Xn)
a=p(1)="-

(Xi—Xy)*

M=

Il
_

4.1.2 Estimadores dos Minimos Quadrados Condicionais

Os estimadores dos minimos quadrados condicionais para os pardmetros o e 3 sdo obtidos ao
minimizar a soma dos quadrados das diferencas X; — E(X; | X;—1), i = 2,---,N. Concretamente, a

funcdo a minimizar é
N

On(a,B) =Y (Xi—E(X; [X;_1))*.

i=2

35
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Para o modelo em estudo, tem-se

E(X[ ‘ Xt_]) :E((XOX[_I +8[ ‘ Xt_]) - aE(X[_Q) +ﬂe - (XX[_] +(1 - 06)[3, te Z, (41)

pelo que
N
ov(a,B)=Y (Xi—aX;. — (1—-a)B)*. (4.2)
i=2
Deste modo, resolve-se o sistema
N
8%(&, )=0 21-a) Y (Xi—aXi — (1-a)B) =0
i=2
<~ )
dOn _ u P
7(0{, )=0 22 (—X,‘X,;l +oX +(1-20)BX;—1+BX;— (1 - (X)ﬁ) =0
i=2

de onde se obtém os estimadores & € 8 dados pelas expressdes

N | N N
ZXiXifl N1 ZXL‘ZXFI
=2 i=2 i=2

N ) 1 i 2
X1 —~— Xi1
i=2 N-1 i=2

N R N
ZXi — ZXl',l
i=2 i=2

(N—-1)(1—a) °

a=

4.1.3 Estimadores da Maxima Verosimilhanca

Os estimadores da méaxima verosimilhanga para os parametros do modelo, a e 3, sdo obtidos

através da maximizagdo da func¢do de verosimilhanca, L(a, ).

A funcdo de verosimilhanga deste processo é dada por

L(o,B) =P(Xi =x1,-- ,. Xy = xn)

N 4.3)
=PX; =x))[[P(Xi =xi | Xi-1 =xi1),
=2

atendendo a (3.1).

efﬁ X1
Assim, como P(X; = x) = — tem-se
X1-
e*ﬁﬁxl N
L(a,p) = ! [1PXi=xi | Xioi = xi1).
©i=2



4.2 INAR(1) Geométrico 37

Logaritmizando, vem
X1 N
((a,B)=InL(e,B) = =B +xiInf =Y Inn+Y nP(X;=x; | Xi1 =xi1),
n=1 i=2

obtendo-se os estimadores para & e 8 através da maximizagdo desta fungdo.

Para obter as estimativas de & e 3, pode-se usar, por exemplo, os procedimentos de maximizag¢do
ndo linear incorporados no software R. Para cada i, os valores de P(X; = x; | X;i—; = x;—1) sdo
calculados usando as Proposi¢des 3.10 e 3.11.

4.2 INAR(1) Geométrico

4.2.1 Estimadores de Yule-Walker

Suponha-se agora que as margens do processo INAR(1) seguem a lei geométrica de pardmetro

T i > 0. Entdo E(X,) = u e p(1) = &, pelo que os estimadores para (L e @ sdo L = Xy €

o = p(1), respetivamente.

4.2.2 Estimadores dos Minimos Quadrados Condicionais

De modo andlogo ao caso anterior, tem-se E(X; |X;—1) = aX;—1 + (1 — )y, i € Z. Assim, a
fungdo Oy (a, 1) é dada por (4.2). Entdo, os estimadores para ¢ e ( sdo dados respetivamente por

N

| N N N N
XiXi—l_mZXiZXi—l ZXi_aZXi—l
2 i—2 =2 =2 i—2

S T

i=

N ) 1 i 2
X ——— X1
i=2 l N-1 i=2

4.2.3 Estimadores da Maxima Verosimilhanca

a=

(4.4)

Os estimadores de ¢ e y sdo obtidos através da maximizacdo da funcdo log-verosimilhanga dada,
neste caso, por

N
é(a,y) =x;lnu —ln(l —i—,u)(l +X1) —‘erl’IP(Xi = X; ’Xi—l :x,-_l),
i=2

u

1+u
funcido ¢ fica completamente especificada, permitindo obter as estimativas de o e U através de um

X1 1
uma vez que P(X; =x;) = < > (1 T > . Usando as Proposi¢des 3.10 e 3.12, a expressdo da

software adequado.
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4.3 NGINAR(1)

Seja (X,, n € Z) um processo modelado por um modelo NGINAR(1) com margens de lei

U
74 = > 0.
<1+u>’”

4.3.1 Estimadores de Yule—Walker

Tal como no caso anterior, tem-se E(X,) = it e a = p(1), pelo que os estimadores para o e U
sdo, respetivamente, o = p (1) e & = Xy.
4.3.2 Estimadores dos Minimos Quadrados Condicionais

De modo andlogo aos modelos INAR(1) considerados, os estimadores de o e (, obtém-se
minimizando a fungdo Qy (o, i) dada por (4.2) pois, mais uma vez, E(X; | X;—1) = aX;—1 + (1 — o) L.
Assim os estimadores dos minimos quadrados condicionais para ¢ e u sdo dados pelas expressdes ja
apresentadas em (4.4).

4.3.3 Estimadores da Maxima Verosimilhanca

Para obter os estimadores para o e L maximiza-se a fung¢@o verosimilhanga, L( ¢, i), que mais
uma vez € da forma apresentada em (4.3).

. o A u ~
Como neste modelo consideram-se margens geométricas de pardmetro T a funcao log-

verosimilhanca é da forma

N
E(OC,‘LL) =X1 lnu — (1 +x1)ln(1 +u)+ZInP(X,- = X; | Xi_1 :xi_l),
i=2

sendo a expressdo de P(X; = x; | X;—1 = x;—1) dada na Proposicéo 3.17.

44 DCGINAR(1)

Seja (X,, n € Z) um processo modelado por um modelo DCINAR(1) com margens de lei

9 <,u> , L >0, designado por DCGINAR(1).

1+u

4.4.1 Estimadores dos Minimos Quadrados Condicionais

Neste modelo, os estimadores dos minimos quadrados condicionais para & e y sdo obtidos de
modo semelhante aos modelos anteriores uma vez que a fungio Qy (o, i) tem a mesma expressao.
Por outro lado, para obter o estimador de 6, usa-se o método apresentado em [4] que consiste em

minimizar a fungao
N

Sn(0%) = Y. (Vi—E(V; |X;-1))? (4.5)
i=2

onde V; = (X; —E(X; | X;_1))%
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Ora,

E(Vi|Xi1) =E((Xi—E(X; | Xi-1))* | Xi-1)
V(Xi [ Xio1) = E(X? | Xi1) = (E(X =i Xi-1))
o

(1-0)6°X? | +a(l—a)(1-6%)X; , +o;.

Pela propriedade 2 da Proposi¢io 3.22, obtém-se 2.

X, ~ %(H‘f“) resulta

De facto, do caso particular de

o; =p(l—a)+u*(l—a)((1+a)—206%).

Posto isto, tem-se a expressdo que se segue para a funcio Sy (6?), ou seja

N
Su(6%) = Y (Vi— a(1 - )0*(X? | —Xioy — 24> — (1 — o) (aXi 1+ + (1 + o)), (46)
i=2

Sendo assim, fixando & e u, deriva-se SN(GZ) em ordem a 62, obtendo-se

3?;(9% —2a(l—«a )i(v a(l—a)82(X2 | — X;_j —2u%)—
i=2

—(1—a)(aX; +p+ (1+a)u?)) x (X2 —Xi1 —2u%) .

Assim, o estimador para 8 € dado por

D)
7
©

4.7)

onde
Vi=(Xi—0X;, — (1-a)f)’

e i e [ sdo os estimadores dos parAmetros & € (L, respetivamente, obtidos através do método dos

minimos quadrados condicionais.

4.4.2 Estimadores da Maxima Verosimilhanca

Os estimadores para «, L e 0 sdo obtidos através da maximizagdo da funcdo de verosimilhanga,

dada por

N

L((X,Q,‘LL) = P(Xl :xl)HP(Xi = X; |X,',1 :xifl)
i=2

< ; >X] < 1 )ﬁ
= S — S — P(Xl-:xl-|X,-,1:x,~,1).
I+p I+u/i3
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Desta forma, a fun¢éo log-verosimilhanga € da forma
N
K(Ol, 9,[.1) =x;lny— (1 —|—x1)ln(1 —I—[,L) + ZII‘IP(X,' = X; ‘ Xi 1= xi,l),
i=2

sendo o valor de P(X; = x; | X;—1 = x;—1) apresentado na Proposi¢go 3.25.

4.5 Aplicacao

Nesta sec¢do, serd apresentada a estimacdo dos modelos apresentados acima relativamente a um
conjunto de dados reais. Os dados que serdo usados referem-se a registos de crimes e foram retira-
dos do site “http://www.forecastingprinciples.com” na sec¢do de “Crime data”. Para este trabalho,
escolheram-se para anédlise os dados correspondentes ao nimero de ofensas sexuais registadas por
més pelo 21° carro patrulha da policia de Pittsburgh entre 1990 e 2001. Esta série de dados consiste
assim em 144 observagdes, que apresentam média 0.5903 a variancia 1.0268. Na Figura 4.1, esta
representada a trajetoria amostral correspondente.

sexoff
3
I

0 20 40 60 80 100 120 140

Time

Fig. 4.1 Trajetéria amostral da série de dados relativos a ofensas sexuais

Na Tabela 4.1 sdo apresentadas as estimativas obtidas pelo método da méxima verosimilhanga para
os parametros dos quatro modelos considerados neste capitulo. Complementando essa informacao,
sdo também apresentados os valores do AIC (Akaike Information Criterion) para cada um dos casos.
Esse valor ¢ dado por

AIC =2k —2InL

onde k € o ndmero de parametros estimados no modelo correspondente e L € o valor mdximo da
funcdo de verosimilhanga.
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O Critério AIC ¢ usado para avaliar a qualidade do modelo ajustado, sendo que se prefere o
modelo em que este valor € menor.

Embora o modelo INAR(1) de Poisson ndo se afigure muito apropriado para modelar a série
em causa (devido ao facto da varidncia das observagdes ser muito superior a média), é também
considerado nesta andlise.

Os valores apresentados foram obtidos pelo software R através do cddigo incluido em anexo.
Observa-se que nos procedimentos af utilizados, usaram-se como valores iniciais as estimativas obtidas

pelo método dos minimos quadrados condicionais.

Modelo Estimativas AIC

INAR(1) de Poisson a=0.1404 316.8900
B =0.5889

INAR(1) Geométrico o =0.1055 303.7394
{i = 0.5863

NGINAR(1) a =0.1650 302.6734
fi = 0.5872

DCGINAR(1) a=0.1356 303.0530
0 =0.7188
{i = 0.5746

Tabela 4.1 Estimativas da m4xima verosimilhancga

Analisando a tabela, através da informacgao dada pelo AIC, escolhe-se como preferivel a modelagao
destes dados através do modelo NGINAR(1), ao qual corresponde o menor valor do AIC. Note-se que
o maior valor do AIC corresponde ao modelo INAR(1) de Poisson. Em contrapartida, os valores mais
baixos estdo associados aos modelos definidos a partir dos operadores * e og.

De referir ainda que, em [3], € apresentada uma série de dados reais para a qual o modelo

DCGINAR(1) é o mais adequado entre os analisados pelos autores.
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Anexo A

Codigo em R

Estimadores dos Minimos Quadrados Condicionais

Definicao do vetor da série observada
sexoff<—c(Sexualoffense [, "SEXOFF" ])

Funcéo para estimar o e y através do método dos minimos quadrados condicionais dado um
conjunto de dados série

alphamu<—function (serie ) {

a=0;

b=0;

c=0;

d=0;

e=0;

for (i in 2:length(serie)) {

a=a+serie[1i];

b=b+serie[i—1];

c=c+serie[i]=xserie[i—1];

d=d+serie[1 —1]"2;

e=e+serie[i]"2 }
alpha=(c—(1/(length(serie)—1))=xaxb)/(d—(1/(length(serie)—1))xb"2);
mu=(a—alpha=b)/ ((length(serie)—1)x(1—alpha));
v<—c(alpha, mu);

return(v)}

Funcgao para o estimar o 6 do modelo DCGINAR(1) através do método dos minimos quadrados
condicionais dado um conjunto de dados série

theta<—function (serie){
thetal =0;

theta2 =0;
alpha<—alphamu(serie )[1];

45
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mu<—alphamu(serie )[2];

for (i in 2:length(serie)){

thetal=thetal +((serie[i]—alphasserie[i—1]+

+ —(1—alpha)*mu)*2—(1—alpha)=(alphasserie[i—1]+

+ mu+(l+alpha)smu”2))=(serie[i—1]"2—serie[1i—1]—-2+mu);
theta2=theta2+alpha=(l—alpha)=((serie[i—1]"2—serie[i—1]-2xmu”*2)"2);}
theta=(thetal /theta2)~(1/2);

return(theta)}

Estimacao para o Modelo INAR(1) de Poisson

Funcio dos € no modelo INAR(1) de Poisson

p_inar_poisson_epsilon<—function (alpha, beta, 1){
valor=(exp(—betax(l—alpha))=((betax(l—alpha))~1))/(factorial (1))
return (valor)}

Funcao de probabilidade condicional no modelo INAR(1) de Poisson

p_inar_poisson_condicional<—function (alpha, beta, i, j){
aux=min(i,j)

valor=0

for(k in 0O:aux)

valor<—valor+choose (i ,k)=(alpha”k)=((1—alpha)*(i—k))=
+p_inar_poisson_epsilon (alpha, beta, j—k)

return (valor)}

Funcao logverosimilhanca negativa para minimizar

Il _inar_poisson<—function (alpha , beta){

aux=0

if (sexoff[1]>0){

for(n in 1:sexoff[1]) aux=aux+log(n)}

11 _inar_poisson=0

for(i in 2:length(sexoff))

I1_inar_poisson=11_inar_poisson+

+log (p_inar_poisson_condicional (alpha ,beta, sexoff[i—1],sexoff[i]))
11 _inar_poisson=beta—sexoff[1]xlog(beta)+aux—11_inar_poisson}

Minimizacao
guess_inar_poisson = list (alpha=alphamu(sexoff)[1], beta=alphamu(sexoff)[2])

fit_inar_poisson = mle2(1l_inar_poisson, start=guess_inar_poisson)
summary ( fit_inar_poisson)

Obtencao Do AIC

AIC(fit_inar_poisson)
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Estimacao para o Modelo INAR(1) Geométrico

Funcao dos € no modelo INAR(1) Geométrico

p_inar_geometrico_epsilon<—function (alpha, mu, 1){
if (1==0) valor=alpha+(l—alpha)=(1/(1+mu))

else valor=(1—alpha)x((murl)/((1+mu)*(1+1)))
return(valor)}

Funcéo de probabilidade condicional no modelo INAR(1) Geométrico

p_inar_geometrico_condicional<—function (alpha, mu, i, j){
aux=min(i,j)

valor=0

for(k in 0O:aux)
valor<—valor+choose (i, k)*(alpha”k)=*((1—alpha)*(i—k))=

+ p_inar_geometrico_epsilon(alpha, mu, j—k)
return(valor)

}

Funcio logverosimilhanca negativa para minimizar

1l _inar_geometrico<—function (alpha ,mu){

11 _inar_geometrico=0

for(i in 2:length (sexoff))

11_inar_geometrico=11_inar_geometrico+

+ log(p_inar_geometrico_condicional (alpha ,mu, sexoff[i—1],sexoff[i]))
I11_inar_geometrico=—sexoff [1]*log(mu)+(sexoff[1]+1)=

+ log(l4+mu)—11_inar_geometrico}

Minimizacao
guess_inar_geometrico = list (alpha=alphamu(sexoff)[1], mu=alphamu(sexoff)[2])
fit_inar_geometrico = mle2(1l_inar_geometrico, start=guess_inar_geometrico)

summary ( fit_inar_geometrico)
Obtencao Do AIC

AIC(fit_inar_geometrico)

Estimacao para o Modelo NGINAR(1)

Funcéo dos € no modelo NGINAR(1)

p_nginar_epsilon<—function (alpha, mu, 1){
valor=((mu”*l)/((1+mu)*(1+1)))*(1 —(alphasmu/(mu—alpha)))+
+((alpha”l)/(((1+alpha)?(1+1))))=((alpha*mu)/(mu—alpha))
return(valor)}
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Funcio de probabilidade condicional no modelo NGINAR(1)

p_nginar_condicional<—function (alpha, mu, i, j){
aux=j

valor=0

if (i!=0)

{

for(k in 0:aux)
valor<—valor+choose (i+k—1,i —1)%((alpha/(1+alpha))*k)=
+ ((1/(alpha+1))*i)*p_nginar_epsilon (alpha, mu, j—k)
}

else valor<—p_nginar_epsilon(alpha, mu, j)
return(valor)

Funcio logverosimilhanca negativa para minimizar

Il _nginar<—function (alpha ,mu) {

11 _nginar=0

for(i in 2:length (sexoff))

11 _nginar=11_nginar+log(p_nginar_condicional (alpha ,mu, sexoff[i—1],sexoff[i]))
11 _nginar=—sexoff[1]xlog(mu)+(sexoff[1]+1)%log(l+mu)—11_nginar}

Minimizac¢ao
guess_nginar = list (alpha=alphamu(sexoff)[1], mu=alphamu(sexoff)[2])

fit_nginar = mle2(1l_nginar, start=guess_nginar)
summary ( fit_nginar)

Obtencao Do AIC
AIC(fit_nginar)

Estimacao para o Modelo DCGINAR(1)

Funcio dos € no modelo DCGINAR(1)

p_dcginar_epsilon<—function (alpha , theta , mu, 1){

if (1==0)

valor=(alpha#(l—theta)=(alpha+theta—alpha=xtheta))/(alpha+theta —2xalpha=theta)+
+(1/(14+mu))=(((1 —alpha=x(l—theta))=x(l—alpha)=(1—theta))/

+ (1—alpha—theta+2%alpha=theta))+(1/(1+(alpha+theta —2%alpha=theta)=mu)) %

+ ((alpha%(l—alpha)=xtheta”2)/((alpha+theta —2xalpha=xtheta )=

+ (l—alpha—theta+2xalpha=theta)))

else

valor=((mu”*l)/((1+mu)*(1+1)))=(((1 —alpha=(l—theta))=

+ (1—alpha)=(1—theta))/(1—alpha—theta+2=alphastheta))+
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+((((alpha+theta —2%alpha=theta)smu)~1)/

+ (((I+(alpha+theta —2xalpha=xtheta)smu)*(1+1))))=
+((alpha%(l—alpha)=xtheta”2)/((alpha+theta —2xalpha=theta )=
+ (l—alpha—theta+2xalpha=theta)))

return(valor)}

Funcao de probabilidade condicional no modelo DCGINAR(1)

p_dcginar_condicional<—function (alpha , theta, mu, i, j){
aux=min(i,j)

valor=0
if(i!=0)
{

for(k in 0O:aux)

valor<—valor+(l—alpha)=choose (i, k)*((alphax(1—theta))"k)=

+ ((1—alpha=(1—theta))”*(i—k))#p_dcginar_epsilon (alpha,theta, mu, j—k)+

+ alphaschoose(i,k)=((theta+alphax(l—theta))"k)=

+ ((1—theta—alpha=(1—theta))”(i—k))#p_dcginar_epsilon (alpha, theta, mu, j—k)
}

else valor<—p_dcginar_epsilon (alpha,theta, mu, j)

return(valor)

}

Funcio logverosimilhanca negativa para minimizar

11 _dcginar<—function (alpha, theta, mu){

11 _dcginar=0

for(i in 2:length (sexoff))

11_dcginar=11_dcginar+

+ log(p_dcginar_condicional (alpha ,theta ,mu, sexoff[i—1],sexoff[i]))
11 _dcginar=—sexoff[1]*log (mu)+(sexoff[1]+1)*log(1+mu)—11_dcginar}

Minimizacao
guess_dcginar=list (alpha=alphamu(sexoff)[1],theta=theta(sexoff),
+ mu=alphamu(sexoff)[2])

fit_dcginar = mle2(11_dcginar, start=guess_dcginar)
summary ( fit_dcginar)

Obtencao Do AIC
AIC(fit_dcginar)
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