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Resumo

Sendo a fun¢do de perda a densidade da varidvel aleatdria real que representa o valor da indeminizagdo
paga ao cliente subscritor de um produto de uma seguradora, a sua estimacao constitui um problema
tipico das ciéncias atuariais. Na sua estimagdo é pratica corrente a andlise dos dados divididos em
duas tranches consoante o valor dos mesmos, através da defini¢do de um threshold. No entanto, a
escolha da melhor combinagdo de distribui¢cdes a ajustar pelos métodos paramétricos revela-se um
problema, dado o desconhecimento da verdadeira densidade. Nesta dissertacdo sdo apresentadas
metodologias unificadas de estimagdo, onde os estimadores do nicleo surgem como ferramentas
essenciais. Primeiramente, € feita a apresentacdo do estimador do nicleo usual, a qual se alia uma
andlise do desenvolvimento assintético dos erros quadratico médio e quadritico médio integrado,
bem como da janela 6tima de estimagdo, cujo critério assenta na minimizagdo do critério de erro
global. Por sua vez, a existéncia de distribuicdes com problemas de regularidade na origem leva
a introducdo dos nucleos de fronteira. Nesta fase sdo introduzidas vdrias alternativas para nicleos
de fronteira e respetiva andlise dos aspetos mencionados para o primeiro estimador. Wand et al.
(1991) concluem que a aplica¢do de uma transformacio aos dados e a consecutiva estimacao da
densidade, baseada na densidade dos dados transformados por métodos do ntcleo, se revela eficaz no
aumento do desempenho da estimagao. Assim, Buch-Larsen et al. (2005) introduzem a estimacao
da fun¢do de perda com métodos do nicleo com corre¢do de fronteira bilateral pela aplicacdo da
transformacao pela funcao de distribuicdo da lei de Champernowne modificada, sendo esta a terceira
alternativa apresentada para método do niicleo. Em ultimo, é levado a cabo um estudo de simulacdo
que contrapde os trés métodos do nicleo apresentados, bem como dois nicleos de fronteira distintos,
para trés distribui¢des e tamanhos de amostra. A precisio da estimagdo ¢ avaliada de forma global
tendo em conta os erros L; e Ly, sendo que o erro WISE surge como medida associada ao desempenho
do estimador na cauda da distribuicdo, dada a sua maior ponderacio nesta zona do suporte da varidvel.
Este estudo permite entdo concluir que os métodos do nucleo que assentam na estimag@o da densidade
dos dados transformados produzem melhores estimativas para a densidade original.
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Capitulo 1

Introducao

A andlise histérica das perdas que uma seguradora aufere face a um determinado tipo de produto
segurado revela-se fundamental na sua forma de operar o negécio. A percecao do comportamento dos
dados histdricos permite ndo s6 adequar os precos dos produtos oferecidos aos clientes, mas também
potenciar ferramentas para a andlise da subsisténcia da propria seguradora, através de medidas de
risco, como € o caso do Value at Risk.

Neste dmbito, uma das ferramentas primordiais analisada nas ciéncias atuariais € a funcio de perda.
Esta funcdo é caracterizada por ser a densidade da varidvel aleatdria real (absolutamente continua)
representativa da indemnizacio paga ao cliente subscritor de um determinado produto da seguradora,
a variavel X. Sendo que, teoricamente, a funcdo densidade de uma determinada varidvel aleatoria real
caracteriza totalmente a lei de probabilidade associada, esta ferramenta mostra-se bastante pertinente.
Assim, o problema em estudo centra-se na proposta de metodologias de estimagao da funcio densidade
da varidvel em estudo, dado um determinado conjunto de observacdes histdricas da mesma.

Geralmente, a este tipo de conjunto de dados, que tomam apenas valores positivos, estd associada
uma grande massa de probabilidade para valores diminutos, pois sdo bastante frequentes pequenos
sinistros, sendo que as indemnizag¢des de grande valor, embora em nimero muito inferior, atingem
valores potencialmente muito elevados, o que resulta em distribuicdes de dados com caudas pesadas.

Uma abordagem intuitiva possivel seria ajustar diretamente aos dados distribui¢cdes de familias
que verificam este tipo de comportamento, como € o caso das leis Lognormal, de Weibull, de Pareto
ou Gamma, recorrendo aos métodos usuais de estimacdo de parametros a elas associadas, método
da maxima verosimilhanca ou método dos momentos. Foi este o ponto de partida para o estudo
apresentado por Kéirik e Umbleja (2010) e (2011).

As limitacdes destas metodologias prendem-se com o seu desajuste em certas zonas do suporte.
Exemplo disso € o caso da lei Lognormal cuja cauda tende rapidamente para zero, nao modelando
convenientemente as indeminizagdes de valores mais elevados. Por outro lado, leis como a de
Pareto e a sua versdo generalizada apresentam um comportamento mondtono decrescente que pode
resultar em falhas na modelacdo dos dados de valor menor. Assim, € pratica corrente a andlise dos
dados divididos em duas tranches - valores de indemnizagdes reduzidos e substanciais - através
do estabelecimento de um limiar divisério dos dados, o threshold, permitindo fazer a modelacao
dos dois tipos de dados de forma independente. A introducdo desta metodologia, por Cooray e
Ananda (2005), sugere a modelacio da densidade de probabilidade das indeminizagdes através de



2 Introdugdo

uma mistura da lei Lognormal - para as indemnizacdes de valor reduzido - com a lei de Pareto
ajustada a cauda da distribuicdo. Este novo método viria a ser explorado no trabalho de Kéirik e
Umbleja (2012), produzindo melhores resultados que os anteriormente obtidos pelos mesmos autores.
Adicionalmente, foram estudadas diversas combinacgdes de leis para a estimacdo da densidade de
probabilidade pretendida. Preda e Ciumara (2006) comparam a utilizagdo dos modelos lognormal-
Pareto e Weibull-Pareto, obtendo resultados similares. Por outro lado, Teodorescu e Vernic (2006)
exploram o modelo exponencial-Pareto e Abu Bakar ez al. (2015) o modelo Weibull-Burr.

Sendo que a partida ndo temos conhecimento de qual a melhor lei (ou mistura de leis) de
probabilidade a considerar, torna-se pertinente a implementacdo de um método unificado de estimacao
da funcdo de perda que ndo pressuponha qualquer tipo de comportamento aos dados, isto €, um método
nao-paramétrico. Desta forma, os estimadores do nicleo surgem naturalmente como resposta, sendo
que a base do seu funcionamento assenta na andlise local das observacdes contidas num intervalo
centrado no ponto em que se calcula o valor da densidade. Assim, ao ser implementado este método
em todos os pontos do suporte da varidvel aleatdria real, obtemos uma estimativa da funcdo de perda.

Neste sentido, comecaremos por introduzir uma metodologia de estimagdo de f ndo paramétrica
baseada nos estimadores do nucleo introduzidos por Rosenblatt (1956) e Parzen (1962). Segue-se
depois a andlise assintdtica dos erros local e global obtidos na estimacao, através dos erros quadratrico
médio (MSE) e quadratico médio integrado (MISE). Desta forma, estaremos em condicdes de
estabelecer limites para os dados a considerar na estimacdo do valor da densidade num determinado
ponto x do suporte, isto &, limitar o intervalo centrado nesse mesmo ponto objeto de andlise. Esta
limitacdo, denominada escolha da janela (semi-amplitude do intervalo), ¢ motivada pelo aumento do
desempenho da estimagdo, tentando definir um equilibrio entre a diminui¢ao do viés e da variancia
globais do estimador.

Por sua vez, notando problemas de ndo regularidade de f e das suas derivadas na origem (ponto
fronteiro do suporte), patentes em algumas distribui¢des associadas a problemas de origem atuarial,
insurge uma nova ponderagdo dos dados na regido de fronteira. Esta alteracdo terd como base a
introdu¢@o de métodos do nicleo com corre¢do de fronteira, através dos nicleos de fronteira que
dependem da distancia do ponto onde se efetua a estimagdo a origem. Com a introdugdo desta
segunda metodologia, procede-se novamente a andlise assint6tica do MSE do estimador. Este estudo
permite entdo notar que poderd ser vantajosa a consideracio de niicleos de fronteira de segunda ordem
(média nula e variancia ndo nula), pelo que se efetua a andlise do erro quadratico médio. Por fim, o
calculo assintético do MISE nas duas situagdes potencia de novo um critério de escolha da janela de
estimacao.

Wand et al. (1991) identificam problemas na estimacdo da densidade com métodos do nicleo,
quando a lei de probabilidade apresenta comportamentos muito dispares da lei gaussiana, e propdem
como alternativa a aplicag@o de transformagdes as observagdes da varidvel em estudo e consequente
estimacao da densidade por métodos do nucleo dos dados transformados. Aplicando uma transfor-
macao inversa a densidade estimada, os autores obtém, por fim, um estimador para a verdadeira
densidade dos dados e concluem "We have found that these transformations can substancially increase
the accuracy of kernel estimates of Cauchy and other heavy-tailed densities.".

Baseados no trabalho de Wand et al. (1991), Buch-Larsen et al. (2005) sugerem a estimacdo de f
utilizando como tranformacio a funcao de reparticio associada a lei de Champernowne modificada,



bem como a utilizagdo de nicleos de fronteira aplicados a ambos os pontos extremos do suporte da
varidvel transformada. Assim, € levado a cabo um breve estudo de algumas caracteristicas desta lei
de probabilidade que justificam a sua utilizacao e ¢é feita a apresentacio do estimador da densidade
dos dados transformados com correcdo de fronteira bilateral. O facto dos dados transformados
nao apresentarem independéncia nem distribui¢do idéntica impossibilita o estudo andlogo do MSE
e do MISE do novo estimador, pelo que a escolha da janela surge como adaptacido empirica dos
critérios apresentados para os estimadores com corre¢do de fronteira. Este novo método acaba por se
tornar semi-paramétrico, na medida em que se ajusta uma distribui¢do aos dados para obtencao dos
parametros da transformacao.

Em dltima instancia, torna-se necessaria a implementagao de um estudo de simulacido para com-
parar os vdrios estimadores apresentados, bem como nticleos de fronteira. Nesta fase, o desempenho
dos estimadores é analisado face a dados simulados por leis de probabilidade com diversos comporta-
mentos na origem e respetiva cauda. Mais ainda, o tamanho amostral é também um fator a ter em
conta pelo que se consideram tamanhos da amostra dispares.






Capitulo 2

Estimador do nucleo da densidade de
probabilidade

2.1 Nocoes basicas

Numa primeira fase, serdo introduzidos conceitos e resultados teéricos relevantes para a estimagao
ndo paramétrica da func¢do de densidade através do estimador do nticleo. Sejam entdo f a densidade
de probabilidade da varidvel aleatdria real absolutamente continua e ndo negativa X, X1,Xo, ..., X,
com n € N, observagdes de X independentes e identicamente distribuidas com essa mesma varidvel e
F afuncio de distribui¢@o associada. De uma forma inicial, baseado no trabalho de Rosenblatt (1956),
Parzen (1962) motiva o estimador do niicleo, comecando por notar que

F@=PX <) = [ f)ar,

uma vez que, através de estimadores da fun¢ao de distribui¢do, poder-se-ao obter estimadores para a
densidade de probabilidade. Note-se que o integral é tomado no sentido de Lebesgue. De facto, daqui
em diante todos os integrais deverdo ser analisados na medida referida. Naturalmente, a fun¢ado de
distribuicdo empirica, F;(x), dada por

1
F,(x)=-#{X, <x,i=1,...,n}
n
surge como estimador para F(x). Adicionalmente, notando € a derivada da fun¢@o de distribui¢do

através de derivacdo, é também uma escolha intuitiva

fulx) = F"(x+h)2—hF"(x— ") @2.1)

para estimador da densidade f, em x, sendo esta a ideia inicialmente introduzida por Rosenblatt (1956).
De facto, a quantidade / devera ser um fung¢do positiva de tal forma que, a medida que o nimero de
observacgdes aumente, a mesma se aproxime de zero, isto €, h deve ser uma funcio de n que satisfaca

lim h, = 0.

n—yoo
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Analisando agora a formulac@o exposta em (2.1), é de notar que

1#{x—h<X;<x+hji=1,..n} 1 & x—X;
= — — K
fl®) =7 2h nhl; A
com K dado por
3 <1
K(z) = 29 =1,

Note-se agora que esta primeira versao do estimador dito naive ou da janela mével pondera de
forma igual todas as observagdes que caem no intervalo [x — &, x+ h]. Neste sentido, a consideracdo de
funcdes K diferentes produz estimadores distintos em que a ponderag@o das observacdes € dispar, pelo
que estamos na presenca de uma classe de estimadores mais abrangente. Naturalmente, sdo escolhas
usuais de fungdes peso fungdes positivas e simétricas relativamente a origem, uma vez que ponderam
de igual forma obervagdes equidistantes do ponto onde se pretende estimar a densidade. Definamos
agora a familia de funcdes peso, nicleos, com que trabalharemos ao longo desta dissertagao.

Definicao 1. Seja K : R — R uma fungdo ndo negativa, simétrica e integrdvel. Diz-se que K é
niicleo se verifica

/K(z)dz: 1.

E do nosso interesse considerar nicleos que atinjam o seu maximo em zero e que decrescam 2
medida que nos afastamos deste mesmo ponto, pois as observagdes mais proximas de x apresentam
uma maior ponderacdo ao invés de observacdes mais distantes. Mais ainda, dada a formulacao do
estimador da janela mével, concentrar-nos-emos em nicleos de suporte [—1, 1]. Apresentam-se de
seguida alguns nticleos patentes na literatura que verificam as condicdes discutidas.

Tabela 2.1 Exemplos de nicleos

Nicleo K(z)
Uniforme %ﬂ{lz\gl}
Triangular (L= [z Lq<y
Epanechnikov %(1 — Zz)ﬂ{\z\sl}
Quartic %(1 —22) <y
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Fig. 2.1 Representacdes graficas dos nticleos apresentados

E de salientar que existem outras formas de ponderacio dos dados que assentam em niicleos de
suporte ilimitado, como € o caso do niicleo gaussiano dado por K(z) = \/%exp(—%f). No entanto, a
existéncia de dados de magnitude elevada patente nos problemas em estudo, levam-nos a exclusio
deste tipo de nicleos de forma a garantir que a cauda pesada da distribui¢ao ndo se reflita na estimagao
da densidade nos pontos do suporte mais proximos da origem.

Adicionalmente, para efeitos demonstrativos posteriores, torna-se necessdrio definir nicleos de
segunda ordem.

Definicao 2. Seja K um niicleo. Considerando, para j € N,

wi(K) = /ZjK(Z)dZ,

diz-se que K é um niicleo de segunda ordem, se 1 (K)| # 0.

Por fim, introduzamos agora a formulacao final do estimador do ntcleo a utilizar. Seja K um ntcleo
de segunda ordem e / a janela considerada, o estimador do niicleo da densidade de probabilidade, f;,
¢ dado, para x € R, por
A 1
Jnlx) = —

X—Xl‘
ZK( ; ) (2.2)

nh =
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2.2 Medidas de desempenho do estimador

Porquanto estarmos focados no desenvolvimento de metodologias de estimagao, torna-se relevante
o estabelecimento de critérios de erro que permitam efectuar uma andlise coerente do desempenho
do estimador. Assim, com o intuito de estudar a precisd@o do estimador num ponto x do suporte,
focar-nos-emos focar no erro quadritico médio, uma vez que esta € a medida mais usual na avaliagdo
do desempenho local de um estimador da densidade. Pode-se definir o erro quadratico médio do
estimador f da densidade f calculado num ponto x como sendo

A

MSE (f(x)) = E(fi(x) — £(x))?.

Proceda-se entdo ao célculo assintético do erro quadratico médio do estimador definido em (2.2),
na medida em que tomaremos a sucessio /1, a tender para 0. Para tal, introduza-se a seguinte notacao.
Seja g : R — R uma fung@o integrdavel no seu dominio, denota-se por R(g) o integral do quadrado de

g,isto é

R() = [ (adx.

Note-se ainda que neste capitulo, apesar do suporte da varidvel ser R*, assumiremos sempre
condicdes de regularidade na reta real.

Teorema 1. Sejam f com derivadas continuas até a segunda ordem numa vizinhanca de x e fno
estimador de f dado por (2.2). Se h, — 0 e nh — oo, entdo

A 1 oo 1
MSEh(2) = - FOOR(K) + 5 (0O PR3 K) o) o ()
Demonstracdo. Primeiramente, notemos que, para x € R, podemos escrever
MSE (fu(x)) =V (fa(x)) + (E(fa(x)) = f(x))?, 2.3)

ou seja, o erro quadratico médio pode ser decomposto em dois termos, um de viés e um de variancia.
Assim, para a determinacio desta medida de erro, comecemos por calcular a variancia do estimador
f(x). Note-se que X1,X>, ..., X, sdo independentes e identicamente distribuidas com X. Logo,

i = () b o (52) - ()]
ou seja,
| V) = - [ & <";y> FO)dy - < [x (";y) f(y)dy> 2] .

Tomemos agora a mudanga de varidvel definida por z = *7*. Tem-se

2
Vi) = [ @z ([ k@) se-maz) @4
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Nesta fase, apliquemos o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (TCD) (ver no Anexo A -
Teorema 10) 2 sucessdo de fungdes g',(z) = K'(z) f(x—zh), n € N, i = 1,2. Primeiramente, note-se
que, atendendo a continuidade de f em x, podemos estabelecer

lirrlngf,(z) = K'(2)f(x).

Adicionalmente, atendendo as condicdes de regularidade de f, esta fungdo é continua numa vizinhanga
de x, V;, e, portanto, é limitada nessa mesma vizinhanca. Desta forma,

1g1(2)] < sup WK (2)] = r(z) ,

com r integravel ndo negativa. Verificadas as hipéteses do TCD, podemos concluir que

lim [ Ki(2)f(x—zh)dz = f(x) / Ki(z)dz,

frareot
de onde deduzimos que

V(i) = RO +o ) 25)
a medida que n — oo,

Foquemos agora a nossa atengdo para o termo de viés presente no desenvolvimento do erro
quadrético médio, calculando a esperanca do nosso estimador. Analogamente ao caso anterior, pelas
propriedades das observagdes X1, X3, ..., X, e tomando a mesma mudanca de varidvel, vem

EGi) = [ K@iz, e6)

Agora, dada a continuidade das derivadas de f em x, pode-se desenvolver a férmula de Taylor (ver
Anexo A - Teorema 11) até a ordem 1 em torno do ponto x, tendo-se

flx—zh) :f(x)—zhf’(x)—i-zzhz/ol(l—t)f”(x—tzh)dt.

Assim, substituindo f(x —zh) em (2.6), pelo desenvolvimento acima e notando que K € nicleo de
segunda ordem, vem

. 1l
E(fu(x) = f(x) + 12 [ 1 /O PK(2)f" (x—1zh)(1 — 1) drdz. 2.7

Desta vez, considerando a sucessio de funcdes g, (z,¢) = 22K (z) f"(x — tzh)(1 —t), pela continuidade
da segunda derivada de f em x, podemos estabelecer

lim,g,(z,t) = 22K (2) f" (x)(1 —1).

Desta forma, dada a continuidade de f” numa vizinhanga de x, V, a majoragdo de |g,(z,7)| por

ZZIK(Z)\ySSQ L DI =1) = r(z,1)
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- funcdo integravel ndo negativa - permite-nos aplicar o TCD e concluir que

A

h2
E(fn(x)) = () + " (¥)p2(K) + 0(h?) (2.8)
de onde se deduz que

h4
= (/")) 3 (K) +o(i) (2.9)

De facto, de (2.3), (2.5) e (2.9), conclui-se a demonstragao do teorema. ]

O erro quadrético médio revela-se uma ferramenta essencial na andlise da precis@o pontual do
estimador considerado. No entanto, torna-se especialmente necessario o estabelecimento de um
critério que avalie de forma global o desempenho do mesmo, o que ndo acontece com o MSE, na
medida em que se revela um critério de erro local. Nesta linha, o erro quadratico médio integrado,
MISE, surge como alternativa, uma vez que resulta da integracdo do erro quadratico médio de f sobre
o suporte da varidvel, funcionando como uma ferramente de andlise global da precisdo do estimador.
Isto é,

MISE(f,) = /MSE(fh(x)) dx .

Temos agora como objetivo a obtencao de expressdes assintdticas para o MISE do nosso estimador.
De forma a cumprir o exposto, surge no seguinte resultado.

Teorema 2. Sejam f € C*(R) com f" limitada e integrdvel, e f, estimador de f dado por (2.2). Se
h, — 0 e nh — oo, entdo

4
MISE () = - R(K) + % RO E) +o(1)+0 (1)

Demonstracdo. Primeiramente, atendendo a decomposi¢cao do MSE, em (2.3), € valida a seguinte
expressao

MISE(f) = [VUi@)ds+ [ (EG) - 100 ax. 2.10)
Comecemos por calcular [V (f,(x))dx. De (2.4), podemos estabelecer
~ 1 1 1 1 2
/V(fh(x))dx: %//_1K2(z)f(x—zh)dzdx— ;/ (/_1K(z)f(x—zh)dz> dx .

Trocando a ordem de integracdo da primeira parcela, a luz do Teorema de Fubini (ver Anexo A,
Teorema 12), vem
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Desta, convertendo a dltima parcela num integral triplo, tem-se

VU= vy~ [ [ [ K@K ) )dyazar.

Efectuando a mudanca de varidvel u = x — zh, obtemos

/V(fh(x) —R —f// / K(z fu)f(u+zh—yh)dydzdu.

Considerando g (z,y.u) = K(2)K(3) £ () f( + zh — yh), tem-se lim, gu(z.y.u) = K(2)K () f2(1).
Mais ainda, sendo f uma func¢do continua em R, é também limitada numa vizinhanca de u + zh — yh,

Vit zh—yh,o- LOZO

gn(z, pyu)l < sup  [fO)IIK)[K(P)If () =r(z)

erzHrzh—yh

com r integrdvel ndo negativa. Portanto, aplicando o TCD, tem-se

/V(f,,(x))dx: #R(K) — %R(f) +o0 <n1h> = %R(K) +o0 <nlh) . (2.11)

Calculemos agora a parcela respeitante a integracdo do termo de viés. De (2.7), vem

/(E(fh(x)) —f(x))zdx:h4/ </11/0112K(z)(1 —t)f”(x—tzh)dtdz)zdx.

Recorrendo novamente ao desdobramento em integral multiplo, obtemos
JEGia) £ ) dx =

h4// / // ) (1= 1)(1 =) f" (x— 12h) f" (x — syh) dsdi dydzdx

Tome-se a mudanca de variavel definida por u = x —tzh. Ora,

(2.12)

JEG) - £ dx =
h4// / / / W)(L—1)(L— )" () " (u-+1zh — syh) dsdr dydzdu
Com vista a utilizacdo do TCD, considere-se a sucessao de funcdes
gn(zyt,s,u) = 22y K(2)K(y)(1 — 1) (1 —5)f" () f" (u+tzh — syh) ,
com n € N. Notemos que, dada a continuidade de f” em R,
limgu(z,p.t,5,u) = Y’ K (@)K (y) (1 = 1) (1 =) (f"())*

e que, uma vez que f” é limitada, podemos estabelecer
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|gn(Z,p,t,S,M)| S 2Z2p2K(Z)K(p)|fN(M)|Hf””oo = V(Z,p,t,S,M),

com r integravel ndo negativa. Desta forma, vale a seguinte expressao

R n*
JEG) - o) dx = TR ROR(") + o (i) 213
Por fim, de (2.10), (2.11) e (2.13), sai imediatamente o resultado. ]

2.3 Escolha da janela

Com a obtencado de uma expressao para o MISE do estimador, medida de erro global de estimacao
considerada, surge a oportunidade de definir um critério de escolha da janela. A determinacdo de &
revela-se particularmente essencial, uma vez que desta quantidade dependerd a qualidade da estimacao.
Nesta 6tica, a escolha de uma janela demasiado elevada pode levar a uma estimacao grosseira da
funcdo de perda, ou seja, um estimador com viés demasiado elevado. Neste caso, a cauda pesada dos
dados poderd provocar mau ajustamento aos dados de menor valor. Por outro lado, a escolha de uma
janela significativamente menor provocard eventualmente oversmoothing no ajustamento ao conjunto
de dados e consecutivo aumento da variabilidade do estimador, ndo fornecendo uma estimagao realista
da funcao pretendendida. Neste sentido, o critério de escolha de & devera ser fruto de um critério
rigoroso com objetivo de melhorar a precisdo da estimagao.

Considere-se entdo o erro quadratico médio integrado assintdtico, AMISE, definido como a soma
dos dois termos mais significativos do MISE do estimador, isto €,

4
AMISE(fi) = - R(K) + "L 13 (K)R(f")

Definida esta medida, podemos tomar como critério de escolha da janela assintoticamente 6tima o
valor de i que minimiza 0 AMISE, ou seja, que assintoticamente diminui tanto o viés como a variancia
do estimador. Desta forma, surge o seguinte resultado.

Teorema 3. Nas condi¢bes do Teorema 2, a janela assintoticamente 6tima, h,, € dada por
hopt - B ” .
nis (K)R(f")

Note-se que o critério obtido pressupde o conhecimento de R(f”'), ou seja, da verdadeira densidade.
Este impedimento pode ser contornado ao obtermos uma aproximacgdo. Desta forma, poderemos
ajustar uma distribuicdo com comportamento semelhante, como € o caso das lei lognormais, pois
através dos dados € relativamente simples calcular os pardmetros que a definem, através do método da
maxima verosimilhanca. Mais ainda, torna-se desaconselhdvel o uso de distribuicdes de referéncia
em que o cdlculo dos pardmetros resulte de métodos numéricos, através da resolucio de sistemas de
equagdes nao lineares, como € o caso da de Weibull, uma vez que o erro associado a determinacao
dos parametros da lei considerada serd transportado para a janela assintoticamente 6tima.



Capitulo 3

Estimador do nucleo da densidade de
probabilidade com correcao de fronteira

3.1 Motivacao

Estabelecidos os resultados do capitulo anterior, € de notar que algumas densidades tipicas nos
problemas desta indole revelam problemas de continuidade na origem - o caso da lei de Pareto ou da
lei de Weibull para alguns valores dos seus parametros - ou até de derivadas ndo limitadas uma vez
que, por exemplo, no caso da lei de Weibull, determinadas escolhas de pardmetros fazem com que
lim,_,o f’(x) = —oo. Estas situa¢des constituem, portanto, uma violagdo as hipdteses estabelecidas
nos Teoremas 1 e 2. Assim, torna-se especialmente interessante a andlise do critério de erro local
estabelecido (MSE) na origem, uma vez que € o ponto extremo do suporte e sdo recorrentes as fungdes
densidade pouco regulares nestes pontos. Comecemos por analisar a esperanca matemdtica de f;, em
0. Ora, atendendo a simetria do nticleo K e estabelecendo a mudanga de varidvel z = y/h, tem-se

h/+w <_> y)dy = /K

Logo, fazendo agora a expansdo de Taylor de ordem 1 em torno da origem com resto integral, sai

E(fh(o)):%f(o)‘Fhf/(O)/ZK +h2// " (tzh)(1 —t)dt dz .

De facto, torna-se evidente que a existéncia de densidades tipicas nas ciéncias atuariais pouco
regulares na origem inviabiliza, em alguns casos, o desenvolvimento obtido para o erro quadratico
médio na origem. Na verdade, Tenreiro ([15], pg. 96) aponta a pouca concentracio de observagdes
em [x — h,x+ h], para x €0, 4], como fundamento para a fraca estimac@o da densidadde neste ponto.
Logo, surge a necessidade de repensar a ponderagio que € feita no intervalo |0, ], uma vez que para
valores de x superiores a & os desenvolvimentos obtidos permanecem validos. Neste sentido, os
estimadores do nicleo com corre¢do de fronteira manifestam-se especialmente tteis, uma vez que
dependem da distincia do ponto em estudo ao extremo do suporte de X. Introduza-se entdo a nocao
de nicleo de fronteira.

13
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Definicdo 3. Seja KL uma fungdo real de varidveis (z,a) reais definida sobre Rx]0,1]. Diz-se que,
para todo o o, €]0,1], K é niicleo de fronteira se é limitada e verifica

/KL(z,a)dz =1.

Notemos que, para x = ah, com o €0, 1], pretendemos efetuar uma ponderacao especifica em
10,x + h]. Notando que os estimadores do niicleo assentam na soma do nicleo em x—hX,- ,ied{l,...,n}

¢ natural que os nicleos de fronteira sejam de suporte contido em [—1,a]. Assim, introduz-se o

estimador do nicleo com corre¢do de fronteira da funcido densidade da varidvel X, com base em
Xl 7X27 "'7Xl’l,

R 1 _X
i = Yk (50 G

i=1

com

) K%z.x/h), 0<x<h,
Kenlz) = { K(z), x>h.

onde K(-) e KX(-, ) sdo niicleo de segunda ordem e niicleo de fronteira sobre [—1, &], respetivamente.

Defini¢iio 4. Para cada o €]0,1], KL é um niicleo de segunda ordem com suporte contido no intervalo
[—1,al se
/KL(z, o)dz=1, /zKL(z,Oc)dz =0e /Z2KL(z, o)dz #0.

Sdo vdrias as metodologias possiveis para a constru¢do dos nicleos de fronteira sobre [—1, a|. Por
um lado, Gasser e Miiller (1979) determinam um nicleo de fronteira de segunda ordem que responde
a minimizag¢do do termo de varidncia no MSE do estimador com correcdo de fronteira a ser calculado

adiante. Surge como solugdo o nicleo de fronteira sobre [—1, a] e respetiva representacdo grafica.

1 1—a\? -«
KlL(ZaO‘):T_H <1+3<1—|—O¢> —|—6(1+a)22> Loi<z<ay

S | —— alpha=0.25
N --- alpha=0.5
ITe) alpha=0.75
= - - alpha=1
S o
R
N
= W eI
| o
1
<
N -
0
PR
1
T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Fig. 3.1 K} para diferentes valor de o
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Por outro, os autores apresentam uma metodologia de construcio de nicleos de fronteira que tem
como base o niicleo utilizado, K. Surge entdo um nticleo de fronteira de segunda ordem sobre [—1, @]
resultante da multiplicacio do nicleo por uma funcio linear. A solugdo encontrada é entdo

K3 (z,0) = (Aa(K) +Ba(K)2)K(2) L (- 1<:<a)

em que as quantidades Ay e By sdo determinadas, definindo
*
peal®) = [ FK()dz,

-1

por

_ .Uz,a(K) — _'ul’a<K)
Au(K) = Moo (K) 2,6 (K) —.U12,a(K) © MoK t2,a(K) —#12,04(1() 7

garantindo desta forma que K2L ¢ de segunda ordem. Na figura seguinte, pode-se notar o comporta-
mento do nicleo de fronteira sobre [—1, o] com base no nicleo de Epanechnikov para os diferentes

By (K)

valores de o considerados.

—— alpha=0.25
--- alpha=0.5
alpha=0.75

- alpha=1

KAL_2(z,alpha)
0.0 05 1.0 15 20 25

Fig. 3.2 K4 para diferentes valor de o

Analisando as representagdo do nicleos de fronteira sobre [—1,a] KF e K% para a = 0.25, é
evidente que para alguns valores de x em |0, 4] € possivel que sejam produzidas estimativas negativas
para f(x). Nestes casos, notando que f(x) > 0, para todo o x em R*, dever-se-4 considerar f;*(x)
nulo.

Por sua vez, Buch-Larsen er al. (2005) introduz como nicleo de fronteira o nicleo usual corrigido

através da divisdo pelo integral do nicleo considerado, entre [—1, ], assegurando assim que K-
integra 1 sobre o seu dominio. Este niicleo de fronteira sobre [—1, &] assume a seguinte formulag@o:

K¥ =51 :
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Por fim, considerando K o nticleo de Epanechnikov, resta notar a expressao grafica de K3L abaixo,
face aos diferentes valores da varidvel o considerados.

N
- — alpha=0.25
— --- alpha=0.5
o > O A IR alpha=0.75
o o | -~ alpha=1
T o
N - o
® e
g 3 |
X |
7] |
o 1
e T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Fig. 3.3 K3L para diferentes valor de o

3.2 Medidas de desempenho do estimador com correcao de fronteira

A introdu¢do de uma nova metodologia de estimacdo da densidade faz com que a obtengdo de
expressdes para os critérios de erro volte a ser necessaria por forma a analisar os erros de estimacao
obtidos. Assim, comecemos, a semelhanca do capitulo anterior, por apresentar o resultado referente
ao erro quadratico médio.

Teorema 4. Sejam a restrigdo de f ao intervalo [0,+oo[ com derivada continua numa vizinhanca de
X, e f,’f o estimador de f dado por (3.1). Se h, — 0 e nh — oo, entdo, para x = ah, com & €]0, 1],

MSE(f (1)) = 1 FOORK™,00) 4 17 () PR (KE ) o ) +o(02)

com i (K-(-, o) = [zK*(z,a)dz e R(KL (-, @)) = [(KE(z,&))? dz.
Demonstracdo. Dada a decomposicdo do MSE, em (2.3), comecemos pelo calculo da variancia do

estimador. Atendendo as propriedades das observacdes X1, X>, ..., X, € ao facto de f ser uma densidade
sobre R, sai

A 1 —X
Vi =¥ (K (555

ey
0 h 'h

k2

- ([ & (X;y,;)ﬂy)dy)z] |
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Tomando a mudanga de varidvel definida por z = =2, tem-se

V= o [R5 seaaz L ([ R (2 pemae) 62

Adicionalmente, x pode-se escrever na forma ah, com ¢ €]0, 1]. Ora, retomando o suporte de KL,
[—1, al, sai

o 1 a 2
Vi = [ & Gar s [1K G - and)
—1 —1
Agora, a integragdo sobre [—1, ¢], em relagdo a z, permite-nos estabelecer 0 < x —zh < (o + 1)h.

Desta forma, através da continuidade de f em x e notando que &,, — 0, da aplicagdo do TCD a sucessao
de fungdes g/, (z) = (K¥)'(z, @) f(x —zh), i = 1,2, vem

V(i) = SR o 1) 33)

Atente-se agora ao termo de viés do MSE, calculando primeiramente a esperanga do estimador.
Ora, as propriedades das observagdes e o suporte de f permitem-nos estabelecer

=g [ e (5 o

5‘*

De novo, considere-se z = ~*. Logo,

E(fy(x) = /_ iKL (z%) flx—zh)dz.

Notando que x = ath, com o €]0,1], e que K*(z,) tem suporte contido em [—1, a], podemos
estabelecer "
_ / K (2, @) f(x — zh) dz. (3.4)
-1

Sendo f’ continua em x, vale o seguinte desenvolvimento de f(x — zh) pela Férmula de Taylor
f(x—zh) :f(x)—/ Zhf'(x —tzh)dt (3.5)

Substituindo o desenvolvimento acima em (3.4) e notando que [% K%(z,a)dz =1, vem

E(f(x)) h/ / K (z,0) f (x —tzh) dt dz.

Agora, a utilizagdo do TCD na sucesséo de fungdes g, (¢,z) = zK'(z, &) f'(x — tzh) permite estabelecer
que

/O: /OlzKL(z,a)f’(x—tzh)dzdz:f’(x)ul(KL(.’(a)Ho(l),
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uma vez que 0 < x—tzh < (a + 1)h e, portanto, estamos numa regido de continuidade de f’, pois
h,, — 0. De facto,

A

E(f;(x)) = f(x) = hf () (K“ (-, @) +o(h)

ou seja,

(B () = ()" = 12(f () 2uR(KE(, ) +o(R?). (3.6)

Por fim, de (2.3), (3.3) e (3.6), podemos concluir a demonstracao. L]

Resta ainda ressalvar que, para x > h, como o estimador com correcao de fronteira coincide com o
estimador do nicleo na sua primeira versio, neste caso, voltam a valer os desenvolvimentos do MSE
estabelecidos no Capitulo 2.

Face ao desenvolvimento obtido, apresenta-se agora uma representacdo gréfica da evolucdo do
termo R(KL (-, @)) referente a variancia do estimador com corregio de fronteira, para x = ath, com
o €]0,1].

O —
' —  KAL_1
£ KAL_2
© — A IPPPPREEES KAL 3
<j N
S
h'd
N p—
o p—

alpha
Fig. 3.4 Evolugdo de R(KL (-, @t)), para K-, i = 1,2,3, em fungdo de «

Acerca do comportamento do termo de varidncia acima exposto para os nucleos de fronteira
sobre [—1, o] apresentados, € de notar que R(KL) < R(KL), para qualquer valor de o em 0, 1]. Esta
observagdo ¢ facilmente justificada, uma vez que KT foi determinado por forma a minimizar o termo
de variancia do MSE, na classe dos niicleos de fronteira sobre [—1, ¢¢] de segunda ordem. Mais ainda,
a consideragdo do nicleo de fronteira sobre [—1, ¢t| proposto por Buch-Larsen ez al. (2005), de uma
forma geral, apresenta um termo associado a variabilidade do estimador menor do que os restantes.
No entanto, uma anlise semelhante para o termo y; (K% (-, o)) produziria resultados contrarios, uma
vez que os dois primeiros nuicleos de fronteira sdo de segunda ordem, o que nfo acontece com K3L.
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Estabelecido o resultado referente ao MSE do estimador com correcao de fronteira, surge nova-
mente a necessidade de estabelecer um resultado andlogo ao teorema 2 para o novo estimador. Neste
sentido, segue o seguinte resultado.

Teorema 5. Sejam a restrigdo de f ao intervalo [0,+eo| com derivadas continuas até a segunda
ordem, ' limitada e '(0) #0 e f; estimador de f dado por (3.1) com K* a verificar

1 a 2
/0 </1KL(z,a)!dz) do < . (3.7)

Se h, — 0 e nh — oo, entdo

A 1 1
MISE(f,j):nh (K)+h(f /ul (K (-, da+o<nh>+o(h3).

Demonstragdo. Dada a expressdo do estimador em causa, iremos analisar em separado os integrais
que vigoram nos intervalos |0, 4] e |k, +-oo[. Comece-se por analisar o integral sobre |0, A] referente a

variancia do estimador. Por (3.2), tem-se

/OhVar(fZ{ nh/ / z (x—zh)dzdx—i/oh (/_iKL (Z;%)f(x—zh) dz>2dx,

Considere-se a mudanga de varidvel definida por o = 7. Ora, atendendo ao dominio de KL, vem

/OhVar(A;;(x))dx—rll/ol/jKL(Z;Ot)z flx— zh)dzda—f/ </ K-z o) f(x— zh)dz)zdoc

De facto, a condic¢ao (3.7) aliada a regularidade de f permite estabelecer, pelo TCD, que

/OhVar( fi(x)) dx =0 (;) +o0 (:) : (3.8)

Trabalhemos agora no termo correspondente a integracdo do viés do estimador sobre |0, A]. Ora,
usando a mudanga de varidvel z = =%, tem-se

Oh </]1KL (Z,;)f(X—Zh)dz—f(x)>2dx'

h

(E (fr(x)) —f(x))zdx:/

0

Utilizando agora o desenvolvimento de Taylor exposto em (3.5) e notando que [ K%(z,a)dz =1, vem

/Oh(E(f;T(x))—f(x))zdx:hz/ </ /ZKL - —tzh)dzdz)zdx,
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isto é,
h A 2
(B (i) = 1) dx =

hz// / //zKL z,% yKL(y,%)f’(x—tzh)f’(x—syh)dsdtdydzdx.

Tomando a mudanga de varidvel @ = 7, vem

h
) (E (i) = 7)) =
h3/01 /Oj /O;/Ol /OlzKL (z,0) yKE (v, ) f/ (ot — t2)h) f' (0t — sy)h) dsdt dydzd o .

Na medida em que /4, — 0, a fungdo integranda converge para zK%(z, o)yK-(y, &) f'(0)* e o seu
médulo encontra-se majorado por |[KX(z, o) || KE(y, &) SUP, s |f'(v)|?, fungio integrdvel, a aplicagio

do TCD permite concluir que

/Oh (E (fi(x)) — f(x )) dx =1 (f / i (KE(- ) do. + o(h?) (3.9)

Numa segunda fase, focar-nos-emos na obtencdo de expressdes correspondentes ao intervalo
|h, +eo[. Usando o mesmo tipo de argumentos do capitulo anterior, vigora

vt [ () o () o)

Através da mudanca de varidvel de y para z j4 utilizada, obtem-se

oo oo 1 [t/ 1 2
vartiyav= o [ k@R s st [ ([ K ste-anac) ax

De forma equivalente, usando o Teorema de Fubini, vem
Fo0 1t/ [l 2
Var(f;) d / / K*(2)f(x — zh) dxdz — f/ (/ K(z)f(x—zh)dz> dx
h " nh n.Jh J-1
e, por sua vez,
2

var(ip) dv= - [ " K@ [ < / K<z>f(x—zh>dz) dx,

n.Jh

—+o0

h

ou ainda,

40 2 1 [t 1 2
Var(f;;) d nh/ / K2 (2) f(X) Lo zh}dxdz—i——f/h (/ K(z)f(x—zh)dz) dx.

h n. -1
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Aplicando agora o TCD a primeira parcela, tem-se

/hm Var(f;) dx = #R(K) +o <nlh) - ,11/;00 (/11 K(z)f(x—zh)dz>2 dx.

Agora, utilizando o desdobramento do quadrado do integral em z em integral multiplo, podemos
escrever

/h+oo (/_11 K(z)f(x—zh)dz>2dx:/h+°°/_11 /_11 K()K() f(x— zh) f(x— yh) dydzdx,

isto é, utilizando o Teorema de Fubini e a mudanca de varidvel u = x — zh,

/h+oo (/11K(Z)f(x—zh)dz>2dx:/11 /11 /;;K(z)K(y)f(u)f(”Jrzh_yh)dudydz'

Ora, tendo

/h+oo </11 K(Z)f(X—Zh)dz>2dx_/‘ll /ll /O+°°K(z)K(y)f(u)f(u+zh—yh)]l{uzh_zh} dudydz,

podemos utilizaor o TCD e estabelecer
2

Logo,

n

T A 1 1 1
Var(f,’lk)dx—’mR(K)—i—o(’m) +0<> . (3.10)

h

Desta, calculemos o termo do MISE referente a integracdo do termo de viés sobre o intervalo
|h, +oo[. De facto, de (2.8), temos

2

[ G o) as=it [T( [ [F2K@0 -0 6z ax

Agora o desdobramento em integral multiplo permite estabelecer

[ EG@) - 50) ar=

h

h4/hw////DZ2p2K(z)K(y)(l—t)(l—s)f”(x—tzh)f”(x—syh)dsdtdydzdx,

com D = [—1,1]2 x [0, 1]%. Alterando a ordem de integragio, recorrendo ao Teorema de Fubini, e
com a mudanca de varidvel u = x — fz segue que

[ EGiw) - 1) =
h4/ / / /D/hmtzhzzsz(Z)K()’)(l—f)(l—S)f”(u)f”(x—l—tzh—syh)dudsdtdydz,
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ou seja,

[ EG @) - 1) dx=

h

h4////D/sz2p2K(z)K(y)(l—t)(l—s)f”(u)f”(x—l—tzh—syh)]l{uzh_tzh}dudsdtdydz.

Por fim, o TCD determina que

too N
| B W)= 10)" de=o(h?). (3.11)
Assim, o resultado pretendido sai de (2.10), (3.8), (3.9), (3.10) e (3.11). ]

Note-se que a condi¢@o f’(0) # 0 pode néo ser verificada em algumas densidades tipicas nas
ciéncias atuariais, como é o caso da densidade logormal. Nestas a demonstragdo da expansio
assintética do MISE serd em tudo semelhante a que se apresenta abaixo para nicleos de fronteira de
segunda ordem.

Facamos agora um paralelismo entre os Teoremas 2 e 5. De facto, os termos referentes a integragdo
da variancia dos estimadores em estudo apresentam a mesma ordem de convergéncia. Por outro lado,
os termos referentes ao viés apresentam-se com ordem distintas de convergéncia, traduzindo-se num
MISE que tendera mais lentamente para 0 no Teorema 5. Assim, a apresentacao prévia de nticleos que
satisfazem a condi¢do de segunda ordem, motiva a particularizacdo do MSE e MISE para estimadores
com ndcleos de fronteira de segunda ordem sobre [—1, o], pelo que se apresenta o seguinte resultado.

Teorema 6. Sejam a restricdo de f ao intervalo [0,+e[ com derivadas continuas até a segunda
ordem numa vizinhanga de x, f;l“ o estimador de f dado por (3.1) e K- niicleo de fronteira de segunda
ordem. Se h, — 0 e nh — oo, entdo, para x = ah, com o €]0, 1],

4
MSE (1) = o FOORKE o)+ (" 0P EE @) o ) +o (1) ol

Demonstragdo. Notando que, na obtengdo da expressdo (3.3) para a variancia de f,;‘ (x), a segunda
ordem do niicleo de fronteira sobre [—1, o] em nada toma parte, podemos atestar imediatamente que

V(i () = SR o ) a1

Para o cdlculo do quadrado do viés do estimador, comecemos por notar que, de (3.4), obtemos

E(fi(x) = /O;KL(Z,OC)f(x—zh)dz.

Retomando a regularidade admitida para f e as suas duas primeiras derivadas e o desenvolvimento
de Taylor associado, atente-se a que K” intregra 1 sobre [—1, &] e que 0 mesmo é de segunda ordem.
Logo,

E(fi(x)) :f(x)+h2/T/OIZ2KL(z,O£)(1 —t)f"(x—tzh)dtdz.
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Note-se que, port € [0,1] e a €]0, 1], se tem 0 < x —tzh < (a + 1)k e, portanto, x — tzh é um ponto
onde f e as suas duas primeiras derivadas s@o continuas e limitadas numa sua vizinhanga, relembrando
que a sucessao /, tende para 0. Considerando entdo a sucessio de fungdes

gn(z1) = K" (2, @) (1~ 1) f" (x — 12h)

, a aplicacdo do TCD resulta em

I AR @) (1~ )" e 1) — ') o dz = LD R(KE( ) o)
Logo,
A ht
(E (i) = £()" = 7 (" 013 (K" (o) + o (1*). (3.13)
Em dltima anélise, de (2.3), (3.12) e (3.13), tem-se o resultado pretendido. L]

De seguida, apresenta-se a evolugao grafica do termo associado ao viés do estimador com corregao
de fronteira, i, (K*), fungio da distancia a origem em 4 unidades. Consideram-se apenas os niicleos
de fronteira sobre [—1, &] KF e KL, uma vez que K3L ndo € nucleo de fronteira de segunda ordem.

N
F._
o
O o
T o
X o
N _
<
N|<r
5 O
E o
o
C)__
o] I I I I [

alpha
Fig. 3.5 Evolugdo de p2(K™), para K¥, i = 1,2, em fungio de o

No que diz respeito a andlise do termo associado ao viés do estimador, a comparag@o dos nicleos
de fronteira de segunda ordem sobre [—1, @] apresentados permite atestar que K% apresenta, de uma
forma geral, melhor desempenho na minimizagdo de p3 (KX (-, @)). Isto revela que a determinagio
de um nicleo de fronteira que minimiza a variancia do estimador ndo produz nicleos de fronteira
que minimizem de forma global o MSE do estimador com corre¢@o de fronteira em pontos x tais que
0<x<h.
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Com o intuito de definir, tal como no caso anterior, um critério de erro global, apresenta-se agora
o resultado referente ao MISE do novo estimador com corre¢do de fronteira.

Teorema 7. Sejam a restrigdo de f ao intervalo [0,+eo| com derivadas continuas até a segunda

ordem e f" limitada e f}f estimador de f dado por (3.1) com K" niicleo de segunda ordem a verificar

1 o 2
/0 </1|KL(Z,OC)|dz> do < oo (3.14)

4
MISE (fy) = #R(K) + %u%(K)R(f”) +o(i*)+o <nlh> ,

. Entdo

comh— 0enh— o,

Demonstracdo. Comecemos por notar que a alteracio das condigdes face ao teorema 5, ndo se traduz
em qualquer mudanga na obtenc¢do do integral da variincia de f;{ sobre |0, +oo[. Assim, vale

1

/V(f,f(x))dx = —R(K)+o <nlh> : (3.15)

Por outro lado, a formulacao do estimador encoraja a andlise independente dos integrais do viés a
calcular nos intervalos |0, ] e |, +oo[. Desta forma, incitemos o calculo de [(E(f; (x)) — f(x))*dx,

no intervalo |0, /]. Ora
EGi) = [" K (23) flar—amydy,

pelo que, atendendo 2 defini¢io do dominio de K*,

[ @) o) an= ([ k4 (=3) f(x—zh)dz—f(X)>2 d.

Agora, gragas ao desenvolvimento (2.12) e a segunda ordem do nicleo de fronteira sobre [—1, ¢t],
tem-se

/Oh (E (fi(x)) —f(x))2 dx:h4/h (/i 2K (Z,%) (1 —t)f”(x—tzh)dtdz)zdx.

0 -1

Utilizemos agora uma nova varidvel definida por a = 3. Assim,

/Oh (E (fi(x)) —f(x))zdx: hS/Ol (/azzKL(z,(x)(l —t)f"((oc—tz)h)dtdz>2 dx.

—1

Por sua vez, a aplicagdo do TCD aliada a condicao (3.14) permite determinar que

/Oh (E (fr(x)) - £(x))* dx = o(h5). (3.16)
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Por fim, a inalteracdo do estimador para x > h, de (2.12), atesta-se que

/+w( (i) = f(x))zdx:
= / / / / / K(y)(1=1)(1=s)f"(u) f" (x+ tzh — syh) Loy dudsdt dydz,

com D = [—1,1]> x [0,1]?, que, pelo TCD, equivale a

teo s 2 h*
| (EGw) - £0)* de= RO UBE). (3.17)
Em dltima anélise, por (2.10), (3.15), (3.16) e (3.17), sai o pretendido. L]

3.3 Escolha da janela

O estudo dos estimadores do nicleo com corre¢do de fronteira, culmina entdo com a determinacdo de
critérios de escolha da janela. Comecemos entdo por apresentar o AMISE do estimador nas condi¢des
do Teorema 5.

AMISE(f;) = — —R(K) K)+1(f /ul (K (-, a))da

Na verdade, o AMISE do estimador com correcio de fronteira permite a obtencdo de uma janela
assintoticamente 6tima na minimizagao desta medida de erro.

Teorema 8. Nas condi¢bes do Teorema 5, a janela assintoticamente otima, hy,, € dada por

. :( R(K) >1/4
T\ Bn(f1(0))? fo mAKL(, @) da

Por sua vez, considerando o estimador com corre¢do de fronteira, com KL de segunda ordem,
do Teorema 7, basta notar que o AMISE deste estimador € igual ao do estimador sem correcdo de
fronteira, pelo que voltamos a motivar a escolha da janela pela minimizagdo do MISE assintético.
Logo,

Teorema 9. Nas condi¢oes do Teorema 7, a janela assintoticamente otima, h,p, € dada por

B R(K) 1/5
oy = (nR(f”)u22 <K>>






Capitulo 4

Distribuicao de Champernowne
modificada e estimacao dos dados
transformados

4.1 Motivacao

Nas ciéncias atuariais, sao frequentes os conjuntos de dados de indeminizagdes de um determinado
produto segurado que apresentam uma grande assimetria (positiva). Se, por um lado, sdo frequentes
indemnizagdes de valores reduzidos, por outro, as indemnizagdes de grande magnitude sdo raras,
mas devido as responsabilidades assumidas pelas seguradoras, sdo também de especial interesse.
De facto, a pouca frequéncia dos dados elevados aliada a aleatoriedade da varidvel que descreve
as indemnizagdes, poder-se-4 traduzir numa estimac¢io desadequada da cauda da distribuicdo e
consequentes perdas para a empresa seguradora. Assim, torna-se ainda mais fulcral a boa estimagao
da func@o de perda associada.

Tendo como mote o trabalho de Wand, Marron e Ruppert (1991) que oferece melhorias a es-
timacgao de fungdes densidade por métodos do nicleo através da aplicacdo de uma transformacao
aos dados recolhidos (shift power transformation, no caso), Buch-Larsen et al. (2005) introduzem
a transformacao dos dados através da distribuicio de Champernowne modificada. Comecando por
escrutinar a distribui¢cdo de Champernowne, cuja funcao densidade se assume

aMocxocfl

f(x):m7

com @ e M parametros da distribuicdo, os autores identificam que a distribuicdo apresentada converge
para a lei de Pareto na cauda. Mais ainda, assemelha-se a uma lei lognormal na proximidade da origem,
para valores de o superiores a unidade. De facto, estas duas distribuicdes sao bastantes referenciadas
nos métodos paramétricos de estimagdo de fun¢des de perda, basta para isso notar Cooray e Ananda
(2005), o que poderia induzir diretamente a transformacao dos dados, através da aplicagdo da fungdo

de reparti¢do associada para o intervalo [0, 1].

27
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No entanto, Buch-Larsen et al. (2005) identificam problemas na origem, gracas a inflexibilidade
da distribuicdo perto de 0. E de notar que a distribui¢io de Champernowne permite, para ¢ > 1, que
t(0) = 0 e que, por sua vez, se considerarmos & < 1, lim,_,ot(x) = oo. No entanto, para conseguir
£(0) > 0 serd necessdrio impor taxativamente o = 1, o que se torna limitativo, uma vez que nos
problemas em estudo s@o frequentes as densidades nio continuas na origem.

Por fim, através de estudos de simulacdo, os autores concluiram que a consideracdo da trans-
formagdao de Champernowne modificada se traduz num estimador para a densidade com melhor
desempenho.

4.2 Distribuicao de Champernowne modificada

Nesta seccdo, serd apresentado um estudo sucinto relativo a distribuicao proposta por Buch-Larsen et
al. (2005) para a transformacao dos dados.

Definicao S. A fungdo de distribui¢do da Lei de Champernowne modificada é definida, para x > 0,

como sendo
(x+c)*—c*

(x+c)*+(M+c)*—2c*’

com parametros & >0, M > 0 e ¢ > 0 e densidade

Tamc(x) = 4.1)

a(x+c)* Y ((M+c)* —c%)
((x+c)% 4+ (M+c)*—2c%)2"

ta,M,c(x) -

De seguida, apresentam-se representacdes graficas alusivas a Lei de Champernowne modificada
para varios valores dos pardmetros. Foram utilizados os mesmos valores do artigo original por se
considerarem explicativos no estudo da distribui¢do em causa.

o o]

- o |

[ee] - <

o | o |
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< | N

o o

N ~—

o | o |

o | e |
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0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15

X X

Fig. 4.1 Representacdes gréaficas das funcdes de distribui¢do e densidade da Lei de Champernowne
modificada para ¢ = 0.5, M =3
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o [Te]
- o |
— ¢=0
o < | .-~ o2
o o
[{e) [s2]
o | o |
|— -—
< N
o o
N -—
o | o |
o | o ]
T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15
X X

Fig. 4.2 Representacdes gréficas das funcdes de distribui¢do e densidade da Lei de Champernowne
modificadaparaax =1,M =3
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Fig. 4.3 Representacdes gréificas das funcdes de distribui¢do e densidade da Lei de Champernowne
modificada para@x =2, M =3

Facamos uma andlise mais detalhada ao comportamento da Lei de Champernowne modificada,
notando as alteragdes que a consideracio do parametro ¢ produz face a distribui¢do de Champernowne.

Primeiramente, notemos que se ¢ # 0 entdo, obtemos incondicionalmente uma densidade que se
revela positiva e finita na origem, tal como havia sido motivado.

Por outro lado, quando o < 1, a consideracdo do parametro ¢ traduz-se numa distribuicdo com
uma cauda mais leve, como se pode observar nas funcdes de distribuicdo presente na Figura 4.1, pois,
a partir de um determinado valor, esta funcdo da nova lei € superior a original. O inverso acontece na
Figura 4.3 e para qualquer o > 1, pois a cauda da distribui¢@o torna-se mais pesada para escolhas de ¢
positivo, tendo por base uma andlise inversa a anterior.
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E ainda relevante salientar que a introducdo do pardmetro ¢ em nada influencia a nova lei de
probabilidade, para o = 1, pois neste caso a distribuicdo modificada e a original coincidem, como
exposto na Figura 4.2

Apresentada a distribuicdo que motiva a transformacdo dos dados, torna-se agora essencial
a proposta de metodologias de estimagdo dos parametros da Lei de Champernowne modificada.
Primeiramente, notando que Ty p..(M) = 0.5, o pardmetro M pode ser estimado pela mediana empirica
das observagdes de X. Os autores, suportam a escolha deste estimador pelo aumento da sua eficacia
do estimador a medida em que a cauda fica mais pesada. Por fim, sugere-se a utilizacdo do método da
madxima verosimilhanga com o intuito da determinagdo de estimativas para o par de pardmetros (o, c).

4.3 Estimacao da densidade dos dados transformados

Nesta etapa, assumimos como objetivo a estimacio da densidade dos dados transformados, g, pois a
partir desta, aplicando a transformacéo inversa, podemos inferir sobre a densidade de X. Ora, obtidas
estimativas para os pardmetros da Lei de Champernowne modificada, (&, M, ¢), trabalhemos com as
observagdes transformadas

Yi =Ty po(Xi),i=1,....n,

com 7T definida por (4.1).

De uma forma geral, se tomarmos X uma v.a.r. absolutamente continua, com func¢do de distribuicdo
Fx, ao definir uma nova varidvel ¥ = Fx(X), obtemos 0 <Y < 1. Logo, paray € [0,1],

Fy(y)=P(Y <y)=P(Fx(X) <y) = PX < F¢ () = Fx (F ' (v) = .

Desta forma, uma vez que a fun¢do de distribuicdo caracteriza a lei de probabilidade, Y serd uma
varidvel distribuida uniformemente no intervalo [0, 1]. Assim, o correto ajustamento da distribui¢do
de Champernowne modificada aos dados e consequente transformacao dos mesmos pela fungdo de
distribuigdo resulta em ¥;,i = 1,...,n com uma distribui¢do aproximadamente uniforme sobre [0, 1].

Tal como no capitulo anterior, aqui os ndcleos de fronteira assumem um papel preponderante
enquanto ferramenta de estimacao da densidade dos dados transformados, pois quer na origem, quer
na unidade, a densidade g ndo é necessariamente continua. Na verdade, a existéncia de um ponto
extremo direito do suporte dos dados tranformados, promove a extensdo da utilizagdo dos nicleos de
fronteira de suporte contido no intervalo [—a, 1].

Analisando o dominio dos nicleos de fronteira previamente utilizados, para a construgdo de
nicleos de fronteira sobre [—a, 1], K¥, basta considerar K (z, &) = K-(—z, o). Assim, estamos em
condi¢des de definir um estimador para a densidade transformada. Dadas as observacdes transformadas
Y1,Ya,...,Y,, o estimador de g(y), y €]0, 1], com corre¢do de fronteira bilateral assume a seguinte
formulagao:

1 n
Snly 7121 ( > : (4.2)
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com
Kt(z,y/h), 0<y<h,
Kyn(z) = K(z), h<y<l1l-—h, (4.3)
K*(z,(1=y)/h), 1-h<y<lL.
onde K(-) é niicleo de segunda ordem e K% (-, &) = K®(—-, &) sdo niicleos de fronteira sobre [—1, &].

Contudo, para que estimador esteja bem definido € preciso estabelecer queh < 3 5> por forma a anular
qualquer ambiguidade na sua implementagao.

4.4 Escolha da janela

Buch-Larsen et al. (2005) sugerem a utilizacao da rule of thumb, proposta por Silverman ([14], pg.45),
para a escolha da janela. No entanto, esta regra assenta na minimiza¢do do MISE do estimador
sem considerar as correcdes de fronteira e, por outro lado, baseia-se numa distribuic@o de referéncia
normal. E esta desadequagdo que motiva o estabelecimento de outro critério de escolha da janela de
estimagao.

Notemos que Yi,Y>,...,Y, sdo observagdes ndo independentes nem identicamente distribuidas
pelo que a anélise dos erros quadratico médio e quadritico médio integrado ndo se pode desenvolver
conforme exposto nos Capitulos 2 e 3. Apesar disso, para os estimadores que assentam na estimagao
da densidade dos dados transformados pela distribui¢do de Champernowne modificada, sugere-se a

B R(K) 1/5
"= <nR(g”)u%(K>) / @5

para a janela de estimacdo, uma vez que surge como adaptacdo empirica do estabelecido no capitulo

utilizacao de

anterior. Agora resta-nos estabelecer metodologias para a obtencéo de estimativas para R(g”). Tal
como referido, as observacdes Y;, i = 1,...,n deverdo apresentar uma distribui¢cdo aproximadamente
uniforme. No entanto, a consideracdo desta distribuicdo de derivadas nulas como referéncia, ndao
se revela pertinente na determinacdo de /2, uma vez que resultaria em janelas infinitamente grandes.
Outra aboragem é tomada por Tenreiro (2013), sugerindo a utilizagio da distribui¢do beta sobre [0, 1]
de pardmetros p e g superiores a 2, como distribuicdo de referéncia. No entanto, Tenreiro centra-se na
estimacdo da func¢ao de distribui¢cdo pelo que a limitagdo dos pardmetros garante a integrabilidade
do quadrado da primeira derivada de g. No nosso caso, sendo que estaremos a trabalhar com g” é
necessério estabelecer p,q > 2.5, para garantir que R(g") se encontra definida. Por fim, o autor sugere
o método dos momentos na estimagao dos pardmetros da lei beta que resulta nos estimadores

— — A

V)§2-1)eq=(1-1)F(1-7)572-1)

=T (T(1—

com Y a média dos dados transformados e S a respetiva variancia.

4.5 Estimacao da densidade

Em virtude do nosso objetivo principal ser a obtencao de estimativas da verdadeira densidade dos dados,
surge a necessidade de estabelecer uma relacio entre esta e a densidade dos dados transformados. Ora,
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atentemos a que se X é uma v.a.r. absolutamente continua e Y = T(X), com T fungdo estritamente
crescente no suporte de X, entdo

Fe(x) = P(X <x) = P(T " (Y) <x) = P(Y <T(x)) = Fy(T(X))

e assim
fx(x) = Fy(x) = (Fy (T(x)))" = fr (T (x))T" (x).

De forma natural, estabelece-se como estimador da densidade f, em x € R,

1 & TdAc Tﬁt LX /
712 e < = ()h st )>Ta,M,e(")v 4.5)

com K, definido por (4.3).



Capitulo 5

Estudo de simulacao

Este capitulo tem por base a implementacdo, através do software R, de um estudo de simulacdo
comparativo dos vdrios métodos do nicleo apresentados, bem como a andlise posterior dos resultados
obtidos. Foram simulados conjuntos amostrais de diferentes tamanhos, tendo por base algumas
distribui¢des distintas no que toca ao comportamento na origem, bem como ao peso das respetivas
caudas. E de ressalvar que, para cada combinacio de cardinalidade da amostra, distribuicdo e
método do nicleo, foram implementadas 500 repeti¢des por forma a garantir credibilidade ao estudo
apresentado. O cédigo em uso pode ser consultado no Anexo B

5.1 Tamanho da amostra

Neste estudo de simulac@o, o tamanho da amostra serd também objeto de andlise, por forma a avaliar o
desempenho dos vdrios estimadores face a reduzida ou elevada informacao acerca do comportamento
da varidvel X. Para tal, consideram-se amostras com 100, 1000 e 10000 observacdes.

5.2 Distribuicoes

Foram simuladas amostras de trés distribuicdes distintas: Lognormal, de Pareto e de Weibull. A
primeira é uma distribui¢do cuja cauda ndo € muito pesada e que apresenta continuidade na origem, ou
seja, lim,_,0 f(x) = 0. A distribuicdo de Pareto apresenta uma cauda mais pesada que as anteriormente
referidas e o seu comportamento na origem € caracterizado pela descontinuidade em 0, pois apresenta
um valor finito e positivo para a densidade neste ponto. Sempre que nos referirmos a lei de Pareto,
estaremos a considerar a sua formulagao no tipo 2, com o parametro de localizacdo nulo. Por fim, a
distribuicdo de Weibull apresenta um comportamento semelhante a distribuicdo lognormal na cauda,
mas o seu comportamento na origem € distinto, uma vez que a escolha de parametros permite alternar
entre f(0) nulo, finito positivo ou infinito, sendo este tltimo caso o considerado no presente trabalho.
As densidades consideradas, bem como os respetivos parametros, podem ser observados na tabela
abaixo.
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Tabela 5.1 Distribui¢des e parametros utilizados no estudo de simulacio

Distribuicao Dendidade para x > 0 Parametros

| gy
Lognormal (i,0) | f(x) = —5— 2 (u,0)=(0.1,0.4)
Pareto (a,b) f) = e (a;b) = (3,4)

Weibull (k, 1) F@ =5 e | k1) = (05.1)

A Figura 5.1 € entdo representativa das densidades e pardmetros considerados.
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Fig. 5.1 Representacdes graficas das densidades apresentadas

5.3 Meétodos do niicleo

Com o intuito de comparar os vérios métodos do niicleo apresentados, foram considerados cinco
estimadores da densidade.

O primeiro, f] é o estimador definido por (2.2). Neste foi considerado como fungio peso o
nucleo de Epanechnikov e a janela foi determinada aplicando o Teorema 3. A escolha do nucleo de
Epanechnikov € usual neste tipo de problemas, uma vez que surge como ntcleo 6timo na minimizagao
do erro quadratico médio integrado assintético. Este resultado pode ser consultado em [3]. Como
sugerido anterioremente, a aproximac@o da quantidade R(f”) é obtida ajustando aos dados uma
distribuicdo lognormal.

No campo dos estimadores com corre¢do de fronteira, serdo utilizados dois métodos do niicleo, />
e f3, ambos definidos por (3.1). Serd de novo tomado como niicleo o de Epanechnikov, sendo que
o que difere os dois métodos é a escolha do nicleo de fronteira utilizado. Para f> considerar-se-4
para o niicleo de fronteira sobre [—1, ] a funcional introduzida como K. Esta escolha, face a
alternativa K%, € justificada pela minimizagdo que K} oferece ao termo de variancia do MISE. Mais
ainda, apesar de ndo o fazer no termo do viés, a diferenca entre os dois nicleos de fronteira sobre
[—1, &) é bastante menor do que a verificada na varidncia. J4 f3 apresenta como niicleo de fronteira
a funcional sugerida por Buch-Larsen et al. (2005). Para os estimadores em causa, a escolha da
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janela de estimacao procede-se a luz do Teorema 9, uma vez que iremos de novo considerar como
distribuicao de referéncia uma lei lognormal. Tal como explicitado no Capitulo 3, esta densidade
apresenta derivada nula na origem pelo que as janelas assintoticamente 6timas coincidem.

Os ultimos dois estimadores terdo como base a estimacao dos dados transformados pela funcdo
de distribuicdo da lei de Champernowne modificiada, sendo definidos de acordo com (4.5). Assim,
renovando a escolha do nticleo de Epanechnikov para K, f4 apresenta como nticleo de fronteira sobre
[—1, «] a fungdo K*, enquanto fs apresenta K3L para o desempenho desse papel. Resta ressalvar que as
janelas de estimacgao sdo determinadas atendendo a (4.4), em que a densidade dos dados transformados
serd aproximada por uma distribui¢do beta no intervalo [0, 1] de pardmetros superiores a 2.5, para a
determinagdo da constante R(g").

5.4 Medidas de erro

Por fim, resta apresentar as medidas utilizadas para a determina¢do do desempenho do estimador.
Neste sentido, serdo considerados os erros Lj, L, e WISE, como objeto de avaliacdo da precisdo da
estimacao. O primeiro avalia a distincia entre as densidades (estimada e verdadeira) sobre todo o
suporte, isto €,

Li= [ 1f) - fw)dx.

Por sua vez, o erro L, apresenta-se sendo a norma L, da diferenca entre a densidade estimada e a

verdadeira. Ora,
1

L= ([0 - rwpar)

Sendo que a boa estimacgdo da cauda € um argumento central para a obtencado de estimadores
precisos, o erro quadratico integrado ponderado, WISE, surge como ferramenta de medida que
pondera de maior forma os erros na cauda, uma vez que apresenta a seguinte formulagcao

WISE — < /0 T - f(x))zxzdx> B

A semelhanca do que se fez para a ponderacdo dos erros na cauda, poder-se-ia pensar numa
alternativa semelhante para ponderar de maior forma a estimacao efetuada nas proximidades do
extremo do suporte e assim avaliar o desempenho dos nicleos de fronteira. No entanto, caso

procedessemos a divisdo de (f(x) — f(x))? por x>

iriam surgir problemas de indefini¢do do integral
em causa, conforme testado em simulagao.

Por outro lado, poderia ser pensada uma medida de erro que avaliasse apenas a estimacgao feita no
intervalo |0, 4]. Na verdade, esta opcdo também néo se revela benéfica na medida em que a janela / néo
¢ igual para todos os estimadores considerados e, mesmo avaliando esta medida no intevalo |0, /.|,
com Ay, @ maior janela definida entre os varios métodos propostos, as ilagdes a tirar ndo seriam
conclusivas, na medida em que em certos pontos do intervalo estariamos a comparar o desempenho do
nticleo contra o nicleo de fronteira considerado. Se considerarmos |0, 4|, com £,,,;, @ menor janela
definida entre os varios métodos propostos, ndo estariamos a avaliar todo o desempenho na corre¢ao

de fronteira.
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5.5 Analise dos Resultados

Apresenta-se agora as tabelas das médias dos erros obtidos na estimacao da densidade lognormal para
cada combinacdo de tamanho da amostra e estimador considerada.

Tabela 5.2 Médias dos erros na estimagao da densidade de probabilidade lognormal considerada

fi h f Ja fs
n =100 L 0.16317903 0.16494140 0.16370892 0.13560967 0.13552768
Ly 0.11996363 0.12133401 0.12010719 0.10563149 0.10562234
WISE 0.15268501 0.15277938 0.15268998 0.11614908 0.11613008
n=1000 L, 0.07064163 0.07085649 0.07065526 0.05743315 0.05743315
Ly 0.05312868 0.05316569 0.05312958 0.04646028 0.04646028
WISE 0.06583769 0.06583874 0.06583771 0.05117734 0.05117734
n=10000 L; 0.02878066 0.02878528 0.02878078 0.02384875 0.02384875
Ly 0.02219474 0.02219483 0.02219474 0.01983457 0.01983457
WISE 0.02711381 0.02711381 0.02711381 0.02176807 0.02176807

Comece-se por observar que, tal como seria expectavel, em média, o aumento do tamanho da
amostra tém consequéncias na diminui¢cdo de todos os erros associados a cada estimador. Por sua
vez, quando considerada a densidade de probabilidade lognormal, continua em R, a introducao dos
estimadores com correcdo de fronteira, fz e f3, em nada melhora a estimacdo da densidade, uma
vez que os erros associados a estes dois estimadores sdo, no maximo, iguais aos erros do primeiro
método do ntcleo apresentado, em termos médios. Mais ainda, € bastante recorrente que estes sejam
superiores aos associados ao estimador sem corre¢@o de fronteira. A andlise da quarta e quinta coluna
permite-nos estabelecer que o desempenho médio dos estimadores que recorrem a transformacao
dos dados simulados pela aplicacdo da funcdo de distribuicdo associada a lei de Champernowne
modificada é, de facto, melhor face aos restantes métodos do nicleo. No entanto, o aumento da
cardinalidade da amostra faz com que estas diferencas se tornem menores. Analisando a tabela
acima, € notdria a grande diferenca entre a média do WISE dos trés primeiros estimadores face aos
dois dltimos, em amostras de cardinalidade 100, revelando um bom desempenho destes tltimos na
estimacdo da cauda da distribuigdo.

No que diz respeito aos dois nuicleos de fronteira utilizados, a andlise comparativa da média
dos erros dos pares de estimadores (f», f3) e (fs, f5) induz ao melhor desempenho dos métodos que
recorrem ao nucleo de fronteira apresentado por Buch-Larsen et al. (2005), porque os erros associados
aos segundo e quarto métodos sdo sempre superiores ou iguais aos relacionados com os terceiro e
quinto método, respetivamente. E ainda relevante salientar que, em média, para amostras com 1000
ou 10000 observagdes, os dois dltimos métodos considerados revelam-se semelhantes, pois os erros
associados apresentam-se iguais.

A andlise da amplitude interquartil nos boxplots presentes no Anexo C permite atestar que a
variabilidade dos erros dos cinco estimadores é semelhante, com exce¢do do erro L; para amostras
com 100 observacdes, na medida em que os métodos assentes na transformacio de dados apresentam
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uma variabilidade ligeiramente superior. Mais ainda, estd patente um decréscimo desta medida, com o
aumento do tamanho da amostra, que se traduz numa menor dispersao dos dados. Por dltimo, resta
ressalvar que para n = 100 a ocorréncia de outliers é mais severa nos estimadores que tratam os dados
sem transformagdo, sendo que o inverso acontece quando o tamanho da amostra é dez vezes superior.

Tabela 5.3 Médias dos erros na estimacio da densidade de probabilidade de Pareto considerada

A h I fa fs
n =100 L 0.48598953 0.48628193 0.48296513 0.13887790 0.13462787
Ly 0.30182392  0.30459475 0.29843034 0.11449099 0.10232126
WISE 0.52151702 0.52151594 0.52151376 0.09092263 0.09199779
n=1000 L, 0.19286810 0.19067074 0.18977448 0.05559002 0.05428802
Ly 0.12285378 0.11924502 0.11763390 0.04555935 0.04207779
WISE 0.20446025 0.20445991 0.20445985 0.03730548 0.03731946
n=10000 L, 0.07817725 0.07557446 0.07539929 0.02265668 0.02226697
Ly 0.05485233  0.04696679 0.04663734 0.01809401 0.01712135
WISE 0.08118316 0.08118296 0.08118296 0.01601341 0.01601330

Na estimac@o da densidade, através da simulagio de dados pela lei de Pareto de parametros (3,4),
0 aumento do tamanho da amostra volta a produzir a diminuicao, de forma absoluta, da média dos
erros considerados. Neste caso, a introdugao dos nicleos de fronteira ja se revela benéfica uma vez
que, em média, os erros associados aos segundo e terceiro método do niicleo sdo inferiores aos de fi,
com execc¢ao dos erros L e L para amostras com 100 observacdes. Novamente, a comparacao das
médias do erros Ly, L, e WISE dos estimadores que se baseiam na estimacao dos dados transformados
com os restantes, permite inferir um melhor desempenho dos primeiros quer na estimacao global,
quer na estimagao da cauda. De facto, para tamanhos de amostra menores, a diferenca no desempenho
destes verifica-se bastante superior.

Analisando as diferencas do desempenho médio dos estimadores com corre¢do de fronteira
unilateral ou bilateral é notério o melhor desempenho global do estimador que considera como niicleo
de fronteira K3L. No entanto, a andlise do WISE associado a f3 e f5 revela K} como niicleo mais
adequado na estimacao da cauda da distribuicdo apds a transformacgdo dos dados para amostras de
tamanho 1000 e 10000. Mais ainda, a diferenca entre os dois mostra-se residual quando se considera
0 maior tamanho da amostra.

A andlise dos boxplots do Anexo C demonstra um maior distinciamento das varias medidas
de localizacdo entre os trés primeiros métodos e os restantes, face as apresentadas na estimacgdo da
densidade lognormal. Geralmente, o minimo dos erros associados aos trés primeiros estimadores é
maior que o maximo dos erros respetivos aos restantes estimadores. Esta andlise permite ainda notar
uma menor variabilidade dos erros produzidos pela estimacdo da densidade com o quarto e quinto
estimador, face aos restantes, bem como a ocorréncia de outliers de grande magnitude para os erros
associados a f1, > e f3 quando n = 100.
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Tabela 5.4 Médias dos erros na estimagao da densidade de probabilidade de Weibull considerada

i h f fa fs
n =100 L 0.59995942  0.59845483 0.59551206 0.15848918 0.15247908
Ly 0.44166958 0.44191155 0.43346726 0.15995754 0.14392687
WISE 0.54989834 0.54989708 0.54989625 0.08548387 0.08371968
n=1000 L, 0.24523441 0.24124778 0.24087305 0.06199578 0.06143031
Ly 0.18011193 0.16801213  0.16680993  0.06486620 0.06404545
WISE 0.21329229 0.21329197 0.21329200 0.03210136 0.03207547
n=10000 L, 0.10018689 0.09677818 0.09671189 0.02601998  0.02589290
Ly 0.08669514 0.06720594 0.06723493 0.02918816 0.03256246
WISE 0.08570827 0.08570816 0.08570814 0.01359378 0.01362449

Tal como nos dois casos anteriores, em média, estd patente na tabela acima a diminuic¢do absoluta
dos erros com o aumento do tamanho da amostra. Comparando os vérios estimadores é também
notorio o melhor desempenho médio dos estimadores com correcio de fronteira avaliado pelos erros
considerados. De uma forma geral, podemos observar que os erros médios associados as estimativas
obtidas por f> e f3 sdo menores que os respetivos quando consideramos o primeiro método do nicleo
implementado. Na estimacao da densidade através de simulagdo de observagdes da distribuicao de
Weibull de parimetros k = 0.5 e A = 1 torna-se ainda evidente que os quarto e quinto estimadores
aumentam de forma significativa o desempenho da estimagdo, em termos médios, com a diminui¢ao
dréstica das medidas de erro, sendo mais notério quanto menor o tamanho da amostra considerado. E
ainda importante ressalvar que tanto f4 como fs se revelam Gtimas alternativas na estimacio da cauda
da densidade, uma vez que a diminui¢do do WISE é bastante maior nestes métodos do niicleo quando

comparada com a respetiva diminui¢do das medidas L; e L,.

Por outro lado, a comparacdo da média dos erros associados a f> com os respetivos de f3, bem
como no caso dos estimadores f4 e fs5, permite inferir que os estimadores que consideram como
nucleo de fronteira K3L tém um melhor desempenho que os estimadores que tomam KF para esse papel,
na maior parte dos casos.

Quanto a variabilidade dos erros considerados, patente nos boxplots do Anexo C, de uma forma
global, os segundo e terceiro estimadores demonstram-se menos consistentes na estimagdo da densi-
dade, dada a sua maior variacdo. Por sua vez, os métodos do nicleo que recorrem a transformacao
dos dados demonstram erros de estimag¢do com menor amplitude interquartil, ou seja, menos varidveis.
Na verdade, o aumento do nimero de observac¢des t€ém um efeito na diminui¢do da dispersao dos erros
dos varios estimadores, dada a diminuicdo da amplitude interquartil. Finalmente, para n = 100, esta
patente uma ocorréncia de outliers mais severos nos erros associados aos trés primeiros estimadores,
face aos associados a fy e fs.

Por fim, a andlise comparativa das trés tabelas, para n = 100 permite notar que a estimacao da
primeira densidade apresenta médias de erros muito menores que as restantes, sendo que a estimagdo
da densidade a custa de observacgdes da lei de Weibull apresenta os erros L e L, maiores. Quanto a
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estimacdo da cauda, para amostras do menor tamanho os estimadores mostram menor desempenho na
lei com a cauda mais pesada, a lei de Pareto.

No que diz respeito a estimacdo da densidade com amostras de tamanho 1000 e 10000, podemos
notar que para os trés primeiros métodos do nucleo, os erros produzidos na estimac¢do sdo sempre
menores para a primeira densidade considerada, sendo que estes métodos apresentam um desempenho
mais fraco na estimagdo da lei de Weibull, em termos médios. Por sua vez, a andlise das medidas L; e
L; associadas aos estimadores f4 e fs permitem auferir um estimagdo mais precisa para a densidade
da lei de Pareto, seguindo-se a lognormal e, por tltimo, a de Weibull. Quanto a estimagdo da cauda, a
medida WISE sugere que, neste caso, a estimacao da cauda € mais precisa na lei de Weibull, tendo
menor desempenho na lei lognormal.

E ainda importante ressalvar a maior variabilidade nas médias dos erros associados aos trés
primeiros estimadores, face aos restantes. De facto, nos primeiros, para as varias densidades obtemos
valores bastante dispares, ao passo em que os valores associados aos ultimos dois estimadores
apresentam magnitudes semelhantes quando alteradas as densidades.

Em suma, na maior parte dos casos, podemos notar que quanto mais regular a densidade de
probabilidade, melhor o desempenho dos véarios métodos do nicleo. Paralelamente, para todas as
densidades, os métodos do niicleo com correcdo de fronteira mostram-se mais precisos que o estimador
usual, sendo que f4 e f5 constituem de forma absoluta melhores alternativas na estimagdo da funcio
de perda.






Capitulo 6

Conclusao

Esta dissertacdo tinha como objetivo a apresentacdo de metodologias de estimacdo da funcdo de perda
que fossem alternativas ao ajustamento paramétrico de densidades de probabilidade (ou misturas
destas) aos dados. Tal foi alcancado pela exposicdo de métodos do nicleo.

No Capitulo 2, foi apresentado o estimador do nicleo usual e discutidos o erros quadratico médio
e quadritico médio integrado assumindo a continuidade da verdadeira densidade e das suas duas
primeiras derivadas. Por sua vez, no capitulo seguinte surgiu a necessidade de introduzir os nicleos
de fronteira que ponderam os dados com maior cuidado na regido fronteira, pois dependem nao sé do
ponto estimado como também da sua distancia ao extremo do suporte. Esta novidade prendeu-se com
a existéncia de alguns problemas de regularidade na origem em algumas densidades estudadas nas
ciéncias atuariais. O estudo dos erros considerados foi também levado a cabo assumindo as condicdes
de regularidades para a restricdo de f ao suporte da varidavel. De uma forma geral, o critério de escolha
baseou-se na minimizacdo do MISE para garantir a diminui¢@o tanto do viés como da varidncia
globais do estimador. O Capitulo 4 constituiu uma alternativa as metodologias de estimagao anteriores,
uma vez que se baseia na estimacao dos dados transformados pela fun¢do de distribuicdo da lei de
Champernowne modificada ajustada aos dados originais. Aqui a escolha da janela determinou-se pela
adaptacdo empirica dos critérios anteriormente obtidos.

Por fim, foi levado a cabo um estudo de simulagdo que visava contrapdr as metodologias intro-
duzidas ao longo do trabalho e sobre o qual podemos retirar alguns resultados.

No que diz respeito a andlise do desempenho dos estimadores face ao tamanho da amostra, é
possivel concluir que o aumento do mesmo se traduz em melhorias na estimagao da fungao de perda,
dada as diminui¢des da média dos erros e da dispersdo dos erros obtidos. Este resultado era expectavel,
pois € natural que, quanto mais informacao se tem sobre o comportamento da distribuicdo, mais
precisa serd a estimacdo da sua densidade.

Por sua vez, a andlise comparativa das trés distribuicdes em estudo permite estabelecer uma
correlacdo direita entre o aumento do desempenho do estimador com a regularidade da verdadeira
densidade. De facto, na densidade mais regular, lognormal, os erros de estimacao produzidos foram
bastante inferiores aqueles obtidos nas restantes distribuicdes. Contrariamente, na estimagdo da
densidade de Weibull, foi notério algum desajuste dos trés primeiros métodos do nicleo testado.
Esta irregularidade pode ser justificada pelo facto da densidade tender para infinito a8 medida que

nos aproximamos da origem, bem como pela existéncia de derivadas ndo limitadas para a escolha de
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parametros tomada, na medida em que esta realidade constitui uma violagcao nos desenvolvimentos
assintéticos do MISE, traduzindo-se numa escolha desaquada da janela. E também importante
referir que a conformidade na estimacao da lei lognormal nestes métodos também advird do facto
da distribuic@o de referéncia no cédlculo da janela de estimagdo ser a propria. No que diz respeito a
estimacao das outras duas densidades, esta escolha da distribuicdo de referéncia terd sido prejudicial,
pois a mesma se revela inflexivel na modelacdo do comportamento na zona fronteira do suporte,
sendo continua no extremo deste e podendo resultar numa escolha de janela imprdpria e consequente
imprecisdo na estima¢do. Uma possivel solucio para este problema poderia passar pela escolha de
uma lei de referéncia mais flexivel na origem, como € o caso da lei de Weibull. No entanto, tal como
explanado no segundo capitulo, esta escolha poderia acarretar novos problemas, na medida em que a
estimagao dos parametros da lei de Weibull passa pela resolu¢ao de um sistema nao linear de equacdes
que poderia acarretar os respetivos erros para a estimagao da funcao de perda.

Comparem-se agora os diversos métodos do niicleo apresentados. Analisando o desempenho geral
do estimador do nicleo usual com os métodos que tomam corre¢do de fronteira na zona extrema do
suporte, podemos concluir que a sua introdu¢@o ndo € apenas benéfica em densidades que ndo revelem
problemas de regularidade na origem. Na verdade, para a densidade de probabilidade mais regular a
introducdo dos nucleos de fronteira nunca se repercutiu em melhorias na precisdo da estimagdo. J4 no
caso das densidades de Pareto e de Weibull, a analise das tabelas das médias dos erros considerados,
bem como dos respetivos boxplots, permite-nos inferir melhorias na estima¢do com a introducao da
nova ponderagdo no intervalo |0, 4], o que vai de encontro & motivag@o tedrica dos estimadores em
causa. Contrapondo o segundo e terceiro método do nucleo torna-se claro que o nicleo introduzido
por Buch-Larsen et al. (2005) é mais adequado na estimacdo da densidade nos pontos onde é aplicado.
Tal pode ser explicado pela minimizacdo do termo de variancia que oferece, patente na Figura 3.4,
compensando assim a menor ordem de convergéncia no critério de erro global.

No que diz respeito aos estimadores que assentam na estimac¢ao da densidade dos dados trans-
formados, a andlise do seu desempenho revela que estes sdo preferiveis na estimacdo da funcao
de perda, porque sdo absolutamente mais precisos que os trés métodos do nicleo anteriormente
escrutinados. Isto revela também que a distribui¢do de Champernowne modificada pode constituir
uma boa ferramenta, caso o nosso objetivo fosse a implementacao de métodos paramétricos para a
obtencdo de estimativas da densidade de probabilidade da varidvel X. Torna-se necessdrio ressalvar
que a diferenca gritante nas médias do WISE induz que estes métodos, para além de serem eficazes
na estimacao global da densidade produzem muito boas estimativas também na cauda da mesma.
Tal poder-se-4 dever a transformacao dos dados, na medida em que a estimacao da densidade dos
dados transformados permite uma andalise mais cuidada da cauda da distribui¢do, dada a limitagdo do
suporte da varidvel transformada. A pouca variagao das médias dos erros, nas diferentes densidades,
mostram-nos que estes dois métodos do niicleo ndo se revelam particularmente sensiveis a pouca
regularidade de algumas densidades no ponto extremo do suporte. A comparagdo de f; com fs segue
a mesma linha de raciocinio do confronto entre f» e f3, em virtude do método que apresenta K3L como
nucleo de fronteira gerar melhores estimativas, em termos médios.

Em suma, podemos concluir que os métodos do nicleo sdo alternativas vidveis na estimacao
da fun¢do de perda, na medida em que pressupde pouco conhecimento do conjunto de dados, ao
invés dos métodos paramétricos. Segue também que, neste tipo de problemas, a metodologia de
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estimagao introduzida por Buch-Larsen et al. (2005) €, de facto, uma melhoria aos métodos do nicleo
usuais, pois nao sé expde melhores estimativas globais da densidade, como aumenta o desempenho
na estimacdo da cauda, fator bastante relevante no problema em estudo. Por fim, ndo se revela
particularmente necessdria a consideracdo de nucleos de fronteira de segunda ordem, uma vez que o
nicleo de fronteira K% foi o que se mostrou melhor na ponderagdo dos dados na zona fronteira do

suporte.






Anexo A

Resultados auxiliares

Nesta sec¢do, apresentam-se resultados tedricos necessarios para a obtengdo das expressdes relativas
aos MSE e MISE dos estimadores apesentados aos longo dos Capitulos 2 e 3.

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue - TCD
Teorema 10. (Cohn, [5], pg. 63) Sejam r uma funcéo néo negativa definida em R, d € N, e integrdvel

a Lebesgue e g,81,82, ... funcoes mensurdveis reais mensurdveis definidas em R?, com p € Ne p <d,
verificando as relacoes

* g(x) =lim, g,(x),

° ‘gn(x)| g r(x),n = 1721""

para todo o x € RP com exec¢do num conjunto de medida de Lebesgue nula. Entdo, g e g1,82, ... sdo
funcgdes integrdveis e

lim lgn(x)dx:/g(x)dx.

n—yoo

Férmula de Taylor com Resto Integral

Teorema 11. (Apostol, [2], pg. 279) Sejam k € N e f com derivadas continuas até a ordem k+ 1
num certo intervalo que contenha a. Entdo, para todo o x nesse intervalo,

(x—a) + R (x),

ki) (g
=y
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46 Resultados auxiliares

Sendo que nos Capitulos 2 e 3 se torna necessério o desenvolvimento de f(x — zh) em torno de x,
particularizemos o resultado acima para o pretendido. Ora, podemos escrever

k
flx—zh) = Z h)* + Ry (x — zh) ds,

com

x—zh f(k+1)
Ri(x) :/x fk!(s)(x—zh—s)kds.

De facto, introduzindo a mudanga de varidvel definida por s = x —tzh, tem-se

/ e ch)( zh+1zh) (—zh) dt

De forma equivalente, sai
—zh k+1 ,1
Ri(x) = (Zk,/o FED (x—1zm) (1 — 1) dt.

Teorema de Fubini

Teorema 12. (Cohn, [5], pg. 147) Se a fundo g com valor em R € integrdvel a Lebesgue, entdo

[, wstmaen = [ ([ sonar)as=[ ([ stwnar)ar.



Anexo B
Codigos

integravector = function(yy,inf,sup) \#length(yy)=impar
{

num <— length(yy)

passo <— (sup—inf)/(num—1)

yyl <= yy[1:(num—1)]

ool <— rep(c(0,1),times=(num—1)/2)

s4 <— sum(na.omit(oolxyyl))

yy2 <= yy[2:(num—2)]

002 <— rep(c(0,1),times=(num—1)/2—1)

$s2 <— sum(na.omit(002:xyy2))

if (is.infinite (yy[1])lis.na(yy[11)) {yy[ll=yy[2]}

passox(yy[l]+4+s4+2%s2+yy[num])/3

K=function (z){
3x(1—2z"2)x(abs(z)<1)/4
}
KL1=function (z,w){
(1431 =w)/(1+wW)M2+6x(1 —w)xz/((1+W)*2))/ (W+1))x(—1<z)*x(z<w)
}
KL3=function (z,w){
Bx(1—2z"2)/(3xw—w"3+42))x(—1<z)*(z<w)

tam=c(100,1000,10000)
y=seq(0,5,0.001)
erroslog=array (,c(5,3,500,3))
#erroswei=array (,c(5,3,500,3))
#errospar=array(,c(5,3,500,3))

for (j in 1:500){

for (1 in 1:3) {
n=tam|[ 1]
sdata=rlnorm (n,0.1,0.4)
#sdata=rweibull (n,0.9,0.9)
#sdata=rpareto(n,2,3)

#\hat{f}_1

mlmu=sum(log (sdata))/n

mlsigma=sqrt (sum((log(sdata)—mlmu)~2)/n)
hl1=(15/(n*(exp(—5*mlmu+25+(mlsigma”2)/4)+(12+20%(mlsigma”2)+9=(mlsigma)”4)/(32+ sqrt(pi)=

47
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Codigos

(mlsigma”~5)))))"(1/5)
festl=function (x){
sum (K((x—sdata)/hl))/(nxhl)
}
fl=vector ()
for (i in 1:5001)
{
fl[i]=festl ((i—1)/1000)
}

#\hat{f}_2 h_2=h_1
fest2=function (x){
if (x>hl){
result=sum(K((x—sdata)/hl))/(n=xhl)
return(result)
} else {
alpha=x/hl
result=sum(KLI1((x—sdata)/hl,alpha))/(nxhl)
return (max (0, result))
}
}
f2=vector ()
for (i in 1:5001)
{
f2[i]=fest2 ((i —1)/1000)
}

#\hat{f}_3 h3=hl
fest3=function (x){
if (x>hl){
result=sum(K((x—sdata)/hl))/(nx*hl)
return(result)
} else {
alpha=x/hl
result=sum(KL3((x—sdata)/hl,alpha))/(nxhl)
return (max (0, result))
}
}
f3=vector ()
for (i in 1:5001)
{
f3[i]=fest3 ((i—1)/1000)
}

#Champernowne

m=median(sdata)

maxv=function (j){
k=numeric (2)

k[1]=n/j[1] 4nx(log(m+j [2D)=((m+j[2DAjIID —Tlog (jI2D=(j[2]7j [1])/((m+j[2DAj[1]

—G2H2jl1)+sum(log(sdata+j[2])) —2=sum(((log(sdata+j[2])=((sdata+j[2])"j[1])
+log(mt+j [2])+((mtj [21)Aj[1]) —2xTog (jL2D)=(j[2]7j[1]1)))/((((sdata+j[2])"j[1]

A+ [2DA I =25 [217) T11)))))

K[2]=nsj [T+ ((mkj [2DAGIH =D =G I2DAG I = 1)/ (m+j [2DAj I =G 2D ITD+(G =1
ssum (1/(sdata+j[2])) =2+ [1]#sum ((((sdata+j [2])A(j[1]—D)+(m+j [2DA(GI1]-1)—2=][2]

AT =) 7(((Csdata+j [2DAJ LT+ m+j [2DA I =2 [217j [11)))))

return (k)
}
result=vector ()
result=nleqgslv (c(2,2),maxv)\$x
a=result[1]
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c=result[2]

champ=function(y,a,m,c){
(((y+c)/50)ra—(c/50)"a)/(((y+c)/50) a+((m+c)/50) a—2=«(c/50)"a)

}

champ2=function(y,a,m,c){
((Cax((y+c)/10)M(a—1))/(((y+c)/10) a+((m+c)/10)"a—2=(c/10)"a))*(((m+c)/10)"a—(c/10)"a)
/(((y+c)/10)Ma+((m+c)/10)"a—2%(c/10)"a))/10

}

sdatat=champ(sdata ,a,m,c)

#\hat{f}_4
med=mean(sdatat)
v=var(sdatat)
p=max(2.55 ,med = ((medx(l—med))/v—1))
gq=max(2.55,(p*(1—med)/med))
h4=min (0.5 ,(15=(beta(p,q)"2)/(n=((3=(p—1)*x(q—2)*(q—1)*gamma(2:p—3)xgamma(2xq—>5))
/(2% (2%p—5)#(2xp+2xq—9)* (2 p+2xq—7)xgamma (2= (p+q —5)))))) (1/5))
festd=function (x){
if (h4<champ(x,a,m,c) & champ(x,a,m,c)<(l1—h4)){
result=sum(K((champ(x,a,m,c)—sdatat)/h4))=champ2(x,a,m,c)/(nxh4)
return(result)
} else {
if (champ(x,a,m,c)<=h4){
alpha=champ(x,a,m,c)/h4
result=sum(KLI ((champ(x,a,m,c)—sdatat)/h4,alpha))schamp2(x,a,m,c)/(n=xh4)
return (max (0, result))
} else {
alpha=(1—champ(x,a,m,c))/h4
result=sum(KLI(—(champ(x,a,m,c)—sdatat )/h4,alpha))xchamp2(x,a,m,c)/(n=h4)
return (max(0,result))

}

fd=vector ()

for (i in 1:5001)

{
f4[i]=fest4 ((i —1)/1000)

#\hat{f}_5 h_5=h_4
festS=function (x){
if (h4<champ(x,a,m,c) & champ(x,a,m,c)<(l—h4)){
result=sum(K((champ(x,a,m,c)—sdatat)/h4))=champ2(x,a,m,c)/(nxh4)
return(result)
} else {
if (champ(x,a,m,c)<=h4){
alpha=champ(x,a,m,c)/h4
result=sum(KL3((champ(x,a,m,c)—sdatat)/h4,alpha))schamp2(x,a,m,c)/(n=xh4)
return (max (0, result))
} else {
alpha=(1—champ(x,a,m,c))/h4
result=sum(KL3(—(champ(x,a,m,c)—sdatat )/h4,alpha))sxchamp2(x,a,m,c)/(n=h4)
return (max (0, result))

}
f5=vector ()
for (i in 1:5001)
{
f5[i]=fest5 ((i—1)/1000)
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Codigos

}
erroslog[1,1,j,1]=integravector (abs(fl—dlnorm(y,0.1,0.4)),0.5)
erroslog[1,1,j,2]=(integravector ((fl—dlnorm(y,0.1,0.4))*2,0,5))7(1/2)
erroslog[1,1,j,3]=(integravector (((fl—dlnorm(y,0.1,0.4))"2)xy"2,0,5))"(1/2)
erroslog([2,1,j,1]=integravector (abs(f2—dlnorm(y,0.1,0.4)),0.5)
erroslog[2,1,j,2]=(integravector ((f2—dlnorm(y,0.1,0.4))*2,0,5))7(1/2)
erroslog([2,1,j,3]=(integravector (((f2—dlnorm(y,0.1,0.4))"2)xy"2,0,5))"(1/2)
erroslog([3,1,j,1]=integravector (abs(f3—dlnorm(y,0.1,0.4)),0.5)
erroslog[3,1,j,2]=(integravector ((f3—dlnorm(y,0.1,0.4))*2,0,5))7(1/2)
erroslog[3,1,j,3]=(integravector (((f3—dlnorm(y,0.1,0.4))"2)xy"2,0,5))"(1/2)
erroslog([4,1,j,1]=integravector (abs(f4—dlnorm(y,0.1,0.4)),0.5)
erroslog([4,1,j,2]=(integravector ((f4—dlnorm(y,0.1,0.4))*2,0,5))7(1/2)
erroslog([4,1,j.,3]=(integravector (((f4—dlnorm(y,0.1,0.4))"2)xy"2,0,5))"(1/2)
erroslog[5,1,j,1]=integravector (abs(f5—dlnorm(y,0.1,0.4)),0.5)
erroslog[5,1,j,2]=(integravector ((f5—dlnorm(y,0.1,0.4))22,0,5))7(1/2)
erroslog[5,1,j,3]=(integravector (((f5S—dlnorm(y,0.1,0.4))"2)xy"2,0,5))"(1/2)
#erroswei[l,1,j,l]=integravector (abs(fl—dweibull(y,0.9,0.9)).,0,5)
#erroswei[l,1,j,2]=(integravector ((fl—dweibull(y,0.9,0.9))72,0,5))"(1/2)
#erroswei[l,1,j,3]=(integravector (((fl—dweibull(y,0.9,0.9))"2)xy"2,0,5))"(1/2)
#erroswei[2,]1,j,1]=integravector (abs(f2—dweibull(y,0.9,0.9)).,0,5)
#erroswei[2,1,j,2]=(integravector ((f2—dweibull(y,0.9,0.9))72,0,5))"(1/2)
#erroswei[2,1,j,3]=(integravector (((f2—dweibull(y,0.9,0.9))"2)xy"2,0,5))"(1/2)
#erroswei[3,1,j,1]=integravector (abs(f3—dweibull(y,0.9,0.9)).,0,5)
#erroswei[3,1,j,2]=(integravector ((f3—dweibull(y,0.9,0.9))72,0,5))"(1/2)
#erroswei[3,1,j,3]=(integravector (((f3—dweibull(y,0.9,0.9))"2)xy"2,0,5))"(1/2)
#erroswei[4,1,j,1]=integravector (abs(f4—dweibull(y,0.9,0.9)).,0,5)
#erroswei[4,1,j,2]=(integravector ((f4—dweibull(y,0.9,0.9))72,0,5))"(1/2)
#erroswei[4,1,j,3]=(integravector (((f4—dweibull(y,0.9,0.9))"2)xy"2,0,5))"(1/2)
#erroswei[5,1,j,1]=integravector (abs(f5—dweibull(y,0.9,0.9)),0,5)
#erroswei[5,1,j,2]=(integravector ((f5—dweibull(y,0.9,0.9))72,0,5))"(1/2)
#erroswei[5,1,j,3]=(integravector (((f5—dweibull(y,0.9,0.9))"2)xy"2,0,5))"(1/2)
#errospar[1,1,j,1]=integravector (abs(fl—dpareto(y,2,3)),0,5)
#errospar[1,1,j,2]=(integravector ((fl—dpareto(y,2,3))"2,0,5))"(1/2)
#errospar[1,1,j,3]=(integravector (((fl—dpareto(y,2,3))"2)xy"2.,0,5))"(1/2)
#errospar[2,1,j,1]=integravector (abs(f2—dpareto(y,2,3)),0,5)
#errospar[2,1,j,2]=(integravector ((f2—dpareto(y,2,3))"2,0,5))"(1/2)
#errospar[2,1,j,3]=(integravector (((f2—dpareto(y,2,3))"2)xy"2.,0,5))"(1/2)
#errospar[3,1,j,l]=integravector (abs(f3—dpareto(y,2,3)),0,5)
#errospar[3,1,j,2]=(integravector ((f3—dpareto(y,2,3))"2.,0,5))"(1/2)
#errospar[3,1,j,3]=(integravector (((f3—dpareto(y,2,3))"2)xy"2.,0,5))"(1/2)
#errospar[4,1,j,1]=integravector (abs(f4—dpareto(y,2,3)),0,5)
#errospar[4,1,j,2]=(integravector ((f4—dpareto(y,2,3))"2.,0,5))"(1/2)
#errospar[4,1,j,3]=(integravector (((f4—dpareto(y,2,3))"2)xy"2,0,5))"(1/2)
#errospar[5,1,j,1]=integravector (abs(f5—dpareto(y,2,3)),0,5)
#errospar[5,1,j,2]=(integravector ((f5—dpareto(y,2,3))"2.,0,5))"(1/2)
#errospar[5,1,j,3]=(integravector (((f5—dpareto(y,2,3))"2)xy"2,0,5))"(1/2)

1



Anexo C

Resultados do estudo de simulacao

Este anexo tem como objetivo a apresentacdo dos boxplots dos erros obtidos na estimag@o da densidade pelos cinco métodos do niicleo
e para cada combinac@o de lei de probabilidade e tamanho da amostra. Em todos as representagdes gréficas, a indicagdo i € {1,2,3,4,5}
refere-se ao estimador f;.
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Fig. C.1 Boxplots dos erros L; e L, obtidos na estimacao da densidade lognormal considerada com
base em 100 observagdes
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com base em 100 e 1000 observagdes, respetivamente
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Fig. C.6 Boxplots dos erros L, e WISE obtidos na estimacio da densidade de Pareto considerada com
base em 100 observagdes
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base em 1000 observagdes
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Fig. C.13 Boxplots dos erros L; e L, obtidos na estimagdo da densidade de Weibull considerada com

base em 10000 observacdes
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