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Resumo

Um processo de difusdo € caracterizado pelo transporte de matéria devido ao movimento aleatério
das moléculas. A difusdo de Knudsen € um processo de difusdo anémalo que ocorre em meios porosos,
onde o transporte de matéria é efetuado maioritariamente pela colisdo das moléculas com as paredes
do meio. Nesta dissertacdo apresentamos um modelo que envolve difusdo anémala. Este modelo é
descrito por uma equacdo integro-diferencial que envolve um operador diferencial, que € uma derivada
fraciondria de Riemann-Liouville no tempo.

A solugdo analitica de equacdes que utilizam derivadas fraciondrias ndo € facil de obter ana-
liticamente e, por isso, € necessdrio recorrer a métodos numéricos com vista a encontrar solugdes
aproximadas. Vamos apresentar essencialmente dois métodos numéricos, um explicito e um implicito
no tempo. A derivada fraciondria é aproximada pela denominada férmula de Griinwald-Letnikov.
Estes métodos numéricos s6 terdo interesse se forem estdveis e convergirem para a solucio exata, pelo
que a sua convergéncia é analisada através da andlise de Fourier e do método da energia.






Abstract

A diffusion process is characterized by the transport of matter as a result of random molecular
motion. Knudsen diffusion is a anomalous diffusion process, which occurs in porous media, and
where the transport of matter is mostly due to the collision of molecules with he inside walls.

In this thesis, we present a model that involves anomalous diffusion. It is described by a integro-
differential equation, which involves the Riemann-Liouville fractional derivative in time. The ana-
lytical solution of equations that involve fractional derivatives are difficult to obtain and therefore,
we need to use numerical methods in order to find approximate solutions. We will present two
numerical methods, an implicit and an explicit in time. The fractional derivative is approximated
by Griinwald-Letnikov formula. These numerical methods need to be stable and converge to the
exact solution. Hence the convergence and stability of the numerical methods are studied through the
Fourier analysis and the energy method.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo faremos uma breve introducio a temdtica da difusdo. Falaremos da difusio
molecular e da difusdo de Knudsen associada aos meios porosos. No dmbito da difusdo de Knudsen,
estudaremos um caso particular, em que a funcio densidade que descreve o movimento da particula
terd uma distribui¢do de lei de poténcia e € obtida através da lei dos cossenos da reflexao.

1.1 Difusao e meios porosos

A difusdo é o fendmeno onde a matéria € transportada de uma regido de um sistema para outra,
surgindo como resultado do movimento aleatério das moléculas [7]. Este fenémeno é facilmente
observado no nosso quotidiano, tendo como exemplo, a mistura de dois liquidos na auséncia de
correntes de convecg@o. Neste processo, as particulas tendem a movimentar-se da regiio com maior
concentragdo para a regido com menor concentragdo, até que seja atingido um estado de equilibrio (ver
Figura 1.1). Quando este € atingido, as moléculas movimentam-se segundo dire¢des completamente
aleatdrias. Por exemplo, podemos calcular a média quadratica do deslocamento efetuado num intervalo

de tempo, mas nunca a direcao tomada num certo instante de tempo.

._I..’,).

Fig. 1.1 Difusdo molecular.

Tendo agora a nocdo geral do mecanismo do processo geral de difusdo, particularizemos o
processo de difusdo em meios porosos. Comecemos entdo por estabelecer o que se considera por um

meio poroso.



2 Introducgdo

Um meio poroso, ou material poroso, é composto por matéria heterogénia (ver Figura 1.2). Estes
materiais estdo divididos em duas partes, sendo uma parte composta por um material s6lido, a chamada
matriz sélida, € a outra por um material ndo sélido e que pode ser preenchido por outros materiais
(sejam eles liquidos ou gasosos), denominado por espaco poroso [1].

Fig. 1.2 Meio poroso.

De um modo geral, a matriz sélida estd bem distribuida ao longo do material. Os poros do
espago poroso sdo consideravelmente estreitos e estdo, na maioria dos casos, interligados, sendo estes
chamados de espaco de poro efetivo. Quando algum poro ndo estd ligado a qualquer outro, podemos
considera-lo como fazendo parte da matriz sélida.

Podemos de seguida questionar de que forma as caracteristicas destes materiais contribuem para
alterar o fenémeno da difusdo.

A difus@o pode ser dividida em difusdo molecular e difusdo de Knudsen. A difusdo molecular,
também designada por difusdo normal ou continua, refere-se ao movimento relativo das diferentes
particulas, devendo-se este ao choque das particulas entre si. A difusdo de Knudsen assume que
as particulas chocam com as paredes do meio, como discutiremos mais detalhadamente na seccao
seguinte.

1.2 Difusao de Knudsen

Na difusao de Knudsen o transporte de matéria é dominado pelas colisdes das moléculas com as
paredes do meio poroso [12]. O movimento das moléculas € realizado ao longo de uma sequéncia de
segmentos de reta que ligam uma parede a outra, como se pode observar na Figura 1.3.

Fig. 1.3 Difusdo de Knudsen em meio poroso.
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Vamos analisar detalhadamente um caso particular. Consideremos duas paredes paralelas infinitas
que distam /, uma particula que se desloca com velocidade constante entre estas e que quando atinge
uma das paredes € refletida. A dire¢do da reflexdo é determinada pelo angulo 6, que se forma
entre a normal a parede e o vetor velocidade da particula. Na Figura 1.4 encontram-se ilustradas as

consideracdes feitas anteriormente.

Fig. 1.4 Lei dos cossenos da reflexdo.

A lei dos cossenos ([5], [8], [15]) diz-nos que a densidade de probabilidade com que uma molécula
deixa a linha na dire¢do formada por 6 é dada por

fo(0) = %cos(e).

A relacdo de x e 6 é dada por x = /tan(60), como ilustrado na Figura 1.4.
Vamos determinar a func¢do densidade de probabilidade associada a x, a partir da sua relagdo com

0 e do resultado que se segue.

Teorema 1 ([11]). Sejam X e Y duas varidveis aleatérias tais que Y = ¢(X), onde ¢ e ¢~ sdo
continuas, bem como as suas derivadas.

Entdo

KO = (@70 (071

onde fy(y) é a fungdo densidade associada a varidvel Y e fx(x) a fun¢do densidade associada a

varidvel X.

Usando o teorema anterior, temos que

d 1
a —cos(0),

p(x)%: 3

onde p(x) denota fx (x).

Como x = /tan(8) temos que 4 = Isec?(), ou seja,
2 1
p(x)(Isec”(6)) = 5 cos(8),

pelo que

p(x) = %0053(9).



4 Introducio

Por forma a escrever p(x) em func@o de x, vamos substituir 6 em fungfo de x. Temos sucessiva-

P-4 (k) =o)L (1 ()

Estamos perante a distribui¢do de uma lei de poté€ncia. Denominam-se fun¢des poténcia as fungdes

mente

da forma f(x) = Cx~%, com C uma constante de normalizacdo, e & o expoente da fun¢do poténcia
[19].

Apresentdmos um caso particular como motivagdo para a introdu¢do do caso mais geral em que as
funcdes densidade tém a forma

p(x):a<1+()lc>2)g, u>2.

Estas fun¢des comportam-se assintoticamente como p (x) ~ x~# quando x — oo.

Consideremos que estamos perante um modelo de saltos aleatdrios, onde o tempo de voo da
molécula apds o choque com a parede € menor do que o tempo de absorcao da molécula quando
choca com a mesma. Neste caso, a fungdo densidade ®(x,7), que nos dé a probabilidade da molécula
percorrer um passo de comprimento x no intervalo de tempo [z, + dt], é definida por

®(x,1) = y(1)p(x),

onde p(x) é a fun¢do densidade descrita anteriormente e y/(z) é a fungdo densidade do tempo de
absor¢do da molécula ([10]).

No capitulo que se segue, utilizaremos esta funcio densidade &, ou mais especificamente as
funcdes y e p, para deduzirmos modelos de equacdes diferenciais associadas a dois processos
difusivos distintos.



Capitulo 2

Modelos de difusao e reacao

Neste capitulo, introduziremos duas densidades mesoscOpicas que descrevem as reagdes que
ocorrem entre o nivel microscépico e o macroscopico, ou seja, as reacdes entre moléculas de escala
inferior a molecular e superior 2 micrométrica. Com base nessas fun¢des densidade, e recorrendo as
transformadas de Laplace e de Fourier, obteremos uma equacao integro-diferencial que nos permitira
deduzir os modelos de difusdo e reacdo cldssica e andmala. Posteriormente veremos de que modo é
que a distribuicdo exponencial e a distribui¢ao de lei de poténcia se relacionam com a equacéo de
difusdo e reacdo cléssica, e a equacdo de difusdo andémala e reacdo, respetivamente.

2.1 Transformadas de Fourier e de Laplace

Nas sec¢des que se seguem, usaremos transformadas de Fourier e de Laplace. Para tal vamos
introduzir as suas defini¢cdes e algumas propriedades que serdo necessarias, que podem ser encontradas
em [3] e [9].

Definicdo 1. Para toda a fungio p € L' (R), a transformada de Fourier, #{p}, de p é definida por
oo .
F{p}Kk) = / p(x)e®dx,  keR.

Definicdo 2. Para toda a funcdo v € L' (R™), a transformada de Laplace, £{y}, de y é definida

por

400
2o = [ woea p>o.

Vamos definir dois produtos de convolugdo, que estdo associados a transformada de Fourier e de
Laplace, respetivamente.

Definicio 3. Sejam f,g € L' (R). O produto de convolugéo f;Eg é definido por

(Fr0= [ fr-s()dz

5



6 Modelos de difusdo e reacdo

Definicdo 4. Sejam f,g € L'(R"). O produto de convolugdo f 8 é definido por

(f+8)(1) = /(:f(t —1)g(1)dr.

Introduzidas as defini¢cdes anteriores, estamos em condi¢cdes de apresentar as seguintes pro-

priedades associadas aos produtos de convolugao.
Proposicio 1. Sejam f,g € L'(R). Entdo
{118} (k) = 1K) F{hK).

Demonstracdo. Da defini¢do de transformada de Fourier, temos

F {f;;g} (k) = /:we""" (f;;g) (x)dx

B /::m e ( :o fle— Z)g(Z)dz> dx

= / f ¢%g(2) ( [ :” K f(x— z)dx) dz
= F{f}(k)- Z {g} (k).

Proposicdo 2. Sejam f,g € L'(R*). Entdo
2{rs8} ()= 2{} () Z{8}Hp).
Demonstracdo. Atendendo a definicdo de transformada de Laplace, vem
e
f{f;jg} (p) :/0 e P (fxg)t)dr
+oo 1
:/ e " </ f(t—r)g(r)dr) dt
0 0
oo +oo
- / <g(7:) / PRt — T)dt) dr.
0 T
Fazendo a mudanca de varidvel t — T = u ficamos com
oo oo
2{feefw)= [ s ( / e‘(””)”f(u)du> dt
L 0 0

— /(:oog(r)e_fp </O+ooe_”pf(u)du> art

=2{f}p) - Z{s}(p).
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De seguida, torna-se ainda pertinente a apresentacao da seguinte propriedade da derivada da

transformada de Laplace.

Proposicio 3. Sejam f € L'(R*). Entdo,

2{} v)=s2(n0)- 10

Demonstracdo. Temos

()

0

= pZ{f}(p) = (0).

Por fim definamos as transformadas inversas de Fourier e de Laplace, respetivamente.

Definicdo 5. Para toda a fungdo p € L'(R), a transformada de Fourier inversa, F '{p}, de p é
definida por

oo .
FYp}k) = . p(x)e *dx, keR.

Definicdo 6. A transformada de Laplace inversa, £~ {y}, de y é definida por

g—l _L Q+ioo - 4
W) =55 [ vl

onde o é maior que a parte real de qualquer singularidade de .

2.2 Densidades mesoscopicas

Vamos apresentar o processo de transporte que ocorre no meio poroso num regime de Knudsen,
como apresentado em [10]. Introduzimos por isso, as densidades mesoscépicas J(x,t) e n(x,t), cujas
equacdes descrevem as reagdes que ocorrem entre o nivel microscopico e 0 macroscépico.

Denotemos por ng(x) a densidade inicial de particulas no ponto x e por y(z) a densidade do tempo
de absor¢ao.

A fungdo J(x,t) é a fungdo densidade das moléculas que chegam ao ponto x, no instante ¢, sabendo
que chegaram ao ponto z no instante 7 (com z < x € T <t). Seja ¢ a probabilidade com que as
moléculas sdo aniquiladas pela parede porosa e 1 — & a probabilidade com que as moléculas embatem
na parede e seguem o seu movimento. A fungdo J(x,7) é definida por

—+oo

e =0-a [ [zt nw@p(@dads + (- ayy() [ mole-p(dz @)

—o0
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Seja W(¢) a funcéo probabilidade da sobrevivéncia da molécula dada por

wi)= [ v

onde a sua transformada de Laplace é definida do seguinte modo

L{¥}(p) = 1_9%}{;,/}»@. (2.2)

Podemos definir n(x,) a fun¢do que nos da a densidade de particulas no ponto x, no instante ¢, do
seguinte modo [10]

(et = (1—a /sz— (T)dt+ (1 — ) (x)E(1). 2.3)

O teorema que se segue dd-nos uma equagdo integro-diferencial para n(x,1).

Teorema 2. Sejam J(x,t) e n(x,t) dados por (2.1) e (2.3) respetivamente.
Entdo, temos

_ /O "K(t—7) / - (n(x— 21— 1) —n(x,7)) pl2)dad T — /0 ‘Rt —on(t)dr, (2.4

—o0

onde K e R sdo fungdes de t, tais que as suas transformadas de Laplace sdo respetivamente dadas
por

X{K}(p)—% ¢ LR = gy 25

Demonstragdo. Podemos reescrever (2.1) em funcdo dos produtos de convolugdo f xge f 8 da
seguinte forma

)= (1=a) ((Fp) (01 y) () + (1= a)w(e) (moxp ) ().

Aplicando a transformada de Laplace, vem

2w p) = (1= 2{(12p) @ v} () + (1 =) LY} (p) (n02p) (¥
= (=) 2{(71p) )} (LY} () + (1= ) Z{w}(p) (m01p) (¥
= (1= ) (L3P ) WL{WHP) + (1= @) Z{y}(p) (moxp ) ().

Agora aplicando a transformada de Fourier, tem-se

F o {0}k p) =(1- )7 { L1V (p) o} 0L {wh(p) + (1 = )2 {wHp)F {moxp } ()
=(1- @) F 0 Z{I}k,p) F{P}K)L LY} () +
+ (1= )Ly} p)F {m0} () F {p} (k)
—(1- @) Z{W}(p) Z 1P} (0) (F 0 LI}k, p) + F {mo} (K) ). (2.6)
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Vamos agora reescrever (2.3) usando o produto de convolucdo de f x8. Temos

n(x1) = (1—a) (J(x) i‘P> (1) + (1 — o) (p) ¥ (1)

Aplicando a transformada de Laplace vem

L{n}(x,p) =2 {J(0) £} (p) + (1 - @)no(x) LT} (p)
= (1= @) Z{J}(x ) L{2Hp) + (1 - Qo (x) L{¥} (p).

Usando a transformada de Fourier, obtemos
FoL{n}t(k,p) = (1—a)F o L{J}(k,p)L{¥}(p) + (1 — &) F {no} (k) L{¥}(p).

Substituindo Z{¥}(p) por (2.2) temos

Fo L n}(k.p) = L= _p‘f{"’}(”)) (Zo2UNkp)+ Fi}®). @)

Por (2.6) obtemos que

5 (1~ 02 Z P} B F {0} &)
Fo2UNkD = g APl

Substituindo em (2.7), tem-se

(- a)(1—Z{w}(p) F {0} ()
FoZinkp)= ) =0 2 (70

Rearranjando a equacdo anterior vem

pF o L{n}(k,p) = p(1 — ) ZL{y}(p)F{p}(k)F o L{n}(k,p) =
=(1-a)(1=Z{y}(p))-F {no}(k),

pelo que

pFol{mkp)  pL{WFPYNF oL kr) _ 5p
(I—a)(1-Z{y}(p)) 1—Z{y}(p) '

Considerando as defini¢des de Z{K}(p) e £{R}(p) em (2.5) obtemos

(1_106)02”{1?}(10)9Z o Z{n}(k,p) = Z{K}(p)F {p}(k)F o ZL{n}(k,p) = F{no}(k).

Somando e subtraindo, no segundo membro, o termo .% o Z{n}(k,p)L{K}(p) vem

—F{no}(k) =Z{K}(p) (F{p}(k) = 1) F 0 L{n}(k,p) +.F 0 L{n}(k, p) Z{K}(p)—

1
@ Z RN F oL k).
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Somando o termo p.%# o Z{n}(k, p) segue-se que

pF o ZL{n}(k,p) = F{no}(k) = Z{K}(p) (F{p}(k) = 1) F 0 L{n}(k,p)+
+7 0 Z{n}(k,p) (Z{K}(p) +p) - i _1 a)g{R}(p)ﬂof{n}(k,p)-

Atendendo a (2.5), obtemos finalmente

pF o ZL{n}(k,p) = F {no} (k) =Z{K}(p) (F{p}(k) = 1) F 0 L{n}(k,p)—

: Ui@g{’e}(?)ﬁ o Z{n}(k,p). (2.8)

O préximo passo serd aplicar a transformada inversa de Fourier e de Laplace em (2.8). Para o
primeiro termo a direita de (2.8) temos

z-‘{f-‘{f{K} P F(P}(K)~1).F 0 L{n}(k,p)}K) }(p) =
2N 2K ()7 TP} F 0 L{n}(k,p) = F 0 L{n} (k. p)}K) ()
—2 2Ky )7 {7 {(p; 2 (p)) )~ Z{nx.p) | () } ()

ezt ([T 2me-wmp@d- [ 20 o)

Fazendo
rtoo 400
2w = [ 2ide-zpp@idz e 2{H}p) = [ Zinbwp)z,

podemos escrever

2 F LKD) (F{P}0) ~ 1) F 0 L{n} (k,p)}K) () =
—o 2 {(ks1) 0~ (k1) 0} D)} ()
_/ (t / n(x—z,t— ‘L')p(z)dzdf—/ot/J:OK(t—‘E)n(x,‘L')dZdT.

Como [T p(z)dz=1vem

2 F LK) (Fp}K) — 1) F 0 Z{n}(k.p) }(K) }(p) =
:/OtK(t— 7) /:w (n(x— 2,1 — 7) — n(x, 7)) p(2)dzd.

De modo andlogo se obtém

3_1{—1306.,2”{R}( )F o L{n}(k,p) } /Rt T)n
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Por fim, diretamente da Propriedade 3 vem que

27 pF 0 Z{n}(kp) ~ Fno} (0} () = 2.

Chegamos assim a equagado pretendida

‘;’: :/OtK(r_f)/_j(n(x—z,t—r)—n(x,r))p(z)dzdr—lf‘a OtR(t—r)n(T)dT.

2.3 Distribuicao exponencial e equacao de difusao e reacao

Nesta sec¢do iremos considerar uma distribui¢do exponencial para y(¢) de modo a obtermos uma
equacdo com derivadas parciais que nos € familiar.

No teorema enunciado a seguir usaremos a fun¢@o delta de Dirac, §(x), onde assumimos que
L{8}(p)=1.

Vamos entdo deduzir a equagdo de difusdo e reagc@o associada ao regime assintético t — +oo, ou

seja, quando o tempo de absor¢do, 7,,, ¢ muito menor que ¢.

Teorema 3. Seja n(x,t) a fun¢do que verifica (2.4) e seja y(t) definida por

t

()

)= —e\ ™/, 2.9)
w

onde T,, € o tempo de absor¢do.
Entdo n(x,t) verifica
on . 9n
o~ Hrgna

onde dy e ry sdo constantes reais positivas.

Demonstragdo. Sabendo que temos (2.9), vamos calcular as transformadas de Laplace de y/(¢) e as
de K () e R(t) cujas transformadas estdo definidas em (2.5)

Temos
2w = [ e G =
0 Tw 14+ p1y
2y = DT _pUtrn) 1
1— T pt, (I+pt)(pTw) T
2R p) = L =
1+pTy w

Aplicando a transformada inversa de Laplace obtemos

K(r) =2 { 2{K}p) }p)
—z o= o)

TW w
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Como .Z{6}(p) =1

Como 7,, < t podemos aproximar .Z{R}(p) a TL

Assim temos

Substituindo em (2.4) obtemos

8n_1 Feo

E = ?w . n(x,t). (210)

(n(x—z,t) —n(x,1)) p(z)dz — ‘L'w(la—oc)

Considerando o desenvolvimento de n(x — z,¢) em série de Taylor até a segunda ordem em torno

de z, temos ,
n 1 ,0°n
a(x,t)—i-iz ﬁ(x,t)—i—R](x), (2.11)

onde R (x) € o resto de terceira ordem que verifica

n(x—z,t) =n(x,t)—z

im Ri(x)
)lc—>z (x—2)

5 =
Aplicando (2.11) em (2.10), e ignorando o resto R (x), podemos escrever

on 1 [*= on 1 ,0%n
/ <—zax(x,t) +32 axz(x,t)) p(z)dz—

o ) n(x,t)

_*

7,(1 — )
1 on [+ 19°n [*t= , o

_Tw<_8x./_oo Zp(Z)dZ—FEﬁ/_M Z p(z)dz> —71_”}(1_&)”.

Como estamos perante uma lei de probabilidade normalizada

/er zp(z)dz = 0.

—o0

Denotando ainda

~+o0
o= [ o)z

obtemos
dn o2 d%n a
_———— — — .
at 21,0x* t,(l—a)
Assumindo
J o2 o
= — c Vv —
"o, T (l-a)
estabelecemos
on d%n
o " Yrga
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2.4 Distribuicao da lei de poténcia e equacao de difusdo anémala e
reacao

Nesta sec¢@o vamos considerar que y/(7) tem um comportamento assintético semelhante a uma
distribuicdo de lei de poténcia de modo a encontrar uma equagdo que descreva a difusdo anémala e
reacdo. Analogamente a sec¢do anterior precisamos de calcular a transformada de Laplace de y (7).

Comecemos assim por determinar a transformada de Laplace de uma lei de poténcia. Seja
0 < o < 1, K uma qualquer constante positiva e a func¢do x (¢) dada por

x(t) =Kt~ 179,

A transformada de Laplace verifica ([13], [18])

«i”{x}(p):/o x(t)e Pdt =~ A(p) +Kp*v(p), t— e, (2.12)
onde , -
— —pt — —l-a _ —x
A(p) /0 x(t)e P'dt e v(p) /pT X e *dx,

comt > T, sendo 7 uma constante positiva.

Integrando, por partes, duas vezes a expressdo de v(p) obtemos

e PT 1

V) = g~ i (e )

oo
x' "% *dx ).
pT

Mutiplicando ambos os membros por p%, segue-se que

p*v(p) = e 1 —eprTla—F/erxlaexdx (2.13)
aT* ol —a) T ) ’
Seja I'(x) a fungdo Gamma definida por
o0
[(x) = / e ' dt, reRY, xeR. (2.14)
0

Fazendo desenvolvimento de Taylor (até & primeira ordem) de e ?” em (2.13), em torno de p,

obtemos
_1—pT pT pr'(l—a)

Pivip) = aT® +a(1—a)T“_ o o).

Usando novamente o desenvolvimento de Taylor, mas agora em A(p), para p suficientemente
pequeno podemos escrever

M) = [ i —p [ g+ o2
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Requerendo que £ {x }(0) = 1 podemos afirmar, por (2.12) que

T
/ x(t)dt =1.
0

Substituindo em (2.12) temos

ZL{x}(p)=A(p)+Kp*v(p)
_ 1-o T
1 ey (B0 [Tn) + 009

(04 (04

Por fim observamos que -Z{x }(p) tem o seguinte comportamento assintético para 0 < o < 1

(101, [13], [18])

KI'(l1—a)

L)~ 1= " 2.15)

Definamos agora um operador integro-diferencial que serd necessario no que se segue.

Defini¢do 7. A derivada fraciondria de Riemann-Liouville de ordem o, ,D*, comm—1 < a <m, é

dada por
1 am

L(m—a) o
onde I'(x) é a fungdo Gamma definida em (2.14).

than(x7t) =

/atn(x,é)(t— gym-e-lqg, (2.16)

O teorema seguinte dd-nos a equacdo integro-diferencial para n(x,t) que descreve o tipo de difusdo
anémala e reacdo [10].

Teorema 4. Seja n(x,t) a fun¢do que verifica (2.4) e seja y(t) uma funcdo tal que

T\ 1+
v (L) e

onde T, € a escala temporal do salto e 0 <y < 1.
Entdo, n(x,t) verifica
on d°n
ot ox2

com dy e ry constantes reias positivas que dependem de Y.

1- 1-
:d'y()Dt 14 _r'y()Dt yl’l,

Demonstracdo. A transformada de Laplace de y(7), atendendo a (2.15), é dada por

L{y}(p) = 1-C(p7)",

com Cy uma constante real positiva que depende de 7.
Entdo, temos que

p pi
LR = =
{R}(p) TG ol

1-C v 1=y
g{K}(p) = 11)(_ 1 +éi(/l(?;[;i)2/ = g}/f}; (1 —Cy(PTp)V) .
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Para p suficientemente pequeno, podemos considerar

p'
Z{K}(p) ~ .
Cyt)

Substituindo Z{y}(p), L{K}(p) e Z{R}(p) em (2.8) obtemos

1

pF o ZL{n}(k,p) — F{no} (k) = o (J{P}( )=1)F o ZL{n}(k,p)-
P

a p'7
(1—a) cyt)

F 0 Z{n}(k,p).

Utilizando os mesmos argumentos usados na prova do Teorema 3, conseguimos, através das
transformadas inversas de Fourier e Laplace, chegar a seguinte equagao

on 1 1— too a -
ot Cytl VOD; 7/_00 (”("—th)—”(xvt))P(Z)dZ_Wth .

Utilizando o desenvolvimento em séries de Taylor definido em (2.11), chegamos a equacio

- D .
o~ P 1—a)ce” "

Consideremos agora

podemos estabelecer






Capitulo 3

Métodos numeéricos

Neste capitulo apresentaremos um método numérico para a equagdo de difusdo e reagdo cldssica e

dois métodos numéricos para a equagdo de difusdo andmala e reacdo que considerdmos. Estes tltimos

diferem no método de diferencas finitas, mais concretamente na sua discretizagdo no tempo, que

dardo origem a um método de Euler explicito e a outro implicito. Estes métodos numéricos incluem a

discretizacdo para o operador integro-diferencial apresentado anteriormente.

3.1 Método numérico para o problema de difusao classica

Consideremos o problema de difusdo reag¢do constituido pela equacao diferencial

du d%u
E(x,t) = dyﬁ(x,t) —ryu(x,t), (x,t) € (a,b)x(0,T],

onde dy e ry sdo constantes reais positivas. Consideremos ainda a condigdo inicial dada por
u(x,0)=¢(x), xé€(a,b),
e as condi¢des de fronteira

u(a,t) =u,(t), u(b,t)=uy(t), te(0,T].

(3.1)

(3.2)

(3.3)

A solucido analitica deste tipo de problemas € mais facil de obter do que a solug¢do de alguns casos

de problemas de difusdo anémala. No entanto, para certas condigdes iniciais e de fronteira ndo temos

acesso as solugdes analiticas, ou ndo conseguimos obter informacao relevante a partir delas. Por isso é

necessario recorrer a métodos numéricos para determinar solugdes aproximadas.
Sejam
xj=a+ jAx, j=0,1,...,N e t,=nAt, n=0,1,....n7,

onde o passo relativamente ao espago e ao tempo sdo definidas, respetivamente, por

b— T
a e At = —,
N nr

Ax:

17
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com T, ny e N inteiros positivos.

Definamos agora os operadores de diferengas finitas em x e em 7, nos pontos u’j := u(x;j,t,), por

n e n _ n n
R e/ P W /S R e/ (3.4)
T Ax x0T Ax2 ’ :
n+1 n
nty _ U Y
Suij * =~ (3.5)

A equacdo de difusdo (3.1) nos pontos da malha é dada por

du d%u
E(xjatn) = dyﬁ(xjvtn) — ry(Xj,tn).-

Usando desenvolvimentos em Taylor, € ficil verificar que se tem

ntl 0
Sull"2 = a%‘(xj,z,,) +0(Mr),
82u = u (xj,ta) + O(AX?).
X a N2 \stn

Seja U} a solugdo aproximada de u;. O método de Euler explicito para a equagdo de difusdo
reacdo clas51ca ¢é dado por

1
SU; > =dyS2U) —ry U, (3.6)
Adicionalmente assumimos a condicdo inicial
U = go(x)), 3.7)

e as condi¢des de fronteira
Uy = ua(ty), Uy =up(ty). (3.8)

n—+1
U/ U” —d j+1 2U +Un _ U
At 4 Av e
ou seja,
At
U;’“:dy@( T —2U UL ) + (1= ryAn)UY.

3.2 Métodos numéricos para o problema de difusdo anémala

Consideremos o problema de difusdo andmala constituido pela equagdo integro-diferencial

‘;Z‘( 1) = dY<OD1 Ygz)(x,t)—ry(thl_yu) (x,t) + f(x,1), (x,1) € (a,b) x (0,T], (3.9)
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~ . I 1— . . L. . . .
onde dy e ry sdo constantes reais positivas e oD, ' a derivada fraciondria de Riemann-Liouville
definida em (2.16). Consideremos ainda a condi¢do inicial dada por

u(x,0) = ¢o(x), x¢€(a,b), (3.10)
e as condi¢des de fronteira
u(a,t) =uy(t), u(b,t)=up(t), t€(0,7T]. (3.11)
Denotemos como anteriormente os pontos do dominio discreto por

xj=a+jAx, j=0,1,..,N e t,=nAt, n=0,1,....n7,

onde b
=22 e A=
N nr
com T, ny e N inteiros positivos.
Temos, nos pontos da malha, que
du _,0%u _
) = dy <0D,1 ya;@) (tjsta) = ry (00! Tu) (x1s10) + £ (351, (3.12)

Esta equagdo € definida usando derivadas fraciondrias e € necessdrio aproxima-las numericamente.
Na sec¢ao que se segue discutimos como aproximar este operador.

3.2.1 Operador fracionario e a sua aproximacao

A derivada fraciondria de Riemann-Liouville, apresentada em (2.16), pode ser definida usando a
férmula de Griinwald-Letnikov [20] dada por

a

(5]

k=0

(agl

1

GL o .

DY u(x,t) = lim —
a’t(7) Ar—0 Ar%

(—1)’<<Z>u(x,z — kAv), (3.13)

onde [a] denota a parte inteira de a e

A definicdo de Griinwald-Letnikov representa a generalizagdo das férmulas de discretizagdo para
as derivadas de ordem inteira. Se tomarmos R como dominio, o somatério presente em (3.13) € uma
série, e esta converge absolutamente e uniformemente para cada o > 0 e para toda a funcdo limitada
u(r) [21].

Para garantir a existéncia do limite da soma definida em (3.13) precisamos do seguinte teorema.
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Teorema 5 ([20]). Seja By, com k = 1,2, ..., uma série e suponhamos que

lim Bk = 1,
k—ro0
lim Ok = 0 Vk,
n—yo0
n
’m’k; Oy =A VK,

n
Z ‘an,k| <K Vn.
k=1

Entdo,
lim an.kﬁk =A
n—oo °

Se impusermos determinadas condi¢des a u(z) e as suas derivadas, podemos estabelecer uma
relacdo de igualdade entre as definicdes de Riemann-Liouville e de Griinwald-Letnikov
Proposicio 4 ([20]). Seja u(x,-) uma funcdo m — 1 vezes diferencidvel em [a,b] cujas derivadas até
a ordem m sejam integrdveis em [a,b). Entdo, para todo o m —1 < a. < m, temos
Lo m-a-1 &
- t—&)Y"%d t — kAt 3.14
C(m— o) 8tm/a U 8)i =) °= A0 ( ; ( ) o b G

parad < x <V, ou seja,

oDffu(x,1) = "D u(x,1).
Adicionalmente,

Dau(x ) GLDO( ! aru (t_a)rfa 1
a™t 9

! mec—19"U
) = X S e T i €O G
(3.15)

Demonstra¢do. Comecemos por mostrar que

m—1 "y —a) ¢ t m
DLl = L T L [ e g Gao)

Foquemo-nos no segundo membro de (3.14) e denotemos por

lﬂ
OC
= — A
= g BV}t —sa,
comt —a = nAt.

Vamos agora manipular %, por forma a analisar o limite quando Ar — 0 e obter a expressao
(3.16).

Consideremos a seguinte propriedade dos coeficientes binomiais

(0)-( (2
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Podemos assim escrever

W (x,1) = Aiaé(—nk(“; 1>u(x,t—kAt) + Lxé(—l)k<z_ll>u(x,t k)
1 & a—1 1 a—1
:Mk;)(—l)k( L )u(x,t kAz)+Mk_0(—1)’<+1< L )u(x,t—(k+1)At)
_ n—1 _
_ Aia(_1)"<“n 1>u(x,a)+A1a];)(—l)k<ak 1)Au(x,t—kAt),

onde Au(x,t — kAt) = u(x,t — kAt) — u(x,t — (k+ 1)At). Podemos constatar que Au(x,t — kAt) é uma
diferenga de primeira ordem da fun¢do u(x,&) no ponto & =t — kAr.

Aplicando a propriedade (3.17) m — 1 vezes consecutivas, obtemos

_ n—1 _
u$, (x,1) :A—ia(—l)k (O‘ N 1>u(x, a)+ Aial;)(—l)"(ak 1>Au(x,t — kAt)

:"f(_l)"*’ (O‘ T 1) L Nu(eatrans

=0 n—r ) A%
1 o—m—2
— — 1)k A"u(x,t — kAr). 3.18

Vamos analisar o limite quando At — 0 do r-ésimo termo do primeiro somatério de (3.18)

—r—1\ 1
lim (—1)"’<a " )A’u(x,a+rAt):

At—0 n—r ) At
nAt=t—a
o—r—1 n \*" A'u(x,a+rAt)

= 1 —1 n—r _ A\ O0=r A[r_a )

Atlglo( ) < n—r )(n 7) (n—r) (nas) At”

nAt=t—a

o—r

— (4 A\ _q\n—r a—r—1 AN 2 T : Aru(x,a—i—rAt)

=ty (4 o () S

d"u (t—a) @

“ar IR0 T 1 —a) G149

De facto, se avaliarmos separadamente cada limite de (3.19) e atendendo a seguinte propriedade

das funcdes Gamma
n!n?

(3.20)

[(z) = ,}E&Z(Z+ D...(z+n)’

temos

. n—r —r—1 a—r : r+1- e\
lim (—1) (an_,, >(”_r) :}%((n_r)ro—[l(rf—r)?):

1
[r+l1—a)
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Facilmente verificamos que

o=r A" At) 9"
lim [ =1 e lim A'u(x,a+rar) = u(x,a).
n=e \n—r Ar—0 At ot”

Pretendemos agora calcular o limite do segundo somatério de (3.18), que podemos escrever do
seguinte modo

1 el a—m—2
o k;) (—1)’<< L )Amu(x,t—kAt) =
1 -2 o—m—2 A"u(x,t — kAt)
= ~ 1) T(m—« kI OAr (kAT
g L (VT ("7 (kav) o
De modo a utilizar os resultados do Teorema 5, facamos
—m-—2
] e TS
g AMu(x,t — kAY)
— 1 ’
O = At(kAL)™ “T.
Usando (3.20) verificamos que
-—m-=2
]}i_r)zloﬁk:]}ﬂ(—l)kl“(m—a) (a ’: >k”’“+°‘ =1. (3.21)
E ainda, se m — 1 — a > —1, entdo
n—m—2 n—m—2 m
. . g AMu(x,t —kAY)
— m—l—q2 “\Mt T RA)
fm 2 o= m 2 Ak Iz
k=0 nAt=t—a k=0
! C1-q0"u
= [=gmre e, (322)
a
Tendo em conta (3.21) e (3.22) e usando o Teorema 5 concluimos que
lim . nimiz( D (E T2 A — k) =
A0 A1E k e -
nAt=t—a k=0
1 ! 0"u
= [ (t=E)" e dé. 3.23
R J, 8" G () (3.23)

Somando (3.19) e (3.23) obtemos finalmente

GLpo . 1; o
Dy, = lim uy,(x,?)
AAt—>0
nAt=t—a

oy (t—a)—“ 1 d"u

= ¥ SR e T e, 8 G e £

r=0 ar’
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Resta agora mostrar que

(t_ayia 1 4 mel—a m
Z&t’ 4 r+1—a)+r(m_a)/a(t§) : W(x,?j)d?j.

Partindo de

DI = g [, W 667 g

Se integrarmos, por partes, m vezes a expressdo acima ficamos com

ot _ 9" (' ulxa)(t —a)m 1 ' m—a—19"U
aDs ”(x”)—atm<;0 Tm—at 157) +F(m_a)/a(z—§) 1atm(x,§)d§>.

Derivando m vezes, em ordem a ¢, encontramos a expressao pretendida

o _m—l o'u (t_a>r7(x 1 ¢ S oMu
D) = X G f o i U8 G (w8)ae.

provando assim que
«Dfu(x,t) = DY u(x,1).

O

A aproximacdo de Griinwald-Letnikov para as derivadas fraciondrias surge imediatamente da sua
defini¢do, ou seja, uma aproximagao da derivada (3.13) no ponto ¢, = a + nAr é dada por

l n
CL8%u(x,t,) = o) A ; k—l—l u(x,t, — kAr).

Esta aproximacgdo serd de primeira ordem se a fungdo estiver definida em R e se cumprir as
condicdes suficientes abaixo apresentadas.

Teorema 6 ([22]). Sejamm —1 < o < m e u(x,-) € C"3(R) tal que todas as derivadas até & ordem
m+3 pertencem a L' (R).
Entdo, a derivada de Riemann-Liouville dada por (2.16) verifica

1

LlDta(x’t) = F(—(X)

1 & Tk—a)
AT“;?;Z) mu(x,t —kAt) + O(At), (3.24)

parat € R.

Deste modo uma aproximacao discreta da derivada fraciondria da Riemann-Liouville baseada na
férmula de Griinwald-Letnikov definida em (3.24), como vimos é dada por

1 n
GLg=7), 3.25
t MIZO (3.25)

onde
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Estes coeficientes verificam a seguinte férmula de recorréncia [21]

o V=1 e "= (1 _=n+t _Z)Jr 1) o7,

3.2.2 Método de Euler explicito

O método de Euler explicito usa a discretizacdo da derivada parcial em ordem ao tempo e a
segunda derivada em ordem ao espacgo de u, usando as diferencgas finitas definidas em (3.4) e (3.5),
que verifica

Ju

n+l
5,uj 2 :E(xjatn)—i_ﬁ(At)a (326)
2 82 2
o u; = o 2(xj,tn)+ﬁ(Ax)

A derivada fracionadria, usando (3.24), verifica
GL& Tt (x5) = (o0 Tu) (xj01a) + O(81).

Perante certas condicdes de regularidade de u, temos

GL5(1 7)5 u _ <0D1 782

3 2> (xj,1) + O(Ax* +Ar). (3.27)

Sendo U ]” a solucdo aproximada de u’]’-, um método numérico para a equacdo (3.9) é dado por

1 _ _
U = a0k (82Un) — Ot U, =01, — 1, (3.28)
i=1,2,..N—1.

As condigdes iniciais sdo dadas por
U} = go(x;), j=0,1,...,N, (3.29)
e as condi¢cdes de fronteira sdo
Uy = uq(ty), Uy =up(tn), n=12..,nr—1. (3.30)

Se desenvolvermos a equacao (3.28) obtemos

1 k k k
Y g b e (Y 22U U gk
At - YAtl—ykZOwnfk A2 yAtl Y Z —k +f

Podemos reescrever a equagdo acima, de modo a isolar o termo de ordem n + 1 da seguinte forma

n
+1 _ (1-7)
Uit = U+ A7 Y o

Uk —2Uk+U%
(dy I+ LUk ) s (3.31)
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Verificamos que estamos perante um método explicito que, no entanto, depende de todos os

valores do seu passado ou seja, para determinar os valores u”“, j=1,...,N—1, temos de recorrer
aos valores uk_l, u; +1 , k=0,...,n. Este pormenor real¢a a ndo localidade da derivada fracionéria
no tempo.

3.2.3 Método de Euler implicito

Neste tipo de métodos o operador de diferencas finitas utilizado para a discretizacdo da derivada

em ordem ao tempo € definido do seguinte modo

n_ ,n—l1
u; Ltj

n—1i Y
Assim a derivada parcial em ordem ao tempo e a segunda derivada em ordem ao espaco de u,
usando as diferencas finitas definidas em (3.4) e (3.32), verificam

2.n 82 2
oo} = I 2(xj,th—ﬁ(Ax ),
n—1  du

Usando a derivada fraciondria definida em (3.25), e sendo U} a solugdo aproximada de u’j, outro

método para a equagdo (3.9) é dado por

SU; : = a0t (82U) — Ot U 1, n=1,2,nr, (3.34)
j=1,2,.,N—1.

As condicdes iniciais sdo dadas por
UY = go(x;), j=0,1,....N, (3.35)
e as condi¢des de fronteira sdo
Uy =ua(ty), Uy =up(tn), n=1,2,..,nr. (3.36)

Se desenvolvermos a equacao (3.34) obtemos

-1 k k k
Ui-ui 1 Yol (Un 29U L e
At TAr-y Tk Ax2 TA-Y = 7

Podemos reescrever a equacdo acima da seguinte forma

Uk . — 20+ U*

n
ur=urt vty ol (dy AL o2 e —ryU]]-‘> +ALf].
k=0







Capitulo 4

Convergéncia de métodos numéricos

Neste capitulo, estudaremos a convergéncia e a estabilidade dos métodos de Euler explicito e
implicito para a equagdo de difusdo andmala e reag@o descritos no capitulo anterior. Utilizaremos
dois processos distintos para estudar a estabilidade dos métodos numéricos. Para o método explicito
usaremos a andlise de Fourier e para o método implicito recorreremos ao método da energia. Na
dltima secc¢do, mostraremos alguns resultados numéricos resultantes da implementacido dos métodos
numéricos referidos anteriormente. Em particular testaremos a ordem de convergéncia do método
explicito e mostraremos a influéncia do pardmetro ¥ no comportamento da solu¢do numérica obtida.

4.1 Nocoes Gerais

Consideremos um problema definido em Q = (a,b) x [0,T], com a,b € R, dado por

Lu=f emQx(0,7T),

@.1)
lu=g emdQx(0,T),

onde L € um operador linear integro-diferencial e / um operador linear que especifica a condi¢do de
fronteira [14].

Considere-se ainda um método de diferencas finitas para determinar a solu¢do numérica de (4.1).
Sejam Q,, o conjunto dos pontos discretos interiores da malha e dQx, 0 conjunto dos pontos da
fronteira discretos. Para cada instante temporal ¢, = nAt, comn =0, 1,...,n7, 0 método de diferencas
finitas pode ser definido por

LaxaU" (x) = f"(x)  em Qay,

4.2)
Ipe AU (x) = g"(x)  em 0Qay,

onde U"(x) = U(x,1,) denota o valor aproximado de u(x,?,). Mais ainda, os operadores Lay ar € Iax A
sdo lineares e representam a discretizagdo de L e [, respetivamente.

Consideremos que (4.2) tem solucdo tdnica. Quando a malha é muito fina (Ax — 0,Ar — 0), a
sucessdo de valores obtidos para a solugdo aproximada nos pontos da malha {U"(x) : x € Qay,n =
1,...,n7 } deve coincidir com o conjunto de valores da solucdo exata nos pontos da malha {u"(x) : x €
Quc,n=1,...,n7}. Por outras palavras, o método de diferengas finitas deve convergir para a solugio

27
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exata. A estabilidade e a consisténcia do método garante-nos que a solucdo aproximada converge para
a solugdo exata.

Um método numérico da forma (4.2) diz-se estdvel para cada instante t,, n = 1,...,n7 se
CollU™|aa < 11" |lon, + 118" lo@a. (4.3)

onde || [|a,, € || -||oq,, sd0 normas dependentes dos pontos da malha de Qu, e dQa, respetivamente,
e Cp € uma constante independente de Ax e Az.

Definamos o erro de truncatura para n = 1, ..., ny do seguinte modo

05, = Laxa” — f" em Qqy,

(4.4)
Pha,, = lavau” — g em dQx,.
Dizemos que o método € consistente para uma solugdo u de (4.1) suficientemente suave se
90, lou 11050, [lag,, — 0 quando Ax—0 Ar—0. 4.5)

Para o método (4.2) consideramos o erro de truncatura em 0, nulo, pelo que @yq, ndo aparece
explicitamente na andlise do erro.

Por fim sabemos que a solugdo do método (4.2) converge para a solugdo de (4.1) relativamente &

norma || - ||g,, quando
[lu"—U"||q,, — 0 para n=1,..,ny e Ax—0, Ar—0.
Esta convergéncia diz-se de ordem p se este é o maior real positivo tal que

" —U"||q, < Ci1(Ax?+AtP) para n=1,..nyr e Ax—0, Ar—0, (4.6)

com Cj uma constante positiva independente de Ax e Ar.

Teorema 7 ([14]). Se o método de diferencas finitas (4.2) para o problema (4.1) for estdvel e
consistente, no sentido de (4.3) e (4.5) respetivamente, entdo (4.2) converge para (4.1) em cada

instante t, = nAt comn=1,...,n7.

4.2 Convergéncia do método de Euler explicito

Nesta seccdo usaremos a andlise de Fourier para provar a estabilidade e a convergéncia do método
explicito. A anélise de Fourier pode ser usada em problemas de Cauchy, ou seja, quando a equacao
estd definida em todo o espaco, sem fronteiras. Pode ainda ser usada no caso em que as condicdes de
fronteira sdo periddicas, pois este tipo de problemas € equivalente aos problemas de Cauchy.
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Consideremos o método de Euler explicito que determina a solucdo aproximada do problema
(3.12), sem termo fonte,

n
1—
Ut = U"—i—ulZa) PO, 20k U )~ Y o U, n=01,nr— 1, @)
k= k=0
j=12,. ,N—1.
onde U = d},ﬁx—’z, M2 = ryAt”. As condigdes iniciais sao dadas por
U)=¢o(x;), j=0,1,..,N

e as condi¢des de fronteira sdo

Uy = uq(ty), Uy =up(tn), n=12..,nr—1.

4.2.1 Estabilidade

Definamos agora a fungio grelha U"(x) ([4], [6])

U () = U,  xj—%<x<xj+5, j=12.,N—-1, 48
0, a§x§a+%oub—%<x§b.
O desenvolvimento de U”" (x) em série de Fourier é dado por
U'(x) = Y na(l)esa, 4.9)

|=—c

onde 1,(1) = 7= [P U™ (x)e #"dx.
Para U" = [U], Uy, ..., UL _|]T, seja

n = n|2 % 1 b n 2 %
= ( Lavrt) = (52 [ oreora) @10

Introduzimos ainda a igualdade de Parseval que serd usada de seguida.

Proposicio 5 ([3]). Seja f € L? da forma f(x) = Z‘f’:_wc(l)e"%x. A igualdade de Parseval para
séries trignométricas de Fourier diz-nos que

52 /|f )|Pdx = Z le(1)

[=—o0

Através da proposi¢do anterior, podemos estabelecer a seguinte igualdade

oo

N E="Y 1) (4.11)

|=—0c0
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Vamos supor que uma solugao para a equagdo (4.7) é da forma

an = nneichx’
27l
onde o = 7%
Substituindo agora (4.12) em (4.7), obtemos
N +lel(FJAx =1, elGjAX+“ Z (n ol io(j+1)Ax 2nkelchx_|_nke o(j— 1)Ax> _

— Z w,Elfk” e’ A,
=0

Dividindo a equagio por €/°/A* tem-se

Mt = T+ (€74 =24 ¢717M) ulz " nk—uzz

k=0

Utilizando a férmula de Euler para nimeros complexos, vem

Mn+1 =Ny + (cos(OAx) + isin(GAx) — 2 + cos(—0Ax) +isin(—0Ax)) Z

w2y (D,Sl_?/) urs
=0

que equivale a

n n
1- 1-
M1 = M —2(1 —cos(GAX))uy Y w,(l_kY)le —m Y (0,(,_/(”77
k=0 k=0
Recorrendo 2 igualdade cos(26;) = 1 — 2sin?(6; ) obtemos finalmente

nn+1:nn_45in2< )F‘lz k nk_‘u Z n— k nk

(4.12)

(4.13)

De seguida, apresentamos um resultado relevante na identificacio de algumas propriedades diretas

dos coeficientes associados a aproximacao (3.25).

Lema 1 ([6]). Seja w1£1 V= (-1 (M), com 0 < y< 1, entdo

Yo' =0 -Yao'"<ineN
k=0 k=1

De (4.14), podemos reescrever a igualdade (4.13) da seguinte forma

M1 =(1—m—p Y o',
k=1

(4.14)

(4.15)

(4.16)
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onde [t = 4sin* (%9%) g + > 0.

Proposicao 6 ([6]). Suponhamos que Ny, n=0,1,...,n7 — 1, € solucdo de (4.16). Se 4y + Uy < 1,
com Uy = intTZ e W = ryAt?, entdo

|nn+1‘§‘n0|7 n:(),l,...,l’l]"—l.

Demonstracdo. Paran =0, da equagao (4.16), temos

M= (1—u)no.

Comou>0edu +u <1,

Ml < (1=w)inol < [mol-
Suponhamos agora que
M| < Mo, m=1,2,.,n.
A partir de (4.16) podemos deduzir as seguintes desigualdades

Mast] < (1= w)mol + 1 Y [0 ||
k=1

n 1—
< <1 —p+u Y (o571 ol
k=1
Por fim, de (4.15), estabelece-se o resultado pretendido

Mng1] < (1 =+ w)[no| = nol-

O préximo teorema prova a estabilidade do método de Euler explicito.

Teorema 8 ([6]). Seja U" = [U{,Uy,...,Uy_,] solugdo do problema (4.7). Entdo se 4y + lp < 1,
com U = dyﬁtx—z e W = ryAtY, 0o método de Euler explicito para (3.12) é estdvel e U" verifica

101l < [1U°] 2.

Demonstragdo. Com o resultado da Proposicio 6, e pela definigdo de ||U"||3 dada em (4.11), temos

oo

3=} I
|=—o00

oo

< ) ()P = |lU°]]3.

|=—c0

Pelo que
1U"]]2 < [|U°)]2. O
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4.2.2 Convergéncia

A fim de estudar a convergéncia do método de Euler explicito, definamos o erro de truncatura do
seguinte modo

0 (xjota) = % — (87 (82u5) - r, 98 V)

Atendendo as aproximacdes definidas em (3.26) e (3.27) e ao Teorema 6 encontramos a ordem do
erro de truncatura para solugdes suficientemente suaves, ou seja, para u € C>! (R x R*)

du d“u _
¢(xj,1n) :E(xj,ln) +O0(At)—d,y <0D1 782> (Xj,tn) — O(Ax* + Ar) +ry (OD,1 714) (xj,ta) + O (A1)
=0(A + Ar).
Consequentemente, existe uma constante positiva C,, independente de Ax e At, tal que

97| < Co(AX* + Ar), (4.17)

onde @7 := @ (x;j,ty).
Seja ainda e = u — U T com u e U " solugdo de (3.12) e (4.7) respetivamente, facilmente obtemos

et =it Z B (-2 +d )~ Z L A =1, N1, (4.18)

Y .
onde y; = dy% e 1y = ryAt?, e ainda

0, n=1,2,....np
=0, j=0,1,..,.N

2:

n_
ey =e

e

~.O

Podemos agora analisar a convergéncia deste método utilizando a andlise de Fourier. Analoga-
mente ao estudo da estabilidade definamos as fungdes grelha, ¢ (x) e ¢"(x), do seguinte modo ([4],

[6])

(0 sotosyms ma

e'(x) = 4.19
() 0, a§x§a+%oub—%<x§b, ( )
e
; A <A =12 .. N—1
(Pn(X): (pja Xj 2 <X_Axxj+ 27Ax.] It RS ) (420)
0 a§x§a+70ub—7<x§b,

respetivamente. Pelo que as expansdes de " (x) e ¢"(x), paran =0, 1,...,n7, em séries de Fourier sdo
dadas, respetivamente, por

'(x)= Y, &b e = Y aeit,

[=—o l_—oo
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com
:2ml

1 b :2ml 1 b
én(l) = b / eﬂ(x)e*lmxcz’x € Ocn(l) = 5 / @"(x)e i dx.
—al, “al,

Definamos ¢" = [}, é4,....e% 17, @" = [@!, 9%, ....0%_|]" e||-||» segundo a expressdo (4.10).
Aplicando a igualdade de Parseval, paran =0,1,..., a7, temos

le"lE= Y, &P e llo"lF= ) lou()P. 4.21)

|=—0c0 |=—o0

Sejam

no__ io jAx n__ io jAx
e} =Epe e @ =ae ,

com o = %. Entdo, se substituirmos e;? e (p;? em (4.18), obtemos
) OAx (- o (1
§n+1 = én — 4sin? (2) Hi Z w,(,_kw’ék —l> Z wr(z—k}/)gk + A0y, n=0,1,...n7—1.
k=0 k=0

Pelo Lema 1, conseguimos simplificar a expressdo anterior

G =(1-we—nY o &+ Aoy, n=0,1,..nr 1, (4.22)
k=1

onde pt = 4p; sin® (%5%) + 1, > 0.

Sabemos ainda, por (4.17) e pela defini¢do de || - ||2, que

H(pn-‘rl||2 S CZM(AXZ"i'At) = sz(Ax2+At) . (423)

Dada a convergéncia Y52 |, (1)|* existe uma constante positiva C; tal que

o | < Csloy]. (4.24)

Proposicao 7 ([6]). Suponhamos que &,.1, n=0,1,...,ny — 1, é solugdo da equacdo (4.18). Entdo,
se 4uy + U <1, existe uma constante positiva Cs tal que

1&nt1] < C3(n+1)At|ay|.

Demonstracdo. Paran =0, da equacdo (4.22) e da desigualdade obtida em (4.24), temos

&1 = At|oy| < C3At|ay .

Suponhamos agora que
En| < CsmAtloy|, m=1,2,...,n.
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Notemos que i > 0e 4u; + ur <1, portanto 0 < u;. Por (4.22), (4.24) e usando o Lema 1, temos
wPREEY
Gnrt] < (1= )&l +u Y 0,7 |&] + At o]
k=1

< ((1 —wn+u Y ol lk+ 1) C3At|oy |
k=1

< ((T=p)n+un+1)CAt|oy |
:Cg(n+l)At|061|.

O]

Estamos agora em condicdes de enunciar um teorema que prova a convergéncia do método de
Euler explicito para a equagio (4.7).

Teorema 9 ([6]). Sejam uj e Ut com j=0,1,...N; n=1,2,....n7, as solucdes de (3.12) e (4.7)
respetivamente. Fazendo ¢/} = u'; — U7 com " = [ej, ef, wyem]T. Se 41y + a < 1, 0 método de Euler
explicito para (3.12) é convergente para a norma || - ||2 e a ordem de convergéncia é O(Ax*> + At).

Demonstracdo. Sabendo (4.21) e (4.23), usando o resultado da Proposicao 7, obtemos
le"|]2 < C3(n+1)At||@" |2 < C3(n+ 1)AtCovV/b — a(Ax* + At).

Como (n+1)Ar < T temos
le"||2 < C(AY* +Ar),

com C = C3CTv/b—a. ]

4.3 Convergéncia do método de Euler implicito

Nesta sec¢do usaremos 0 método da energia para provar a estabilidade e a convergéncia do método
implicito.

Consideremos o método de Euler implicito que determina a solu¢io aproximada do problema

n
Ur=urt ety ol

k=0

k k k
LUl 20U
Y sz

—rYUj’-‘> +Atf! n=1,2,..,nr,
j=12.. ,N—1.
As condigdes iniciais sdo dadas por
UY = go(x;), j=0,1,..,.N—1,
e as condi¢des de fronteira sdo

Uy = ug(ty), Uy =up(ty), n=2,3,..,nr.
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4.3.1 Estabilidade

Consideremos a = [ay,az,

ay)’, b = [by,b,...
discreto, (-, -

,by]" e definamos o seguinte produto interno
)N, € a norma associada || ||y por

=AY ajb;, a,be RV

lally = v/(a,a)w.

De seguida introduzimos algumas notagdes associadas a este produto interno

N—1

(8ca,6:b)y = Ax Z 8y 18y 1, (4.25)

(8%a,b), sz (82a;) b, (4.26)
Jj=

lalin =1/ (6ca, 8:a)y.

O resultado que se segue relaciona as notacdes (4.25) e (4.26)
Lema 2 ([16]). Sejam a = [ag,ay,...,ay]|" e b= [by,by,...,by]T.

(53a7b)N = (a, 33b)N
Demonstracdo. De (4.25), tem-se

Se ag = ay = by = by, entdo

= — (8:a,8:b)y -

(52ab Zb 5aj i (aﬁl_al

aj—aj1>
J=1 Ax

N—1 N—1

=Y by (8ay) -~ X by (8, )

j=1 j=

N—-1

=L 0 (80) = X b (3.

Como ag = ay = by = by,

(62a b)y

Z b; (6 4 1 ) —]&lbj+1 (5xa‘,+%>

41—
——A)CZ(J )SXa‘H;——AxZprSaHl

J_
—(6,a,0:b)y .

O
O teorema que se segue, inspirado em [16], prova a estabilidade do método de Euler implicito
para a equacdo (3.12).
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Teorema 10. Seja U™ = [U},UP,...,UMT a solugdo do problema (3.34), U} = Uit =0 e f* =
o e fl’\‘,]T Entdo, existe uma constante positiva Cg independente de n tal que

U3 < (1 ATry) [P} + A7y |U°

v+ Co max [|F]l3.
Demonstracdo. Recordemos a equagdo que define o método de Euler implicito
Ur=u0""+Ar" Z oY (dYSXZUk - ryUk) +ALf".
k=0
Fazendo o produto interno discreto com U", vem
(U U")y = (U U, + A Z o7 (dyank — UK, U")N FAL(L UM
k=0
— (U um), + Aﬂé o7 (dy <6sz", U")N —ry (Uk, U")N) FAL(F UMy
Utilizando o Lema 2, podemos estabelecer
(U, = (Ut um), - Mkzn‘b ol (dy (808 8.0m) +ry (USU") )+ (10",
pela desigualdade de Cauchy-Schwartz

1 _ AtV & 1—
071 <5 (01 +1071R) = 5= X @l (dy (04w + 107 )+ (04 + 10717 ) ) +
k=0

1
At el|lU™|Z+ —=IF"1% ) -
a0 (ellU"lfy+ 2 11

4.27)
Consideremos agora
b=y w77,
k=0
entao 1
by—by 1= oY Y oY
k=0 k=0
1 n—1
_ w’glfy)Jr Z w}gl 7) Z w}gpy) (4.28)
k=0 k=0
o' .

Mais ainda, b, satisfaz Cyb,At? < At < Csb,At? onde C4 e Cs representam constantes reais

positivas e independentes de n.
Substituindo em (4.27)

1 1o AT ;
SIUIR <510 = 5 X (uk = basr) (dy (J0 R+ 107 R ) + 7 (041 + NI071R ) ) +
k=0

1
At Un2 12 )
+a0 (ellU"lfy+ 11
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Reorganizando os somatorios
1 AtV & | IR AT
IR+ 55 X s (U R+ rllUMIR) < S0 R4+ 5 Y bait (U +ryllUMIR) =
k=0 k=0

At?Y I n 1
=5 3 Gk i) @B+ ol 0"1R) + & (04 1R )
k=0
(4.29)
Consideremos a férmula de energia dada por

n
E" = 0"+ A7 Y by (U R+ 1l [U¥1F ) (4.30)
k=0

Aplicando em (4.29) a férmula de energia

1 n 1 n—1 A7 & (1-7) n|2 n2 n(2 1 n|2
SE S SE =S0Y ol (U R+ 0 + v (el|o” R+ L) -
k=0
Pela defini¢do de b,

1
" +837b, (40" + r07R) < B+ (26l 0"+ 5 171R ).
que equivale a
1
B+ 7071, < B v 26110716 + 715 )
Escolhendo € = 2%5 que satisfaz
2eAr < 2CseAt"b, < At'b,ry,

temos assim c
E" + Ay |[U| 3 < E"N ok Ay [|UM 3+ At 13,
ry

Conseguimos simplificar a inequagao anterior

E" < E"' 4 Cott|| "3,

-G
com Cg = -
Utilizando a recorréncia da férmula da energia, tem-se

n
E" <E°+Cetr Y [I/MI%
k=1
n
< |U°NI% + A (dfU° Ry + ryIUPIR) +Cotr Y 1FEIIR-
k=1

Obtemos assim a expressio para ||U"||%

U1 < (1 A7) 0O + A7y |U° Ry -+ Cs mas (13 a
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4.3.2 Convergéncia

Tal como na andlise da convergéncia do método de Euler explicito, precisamos de averiguar a
ordem do erro de truncatura. Pela definicdo apresentada em (4.4), tem-se

9 (xjota) = ™% — (87 (82u) — r, o8 )

_ fjf_l.
Atendendo as aproximacdes definidas em (3.27) e (3.33) obtemos

au 1_78211 2 1-y
(P(.Xj,tn) :E(X],tn)‘i‘ﬁ(At)—dy ODZ ﬁ (xj7tn)—ﬁ(A.x +At>+ry<()Dt l/l) (Xj,tn)+

+ O(At) — f(xj,t,)
=0(A* + Ar).

Com o teorema seguinte conseguimos majorar o erro associado a cada iteracao, provando assim a

convergéncia do método.

Teorema 11. Sejam u’; eU", com (j=0,1,....N; n=1,2,....,n7), as solucdes de (3.12) e (3.34)
respetivamente. Fazendo e} = u'} — U] e seja e" = [eg, €', eI bem como @™ = [@f, @r,..., o8]T,

entdo existe uma constante C independente de n, At e Ax tal que
le"||v < C (At +Ax%).

Demonstracdo. Facilmente obtemos

e’} = e;f*l +AtY Z (1),51_?/) (dYSXZe]; — ryek> —I—At(p;?.
k=0

Pelo Teorema 10, conseguimos limitar ||e"||%,

[le"[[§ < (1+ArY (4ddy+ry)) (e[| +Cs_max [1@°|[%.

0<k<nr
Como |[°|[y =0e @ = & (At + Ax?), vem de imediato que

lle"||v < C (At +Ax%).

4.4 Resultados numéricos

Nesta seccdo apresentamos alguns resultados numéricos que foram obtidos com a implementagao
dos métodos de Euler explicito e implicito para a equacdo da difusdo andémala e reagdo. A implemen-
tacdo foi feita no MATLAB. Comegamos por verificar a ordem de convergéncia do método explicito
para alguns valores de 7y e para diferentes solucdes exatas, e discutiremos como estas afetam a ordem
de convergéncia do método. De seguida apresentamos a convergéncia para o método implicito. Na
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seccdo final, mostraremos algumas solugdes numéricas obtidas através do método de Euler explicito
para a equagdo em estudo, com a finalidade de observarmos o efeito do pardmetro y em diferentes
instantes de tempo. Apresentaremos ainda o efeito do coeficiente de reagdo ry, para valores de y

distintos.

4.4.1 Ordem de convergéncia do método explicito

Pretendemos ilustrar a ordem de convergéncia do método de Euler explicito (3.28), para a equacio
da difusdo anémala e reacdo (3.12).

Vamos determinar o erro entre a solucao exata e a solu¢do numérica, para o instante t, = T, do
seguinte modo
|le||oo = max{u(x; T)-U(x;,T)}, j=1,..,N—1, (4.31)

onde u(x;,T) e U(x;,T), para j=0,1,...,N sio solucdes de (3.12) e (3.28). A ordem de convergéncia
do método serd obtida pela seguinte igualdade

() .

— o
In (Ag)

De seguida, serdao apresentados alguns problemas de difusd@o anémala. Consideramos solu¢des
diferentes para verificar se afetam a ordem de convergéncia do método, ja que a ordem de convergéncia
de At, enunciada no Teorema 6, para a aproximacao da derivada fraciondria se verifica para uma
funcdo definida em R. Assim, para ser verdadeira para uma fungao definida em [0, 7] temos que
admitir condi¢des de regularidade associadas a fungio extensdo ii(x,7) que € igual a u(x,7) parat >0
e 0 parat < 0. Pelo que a regularidade da extensao ii(x,?) ndo € a mesma que a da funco u(x,?).

Consideremos o problema de valor inicial para o problema de difusdo anémala

2
?;(x,t) = <0D}Y§XL;> (x,1)+ e ((1 +7)? — m%o , (x,1) € (0,1) x (0,71,
u(0,1) =117, t€(0,T],
u(l,t)—et”y t€(0,T],
u(x,0) = x€[0,1].

(4.33)
A solucgdo exata deste problema é

u(x,r) = 't

Na Tabela 4.1 estdo representados, para cada valor de 7y os erros mdximos para cada valor de Ar

considerado, tomando Ax = 274,
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At ny |lel]o p
y=1 {97656 x10~* 51 7.4217 x 1073

48828 x107* 102  3.7309x 10> 0.9922
2.4414x107% 204  1.8713x 107 0.9955
1.2207 x 107% 409  9.3968 x 107 0.9938
y=0.9 | 45208x107* 110  3.7854 x 107>

22604 x107% 221  1.9033x 107> 0.9920
1.1302x 107* 442 9.5491 x10°® 0.9950
5.6510x 107> 884  4.8006 x 107° 0.9922
y=0.8 | 1.7263x 107* 289  1.4985x 107

8.6314x 107> 579  7.5484x107% 0.9893
43157x 107 1158 3.8217x107% 0.9820
2.1578 x 10> 2317 1.9573x107% 0.9653
y=0.7 | 50069 x 107> 998  4.2171x 107

2.5034x 107 1997  2.1935x107° 0.9430
1.2517 x 107> 3994  1.1806 x 10~% 0.8937
6.2585x107% 7989  6.7389 x 10~7  0.8089
y=0.6 | 9.6124x107% 5201  9.3299 x 10~

4.8062x 107 10403 6.1011x 1077 0.6128
2.4031x107% 20806 4.4848 x 1077 0.4440
1.2015x107% 41614 3.6760 x 10~7  0.2869
y=0.5]9.5365x10"7 52430 5.0955x 10~

47683 x 1077 104860 4.8771x 1077 0.0632
2.3812x 1077 209720 4.7676 x 10~7  0.0327

Tabela 4.1 Resultados relativos ao problema (4.33) em T = 0.05 considerando Ax = 274,

Consideremos agora o seguinte problema de valor inicial para o problema de difusdo anémala

2
gl:(x,t) = (OD;Y(;XZ> (x,1) +2¢" (t— 1"(21—1— y)tlﬂ’) , (x,2) € (0,1) x (0,77,
u(0,1) = t27 re (O,T], (4.34)
u(l,t) = et?, t€(0,7],
u(x,0) =0, xe[0,1].

A solugdo exata deste problema é

u(x,1) = 2.

Na Tabela 4.2 estdo representados, para cada valor de 7y os erros médximos para cada valor de Ar

considerado, tomando Ax = 274,
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At ny |lel]o p
y=1 {97656 x10~* 51 7.4217 x 1073

48828 x107* 102  3.7309x 10> 0.9922
2.4414x107% 204  1.8713x 107 0.9955
1.2207 x 107% 409  9.3968 x 107 0.9938
y=0.9 | 45208x107* 110  3.0141x 107
22604 107% 221  1.5156x 1077 0.9918
1.1302x 107* 442 7.6018 x 107° 0.9955
5.6510x 107> 884  3.8199x107° 0.9928
y=0.8 | 1.7263x 107* 2890  9.6737x 107

8.6314x 107> 579  4.8675x107% 0.9909
43157x 107> 1158 2.4582x107% 0.9856
2.1578 x 10> 2317  1.2534x107% 0.9716
y=0.7 | 50069 x 107> 998  2.2491 x 10~

2.5034x 107> 1997  1.1570 x 10~® 0.9589
1.2517x 107> 3994  6.1063 x 1077 0.9220
6.2585x 107 7989  3.3747 x 1077 0.8555
y=0.6 | 9.6124x107% 5201 3.8317x 107"
4.8062x107° 10403 2.3254x10°7 0.7205
24031 x 107 20806 1.5721x 1077 0.5647
1.2015x 10°% 41614 1.1955x 1077 0.3951
y=0.5|9.5365x10"% 52430 1.1822x 107"

47683 x 1077 104860 1.0879 x10~7 0.1200
2.3812x 1077 209720 1.0407 x 10~7  0.0639

Tabela 4.2 Resultados relativos ao problema (4.34) em T = 0.05 considerando Ax = 274,

Tomemos agora o seguinte problema de valor inicial para o problema de difusdo anémala

2
?;;(x,t) = <0D}73x';> (x,t) +€* (51‘4 - F(I;(j)y)t“”) . (x,1)€(0,1)x(0,T],
u(0,1) = t57 re (O,T], (4.35)
u(l,t) = et®, t€(0,T],
u(x,0) =0, x€10,1].
A solugdo exata deste problema é
u(x,1) = e,

Na Tabela 4.3 estdo representados, para cada valor de 7y os erros médximos para cada valor de At

considerado, tomando Ax = 274,
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At nr |lel]o p
y=1 197656 x10~* 51 2.6429 x 1078

48828 x 107% 102 1.3592 x 1078 0.9594
24414x107% 204  6.8922x 1077 0.9797
1.2207 x 107% 409  3.5037x107° 0.9761
y=0.9 | 45208 x 107* 110 1.1559 x 1078

22604 x 107% 221 5.9565x107%  0.9565
1.1302x 107% 442 29981 x 102  0.9904
5.6510x 107> 884 1.5049 x 107°  0.9943
y=0.8 | 1.7263x107% 289  4.0569 x 10~

8.6314x 107> 579  2.0526 x 10~°  0.9829
43157 x 107 1158  1.0305x 1072 0.9942
2.1578 x 107> 2317  5.1848 x 10719 0.9909
y=0.7 | 5.0069 x 107> 998 1.0245 x 107°

2.5034x 107> 1997  5.1647 x 10710 0.9881
1.2517x 107> 3994  2.6115x 10710 0.9838
6.2585x 107 7989  1.3346 x 1070 0.9685
y=0.6|9.6124x107°% 5201 1.6352x1071°
4.8062x107% 10403 8.5665 x 10~''  0.9326
2.4031x107% 20806 4.6699 x 107! 0.8753
1.2015x 10°% 41614 2.7214x10~""  0.7790
y=0.5]9.5365%x10"% 52430 2.1351 x 107"

47683 x 1077 104860 1.5806x 107! 0.4338
2.3812x 1077 209720 1.3030 x 10~ 0.2781

Tabela 4.3 Resultados relativos ao problema (4.35) em T = 0.05 considerando Ax = 274,

Por fim consideremos o seguinte problema de valor inicial para o problema de difusdo anémala

2
S = (00175 ) et (8- Gt T) . e ) x (0.7
u(0,1) =17, t€(0,T], (4.36)
u(l,t) = et t€(0,T],
u(x,0) =0, x€10,1].

A solugdo exata deste problema é

u(x,1) = et

Na Tabela 4.4 estdo representados, para cada valor de 7y os erros médximos para cada valor de Ar

considerado, tomando Ax = 274,
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At nr |lel]o p
y=1 197656 x10~* 51 2.9641 x 10713

48828 x107* 102 1.5725x 10713 0.9146
2.4414x107% 204  8.0971 x 10~'* 0.9575
1.2207 x 107* 409  4.1884x 10~'* 0.9510
y=009 | 45208 x 107* 110  1.3562x 10713

22604 % 107% 221  7.2231x 107 0.9089
1.1302x 107* 442 3.6594 x 10~'*  0.9809
5.6510x 107> 884  1.8425x107'* 0.9900
y=0.8|1.7263x107% 289  5.0188x 1074

8.6314x 107> 579  2.5694 x 10~'% 0.9659
43157 x 107> 1158 1.2919x107'* 0.9920
2.1578 x 107> 2317  6.5042x 10715 0.9899
y=0.7 | 50069 x 1075 998  1.3179 x 10~

2.5034x 107> 1997  6.6444 x 10715 0.9880
1.2517x 107> 3994  3.3395x 1071 0.9925
6.2585x 107 7989  1.6855x 1071  0.9865
y=0.6|9.6124x107% 5201 2.1579x 10~ 1
4.8062x107% 10403 1.0997 x 10~ 0.9726
2.4031x107% 20806 5.6942 x 1076 0.9495
1.2015x 107% 41614 3.0421 x 10716 0.9044
y=0.5]9.5365x107% 52430 2.1322x10°'¢

47683 x 1077 104860 1.3407 x 10716 0.6694
2.3812x 1077 209720 9.4442x 10717 0.5045

Tabela 4.4 Resultados relativos ao problema (4.36) em T = 0.05 considerando Ax = 274,

Analisando as tabelas anteriormente apresentadas, notamos que a aproximagao feita para a derivada
fraciondria é de primeira ordem para valores de y préximos de 1, e que ndo acontece para valores
inferiores ou iguais a 0.6. Vimos também que, para estes ultimos valores de ¥, conseguimos obter uma
ordem de convergéncia mais préxima de 1, aumentando a regularidade da extensdo ii(x,7) parat < 0.

4.4.2 Ordem de convergéncia do método implicito

Nesta seccdo, a semelhanca da anterior, pretendemos ilustrar a ordem de convergéncia do método
de Euler implicito (3.34) para a equacdo da difusdo anémala e reagdo (3.12).

O erro entre a solucdo exata e a solugdo aproximada, para o instante ¢, = 7, bem como a ordem
de convergéncia do método serdo definidas novamente por (4.31) e (4.32), respetivamente.

Consideremos o problema de valor inicial (4.33) para o problema de difusdo andémala. Na Tabela
4.5 estdo apresentados, para cada valor de y os erros maximos para cada valor de Ar considerado,
tomando Ax =274,
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At np lelle- P
y=1 | 1/256 25 5.0051x10~*

1/512 51 25486 x107* 0.9737
1/1024 102 1.2789x 107* 0.9948
1/2048 204 6.4123x 107> 0.9960
y=09| 1/256 25 5.0612x10~*

1/512 51 2.5710x 107* 0.9771
1/1024 102 1.2913x 107* 0.9935
1/2048 204 6.4823x 107>  0.9943
y=0.8 | 1/256 25 49104 x10~*

1/512 51  2.4905x 10~* 0.9794
1/1024 102 1.2526x 107 0.9915
1/2048 204 6.3002x 107> 0.9915
y=0.7| 1/256 25 4.5837x107*

1/512 51 2.3258x107% 09788
1/1024 102 1.1730x 10~* 0.9876
1/2048 204 59198 x 107> 0.9865
y=06| 1/256 25 4.1165x107*

1/512 51  2.0966 x 10~% 0.9734
1/1024 102 1.0629 x 10~* 0.9799
1/2048 204 5.3977 x 107> 0.9776
y=05]| 1/256 25 3.5197 x10~*

1/512 51  1.8086x10~* 0.9606
1/1024 102 9.2591 x 107> 0.9659
1/2048 204 4.7540x107° 0.9617
y=04| 1/256 25 2.7765x10~*

1/512 51  1.4512x107* 0.9361
1/1024 102 7.5637 x 107> 0.9401
1/2048 204 3.9632x 1075 0.9324
y=03] 1/256 25 1.8628x10~*

1/512 51 1.0052x10~* 0.8900
1/1024 102 5.4244x 107>  0.8899
1/2048 204 2.9598 x 107> 0.8740

Tabela 4.5 Resultados relativos ao problema (4.33) em T = 0.1 considerando Ax =274,

Podemos observar que a perda de convergéncia de primeira ordem no tempo, ndo se verifica para
o método implicito, para este problema de valor inicial, como foi possivel verificar para o método
explicito.

Consideremos ainda o problema de valor inicial (4.34) para o problema de difusdo anémala.
Na Tabela 4.6 estdo apresentados, para cada valor de y os erros maximos para cada valor de Ar
considerado, tomando Ax = 274,
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At np lelle- P
y=1 | 1/256 25 5.0051x10~*

1/512 51 25486 x107* 0.9737
1/1024 102 1.2789x 107* 0.9948
1/2048 204 6.4123x 107> 0.9960
y=09 | 1/256 25 4.3491x10°*

1/512 51 22117 x107* 0.9755
1/1024 102 1.1099 x 10~*  0.9947
1/2048 204 5.5685x 107> 0.9952
y=0.8 | 1/256 25 3.6816x107*

1/512 51 1.8705x 107* 0.9769
1/1024 102 9.3888 x 107> 0.9944
1/2048 204 4.7140 x 107> 0.9940
y=0.7| 1/256 25 3.0404x107*

1/512 51  1.5441 x107* 0.9775
1/1024 102 7.7537x 107> 0.9938
1/2048 204 3.8979 x 1075 0.9922
y=06| 1/256 25 2.4482x10°*

1/512 51  1.2437x107* 0.9770
1/1024 102 6.2501 x 10> 0.9927
1/2048 204 3.1479 x 107> 0.9895
y=05]| 1/256 25 1.9126x10~*

1/512 51 9.7259x 107> 0.9756
1/1024 102 4.8940 x 107> 0.9908
1/2048 204 2.4717x 107> 0.9855
y=04| 1/256 25 1.4332x10~*

1/512 51  7.3002x 1075 0.9732
1/1024 102 3.6813x 107> 0.9877
1/2048 204 1.8672x 107> 0.979%4
y=0.3| 1/256 25 1.0065x 10~*

1/512 51  5.1406 x 107> 0.9694
1/1024 102 2.6018 x 107> 0.9824
1/2048 204 1.3290 x 10> 0.9692

Tabela 4.6 Resultados relativos ao problema (4.34) em T = 0.1 considerando Ax =274,

Notemos que no caso do método de Euler implicito para a equacdo da difusdo anémala e reagdo,
nao é necessdrio ajustar o valor de Az, para um determinado Ax previamente fixado, a media que y
varia. Este facto é consequéncia de ndo existirem condi¢Oes de estabilidade para este método, como

acontece para o método de Euler explicito, cujos resultados estdo ilustrados na seccao anterior.



46 Convergéncia de métodos numéricos

4.4.3 Influéncia do parametro y

O primeiro modelo apresentado trata-se de um modelo de difusédo, ou seja, com coeficiente de
reacdo nulo, descrito por

( D) 12 ) o), (or) € (<8,8) x (0,11,
=u(8,t 0 t€(0,1], (4.37)
1

e 02, x e [—8,8].
v0.2 ! ]

Abaixo encontram-se os gréficos obtidos para Y = 0.5 (difusdo anémala) e y = 1 (difusdo cléssica),

(x 0)

para diferentes instantes de 7.

15 " " " " " " " 25 .
—1t=0.01 —1t=0.01
—1t=0.1 —1t=0.1
t=1 27 t=1
-1 -
1.5
= =
1 -
0.5f 1
J k\ N
0 L ' L il 0 . L /j ' \\ L
-8 -6 -4 -2 2 4 6 8 -6 -4 -2 2 4 6
X X
(@) (b)

Fig. 4.1 Solugdo numérica do problema (4.37) comd, =1ery=0. (a) y=0.5. (b) y=1.

Com o objetivo de analisar o efeito do pardmetro ¥, para os mesmos instantes de tempo, esbocaram-
se os seguintes graficos

2.5 T T T T T T T 0.7
=1 =1
1=0.7 0.6 4=0.7| 1
21 +=0.4| ~v=0.4
0.5 1
157 ] 0.4t 1
= =
1l 0.3}
1 . 02t ]
05 1
0.1 1
0 . , | 0 4=;—./ . . . \\r-._;k _
-4 2 -1 1 2 3 4 -8 -4 -2 0 2 4 6
X
(@) (b)

Fig. 4.2 Solugdo numérica do problema (4.37) comdy=1er,=0. (a)t =0.01. (b)r = 1.
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No segundo modelo, o coeficiente de reacdo é nao nulo, estamos perante um modelo de difusdo
reacao descrito por

( a) w)ulen). (nr) € (-6.6)x (0.1]

=0, t€(0,1], (4.38)
1 2

e 02, x € [—6,6].
v0.2

Abaixo encontram-se os graficos obtidos para Y = 0.5 (difusdo andémala e reacdo) e Y = 1 (difusao

u(x,O) =

e reacdo cldssica), para diferentes instantes de ¢.

1.4 2.5
—1=0.01 —1=0.01
1.2 —t=0.1 | 1 —t=0.1
t=1 2 t=1

0.8

0.6

0.4

0.5
0.2

(@) (b)
Fig. 4.3 Solugdo numérica do problema (4.38) comdy=1er,=1.(a) y=0.5. (b) y=1.

Por forma a observar o efeito do pardmetro ry, quer para a equagdo de difusdo e reagdo anémala
quer para a equacgao de difusdo e reacdo classica, implementamos um terceiro modelo descrito por

8u( t)= < D;” y(; Z) (x,1) —ryu(x,t),  (x,1) € (—4,4) x (0,1],
u(—4,t) = u(4,t) =0, 1€ (0,1], (4.39)
u(x,0) = L, 43, x € [—4,4].
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Abaixo encontram-se as imagens obtidas para a solu¢do tomando y=0.5e y= 1.

1.2 T T T T T T T 1.5 T T T T T T T
—r.=0
1r 1 —r_ =1
r=
0.8 1 1r 1
S 06+ R =]
041 1 0.5 1
0.2 1
0 | 0 . \ \ . . \ . ,
-4 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
X X
(@) (b)

Fig. 4.4 Solugdo numérica do problema (4.39) comdy=1er=0.1. (a) y=0.5. (b) y=1.

Com a anélise dos graficos na Figura 4.2 e na Figura 4.3, constatamos que a difusdo andémala
e reacdo gera concentracdes inferiores as geradas pela difusdo e reagao cldssica, o que também se
observa na Figura 4.2. Mais ainda, observa-se que com a diminuicao do parametro ¥ o decréscimo da
concentracdo é menos notério. Na Figura 4.4 verifica-se que a difusdo anémala e reacdo, para valores
de ry maiores, produz solugdes mais distintas relativamente a difusio e reagao cldssica.



Capitulo 5

Conclusao

Nesta dissertagdo obteve-se, a partir de duas densidades mesoscdpicas, uma equagdo integro-
diferencial que representa equacdes de difusdo e reacdo cldssica e anémala. Estas equagdes foram
deduzidas quando a distribui¢do atribuida a funcdo densidade do tempo de absor¢ao foi, respetivamente,
uma distribuicdo exponencial e uma distribuic@o de lei de poténcia.

Tendo como objetivo encontrar uma solugdo aproximada do problema de difusdo anélama e reagdo
foram apresentados dois métodos numéricos, o método de Euler explicito e o implicito, para esta
equacdo. Recorreu-se a férmula de Griinwald-Letnikov para aproximar a derivada fraciondria.

A estabilidade e convergéncia de ambos os métodos numéricos foram estudadas analiticamente.
Adicionalmente foram apresentados varios testes numéricos para verificar a convergéncia do método
numérico explicito e implicito. Pelas tabelas apresentadas na Sec¢do 4.4.1 a aproximagao estabelecida
para a derivada fraciondria € de primeira ordem para valores de ¥ proximos de 1, falhando para valores
inferiores ou iguais a 0.6. Também se pode observar que quanto mais regular for a extensao da solucao,
para t < 0 melhores s@o os resultados obtidos. A ordem de convergéncia obtida numericamente nao
contradiz o resultado teérico provado, visto que o teorema que permite aproximar a derivada de
Riemann-Liouville, pela formula de Griinwald Letnikov, refere-se a solugdes definidas parar € R,
e os testes foram efetuados para intervalos limitados, com 0 < ¢t < T. Por sua vez, na seccio 4.4.2
observa-se que a convergéncia do método de Euler implicito é de primeira ordem para os diferentes
valores de 7 testados, inclusive na extensao das solu¢des menos regulares.

Relativamente aos graficos apresentados na Sec¢do 4.4.3 pode-se concluir que a difusdo andmala
e reacdo, para 0os mesmos instantes de tempo, gera concentracdes inferiores comparativamente a
difusdo e reacdo cldssica. Observa-se também um levantamento das caudas da funcio gaussiana com
aredugdo do pardmetro . Ao alterar apenas o coeficiente de reagdo ry, nota-se que este produz um
efeito mais relevante quando se trata da difusdo andmala e reacdo, do que na difusdo e reagéo cléssica,
ou seja as solugdes sdo mais distintas a medida que se aumenta o pardmetro ry.
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