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Um teste de adequacdo dum modelo paramétrico
de regressdo sob condigoes de dependéncia
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Resumo: Propomos neste artigo, um teste de adequacio dum modelo paramétrico de regressio
baseado no desvio quadratico integrado entre dois estimadores do niicleo: um paramétrico e
outro ndo paramétrico. Os resultados que apresentamos sio obtidos utilizando técnicas de
U-estatisticas degeneradas, geradas por um processo estocistico fortemente estaciondrio e geo-

metricamente absolutamente regular.
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1 Introducgao

Seja ((X:,Y:),i € Z) um processo estocastico fortemente estaciondrio, onde Y; é de di-
mensio 1 e X; é de dimenséo d e admite uma lei de probabilidade absolutamente continua
relativamente 4 medida de Lebesgue. Denotamos por f a sua densidade.

A adequagdo dum modelo paramétrico de regressao,
Y; = p(X;;0) + ui, com Elu|X;] =0,

onde o parametro # pertence a um subconjunto © de IRX, para K > 1, serd neste trabalho
julgada pela comparagao global, de dois estimadores da fun¢do E[Y|Xo = °]f(-): um
paramétrico e outro ndo paramétrico. Tais. estimadores sdo, para ¢ € IR?, definidos

respectivamente por

)= o 3 (B k (A LSy g (2o
mn(; n)—WZ/‘(/ i30n) K i emn(r)=;l—h—dzlﬁfx A ;
n n =1 n

i=1
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onde @, ¢é na hipdtese de existir § € © tal que E[Yo|Xo = ] = p(;0), Px, quase
certamente (g.c.), uma sucessdo de estimadores de 6, (h,) é uma sucessdo de nimeros
reais estritamente positivos que converge para zero quando n tende para infinito, e K é
um nucleo em lRf’, isto é, uma aplica¢gio mensurdvel de R em R cujo integral sobre R
éigual a 1. O desvio quadrético integrado é usado como medida da aproximagio entre
estes dois estimadores: :

/,Rd("""(") — my(2;0,)) dz

n .
= g Do 0 MBI = B Ko R (L),

onde designamos por K * K o produto de convolugio de K por K, com K definido, para

u € RY, por K(u) = K(~u).

Esta mesma ideia é desenvolvida num artigo recente de Hardle e Mammen (1993),
do qual tomamos conhecimento numa fase adiantada do presente trabalho, no caso de
independéncia de observa¢des e onde a estatistica de teste proposta por estes autores é
baseada no desvio quadratico integrado entre ma(-)/fa(:) € my(+; @,) [fa(:), sendo frn(-)
o estimador do nicleo da densidade comum dos X;. Apesé,r dos esperados pontos co-
muns, o estudo que agora apresentamos, segue uma linha orientadora diferente. Assim,
o estudo do teste proposto sera efectuado com base na teoria das U-estatisticas degene-
radas de segunda ordem geradas por um processo estocastico fortemente estacionario e
geometricamente absolutamente regular, e em particular num teorema central limite que
apresentamos em Tenreiro (1994). )

Procedimentos de teste baseados na comparagdo de estimadores paramétricos e nao
paramétricos sio utilizados em Azzalini, Bowman e Hardle (1989), Eubank e Spiegelman
(1990) e em Hardle e Marron (1990). A utilizagdo do desvio quadratico integrado na
construcio de testes da hipétese simples E[Yy|Xq = -] = po() contra a alternativa
E[Ys|Xo = -] # po(-), onde pg é fixa & partida, é considerada nos trabalhos de Konakov
(1977) e Nadaraya (1983).

O teste de adequagdo que estudamos neste artigo, é como referimos baseado na com-
paragdo a zero duma estatistica cuja forma geral é dada por

n
Inn) = g 3 (= X B, = s (K222

nij=1

onde w é um nicleo simétrico em IR?. Para 6 € ©, o estudo assintético de Jn(0) que
efectuamos na Secgao 2, conduz-nos sob a hipétese E{Yy|Xo = -] = u(-;0) a um desen-
volvimento do tipo EJ, (0)+(nh,‘§/ %)=1Z,,, onde a variével aleatéria Z, é assintoticamente
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normal e centrada. Tal facto leva-nos a corrigir a estatistica natural J,(f) deste efeito
de viés assintético. Somos conduzidos assim a uma estatistica da forma

T = o 5 (- w0 - e (B,

N 1<jci<n

sobre a qual baseamos um teste, de nivel assintético a e assintoticamente convergente,
de adequagdo do modelo de regress@o proposto, que apresentamos na Secgdo 3. Notemos
que T, (@\,,) é simples de calcular nao necessitando de integragdes numéricas, o que ja nao
acontece se utilizarmos a medida global de comparagao entre os estimadores paramétrico
mn(+;8,) e ndo paramétrico m,(-), dada por [ (mn(x) — ma(s; gn))zw(x)d:c, onde 7 é
uma fungdo de peso. No entanto, os resultados que apresentamos s3o facilmente obtidos
neste caso.
Na Secgéo 4, por forma a avaliar a poténcia assintética do teste proposto, estudamos
o comportamento assintético da estatistica T,(fo) para 8y € © fixo, sob uma sucessao de

processos estocasticos ((X,',,,Y,-,,),i € Z) cuja correspondente sucessao de fungoes

neN
de regressao u, para n € IN, é da forma

pin(2) = p(2;00) + anvn(z), z€RY,

onde (an)nen € uma sucessdo de niimeros reais positivos que tende para zero quando n
tende para infinito, e a sucessdo de fung¢des (Vn)nen, converge num sentido a precisar,
para uma fun¢ao limite nio identicamente nula. Para esta sucessao de hipéteses alternati-
vas locais Hy,, : E[Yy|Xo = -] = pna(-), encontramos para o teste proposto uma velocidade
de separag¢io maximal entre Hy, e Hy : E[Yy]|Xo = ] = p(-;60), igual a F;:;

Terminamos esta introdugao notando que os resultados que obtemos podem em par-
ticular ser utilizados para testar a adequagao dum modelo de regressao do tipo

9(Zig1s- -y Zigs) = W(Zi;0) + ui, com E[u;|Z;]=0e 0 €0,

onde (Z;,i € Z) é um processo estocastico fortemente estacionario com valores em R e
g uma aplica¢do mensuravel de (]Rd)’ em IR, fixa & partida.

As demonstracdes dos resultados expostos sao apresentadas na Secgao 5.

2 Lei assintética de J,(9)

As hipéteses que introduzimos de seguida sio designadas por (P), (N) e (S), consoante
dizem respeito ao processo observado, ao niicleo ou a sucessdo (hy), respectivamente.
Estas hipéteses sio andlogas as consideradas em Tenreiro (1994).
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Hipéteses sobre o processo (P)

Seja ((X.-,Y.-),i € Z) um processo estocdstico de dimensdo d + 1 fortemente esta-
ciondrio e F*, n < m, n,m € Z U {~o0, +o0}, a tribo gerada pelas varidveis aleatérias
(Xn,Yn),- -, (X, Yn). Suponhamos que o processo (X;,Y;),i € Z, é geometricamente
absolutamente regular, isto é, admitamos que existem C' > 0 e p€]0, 1] tais que,

@) = E[As;g |P(A|F°) — P(A)|] < Cp', parai € N.
eFF>

A introdugdo desta medida de dependéncia entre o passado FO,, e o futuro Fit™ ¢
atribuida a A.N. Kolmogorov por Volkonskii e Rozanov (1959).

Supomos ainda que as leis dos vectores (X;, Xp), ¢ > 1, admitem versdes das densi-
dades f(x;,x,) que satisfazem as condigdes,

sup f(z) < ocoe
zeR? ‘

sup sup fi(l]‘z) < 00,
i€EN ze{veR|s(n)>0}

yerd
’ f i (yrx)

onde fiyle) = Lxem0)

Hipéteses sobre o niicleo (IN)

w é um niicleo simétrico em IR?, isto é, w(—u)=w(u), para u € R?, e Jrew(u)du=1,
que supomos ainda limitado de suporte limitado.

Hipéteses sobre a sucess@o (hy,) (S)

Suponhamos que

nh3 — 400, quando n— +oo,
e que existe y€]0,1] tal que
limsup n"hd < co.
n
Seja p(-;6),6 € © uma familia paramétrica de aplicagdes mensuraveis de R em R,

onde ® Cc RX, para K > 1. Especificamos no Teorema seguinte a lei assintética da
variavel aleatéria

Jn(8) = n—zlfﬁ D (Y= u(Xi0)(Y; — p(Xj30))w (—Xiiz,Xj> ’

nij=1

para 6 € O, na hipétese de se ter E[Yy|Xo = -] = u(-;9), Px, g.c..
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Teorema 1 Suponhamos satisfeitas as hipdteses (P), (N), e (S), e admitamos que exisie
§ > 0 tal que E|Yo[>*® < co. Se para algum 0 € O, E[Yo|Xo = | = p(-8), Px, 9.,
entdo

nh/2{1,(6) — EJn(6)},

é assintoticamente normal de média zero e de varidncia 272, onde

= /Rd oi(z)fi(z)dz /R‘ w?(z)dz,

com a%(-) = Var[Yo|Xo = ] # 0. Além disso,
0 1 1
EJn(8) = ) Z(y (X530)) + 0y (—75 hm),

e o pardmetro T2 pode ser estimado em probabilidade por
2 X —X;
RO = g X O a(G0P Y -yt (K

h
" i<j<i<n n

3 O teste da hipétese Hy de adequacao dum modelo
paramétrico de regressao

Seja {p(-;0) : 0 € ©} a familia paramétrica de curvas considerada na secgdo anterior,
onde © é um aberto convexo de IRK. Propomos nesta seccio um teste de adequagio do

modelo de regressao
(3.1) Y: = p(X;;0) + ui, com E[u;|X;]=0e 8 €0,
ou seja, um teste da hipdtese
Ho : 30, € ©, Px, ({z : E[Yo|Xo = z] = p(z;60)}) = 1,

contra
:¥0 € ©, Px, ({z : E[Yo|Xo = 2] # p(z;60)}) > 0,

baseado na estatistica Tn(ﬂn), onde para 8 € ©, a varidvel aleatéria

0 } X — X;
T.0)=—7 3 ('n—u(lxi;e))(%—ﬂ(ﬁf;"))“’(‘ T ]>’

Nhn' 1<j<i<n

é obtida por correcgéio da estatistica natural J,,(8) do efeito de viés assintético dado no
Teorema 1, e §,, € © é uma sucessiao de estimadores do parémetro desconhecido 6.

— 405 —



E no entanto necessario introduzir algumas hipSteses sobre o modelo de regressao
considerado bem como sobre a sucessao de variaveis aleatérias 6,,.
HipéSteses sobre o modelo paramétrico de regressao (M)

Para todoo z € lRfi,b supomos que a aplicagdo & — p(z;0) admite derivadas parciais
de segunda ordem continuas em ©, com

8+48
Elsup [u(Xo;0)]] < oo,
€®

E[jggl%(Xo;9)|]s+5 < 00, € E[ (XO,G)I] < 0o,

S“"'aokaok
paraalgum 6§ >0e k, k' =1,...,K.

Hipdteses sobre a sucessao de estimadores b, (E)

Admitimos que §,, é uma sucessao de varidveis aleatérias que converge em proba-
bilidade para um elemento de ©, e que sob a hipétese Hy satisfaz

§n—00:0p(ﬁ>.

Supondo que o pardmetro § do modelo de regressdo (3.1) é identificavel, isto é,
u(+;01) = p(-;02), Px,q.c. = 0; = 03, podemos em particular e sob certas condi¢bes
de regularidade, considerar 8, o estimador dos minimos quadrados nao lineares ponde-
rados de 6, definido como uma solu¢do do problema de optimizagao

ming 3 (¥ — u(X:;0)) a(Xy),
i=1

onde a é uma dada fungdo estritamente positiva [cf. Gouriéroux e Monfort (1989), vol.
I, pg. 236-251]. Tal ndo é no entanto admitido.

Designemos por ¢ a fungdo de reparti¢cdo da lei normal centrada e reduzida sobre IR.

“Teorema 2 Admitamos satisfeitas as hipdteses (P), (N), (S), (M) e (E), e suponhamos
que E|Yy|3t% < co, para algum § > 0. Entdo,

T, (6,
{—"( 2l > 4741 - a)},
V2r2@0)
€ a regido critica dum teste de nivel assintdtico o e assintoticamente convergente para
testar Ho contre Hj.
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4 Poténcia local do teste

Designando por 6y o verdadeiro valor do parametro 6 sob a hipStese nula, a poténcia
assintdtica do teste proposto é obtida a partir do comportamento assintético da estatistica

Tn(o)

/272(60)

sucessdo de fungdes de regressio un(-),n € IN, converge para u(-;6p) = po(-), quando n

sob uma sucessdo de processos ((Xin,Yin),i € E)n €N’ cuja correspondente

tende para infinito. Consideremos as seguintes

Hipéteses sobre a sucessao de alternativas locais (AL)
Seja ((Xm; Ym); (XS Z)neN
dimensdo d + 1, cujos coeficientes de mistura de tipo 3, convergem para zero de forma
exponencial, uniformemente em relagdo a n. Para n €N, seja f, a densidade marginal
do processo Xin,i € Z e fin(-|z) a densidade da lei condicional de Xi,|Xon, = z, que

uma sucessdo de processos fortemente estacionarios de

supomos satisfazerem as condi¢Ges

sup sup fa(z) < o0, e
n€N zecR?

sup sup fin(ylz) < co.
n,iEN ze{ueR!|fn(x)>0}
veER?

~ Suponhamos entao que a sucessdo de alternativas locais pn(-),n € IN, é da forma
(4.1) pn(z) = po(z) + anvn(z), para z€R?,

onde (a,) é uma sucessdo de nimeros reais que tende para zero quando n tende para
infinito. Admitamos que existe uma fun¢io v de quadrado integravel e nio identicamente

nula tal que

(4.2) / [Vn fa(z) — v(2)|2dz —0, quando n— +oo,
R¢

onde

(4.3) sup sup v, fn(z)| < oo.

neEN zeR?

Supomos ainda que existe uma fun¢io 7 de quadrado integravel tal que
(4.4) / |02 fn(2) — n(2)|?dz —0, quando n— oo,
. R '
onde 02(-) = Var[You[Xon = ].

A poténcia assintética do teste proposto é descrita no teorema seguinte. Sejam para
n€eN,

2 X1n - X'n
Ton = hd/g Z (Ym po(X,,,))(Y},, FO(XJn))W(_hn_]> , €
1<j<isn
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2 Xin — X;
=i 3 (i oK) (i — (X)) (T2 i),
n?hj 1<j<i<n n

Teorema 3 Suponhamos satisfeitas as hipdteses (AL), (N) e (S) e que para algum § > 0,
sup, en E[|Yon| + [#0(Xon) [P+ < 00. Se

an =

\/-hd/4 ’

entdo Tnn[\/272, € assintoticamente normal de média

{/R‘ 72(:c)d:c}{2 /nd n%(z)dz /R‘ wz(z)dz}_%,

e de varidncia 1. Se a, = 0(7—%777)! entdo T"n/\/27',%n € assintoticamente normal de

média zero e variincia 1. Se 7—‘?‘4' = o(an), entdo T,,,,/M?-r,%n — 400, em probabili-

dade, quando n—+oo.

Nas condigées do teorema anterior a poténcia assintética do teste é, para

an = , igual a

1
Vuhilt

Iim P

n—+40o0

( Toan

V22,
_ 1_¢(¢—1(1_,,)_{/W-,?(x)dz}{Q/ z(a:)dx/ W)z} ).

Tendo em conta a expressao da poténcia assintética, observemos que:

>4} (1-a))

(i) A poténcia assintética do teste proposto é uma fungao crescente de [pq v*(z)dz. A
positividade estrita desta quantidade para toda a fung¢do v ndo identicamente nula, per-
mite concluir que o teste é uniformemente estritamente céntrico [cf. Bickel e Rosenblatt
(1973), pg. 1082).

(ii) Sendo a poténcia assintética uma fungdo decrescente de I(w) = [ge w?(2)dz, o
niicleo w devera ser escolhido por forma a minimizar a funcional I. Designando por
Q(a'), com ¢ > 0, a classe dos miicleos em IR? da forma w(z) = H?=1w0(x,-), para

= (e1,...,24) € lRfi onde wp é um nicleo em IR, positivo, simétrico, limitado de
suporte hrmtado e de variancia o2, entdo [cf. Epanechnlkov {1969) e Bosq e Lecoutre

(1987)]
min I(w) = I(w") = (

wESYo)

d
vk

onde
2

z;
B W) H{lz.ISaﬁ}(zi).
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(iii) O termo 2 s n*(z)dz esté relacionado com a variancia assinttica da estatistica
de teste que estimamos por 21'3(5,.), onde 0, satisfaz as hipSteses descritas em (E).
Tal facto leva-nos a propdr o estudo, que julgamos ndo realizado, das propriedades
assintéticas do estimador
0, = Arg ming T2(6).

5 Demonstragoes

5.1 Demonstragiao do Teorema 1

i) Normalidade assintética de nh/2{J,(6) — EJ,(6)}

Para # € © nas condig¢des do enunciado, temos

RhHIn(0) ~ BT} = = Y {Ha(Z0,2;) - BHa(%:,7; 1} +en(D)
1<j<ign

onde Z; = (X;,Y;),i € Z, e para u = (uy, uz), v = (vy,v3) ERHY,

Hn(u’v) hd/Z (’u2 u(ul’o))(v2 - u(vl,o)) ( hnvl) ’

Como E[Yy]|Xo = ] = p(+6), Px,,q.c., a varidvel aleatéria em estudo é assintotica-
mente equivalente a uma U-estatistica degenerada de segunda ordem, cuja normalidade
assintdtica obtemos como aplicagdo do Teorema 2.1 de Tenreiro (1994). Sejam para r > 0
en € N, u,(r), vp(r), wn(r) e z,(r) as sucessdes ai definidas relativamente ao processo
Z;,i € ZZ. Tendo em conta que E|Yy|3+% < oo, e pelas hipéteses (P), (N) e (S), concluimos
que para r > 1 — 1% existe C' > 0 tal que, para n € N se tem: u,(r) < C(h8)r~ 5453,
ser <4+ g—, € va(r) < C(hﬁ)%'ﬁﬁ, wn(r) < C e zp(r) < C(hﬂ);_H, ser <2+ ¢ Da
hipétese (S), as quatro primeiras condigdes do Teorema 2.1 de Tenreiro (1994) s3o entdo
satisfeitas. Precisemos agora a forma da variancia assintética. Temos

E[H.(Z,Z0))* = hd/ (a'zf*a'zf)(v)w( )dv

onde Zy e Z, séo variaveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas, e para
F: R >R, F(u) = F(—u), com u € R®. O lema de Bochner [cf. Bosq e Lecoutre
(1987), pg. 61] permite agora concluir, tendo em conta a continuidade do produto de
convolugdo de funcdes de quadrado integravel, que nhi/Z{Jn(B) — EJ.(8)} converge,

quando n tende para infinito, para uma lei normal de média zero e variancia 272 =

2 [pe o4 (z) f2(z)dz [ w¥(2)d2.
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ii) Desenvolvimento assintético de E'J,(6)

Temos
w(0)
hd

= (hod) (YO_“(XOio)) ( hlﬁ/2)’

EJn(6) LU E (Yo — u(Xo;8))* + hdl2 > EH.(%,%)

n 1<j<ikn

pois pelo Lema 1 de Yoshihara (1976), |':‘21<j<i<n EH,,(Z,-,Zj)i = o(1) [ver demons-
tragdo do Teorema 4.1 de Tenreiro (1994)]. O desenvolvimento pretendido obtem-se
agora por aplicagdo do teorema central limite.

iii) Convergéncia em probabilidade de 7.2(6)

Temos

T2(0) = hm 3" Ua(2:, %),

n 1<j<ikn

onde para u = (uj,uz), v= (v1,v2) ER*TY,
1 Uy —v
Un(u,v) = "d/_z(u2 — n(u1;0))* (v — p(vy;96)) w? (————lh 1) .
hn B

Consideremos agora a decomposi¢do seguinte [cf. Yoshihara (1989), pg. 111], cujo pri-

meiro termo é uma U-estatistica degenerada de segunda ordem:

2 . .
nhii0) = = > {Ui(Z.2) - EUL(%, Z))}
1<j<i<n

. n n—1
+(1- %) S {ValZ) = EVa(Z)} + % S - §)EUn(%, Zo),
i=1 1=1
onde Vi(u) = EUn(u,Z0) € Us(u,) = Un(u,v) — Va(u) = Va(v) = EVa(Zo). Sendo

o primeiro termo da decomposigdo anterior um Op(1), e o segundo um Op(\/ﬁhf,/z),
concluimos pelo Lema 1 de Yoshihara (1976) que,

n—11
2
Tn(g) - n hd/-) —5 ElUn (ZO1Z0)+OP(1)

A convergéncia desejada obtemn-se agora do ponto i), pois

. . 5 \2 _ 2
nll»T hd[”EU"(ZO’ZO)— —llTooE[Hn(ZO’ZO)] =T7".
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5.2 Demonstraciao do Teorema 2

i) Normalidade assintética da estatistica de teste sob a hipétese nula

Suponhamos que existe 6y € ©, tal que E[Ys|Xo = ] = u(-;60), Px, g.c.. Pelo
Teorema 1, basta mostrar que Ty, (6,) e T, (o), bem como 72(8,,) e 72(6), sio assintoti-
camente equivalentes, o que faremos r.os pontos seguintes.

il) Tn(gn) - Tn(eﬂ) = op(l)

Um desenvolvimento de Taylor permite concluir que parai = 1,...,n, existe a €]0, 1|
tal que,
. . K
Yi— p(Xis0n) = Yi— p(Xii00) =Y (60 — oo)k (Xz,ﬁo)
k=1

oy
- kz; (B — 60)x(B:, 0")’"30 ae (X300 + a(B,, — o)),

ou ainda, pela hipétese (M),
~ K . 2 ~
T(8n) — Tn(80) = - kzl(an —60)i~ 1<§< UX(Z:, 2;) + Op (18 — 07 nh?),
= S<ian

onde para k =1,... K,

Un(u,v) = il {(Uz /A(ul,@o))aa (v1;60) + (v2 — (v1,00))80 (ul,eo)} (—-—"_v_l),

para u = (uj,uz) e v = (vy,v2) € R, Parak = 1,... K, %Els_i«'Sn Uk(Z:,2;) é
uma U-estatistica de segunda ordem néo degenerada que, procedendo como no ponto iii)
da demonstra¢do do Teorema 1, pode ser decomposta na soma de trés termos, sendo o
mais significativo da ordem de /n h/* | atendendo uma vez mais a hipétese (M) e ao
facto de EUF(Z,,7Z,) = 0. .

Assim, como pela hipdtese (E), \/_hd/4 (9 ~0p) = 0,(1), obtemos

Ta(Bn) = To(00) = 0p (10 — BV h5/*) + 0, (18 = boInhd/?) = o, (1).

i2) 72(8n) — 72(00) = 0,(1)

Um novo desenvolvimento de Taylor permite escrever, parai=1,...,n,
Yi = u(Xi30n) = Yi = po(Xi: 60) Z(a — bl 30 £ (X+360 + (B — 00)),
k=1
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para algum « €]0,1[. De forma andloga ao ponto anterior obtemos,
7'3(9") - 7'3(90) = Op(lgn - 00“) = 0p(1).

ii) Convergéncia do teste
Suponhamos que para todo o 6 € 6, Px, ({a: . E[YolXo = z] # p(z;0)}) > 0.

Pela hipétese (E), seja § € © tal que lim, 8, = 6, em probabilidade. Para 8, = 8,0
desenvolvimento obtido em iz) permite escrever Tp, (0 )/ nh/? sob a forma

S X N — X)) o(Z7E2) + 0,10 - ).

2
n
" 1<j<ign

Procedendo como no ponto iii) da demonstra¢do do Teorema 1, concluimos que

nhld,,T (b) = /m (E[YolXo = o] — p(;8))* f2(2)dz + 0p(1),

e assim, T, (5 ) —+o00, em probabilidade, quando n tende para infinito.

De forma aniloga concluiriamos que 1'2(0,,) converge em probabilidade para uma
constante estritamente positiva, quando n tende para infinito, e portanto, M,
272(8n)

converge em probabilidade para +00, o que implica a convergéncia assintética do teste.

5.3 Demonstragao do Teorema 3

Consideremos a decomposi¢do (ver ponto iii) da demonstragdo do Teorema 1),

Ton Z {H(Zin, Zjn) — EH:(Zin, Zjn)}
1<J<l<fl

n—1

+(1-— Z{G (Zin) — EGn(Zin)} + = Z(n—OEH (Zin, Zon),

onde Zin = (Xin,Yin), i € Z, e para u = (uy,u2), v = (’lll,’t)g)e]Rd+l,

Hy(u,v) = d/z(“z po(u1))(va = po(v1)) w ( };m),

Gn(u) = EHn(u, Zo) e Hy(u,v) = Hn(u,v) — Ga(u) — Ga(v) — EGn(Z0).
Cada um dos termos da decomposi¢do anterior é estudado de seguida.

i) Estudo do primeiro termo

Temos

E[H:(Zon, Zon)]* = —’;lg-'— ./Rd (o2 a’zf,,)(z)w ( )dz,
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onde a’i(») = E[(Yon — #0(Xon))?|Xon = ]. Tendo em conta que a convergéncia L
de o2 f, para 5 (hipdtese (4.4)), implica a de a’ﬁf,, para 7), obtemos como aplicac¢io da
proposig¢do seguinte que,

lim E[H;(Zo,,,ZOn)]?:/ nz(z)d:c/ w?(z)dz.
n—+eo R R

Proposi¢ao 5.1 Sejam (an)nen uma sucessio de aplicagoes mensurdveis de R em R,
e z um ponto de IR®. Suponhamos que eziste a €RR, tal que,

Ve>036>03ng€N* : n>ng, sup |op(u)—a| <e
Ju—-zf<é

Seja ainda ¢ uma aplicagdo integrdvel de IR em R, de suporte limitado. Se

h, —0,n— 400, entdo

. 1 z—u
nBToo A /Rd a,,(u)go( ™ ) du = a/w e(u)du.

Tal como no ponto i) da demonstragdo do Teorema 1, tendo em conta as hipSteses
(AL), (N) e (S), e que sup,epn E[|Yon | + [#0(Xon)[]¥H® < 0o, concluimos que o termo em
estudo ¢ assintoticamente normal de média zero e de varidncia 2 [ n*(z)dz [ w?(z)dz.

ii) Estudo do segundo termo

Como para u = (uy,ug) EIR!,

Gn(u) = anhf/*(uy lto(ul))hid /Rz Vnfn(z)w (ulh— "’) dz,

concluimos pela hipétese (4.3) que, E|Gpn(Zon)|? = O(a%hd), e entdo o termo em estudo
, dj2
é um Op(v/n anhy'*).

iit) Estudo do terceiro termo

Pelo Lema 1 de Yoshihara (1976), concluimos que o terceiro termo € assintoticamente
equivalente a nE[Hn(Zon, Zon)], onde pela hipdtese (4.2) e pela Proposigio 5.1,
— 1 PR
E[Hn(Zon, Zon)] = hf/"’a,":—d/ Wnfn * Unfo)(2)w Z ) dz
hn R h" .

= hg/zaﬁ /me* 72(a:)d:v + o(hg/zaf,).

Dos pontos anteriores, e tendo em conta que de forma andloga a do ponto iii) da de-
monstragdo do Teorema 1, 72, converge em probabilidade para [, n*(z)dz [, w?(z)dz,
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quando n tende para infinito, concluimos que

Tnn - d/2 2 2 / 2 / 2 -1/2
o = Zn+nhy a,,{ B‘-y (z)dz}{2 Rdn (z)dz Rdw (z)dz}
+o(nhd/2a2) + Op(Vnanhd/?),

onde Z, é assintoticamente normal centrada e reduzida. O desenvolvimento anterior
permite obter o resultado pretendido.
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