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Resumo: Neste artigo propomos versdes multietdpicas do método plug-in para a es-
colha da janela do estimador do nicleo da fungio de distribuigdo introduzido por Alt-
man e Léger [J. Statist. Plann. Inference 46, 1995, 195-214]. Um estudo de simulacio
é desenvolvido para comparar os seguintes estimadores plug-in: o estimador de Altman
e Léger, os estimadores a zero e a duas etapas, e o estimador das distribuicdes de refe-
réncia. O estimador plug-in bietdpico revela-se o melhor dos estimadores considerados.
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Abstract: In this paper we propose multistage versions of the plug-in bandwidth
selector introduced by Altman and Léger [J. Statist. Plann. Inference 46, 1995, 195
214] for kernel distribution function estimators. A simulation study is undertaken to
compare the following plug-in kernel estimators: the Altman and Léger estimator, the
zero and two stages estimators, and the Normal reference rule estimator. The two
stages estimator has a better performance in comparison with the others.
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1 Introdugao

Sendo X, ..., X, varidveis aleatorias reais, independentes e absolutamente
continuas com densidade comum £, o estimador do micleo da funcio de dis-
tribuigao F' introduzido por Tiago de Oliveira [22], Nadaraya [13] e Watson e
Leadbetter [24], é definido, para x € IR, por

Fia)= %i}((“’ ;ﬂX") :

i=1

onde, para u € IR,

K(u)z]]_ ]K(v)du.

(U Parcialmente financiado por CMUC/FCT.
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com K uma fungio integravel tal que [p K(u)du = 1 (micleo), e (h,) uma
sucessao de nliimeros reais estritamente positivos convergindo para zero quando
n— +00. N

A qualidade global da estimacao produzida por F;, é habitualmente medida
pelo erro quadrético integrado ponderado

ISE(hyp,w) = / {Fo(z) — F(2)}?w(z)dz, (1)
R
ou pelo erro quadratico médio integrado ponderado
MISE(hy,w) =E ( ] {Fo(z) — F(m)}Qw(m)dw) ; (2)
R

onde w é uma funcio de peso. O comportamento assintético destas duas medidas
foi estudado por Swanepoel [19], Jones [9] e Shirahata e Chu [17]. Para um
nicleo fixo, a janela h, ¢ habitualmente escolhida em funcao das observagoes
Xi,...,Xn. Tal procedimento conduz a uma classe mais vasta de estimadores de
F, ditos estimadores autométicos do nicleo, onde hy, = h,(X1,...,Xy) é uma
sucessao de funcoes mensurdveis. Neste contexto, o comportamento assintético
de (1) foi estudado por Tenreiro [20]. A seleccio da janela pelo método da
validacdo cruzada é efectuada por Sarda [16] para fun¢des de peso de suporte
compacto e por Bowman et al. [3] no caso w = 1. A metodologia plug-in é
introduzida por Altman e Léger [1] no caso w = f, e Polansky e Baker [14]
implementam um estimador plug-in multietapico no caso w = 1.

Neste artigo introduzimos versoes multietdpicas do estimador plug-in de Alt-
man e Léger [1]. A dificuldade adicional deste caso relativamente ao caso w = 1,
ja considerado por Polansky e Baker [14], reside no facto da janela éptima
depender dum pardmetro adicional para o qual é necessdrio introduzir esti-
madores multietdpicos. Com efeito, se F' possui derivada de segunda ordem
continua e limitada, e K é um nicleo com [ 4*|K(y)|dy < +oo, [ yK(y)dy =0,
Jy*K (y)dy #0 e [yK(y)K(y)dy > 0, sabemos que (cf. Swanepoel [19])

hayrse(F) = argming o MISE(h, f) = hamise(l +o(1)),

onde

hamise = (CK ] FO(z)dF(z) / f F@?(m)?dF(m))l/s w3, (8)

Ck = Eny(y)f?(y)dy/ (nyK(y)dy)z-

Com o objectivo de definir estimadores multietdpicos para os parimetros
[FD(2)dF(z) e [ FP(z)?dF(z), interessamo-nos no §2 pela estimagio dos
parimetros

com

8, = f F) (z)dF (x),
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parar =1,3,5,..., ede
brrsa = [ FO@PCH @)aF (),

parar =1,2,... e s =0,1,2,.... A estimacdo de @, foi considerada por Hall
e Marron [7, 8], Bickel e Ritov [2] ¢ Jones e Sheather [10], enquanto a de 6, s
foi considerada por Altman e Léger [1] para 7 = 2 e s = 0. O resultado que
apresentamos sobre a estimagao de 6, é no essencial devido a Jones e Sheather
[10]. No entanto, tal resultado é obtido aqui para uma classe mais vasta de
estimadores cujos ntcleos gozam de certas propriedades de optimalidade na
estimacio das derivadas duma densidade de probabilidade (cf. Gasser et al. [5]
e Granovsky et al. [6]). O resultado que obtemos sobre a estimagéo de 6,45 € 0
principal resultado deste artigo, generalizando e corrigindo o obtido por Altman
e Léger [1].

No §3 propomos um estudo de simulagéo envolvendo o estimador plug-in de
Altman e Léger, dois estimadores plug-in a zero e a duas etapas, e o estimador
das distribuictes de referéncia. O estimador plug-in bietdpico revela-se o melhor
dos quatro estimadores.

As demonstracgoes dos resultados enunciados sdo remetidas para o §4.

2 Estimacao multietdpica de 6, e 6,

Para r € {0,1,2,...} e £ € {2,4,6,...} denotaremos por Dy(r) o con-
junto das funcoes de distribuigdo com derivadas limitadas até a ordem r, e
por K,(£) o conjunto dos nicleos K limitados de ordem (r,7 + £), satisfazendo
[y K (y)| dy < +oo. Assim,

; 1) éi,, sej=01,....,r+£f—-1
i (K) r—fy"K(y)dy={ E&M?#o,}'r Se?:prg,

onde d;,, é o delta de Kronecker (cf. Gasser et al. [5]). Descrevemos a seguir uma
forma simples de construir nicleos em K,.(£). Consideremos uma funcao real de
varidvel real Ko com [ |y|?" 21| Ko(y)|dy < 400 e sup,cg |y["T 2| Ko(y)| <
+00, e definamos as matrizes N, e M, (u) de tipo (r+£—1) x (r+£— 1), onde
N, tem elemento genérico (7, ) dado por pitj—2(Ko), e My (u) é definida como
N, mas com a coluna r + 1 substituida por (1,u,...,u" *"2)". Entao

Ky ryo(u) = (=1)7r! {det(M; (u))/ det(Ny) } Ko(u), (4)
é um niicleo em K, (£) (cf. Lejeune e Sarda [11] e Ruppert e Wand [15]).

2.1 Estimagao de 8,

Parar = 1,3,5,..., denotemos por @; o estimador definido por (cf. Hall e
Marron [7, 8] e Jones e Sheather [10])
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0, = nh" nzhr ZZU(X = ) 5)

=1 1=1
IFE

onde U € K,_1(¢), para £ € {2,4,6,...} fixo, e C,, é uma constante real nio-
-nula que fixaremos mais tarde.
No resultado seguinte apresentamos um desenvolvimento assintético para o

viés de 6, e determinamos a ordem de convergéncia da sua varidncia. A sua
demonstragio é remetida para o §4.

Teorema 1. Sejam U € K, _1(¢) e F € Dy(r + £+ 1). Entdo:

= _ G | g e (U) 1 e,
a) E(6,) — 6, = nhr + h;, Cti-1) Orre+ O " +h )

-~ 1 2
b) Va,r({?.r) == O(; + W)

Admitiremos no que se segue que h,, — 0 e nh!, — 400, 0 que implica a
convergéncia em média quadratica de @, para €., quando n — +o00. A janela
éptima h2P* | no sentido da minimizacdo assintética do erro quadratico médio

MSE(8,) = Var(6,) + (E(6,) — ,)%, depende do sinal de Cp jiy1o—1(U)61s.

Corolario 1. Nas condigoes anteriores, admitamos que 6,,p # 0.
a) Se Cy o pirse—1(U)0r 40 < 0, entdo

vt _ —Cre(r+£—1)! H(r+h) n-1/(r+8)
" Mr+€—1(U) 9r+£ '

MSE() = O(n-! + n-Ge/(r+9)
b) Se Cy o pirye—1(U)br1¢ > 0, entdo

povt Cror(r+£—1)! g - 1/(r+8)
g}'-l"rwi»lf l(U) 9r+£ ’

MSE@,) = 0(n" +n~2/r+0),

Atendendo ao resultado anterior, e uma vez que, sob condigoes gerais sobre
F, Oap—1 < 0e fy_3 > 0, para todo o k € IN, vamos, no que se segue, tomar
Cre tal que Crppirpe—1(U) > 0, se 7+ € = 4k — 1, para algum k € N, e
Crppirre-1(U) <0, se r+ ¢ =4k — 3, para algum k € N.

Para f € {2,4,6,...}, fixo, os resultados anteriores permitem-nos apresentar
o0 seguinte esquema de estimacao de 0, a k-etapas, com k € INy (ver Wand e
Jones [23], pg. 67-70, para um estimador andlogo com k = ¢ = 2, e Tenreiro
[21], sobre o comportamento assintético dum estimador a k-etapas anilogo ao
que aqui consideramos):
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FEtapa 0: Estimar 6, x¢ a partir de 9r+kg com janela hT ke onde
no calculo de 6, (x41)¢ a distribui¢do desconhecida F' € substi-
tuida pela distribuicio de referéncia Fiy(g,q2), 18t0 €, 0,4 (k11)e
¢é substituido por

r £
Reyeine® = [ FG857 @)dFroan(@),

com Fypo2) a funcio de distribuicao da distribui¢do normal
de média 0 e varidncia ¢?, e & é um estimador da escala da
distribuigdo desconhecida F.

Etapab (1 < b < k): Estimar 0, ()¢ usando §T+(k,b)f com janela
h:it(k—b)fﬂ onde 0.4 (k—py1)¢ € substituido por 0, (x_p11)e-

2.2 Estimacao de 0, 4,

Parar=1,2,... es=0,1,2,..., consideramos o estimador é},m definido
por (cf. Altman e Léger [1], parar =2 e s = 0)

b= = SV (X w(E2),

=1 J#z

onde Ve K,_1(£) e W € Ky45-1(£), para £ € {2,4,6, ...} fixo.
O viés assintético e a ordem de convergéncia da variancia de 8, 4, sdo dados
no resultado seguinte cuja demonstragio é apresentada no §4.

Teorema 2. Sejam V € K,_1(£), W € Krjs—1(€) e F € Dy(r + s+ £+ 1).
Entdo:
G,) E(gr,'r'+s) = 97’,7'-0-.9

£ P’G(VW) 1 ¢
= h; Krrps(V, W)+ ——nh%”"“_l 6+ 0 n_h,,%’"ﬂ—? + hn+1 ’
onde
(—I)T_lp’?"'ﬂ’f—l(v) (_1)r+3ﬁ1“r+s+fﬁl(w)
v -8 B = 91‘ . r+s 6 r 3
Krrts(V, W) -1 +rts T G ts+l-1) st

-~ 1 | 1 1
b) Var(BT',T+S) = O(E * ngh%'r-i—Z.s—ZS + Tlghir+2s—2 + n4hﬁr+2s-1)'

Decorre do resultado anterior que a convergéncia em média quadrética de
Or.r+s para Oy,.4,, quando n— +o0, ocorre sempre que h, — 0 e nh2rts~1 —
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i & ’ . t % & 4 e
+00, 0 que assumiremos. A janela 6ptima, hfﬂ 4+4; Do sentido da minimizagao

assintdtica do erro quadréatico médio M SE(?T,T+5), depende agora nao sé de
po(VW) ser ou ndo zero, mas também do sinal de &, ,1s(V, W) po(VW). No
resultado seguinte analisamos apenas o caso ug(UV) # 0.

Coroldrio 2. Nas condicdes anteriores, admitamos que firrys(V, W) #£ 0.
a) Se krris(V, W) o(VW) < 0, entdo

r+s4£—1
povt —po (VW) 8, W) - 1/(@rtste-1)
rr+s H’?""."-P—S{V: W) ]
MSE(Brpys) = O(nf(zfﬂ)/{z"'”*f’”).
b) Se ki s(V,W) po(VW) > 0, entdo

1/(2r+s+£€—1
port (2r +s — Du(VW) 91_) 4 ) -1/ @rtste-1)
i g""'r,TJrs(V: W) '

MSE(@r1s) = O(n_u/(z‘””f*l))_

De forma andloga ao que fizemos atrds, e admitindo que possuimos ja um
estimador de 6, os resultados anteriores permitem-nos apresentar o seguinte
esquema de estimacdo de 0,4, a k-etapas, com k& € INp, onde £ € {2,4,6,...}
estd fixo a partida:

Etapa 0: Estimar O ;r4545, parai, j =0,,2¢,...  kleit+j= k¢,
utilizando 0,4; y4s4+; com janela h:ﬁ,r +otys Onde Orpiryst €
substituido por

Revirsers(®) = [ ESI@FG58) (@)dPuon (o)

Etapab (1 < b < k): Estimar 0,; rys4;, parai, j =0,£,2¢,..., (k—
b)éei+j = (k—b)¢, apartir de Oy s +s4; com janela b i
definida com 6 ;4,454 €Ortiristjrenolugardedriiypryor)
€ Or4irystjte, Tespectivamente.

3 Estudo de simulagao

Propomos neste pardgrafo um estudo de simulagao envolvendo quatro esti-
madores do ntcleo da fungdo de distribuigdo que descreveremos a seguir, e um
conjunto de distribui¢tes de probabilidade constituido por 15 misturas de nor-
mais definidas no §3 de Marron e Wand [12]. Os graficos das suas densidades e
funcoes de distribuigdo séo apresentados na Figura 1.
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#1 Gaussian Distribution #2 Skewed Unimodal Distribution #3 Strongly Skewed Distribution
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e f It
s \ ya
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#13 Asymmetric Double Claw #14 Smooth Comb #15 Discrete Comb
7 ' e ' / o ' /
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Figura 1: Mistura de normais consideradas no estudo de simulacao

Dos resultados de Swanepoel [19] e Jones [9], sabemos que o nicleo uniforme
¢ 6ptimo no sentido da minimizagao do erro quadrético médio integrado (2). No
entanto, como nesse caso as estimativas produzidas por F}, nao sdo continuas,
ndo reflectindo a propriedade respectiva de F, tomaremos para K o ntcleo
normal standard K (z) = exp(—z2/2)/+v/2r. Relativamente 4 escolha da janela,
e tendo em conta (3) tomaremos

= (C}( gl/é\giz) 1/3 ‘i’L*l/B,

onde Cx = 1/y/m, e 51 e §2,2 estimadores de 0 e 3 o, respectivamente.

Em cada um dos estimadores §r e .+ que consideramos, tomamos £ =
2 e nicleos da forma (4) com Ko = K. Assim 6, serd definido por (5) com
U=K _1,40-1¢Cryp = K,_1,40-1(0), e 0,45 serda definido por (6) com
V = Ki_ip4e—1 ¢ W = Ky o1o—1. Quando optamos por um esquema de
estimagio multietdpica, a etapa (0 de estimagéo descrita no §2 depende da fixagio
dum estimador da escala da distribuicdo desconhecida F'. Segujndg a sugestio
de Silverman [18], pg. 47, consideramos & = min (S, 2/1.349), onde S é o desvio-
-padrao empirico e Ra amplitude interquartil empirica.

Estimador plug-in de Altman e Léger (AL): Em Altman e Léger [1], b
e B3 2 sao definidos com janelas deterministas iguais a n~ 93, Tomaremos aqui
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tais janelas iguais a 7n~'/3 e Gn /5, respectivamente, que, como vimos, sio
as ordens de convergéncia para zero das janelas éptimas, e & é introduzido para
correccao do efeito de escala.

Estimador plug-in a zero etapas (PI-0): Neste estimador b, e 52,2 sao
estimadores a zero etapas de 0 e f 3, respectivamente.

Estimador plug-in a duas etapas (PI-2): Os estimadores 6 e 52,2 580
aqui estimadores a duas etapas de #; e 63 2, respectivamente. Na implementagao
deste 1ltimo estimador, substituimos #; pelo seu estimador a duas etapas.

Estimador das distribuigées de referéncia (DRN): O método das dis-
tribuigdes de referéncia foi introduzido por Deheuvels [4] no contexto da esti-
magao da densidade de probabilidade e consiste na substitui¢ao da distribuicao
desconhecida F que surge na expressao (3) de haprsg, por uma distribuigao de
referéncia que consideramos normal N(0,52%), onde & é um estimador da escala
da distribuicgao.

Distr. /n AL PI-0 PI1-2 DRN Distr. /n AL PI-0 Pl-2 DRN
#1 20 93.84 89.47 91.56 D2:64 #2 20 94.63 86.B7 92.59 94.07
50 96.21 93.35 94.64 96.03 50 94.90 85.06 94.74 65.68
100 97.33 94.34 86.75 97.88 100 96.76 00.22 96.47 97.20
200 08.42 07.31 98.02 98.79 200 97.77 94.06 97.49 98.13
500 98.77 97.72 08.64 99.21 500 98.55 95.59 98.71 98.52
#3 20 88.69 67.84 94.51 91.05 #4 20 92.40 70.94 95.50 94.39
50 77.60 50.07 89.02 74.62 50 81.71 654.06 89.66 82.57
100 67.55 36.54 85.83 57.84 100 81.63 59.42 93.18 TR.79
200 72.00 34.04 983.41 53.00 200 84.98 96.59 95.81 97.76
500 74.16 32.83 95.82 44.86 500 90.46 53.60 98.80 T1.21
#5 20 93.22 80.30 93.04 92.51 #6 20 99.79 99.59 96.49 98.17
&0 95.47 82.56 95.99 95.26 50 101.08 08.37 0B.54 101.62
100 96.64 89.18 96.67 96.75 100 99.84 92.63 90.14 100:30
200 a7.40 93.18 a7.40 97.43 200 100.34 96.46 99.42 100.60
500 98.40 96.04 98.44 98.30 500 099.49 93.99 09.52 99.54
#7020 91.63 77.01 100.48 93.73 #8 20 101.36 98.21 08.02 100.69
50 B80.12 54.73 100.17 BJ.46 50 102.97 97.59 101.53 102.85
100 B8.71 356.27 99.57 72.34 100 100.86 95.99 100.03 101.68
200 93.99 29.40 89,70 71.02 200 99.02 85.28 99.75 100.42
500 86.96 34.82 99,69 T0.37 500 99 .64 95.62 99.52 99.81
#9 20 106.16 104.54 101.58 104.78 F#10 20 120.70 117.01 117.57 118.86
50 103.62 99.44 101.55 103.91 50 113.38 107.05 111.81 114,04
100 101.56 93.28 101.22 101.81 100 107.48 103.65 107.08 107.63
200 100.37 92.08 100.25 100.57 200 103.04 101.08 102.83 103.13
500 99.70 94.02 99.86 99.59 500 90.17 87.44 91.33 91.08
#1120 129.71 126.92 124.28 128.15 #1220 119.96 114.32 117.08 118.15
50 119.29 115,62 117.01 119.28 50 110.69 103.38 109.67 111.03
100 112.79 109.18 111.49 112.88 100 108.04 103.17 107.34 108.89
200 109.44 104.61 108.78 109,81 200 101.67 97.96 101.94 102.58
500 105.62 100.81 105.55 105.68 500 95.47 80.21 98.64 96.33
#13 20 125.74 122.17 122.07 124.48 #14 20 113.09 105.87 113.40 114.02
80 116.63 110.93 114.73 116.97 50 95.07 T5.77 103.09 95.49
100 111.55 102.40 110.86 112,15 100 B85.18 53.98 100.65 80.36
200 107.13 9G.88 106.72 107.62 200 87.09 46.79 100.79 75.26
500 103.37 06.45 103.63 103.19 800 88.15 40.38 99.95 66.70
#1520 119.25 118.13 114.58 116.44
50 96.88 92.87 96.48 97.79
100 76.48 71.50 82.68 79.85
200 65.15 53.92 90.72 67.12
500 69.84 36.00 99.24 56.04

Tabela 1. Eficiéncia (eff)
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Os estimadores anteriores sao comparados através da medida de eficiéncia,

i = \/ E(ISE(hamise))® 100,
E(ISE(ha))?

onde haarrse ¢ dado por (3). Esta medida de eficiéncia reflecte nio sé a média
(MISE) mas também a variabilidade associada ao erro quadrético integrado
ISE(h,).

Para cada um dos quatros estimadores do niicleo descritos, para cada uma
das distribuigées de probabilidade consideradas, e para varios valores de n, apre-
sentamos na Tabela 1 estimativas da medida de eficiéncia anterior baseadas em
amostras de tamanho 500. Os resultados obtidos revelam que o estimador P1-2 é
o melhor dos estimadores considerados. Os estimadores AL, PI-0 e DRN apesar
de revelarem eficiéncia elevada para a maioria das distribui¢bes consideradas,
possuem baixa eficiéncia para as distribuicdes #3, #4, #7, #14 e #15.

4 Demonstragoes

Demonstragao do Teorema 1: a) Consequéncia da igualdade

EU(X X)_h f/ f(@ = zhy)dz dF (z),

onde, para U € K, _1({) e F € Dy(r + £+ 1),

/ U(2)f(z — zhy)dz (7)
(=t 1] r—1 7 m(r)
- oot (2)2""'dz FO(z)
+L:.& pri-1 /U(z)z’"“’%z F(’"H)(I)
(r+e—-1t""
i—ﬂ Btk / U(z)z’"HF(THH)(:c —tzhy)dz,com t €]0,1].
(r +e—1) "
b) Temos
-~ 1 i 6 —4n 2(a Cr,f
Var(0,) = T > Ky (i1, j1, 2, 72) + mE (9r - nhg)’
fliv,di}n{ia,j2}#0
onde a soma é tomada para todos os indices 71, j1,42,J2 € {1,...,n}, com j; # i,
e j2 7é i21 e

X — X, Xi, — X, )
Kfl(i11j1}i27j2) = EU(I_J) U(_‘?) i
hn R,
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Para obter a alinea b) basta agora usar a) e ter em conta que Ky (i1, j1,%2, j2) =
RZTE(F((X,))? + O(hZ YY), se #{i1, 51} N {iz2, 52} = 1, e Kali1, 1,92, 52) =
O(hn) se f{ix, j1} N {iz, jo} =2. m
Demonstracao do Teorema 2: a) Temos

o~

1 = .
E(0rr+s) = il — 1)2hE+ ZZ Kn(i, j, k),

i=1 3#1
k#i

onde

X, — X, X, — X
Kn.(i,j,k)—EV( . f)w( - k)_

Utilizando (7) obtemos, para F' € Dy(r + s + £ + 1),

K.(i,5,k) = h2 /{/V(z)f(:z‘._ zhn)dz}{/W(z)f(w —zh.”)dz}dF(:r)
— hir+ser,r+3 +hﬁT+s+fﬁr,r+s(Va W) + O(hir+s+€+l)’

se j # k. Por outro lado, para j = k, obtemos Ky(i,],k) = Anpuo(VW) 8 +
O(h2).

A alinea a) é consequéncia imediata das igualdades anteriores.

b) Tendo em conta os desenvolvimentos obtidos acima para K, (i, j, k), pode-
MOoS escrever

1

Var(@\r,rﬂ) 5 PRETEET Kn(i1, J1, k1,2, J2, k)
g 1) e #{i1,51, k1 }N{i2,52,ka } #0
1 1 1
+O(E N n2hir+sfl * nghﬁr-f—Qs—‘z)? (8)

onde o somatdrio anterior é tomado para todos os indices i1, j1, k1,42, jo, ks €
{1,...,n}, com jiy # i1, k1 # 11, jo Fia e ka # iz, €

Kn.(ilpjlaklai%jquE)
X — X, Xi, — Xx X, AX; % - X

= B(&_a e B W v et et - 7, v i i 1 O

( he )W( P B =

Estudemos agora o termo K, = Kp(i1,71,k1,12,72,k2) em cada um dos
casos seguintes:

— #{i1,51,k1} N {i2,42,k2} = 1: os termos mais significativos ocorrem
quando i) iy = i, 51 # ki, J2 # ke, i) i1 = d2,5h = ki,j2 # ko e iii)
i1 = i2,j1 = ki,j2 = kp, obtendo-se, respectivamente, i) K, = O(hi+%),
ii) K, = O(h2rts+1) e iii) K, = O(hZ). Assim,

1 1 1 1
n2(n — 1)4hi 2 Z Kn=0 (;; + n2p2rte—1 + n3h4r+23—2>
» #{i1.51, k1 {2, 02,k2}=1 i L
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— i1, 71, k1} N {iz, ja, ke} = 2: os termos mais significativos ocorrem
quando i) i1 = j2,j1 = ko, j1 # ki, ii) 41 = ke, Ju = Ja, iii) 41 # do, 51 =
k1 =7Ja=koeiv) iy =i2,j1 = k1 = ka2, J2 # k2, obtendo-se, respectivamente, 1)
K, = O(hrts*2), i) K, = O(h3), iii) K, = O(h2) eiv) K, = O(hl*!). Assim,

1 1 1
Kn = 4 .
2 _ 1\dpdr+2s Z ( 2p4r+25—3 q 3r+231)
n(n — 1)%hn H{e1,d1, k1 3042 J2 ke } =2 ol Al
— i1, d1, k1 } N {i2, 72, k2} = 3: o0s termos mais significativos ocorrem
quando i) 4y = 43,51 = J2 = k1 = kg e ii) 11 = i2,51 = J2, k1 = k2,51 F ka
obtendo-se i) K, = O(hy) e ii) K, = O(h2), respectivamente. Assim,

1 1 1
n2 (,n _ 1)4h4’."+25 Z K'n, = (i} (n3h4r+23—2 L3 n3h47‘+23—1 ) :
) " #{i1,91.k1 }0{i2,52,k2}=3 " "
As igualdades anteriores, conjuntamente com o desenvolvimento (8), per-
mitem obter o resultado desejado. m
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