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Abstract

We consider kernel M-estimators, defined as a solution of an optimization prob-
lem of the kind :
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where a7 tends to a limit a,, when T tends to infinity, and d is the dimension of
the conditioning variable. We present the asymptotic properties, consistency and
asymptotic normality, of such a.functional estimator. '
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1 Définition des M-estimateurs a noyau

Les M-estimateurs a noyau, sont définis comme une solution d’un probleme d’optimi-
sation du type:

. AN | S(Yi, &r) — s .
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ot S et 1 sont des fonctions connues & valeurs dans IR? et IR, définissant les variables
conditionantes et la fonction objectif, respectivement, K est un noyau, Y;,t = 1,...,T,
sont des variables observables, hr est une suite de réels strictement positifs qui converge

vers zéro, et &7 est une suite de variables aléatoires qui converge vers une valeur constante
Qoo lorsque T tend vers l'infini.

Ces estimateurs ont été déja introduits pour des choix particuliers de la fonction .
Si par exemple, ¥; = (Y; — 0)?, nous obtenons 1’usuel estimateur par noyau de la fonction
de régression E[Y; | S; = s].

Les propriétés asymptotiques de ces estimateurs fonctionnels sont obtenues de la fagon
usuelle [Jennrich (1969), Gouriéroux-Monfort (1989)] en utilisant les propriétés asympto-
tiques des estimateurs a noyau de la régression [Nadaraya (1964), Watson (1964), Bierens
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(1987)] appliquées a la fonction objectif 1 et & ses premiere et seconde dérivées par rapport

Nous présentons dans la suite ces propriétés: convergence presque slire et normalité
asymptotiques. Divers domaines d’application des M-estimateurs & noyau (tests de la
linéarité de la fonction de régression ou de la forme quadratique des erreurs ARCH dans

un modele autorregréssif,...) sont exposées dans Gouriéroux-Monfort-Tenreiro (1994).
Une expérience sur données simulées est aussi proposée.

2 Quelques hypothéses

Pour assurer la convergence et la normalité asymptotique d’'un M-estimateur a noyau,
nous avons besoin de différents types d’hypotheses de régularité dans le processus observé,

dans I'estimateur a7, dans le noyau K et dans la fenétre hr. Nous signalerons seulement
les plus importantes:

conditions sur le processus observé

(Y;,t € Z) est un processus stochastique fortement stationnaire et géométriquement
fortement mélangeant [voir Bosq (1988)].

conditions sur le noyau

M , . \ 14 2 . ’ . aI{
Le noyau K est différentiable a support borné, et ses dérivées partielles o sont
Vj

supposées intégrables.

conditions sur la fenétre hr
hr—0, et Thd — +o0, lorsque T — +co.

conditions sur ’estimateur a7

&7 converge presque siirement vers une constante o, lorsque T'— +00, et on suppose
encore que:

ar — ae = O (hE?) et&T—aoo=0< = )

J/The

conditions d’identifiabilité asymptotique

Il existe une solution unique du probléme d’optimisation:

Ming L (s;8),
avec:

Loo(8;0) = E[$(Y, aco; 5,0) | S(Y) @00) = 8] f5(5),

ol fs est la densité de probabilité de la variable aléatoire S(Y, ).

3 Propriétés asymptotiques

Sous les conditions précédentes, en désignant par:
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nous obtenons la convergence de Lr(s;0) vers Loo(s;8), lorsque T' tend vers I'infini, uni-
formément en 6 € O, ou O est un compact. Ceci permet de conclure, d’apres les argu-

ments classiques [Jennrich (1969)], qu’il existe, asymptotiquement, une solution éT(s) du
probleme d’optimisation & distance finie:

MingeoL1(s;9),

qui converge presque siirement vers la solution 6., (s) du probleme d’optimisation asymp-
totique:

MingeoLoo(s;0).
Ainsi, éT(s) satisfait asymptotiquement la condition du premier ordre:

O s:n(5)) = 0.

Si la limite 0 (s) est & 'intérieur de I’espace des parametres ©, un développement de la
condition du premier ordre autour de 0. (s) et @, nous permet de conclure que 8o,(s)
satisfait asymptotiquement la condition:

T 1 [S(}/taaoo) - ] 8"1)
K
; JThe hr a0

H15(6)E | Y, i ()] | (Y, 0e) = 5| VTR () = O] ~
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Pour cela, nous avons besoin d’introduire des conditions supplémentaires sur le noyau
et sur la fenétre, permettant d’éliminer V'effet de biais asymptotique. Celles-ci s’écrivent:

conditions supplémentaires sur le noyau et sur la fenétre

Le noyau K est d’ordre m, avec m > 1 [voir Bierens (1987)], et la suite (hr) satisfait:
Tha+*™ 0, lorsque T — +oco.

L’ordre m doit étre choisi de facon a rendre compatibles les conditions imposées sur la
fenétre.

Nous pouvons maintenant utiliser les propriétés de normalité asymptotique des esti-
mateurs a noyau de la régréssion, pour obtenir la convergence en loi du terme:

T 1

S(Y:, 000) — } 87’[) 1Y%, oo; 85 000 (8)],

K
The. [ hy 90

vers la loi normale de moyenne zéro et de matrice de covariance donnée par:

O(s) = / K*(v)dv f5(s)Co(s),

9 | o |
Co(s) = E [a—lg[Y, aoo;sgﬂoo(s)]—a%[Y, Coo; 85 000(8)] | S(Y, 000) = 3] .

Nous avons alors:
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Propriété : Le M-estimateur d noyau est convergent et asymptotiquement normal:

ou:

JTha [fr(s) — 0.(s)] = N[0, 2(s)],

X(s) = J(S)—I?;Ejgj(s)—l /Kz(v)dv,

—0%) o ) =
J(s) = E [W [Y, Qoo 85 000(8)] | S(V, o) = S] .

Nous obtenons P’expression classique J(s)™! Co(s)J(s)™ pour la précision asympto-

tique d’un M-estimateur paramétrique [voir White (1982)], oii chaque matrice est évaluée
par rapport 3 la loi de Y conditionnée par S(Y, ) = 8
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