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RESUME

Dans cet article nous obtenons des théorémes de limite centrale pour les erreurs quadratiques
intégrées des estimateurs non paramétriques par noyau de la densité et de la régression, sous des
conditions d’indépendance asymptotique, comme application de théorémes de limite centrale

pour des U-statistiques dégénérées.

Classification AMS 1991: 62G20, 62G07.

1 Introduction

Soit (X;,Y;),¢ € ZZ un processus stochastique fortement stationnaire et géométriquement
absolument régulier (cf. [2]), & valeurs dans IR* x IR. On suppose que X, admet une

densité f par rapport a la mesure de Lebesgue sur RE. Soient, pour z € IR?,

1 & X;
ho= e k(5).
n =1 n

Pestimateur par noyau de la densité f(z) (cf. Rosenblatt [11] et Parzen [10]), et

pin(z) = T Zy.k.( )/fn(r)

I'estimateur par noyau de la fonction de régression p(z) = E[Yy|Xo = ] (cf. Nadaraya

[7] et Watson [15]). K est un noyau sur IR?, c’est-a-dire, une application de IR dans
IR telle que [ K(z)dz = 1, et (h,) est une suite de nombres réels strictement positifs
tendant vers zéro lorsque n tend vers I’infini.

Dans ce papier nous nous intéressons au comportement asymptotique des erreurs
quadratiques intégrées (pondérées) correspondantes & chacun des estimateurs précédents.

Elles sont définies par
= z) — f(2)w(z)dz et J, = 2 (2) — p(@) Y £ (z)w(z)dz,
L= [ 1) = fe)ula)da et [ An(@) = w@)Y 2N 01

oli A est un borélien de R? dont la frontiére est de mesure de Lebesgue nulle et w est

une fonction de poids.

* Ce travail a bénéficié de ’appui de la JNICT et du Gouvernement Frangais.
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Des théorémes de limite centrale pour ces variables ont été obtenus par divers auteurs
quand les variables (X;,Y;),i € Z, sont indépendantes. Ce sont les cas de Bickel et
Rosenblatt [1], Rosenblatt [12] et Hall [4], pour la variable I, et Nadaraya (8], Konakov
[6], Nadaraya [9] et Hall [5] pour la variable J,,. Dans le cas mélangeant, la normalité
asymptotique de la variable I, avecw = 1 et A = IR?, a été obtenue par Takahata et
Yoshihara [13].

Dans cet article, nous présentons une approche qui permet d’unifier le probléme de
la détermination des lois limite pour les erreurs quadratiques intégrées des estimateurs
non paramétriques par noyau de la densité et de la régression au cas multivarié, dans un
cadre de dépendance. De la méme fagon que dans le cas d’échantillonnage (cf. [4] et {5]),
les variables I, — EI, et J, — EJ, peuvent asymptotiquement s’écrire comme la somme
de deux U-statistiques dégénérées: une d’ordre 1 et 'autre d’ordre 2. En utilisant un
théoréme limite pour des U-statistiques dégénérées engendrées par un processus fortement
stationnaire et géométriquement absolument régulier, que nous énoncons dans la Section
2, nous dérivons la normalité asymptotique des écarts centrés I,—EI, et J,—EJ,. Ces
résultats, que nous présentons dans la Section 3, généralisent au cas mélangeant, ceux
obtenus par Hall [4] et [5].

Toutes les démonstrations sont données dans la Section 4.

2 U-statistiques dégénérées. Loi asymptotique

Soient (Z;,i € Z) un processus stochastique fortement stationnaire et géométriquement
absolument régulier, & valeurs dans IR?, et (ga(-),n €IN*) et (ha(:,),n €IN*), des suites
d’applications mesurables de IR? et IRP xIR?, respectivement, dans IR. Dans cette section .

nous établissons le comportement asymptotique du couple:

(gn ) Hﬂ) bl
ou

1 n
Gn = ﬁ”{;gn(z,-), et

Mozt 3 {ha(Z, %) - Bha(ZesZ),

1<j<i<n

ot on suppose que E[gn(Z0)] =0, Ehn(Z0,y)] =0 et hn(z,y) = hn(y, ), pour tout
neN* et z,yeR?. G, et H, sont donc des U-statistiques dégénérées, respectivement
d’ordres 1 et 2.

Pour >0 et n€IN*, introduisons les notations suivantes:

un(r) = max{ max Iha(Zi, Z0)lr, 1ha(Z0, Zo)lr .
va(r) = max{ max 1Gao(Zi, 20l 1Gno(Z0, Zo)l: }.

'U)n(T') IlGﬂo(ZO: ZO)IT; .
2u(r) = max max{1Gj (%, 20)lr 1Gns (Z0, 201, 1Gni (0, Zo)l

1Z5<n

(21)

i
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ot Gpj(u,v) = Elhn(Z,u)hn(Zp,v)], pour j €IN et u,v €IR?, Z; est une copie de Zo
qui lui est indépendante, et |¢], = E¥|¢]", pour toute variable aléatoire réelle ¢ telle que
El€]" < o0.

Théoréme 2.2 On suppose qu’il eziste §,>0, 79 < -;- ety; > 0, tels que:
i) lgn (Zo)la=0(1);
1) Elgn(Z;)gn(Zo))=c; + o(1), pour tout =0,1,2,...;
i11) un(4+ 6o) =O(n);
iv) va (24 5) = o(1);
v) wn(2+ &)= o(nd);
vi) 2, (2)n" = O(1);
vii) B[hn(Z0, Z0)}? = 203 + o(1).

Alors le vecteur aléatoire (Gn,’Hn) est asymptotiguement normal de moyenne zéro et

2
. . s of 0 .9 o
de matrice de covariance donnée par [ 0 02] y 0u o] =co+2) .7, ¢j.
2

3 Hypotheses et résultats

Les hypothéses introduites dans les points suivants concernent le processus, le noyau, la

fenétre h, et la fonction de poids.

H;) Les lois des vecteurs (X;, Xy), i> 1, admettent des versions des densités fexi x0)
qui satisfont les contraintes: il existe € > 0 tel que,

sup f(z) < oo et
TECA*C

sup sup fxoxo) (¥, %)

)
1EN® zeAacn{weRI|f(v)>0} f(:l!)
vEAS -

ou A° désigne ’ensemble des points de IR? dont les distances & A sont inférieures & e.
La deuxiéme condition est, dans un cadre d’échantillonnage, conséquence de la premi-

ére. S’il y a dépendance, elle est par exemple satisfaite dans le cas d’un processus

gaussien stationnaire, parce que la variance conditionnelle ne dépend pas de la variable

conditionante.

H,) Le noyau K supposé borné a support borné est tel que

/ K(2)zidz=0,i=1,...,d, et z=(z1,...,24).
Re

H3) La suite (h,) satisfait les conditions classiques
h, —0 et nh,‘i—>+oo, lorsque n— o0,
et de plus on admet qu’il existe y€]0, 1[ tel que

limsup n"h? < co.
n
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Cette dernitre condition est peu restrictive et est vérifiée par exemple si hp = o(n™%),
0< 6<%, dés qu’on choisit y €]0, 6d].

H,) La fonction de poids w est une fonction bornée sur A¢ et continue sur 'intérieur
de A.

Dans les théorémes suivants, nous établissons la normalité asymptotique des variables
aléatoires I, — EI, et J, — EJ,.
On notera par I, la fonction indicatrice de I’ensemble A e par _%i—»oo N(0,02) la

~ convergence vers la loi normale de moyenne zéro et de variance .

Théoréme 3.1 Sous les hypothéses Hy),...,Ha), on suppose que f admet des dérivées
partielles d’ordre 2 continues et bornées sur A°. Notons

+o00
v? = var((yw)(Xo)) +2 Y cov((vw)(X;), (yw)(Xo)) , et

i=1

= Afz(m)w2(z)ded (/md K(u+z)K(u)du)2dz,

. ou

1(@) = Z [ s K g =)o)

i,j=1
(1) Si nhdt*—xe[0,400[, n—+oo, alors

nhd/?{I, - EL} - N(0,4N3 +22).
n—+00
(2) Si nh3tt— X = 400, n—+o00, alors

JahiH{ I — EL} -5 N(0,44).
n—-+o00

Théoreme 3.2 Sous les hypothéses Hy),...,Hy), on suppose que f et p admettent des
dérivées partielles, respectivement d’ordre 1 et d’ordre 1 et 2, continues et bornées sur
A€ et que o2 f est continue sur Vintérieur de A el bornée sur A, ot 0%(z) est la variance
de la loi de Yo conditionnée par Xo = . On admet aussi que E|Y, Bt < oo, pour un
6> 0. Notons

= var({Yo - p(Xo)Héw)(Xo)

+o0
+23 " cov({Y; — p(X;)H$w)(X;), {Yo — p(X0)}($w)(X0)) , et

i=1

ok = A o*(2) F2(2)w(2) ds L ( L d K(u+ 9K (u)du) dz,

=13 [ ws ke s 1)+ 25 () g (o)} 1)

3,j=1

—110—



(1) Sinhdtt— X e[0,400[, n—+o00, alors
nkd2{J, —EJ,} -5 N(0,4M? +202).
n—+o00
(2) Sinhitt =X = 400, n—+o0, alors

d
Vb2 {J, — EJ.} T N(0,47%).

4 Démonstrations

Démonstration du Théoréme 2.2: Par la suite nous ne donons que les lignes générales
de la démonstration. Pour les détailles voir Tenreiro [14].

Dans un premier temps, les hypothéses 1), ii1), vi) et vii) et la structure de dépendance
considérée pour le processus (Z;,i€7), nous permettent de conclure que pour tout a et
b réels, la variable aléatoire aG, + bH,, est, en probabilité, asymptotiquement équivalente

a la martingale
i ,
(4.1) > AUan = ElUan | Fac1nl)
a=1

olpour ¢ =1,..., %k

a(r+m) 1 1 (a=1)(r+m)+1
Ua,n = ' Z (%gn(Zi) + ; 2 hn(Zia Zj))r et
i=a(r+m)-m+1 - i=1
Fa,n = U(Zl; B Za(r+m)+1))

avec k = k(n) = [2], m = m(n) = [n®], r = r(n) = 0] et 0 < & < & <
min(y1/2, (1 — 2v,)/3) ([z] désigne la partie entiére du réel z).

Deuxiemement, I’ensemble d’hypothéses considéré, le choix de &; et 64, et la conver-
gence exponentielle vers zéro des coefficients de mélange de type 3, permettent d’obtenir

les égalités
k

Z var[Ugn|Faz1,n] = a?0? + b%02 + 0p(1), et

a=1

k
> " B|Uanl* = o(2).
a=1

Ainsi, d’aprés le théoréme de limite centrale de Dvoretzky [3], on conclut que la
variable aléatoire (4.1) et donc aG, + bH,, sont asymptotiquement normales de moyenne

zéro et de variance a%0? + b%03. )

Démonstration du Théoreme 3.1: On a:
= z)— Ef,(x 2w(z)dz
L = /A{f,.() Efo(2))2u(2)d
42 [ {1a(a) = BE@HER(2) ~ f(2) (@)
A
+/;{E‘f,,(z) ——f(a:)}zw(a:)dz.
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Ainsi:

(4.2) I,—EI, =

SR 2 O

1 2
+;?5; Z {Hn(Xi, Xj) — EHa(Xi, X;)}
1<j<in
1 1¢
t— 2 Hn(Xe, X) = BHA(X, X))
Ny i=1
1 1

= Jn

\/—h_ nh d/2V + Wn’

hil?

ou pour u4,v € RY:

ontw) = o [ { e (52) - 2x (2322) bt - slanoteyie, o
=g (<) (252}
() -

Normalité asymptotique de U,: D’aprés les hypothéses sur le noyau K et sur f, un

développement de Taylor nous permet d’écrire pour z € A:

ho? / K(W)[f(e — uhn) — f(z))du

/ K (w)uiu / '

Ainsi, comme K est a support borné et les dérivées partielles d’ordre 2 de f sont continues

h?{Efa(z) — f(2)}

0% f
F2:02; (z — uhnt)(1 — t)dtdu.

1]1

et bornées sur A€, on conclut d’aprés le théoréme de la convergence dominée que pour

z€A:

lim K@) - f@) = 3 Z [ s K)du 5@ = 1),

1 J=1
La normalité asymptotique de U, sera établie a I’aide du Théoréme 2.2. Comme w

est borné sur A€ ainsi que les dérivées partielles d’ordre 2 de f, nous avons:

sup sup |Gn(u)| < oo,
n€N* yeR?

et donc la condition i) du Théoréme 2.2 est satisfaite. De plus, comme w est continue
sur Dintérieur de A et la frontiére de A est de mesure de Lebesgue nulle, nous avons:

nETw E[G.(X;)Gn(X0)] = cov(('yw)(Xj), ('yw)(Xo)) , pour j =0,1,2,....

D’aprés le Théoréme 2.2, on déduit alors que U, converge en loi, lorsque n tend vers

Vinfini, vers la loi normale de moyenne zéro et de variance 4vi.
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Normalité asymptotique de V,: Soient pour r > 0 et n € IN*, upn(r), va(r), wa(r)

et z,(r) définis par (2.1), pour le processus (X;,i € Z), avec h, = Hy,.

D’apres les

hypothéses sur le processus, le noyau et la fonction de poids, il existe C > 0 tel que, pour

r>letn €N, on a:

un(r) <
vn(r) <
(4.3) wn(r) <
z(r) <

On ne montrera que la premiére inégalité.

Gk,
C(ha)*,
C, et
Chi.

Les autres s’obtiennent avec une technique

analogue. En tenant en compte qu’uniformément par rapport a u,v EIRd, on a:

1 T —u z—v
Hﬂ(u’v)z_hﬁd/z./,;K(_hn )K( =

on conclut que pour 7 >l et i > 1: . ,

Jor () (557 s

o, K étant borné a support borné, on a:
z— X; z— Xp
/AK( e )K( W )w(x)d:c
zT—v zT—u
K K
Je ful [ () = (5

(4.4)

)slo)tz + 0w,

W2 Ha (X, X0, < B + O (k)

r

E

' ____f(x,v,x.,)(v, v) F(u)dvdu

Il

) w(z)dz

fu)
< ) Vswpb@r o sy Jmxwe)
ieN* seacn{uverd|s(v)>0) f(z)

YEA

< [, [ KT @IKT (+ )y

Nous déduisons alors que h3d/2||H (Xi,Xo0)|» < C(h3)*% avec C > 0. De méme,
si on remplace dans les développements précédents f;(v|u) par f(v), on trouve pour

34/ 2|H (X0, Xo)|r une majoration du méme ordre. Nous en déduisons alors que:

un(r) < C(hﬁ)}_é, avec C > 0.

D’aprés les inégalités (4.3), les conditions iit),. ..,vi) du Théoréme 2.2 sont alors satis-

faites avec 6o > 0, fixé, 7o = Ei‘-z_&nu_ <

(hypothése Hs). Il nous reste a determlner la forme de la variance asymptotique. On a:
1 -X -X
E [h_?,:{ﬁ/A K(” " 0) K("' ™ °) w(iﬂ)dz]
1 zT—u z—v 2
o o [ (2 (22 ) s
2
-/ / (/ KWKy + 2)(w-Ta)(v+ (y+ z)h,,)dy) f(v + zhy,) f(v)dzdv
RYJR? \J/R4
/A fi(z)w(z)ds ./R‘ (./1;14 K(u+ z)K(u)du)2dz + o(1),

et 71 €]0,7], olt v est tel que limsup, n"hg < oo

2

I

— 113 —



~d’aprés le théoréme de la convergence dominée, en tenant en compte la continuité des
fonctions w et f sur Iintérieur de A, et le fait qu’elles sont bornées sur A°. Ainsi, d’apres
(4.4):

- 2
lim E[Hn(Xo,Xo)* =¥ = / fz(z)wz(:c)d:c/ (/ K(u+ z)K(u)du) dz.
Rt A R VJRE
D’aprés le Théoréme 2.2 on déduit que V,, converge en loi, lorsque n tend vers I’infini,
vers la loi normale de moyenne zéro et de variance 2v3.

Normalité asymptotique de I, ~ EI,: Comme le dernier terme de la décomposition
(4.2) est tel que W, = 0p(1), elle peut donc se reécrire:

1 1
o= Bl = et hd/zv +0”( "/2)
La conclusion découle maintenant des points précédents et du Théoreme 2.2. o

Démonstration du Théoréme 3.2: Soient, pour z€IR? et u=(u1,us) eR? x IR:

o) = (3~ () (T2 ) et sulo ) = () = i (5.

Nous avons:

Jn = ;_L—Z;F Z /J;{r,.(z, Z)+ 5n(z, X;)Hra(z, Z;) + 5u(z, Xj)}w(z)dz

h2d E/ {rn(z, Zi) + 5n(=z, Xi)} E[sn(z, Xo)w(z)dz

"11

+m jﬁ E2[sn(z, Xo)w(z)dz,

ot 5p(2,u1) = sn(2,u1) — Elsn(z, Xo)] et Z; = (X:,Y;),i € Z. Lécart centré Jp — EJy,
peut étre donc décomposé dans la somme de U-statistiques dégénérées d’ordre 1 et 2. En
négligeant les termes d’ordre supérieur, on déduit;

1 2 <
Jn_EJ‘n = “T—1-2 /- G:‘ ZI
\/ﬁhgzﬁz (Z)
1 . L
(45) +-77-2— Z {H (Zz;Z) EH (ZlaZJ)}+OP( hd/Z)
n 1<j<ikn Min

1 1 1
= —U, + V4o (——) )
ﬁhnz nhf,/2 " i nhf,/2
ol pour u = (u1,us),v = (v1,v2) € R? x R:

G, (u) h}ed / (2, u)h 2 E[s,(z, Xo)w(z)dz

=l p) [ K (T P (Ga(e) - WD)
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et

1
3d/2]Arﬂ($1u)rn(z,v)W(I¢)d$7

= sz = ) — (o) [ (2

H; (v, v)

“1) K (%) w(z)dz.

Normalité asymptotique de U);: D’apres les hypothéses sur le noyau K, sur f et p,
nous avons pour z € A: -

hy 2E{(ptn () — u(x))fn(x)]

/ K(u)u,uj{—( )/ z — hyut)dt

+f(z ~

i,j=1

— hput)(1— t)dt}

Le théoréme de la convergence dominée permet d’écrire que pour z € A:

Jim b2 ((an(2) — u(2)) ()]

= _Z / u,u,K(u)du{

i,j=1

—(@)f(e) + 292 (x) 5L (z)} = 4(a).

De plus comme les dérivées partielles d’ordre 1 de f et d’ordre 1%t 2 de u sont continues
et bornées sur A€, w est continue sur I'intérieur de A, et la frontiére de A est de mesure
de Lebesgue nulle, nous avons:

sup E|G%(Ze)|* < o0, et pour j =0,1,2,...,
nelN*

Jlm  BIGL(Z5)Gr(Zo)] = eov({Y; — p(X;)}(dw)(X;), {Yo = i(Xo) Héw)(Xo)) -

D’apres le Théoréme 2.2, on déduit que U,; converge en loi, lorsque n tend vers I’infini,

vers la loi normale de moyenne zéro et de variance 472.

Normalité asymptotique de V' Soient un(r), va(r), wn(r) et z,(r) les quantités
définies pour 7 > 0 et n € IN*, par (2.1) avec h, = H}. De la méme fagon que dans la
démonstration du Théoréme 3.1, et en tenant en compte que E|[Yy[3! < oo, il existe
C>0 tel que pour r > l—ﬁetnew,ona:

un(r) < C(h&)F~75-% sir<d+ g,
va(r) < C(hE)*~ 7%, sir< 242,
we(r) < C, si'r<2+%, et

m(r) < CI)H: sir<2+8.

Les conditions iii),...,vi) du Théoréme 2.2 sont alors satisfaites avec & €]0 ,g[
Y = %+ 'g_%g - 71'4_}'6—0" 11 €]0, 8_,_6')'] ot v est tel que limsup, nThd < co. Précisons
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maintenant la forme de la variance asymptotique. On a:

E[H;(Zo, Z0))*

= e [0 - woxn@a - o) [ (5522 x (2 Tt 2

- Z%EJL /R d az(u)az(v)[ /A K(ih:ni) K(“”; ”)w(z)dzr F(u)f(v)dudv

/m fw<"2f>(v + uha)(*1)(v)

1l

2
X [ /R K@K+ ) T+ (u+ y)h,.)dy] dudv.

Par hypothése les fonctions of et w sont continues sur l'intérieur de A et bornées sur

A€ ce qui permet de conclure, d’apreés le théoréme de la convergence dominée que:

nli’rilm E[H(Z0,Zo) =n5 = Lg4(z)f2(x)w2(z)dz Ad (/}Rd K(u+z)K(u)du)2dz.

On déduit d’aprés le Théoréme 2.2 que V,; converge en loi, lorsque n tend vers l’infini,

vers la loi normale de moyenne zéro et de variance 273.

Normalité asymptotique de J, — EJ,: Le résultat annoncé découle maintenant des

points précédents, de I’égalité (4.5) et du Théoréme 2.2. |
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