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Estimacao de Fungoes de Densidade Neutras face ao Risco através

de Precos de Opcgoes

Resumo: A investigacdo apresentada nesta dissertacdo consistiu no desen-
volvimento, implementacao e teste de uma nova abordagem para a estimacao
de funcoes de densidade de risco neutro através de precos de opgoes. A es-
timacao recorre a técnicas de aproximacao nao paramétricas e explora modelos
e métodos de optimizagao recentemente propostos.

A estimagéo foi feita representando a funcao de densidade de risco neutro
através de funcoes spline e minimizando, no sentido dos minimos quadra-
dos, a diferenca entre os precos observados e os gerados através da fungao de
densidade. A formulacdo resulta num problema de programacao quadratica
convexa se a nao negatividade é apenas imposta nos nés das fungoes spline ou
num problema de programacao semidefinida convexo se se pretender estimar
fungoes que sejam garantidamente nao negativas em todo o seu dominio.

Em primeiro lugar, abordou-se o caso estatico em que sao considerados
dados de precos de opgoes relativos a uma tnica maturidade. Os resulta-
dos obtidos pela resolucao numérica das formulagoes propostas mostraram a
eficiéncia e robustez deste processo de estimacgao, quer para dados simula-
dos por modelos tedricos de precos de opgoes quer para dados observados no
mercado.

O caso dinamico, em que sao considerados precos de opgoes relativos a
varias maturidades, constitui um problema mais complexo, intimamente liga-
do & dificil determinacao da superficie de volatilidade. A estimagao recorreu,
neste caso, a funcoes spline bicibicas, dando origem a problemas com estrutura
e propriedades semelhantes. Os testes realizados para dados tedricos e de mer-
cado revelaram-se bons tendo em consideragao a complexidade e dificuldade

da estimacao em causa.
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Estimating Risk-Neutral Probability Density Functions from

Options Prices

Abstract: In this thesis we develop, implement, and test a new approach
for the estimation of risk-neutral densities from option prices. The estimation
uses non-parametric techniques and explores optimization methods and models
recently proposed.

The estimation is carried out in the space of spline functions and minimizes,
in the least-squares sense, the difference between the observed option prices
and the option prices generated by the estimated risk-neutral density. The
resulting optimization problem is a convex quadratic programming problem if
the nonnegativity is imposed at the spline knots or a semidefinite programming
problem if the goal is to estimate functions with a guarantee of nonnegativity
in all their domain.

Firstly, we considered the static case in which the option prices on the un-
derlying asset correspond to the same maturity. The numerical results show
the effectiveness and robustness of the estimation for both simulated and mar-
ket data.

The dynamic case corresponds to a set of option prices on the same underly-
ing asset but with different maturities, resulting in a more complex problem,
related to the challenge of recovering the volatility surface. The estimation
used bicubic splines, yielding optimization problems with similar structure
and properties. The numerical results for both simulated and market data

were good given that the estimation is now more complex and difficult.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes gerais

A férmula de Black-Scholes (BS) para atribuigao de pregos a opgoes finan-
ceiras veio alterar, significativamente, a dinamica dos mercados financeiros.
Assim sendo, esta férmula provocou o aparecimento de novos contratos de
opgoes e um aumento consideravel do ntimero de transacgoes destes instru-
mentos financeiros. Perante esta situagao, houve uma maior necessidade de
gerir o risco associado a estes produtos. Os desenvolvimentos entretanto feitos
na teoria de precos de opgoes foram no sentido de obter uma maior protecgao
(hedging) contra o risco relativo a incerteza do estado futuro que o mercado
pode atingir. Para além da diversidade de contratos de opgoes, o niimero de
outros produtos financeiros derivados aumentou consideravelmente e tornou-se
possivel determinar teoricamente os seus precos. Estes derivados permitem,
entre outras coisas, reduzir o risco nas operacgoes financeiras na medida em
que permitem controlar os movimentos adversos nos pregos.

O modelo de BS pressupoe que o preco do activo subjacente ao contrato
de opcoes segue uma distribuicao de probabilidade lognormal. No entanto, os
mercados nao obedecem a este pressuposto. De facto, invertendo a férmula
de BS e calculando as volatilidades referentes aos pregos de opgoes, que desig-
namos por volatilidades implicitas, observa-se que elas sao distintas. Ou seja,

a volatilidade nao é constante, como admitido pelo modelo de BS, mas pode
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variar com os pregos. Se conhecermos, com precisao, a volatilidade associada
aos precos de opgoes entao poderemos estabelecer o preco da opgao usando a
férmula de BS, uma vez que, neste modelo, a volatilidade é o inico parametro
nao observavel. A literatura relativa a determinagao da volatilidade é extensa

e apresenta abordagens muito variadas.

Por outro lado, Breeden e Litzenberger [20] mostraram que, sob certas
condigoes (auséncia de arbitragem por exemplo), a segunda derivada da fungao
prego da opgao de compra (ou de venda), relativamente ao preco de exercicio,
é proporcional a funcao de densidade de risco neutro. Assim, se conhecermos
uma funcao que defina a volatilidade para um determinado intervalo de precos
de exercicio (func@o de volatilidade) poderemos substitui-la na férmula de
BS e, depois, derivar duas vezes em relagao ao prego de exercicio de modo a
obter a funcéo de densidade. Neste sentido, poderemos dizer que conhecer a
informacao dos precos das opgoes é equivalente a conhecer a informacao dada

pela funcao de volatilidade ou a dada pela fungao de densidade de risco neutro.

Desta forma, outra abordagem para o controle do risco consiste em esti-
mar a distribuicao de probabilidade seguida pelo prego do activo, a partir de
precos de opcoes. De facto, supondo que se verifica a hipétese da neutrali-
dade face ao risco [31], o preco de uma opgao pode ser obtido como o valor
esperado dos ganhos futuros descontado a taxa de juro sem risco. Este re-
sultado, assim como o apresentado por Breeden e Litzenberger, entre outros,
contribuiram para uma grande variedade de abordagens na determinacao da
funcao de densidade de risco neutro. Existem as abordagens paramétricas
que pressupoem que o activo subjacente segue um determinado processo es-
tocdstico, como por exemplo o movimento Browniano geométrico, no caso da
abordagem de BS. Estas abordagens podem admitir, ainda, que a partir de
funcoes de densidade base, como por exemplo a lognormal ou a normal, se
considerem misturas de densidades ou se adicionem termos, envolvendo novos
parametros, resultando numa nova expressao para a funcao de densidade. As
abordagens nao-paramétricas consideram um numero elevado de parametros
e nao estipulam nenhum processo para o preco do activo. Permitem, desta

forma, uma grande variabilidade nas formas da funcao de densidade.
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1.2 Contribuicoes da tese

Varias das abordagens para a estimacao da funcao de densidade de risco
neutro apresentam resultados negativos. Na pratica, é necessario analisar os
resultados obtidos com estas abordagens e fazer modificacoes de modo a corri-
gir esta situacao. Por outro lado, os métodos paramétricos, porventura os mais
populares, apesar dos avangos conseguidos, ainda nao conseguem descrever os

dados com exactidao.

Propomos, nesta dissertacao, uma nova abordagem nao-paramétrica para
a estimacao da funcao de densidade de risco neutro. Esta abordagem usa
funcoes spline cubicas e bicibicas e formula os problemas de estimagao como
problemas de programacao quadrética ou programacao semidefinida. A nossa
abordagem garante, de forma rigorosa, a nao negatividade da funcao de densi-
dade de risco neutro estimada. No caso estatico, em que apenas uma maturi-
dade é considerada, sao usadas fungoes spline cibicas e a nao negatividade
¢ imposta nos nés da funcao spline (dando origem a um problema de pro-
gramagao quadratica) ou em todo o seu dominio (o que origina um problema
de programagao semidefinida). O caso dinamico (envolvendo varias maturi-
dades) recorre a fungoes spline bicibicas e a nao negatividade das funcgoes
estimadas é imposta em nés e segmentos da malha rectangular referente a dis-
cretizacao espacial e temporal. As varias abordagens propostas foram testadas
com dados relativos a precos de opgoes simulados e observados no mercado e

mostraram a sua viabilidade e eficiéncia.

Vale a pena ainda referir que o conhecimento da distribuicao associada ao
preco do activo tem varias aplicagoes. Pode ser ttil para a gestao do risco,
como foi referido anteriormente. Pode ainda servir para obter as expectati-
vas dos operadores de mercado, em particular as suas expectativas relativas
a eventos de ocorréncia extrema. QOutra das aplicacoes das distribuicoes de
probabilidade de risco neutro é o calculo de precos de opgoes cujo ganho seja
uma qualquer funcao do preco do activo subjacente na maturidade, como é o

caso, por exemplo, das opcoes exoticas.
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1.3 Organizacao do trabalho

Esta dissertacao estd organizada em seis capitulos, cujo contetido se de-
screve seguidamente.

No Capitulo 2 apresentam-se alguns conceitos basicos de financas e de
matematica financeira necessarios a compreensao deste trabalho. No Capitulo
3 descrevemos, resumidamente, as diferentes abordagens existentes na literatu-
ra para a estimacao da fun¢do de densidade de risco neutro. Apresentamos, no
Capitulo 4, os novos métodos para a estimagao da funcao de densidade de risco
neutro para o caso estatico em que apenas uma maturidade é considerada. Os
resultados numéricos obtidos a partir de dados relativos a precos de opgoes sao
apresentados no Capitulo 5, para o caso estatico, e envolvendo dados simulados
a partir da formula de Black-Scholes e dados observados no mercado. O estudo
da estimacao da evolucao temporal da funcdao de densidade de risco neutro é
apresentado no Capitulo 6. Este capitulo inclui testes envolvendo pregos de
opgoes simulados e observados no mercado. O Capitulo 7 faz o balango das
contribuicoes da tese, comenta os resultados obtidos e aponta caminhos para
trabalho futuro.

Os Apéndices A e B apresentam as definigoes de fungdes spline cibicas e
bicibicas respectivamente. Nos apéndices C e D é feito um pequeno resumo

sobre programagao quadratica e programagao semidefinida.



Capitulo 2

Alguns conceitos basicos em
financas e matematica

financeira

O sistema financeiro tem, actualmente, um papel determinante na vida
das pessoas. Dele fazem parte todos os tipos de mercados e os seus inter-
venientes tais como governos, bancos, companhias de seguros, companhias
de investimento e todos os individuos que operam nesses mercados. Devido
ao facto de estabelecerem a ligacao entre a vida dos individuos e as estru-
turas econdmicas, estes mercados tém uma influéncia crescente na vida da
sociedade. Os mercados diferem consoante o tipo de instrumentos financeiros
que utilizam. Cada mercado financeiro tem as suas caracteristicas e serve, por
isso, diferentes tipos de clientes. Podemos estabelecer uma classificacdo dos
mercados de acordo com o prazo que decorre entre a celebragao de um deter-
minado contrato financeiro e a sua liquidag@o. Se a entrega do bem negociado
for imediata diremos que se trata de um mercado a vista e, neste caso, o com-
prador paga ao vendedor e recebe o bem na mesma altura. Se, por outro lado,
se estabelecer um contrato de modo a que o bem seja entregue numa data

futura entao estamos na presenca de um mercado de derivados.

Existe uma ligacao forte entre as finangas e a matematica. A matematica
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financeira estuda os topicos da matemdtica que estao na base desta ligacao.
Podemos encontrar apresentagoes pormenorizadas sobre matematica finan-
ceira, nomeadamente sobre a atribuicao de pregos a determinados produ-
tos derivados financeiros, em diversos livros tais como os de Baxter e Ren-
nie [11], Bjork [15], Duffie [37], Hull [56], Neftci [78] e Wilmott, Howison e
Dewynne [94].

2.1 Activos financeiros

A riqueza de um individuo, de uma organizacao ou do Estado é um conceito
lato e, por isso, assume formas diferentes. De um modo geral, qualquer bem
que se possua é um factor de riqueza. De facto, podemos considerar ele-
mentos de riqueza bens como a terra, as casas, as maquinas, ou outros mais
dificeis de quantificar, como, por exemplo, o capital humano ou ainda outros
mais estruturados como sejam os fundos de investimento. Designamos por
activo financeiro qualquer direito monetario detido por uma entidade sobre
uma outra. Temos, como exemplo, a moeda, os depdsitos de poupanca e 0S
titulos emitidos pelo Estado ou por empresas (tais como bilhetes do Tesouro e
obrigagoes, acgoes de empresas, fundos de investimento e indices accionistas).
Para além destes bens, existem ainda outros mais estruturados como sejam
os contratos de derivados financeiros, sendo os mais conhecidos os contratos
forward, os contratos de futuros e os contratos de opgoes.

Os depdsitos de poupanca referem-se, usualmente, a depdsitos bancarios e
as suas taxas de juro sao determinadas pelas taxas de juro de curto prazo do
mercado.

Os titulos emitidos pelo Estado ou por empresas sao formas de empréstimo,
por parte de particulares, a essas entidades. O pagamento da quantia subscrita
é feito no final do contrato e, durante o periodo a que dizem respeito, os titulos
pagam, periodicamente, os juros contratualizados. Enquanto os bilhetes do
Tesouro contemplam usualmente prazos curtos, até um ano, as obrigacoes
dizem normalmente respeito a periodos mais alargados.

As accgdes, sendo direitos monetarios sobre as empresas, permitem que os
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seus titulares recebam uma parte dos lucros das empresas (designados por
dividendos) ou, no caso da venda destas, uma parte dos ganhos obtidos.

Os fundos de investimento sao compostos por diversos titulos, como, por
exemplo, acgOes e obrigacoes, e procuram captar a poupanca. Os seus titulos
podem ou nao ser negociados em bolsa consoante as caracteristicas que o
compoem.

Os indices accionistas sdo instrumentos de congregacao de acgbes que
pretendem avaliar o desempenho de um determinado conjunto de empresas
num determinado sector de mercado, ou avaliar o mercado de forma mais
abrangente, dependendo das caracteristicas das empresas que o constituem.
Podem dizer respeito ao sector das matérias primas, como seja os cereais, ao
sector dos transportes, da construgao civil ou, por outro lado, dizer respeito as
empresas que tém maior volume diario de transac¢oes em bolsa. Um indice de
accoes € uma medida possivel para a variacao nos precos das acgoes e, neste
sentido, pode ser um bom indicador de estratégias para os diferentes sectores
de mercado a que diz respeito. As suas acgOes sao escolhidas por forma a
representarem, o mais completa e eficazmente, a informacao do mercado. E
imposto a um indice que as suas acc¢oes tenham um volume de transaccoes
acima da média das accOes do mesmo sector, dado que se as ac¢bes nao forem
liquidas o indice torna-se obsoleto.

O valor de um indice congrega, de forma organizada, as cotagoes das acgoes
que o constituem. Usualmente, a actualizacao do valor dos indices é feita de
acordo com a actualizacao dos precos de transaccdo das accbes, de forma
continuada, durante o horario dos mercados bolsistas. A determinacao do
valor de um indice pode fazer-se de diferentes formas usando, por exemplo,
apenas os precos das acgoes ou adicionando outra informacgao, nomeadamente
a relativa ao ntmero de acgoes emitidas. Podemos, por exemplo, estabelecer
o valor de um indice recorrendo a uma média do prego das N accbes que o

constituem: N
t
N Q0’
> i1 il

em que n; representa o nimero de acgoes relativas a empresa ¢ no momento

Iy =p (2.1)

inicial, isto é, no dia a partir do qual o fndice se inicia, S? e S? representam
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os precos das accoes da empresa ¢, respectivamente, no momento inicial e no
momento actual t. A constante p permite ajustar o valor do indice, tendo em
conta factores de mercado, nao usuais, que interferem no preco das accoes,
como sejam, por exemplo, a fusdo de empresas que constituem o indice ou a
entrada ou saida de empresas no indice.

Dado que iremos apresentar contratos financeiros que incidem sobre de-
terminados activos, passaremos a designar estes por activos subjacentes ao
contrato estipulado ou, no caso de nao haver duvidas em relagao ao contrato
referido, simplesmente por activos subjacentes, e os respectivos contratos por
contratos derivados ou simplesmente derivados. A nogao de activo subjacente
é, no entanto, mais vasta dado que os agentes de mercado especializados po-
dem propor a negociacao de um contrato sobre praticamente quase tudo que
Se possa pensar.

Os contratos de derivados permitem cobrir os riscos da actividade finan-
ceira, nomeadamente o risco bolsista, o risco cambial e o risco da taxa de juro.
Desta forma, os indices accionistas tornam-se um activo subjacente importante
bem como as taxas de juro. Surgem, naturalmente, derivados sobre taxas de
juro, em que se negoceiam taxas de juro sobre determinados montantes que
irdo ser, por exemplo, recebidos no futuro. Na secgao seguinte vamos detalhar

as caracteristicas de alguns contratos de derivados.

2.2 Derivados financeiros

Os derivados sao produtos financeiros cujo valor é dependente do valor
de um ou mais activos financeiros. Estes produtos sao transaccionados em
mercados financeiros com caracteristicas proprias — os mercados de derivados.
Nestes mercados, o acordo celebrado entre as partes do contrato prevé que ele
seja liquidado num momento futuro.

Existem véarios tipos de contratos financeiros derivados, como, por exemplo,
contratos forward, swaps, contratos de futuros e contratos de opg¢des. Embora
qualquer activo possa ser usado para estabelecer um contrato deste tipo, os

contratos sobre os indices accionistas e as taxas de juro sao, do ponto de vista
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dos mercados, particularmente importantes pela capacidade de gerir o risco

associado, como foi sublinhado na Seccao 2.1.

Os instrumentos financeiros derivados podem ser usados como investimento
a par de outros activos financeiros. Algumas vezes, este investimento é acom-
panhado de uma forte componente especulativa. De facto, alguns interve-
nientes de mercado, apostando em determinado comportamento associado ao
activo subjacente, negoceiam contratos de derivados que lhes permitam obter
os lucros perspectivados. Esta atitude torna-se benéfica em termos de mer-
cado porque aumenta as diferentes tomadas de posicao, incrementando, assim,

a liquidez do mercado.

Os produtos financeiros derivados podem ainda ser usados para efectuar
uma cobertura face ao risco (hedging), permitindo uma gestao do préprio risco.
Pretende-se, desta forma, compensar um movimento de precos de activos em
determinado sentido tomando uma posicao contraria no mercado de deriva-
dos, limitando, assim, as perdas no caso de ocorrerem situagoes adversas de

mercado.

Estes instrumentos derivados podem ser usados, igualmente, para apro-
veitar desfasamentos de cotacoes em mercados diferentes, procurando, desta
forma, obter lucros sem correr riscos. De facto, existem intervenientes de mer-
cado atentos as cotagoes dos derivados em mercados diferentes. Assim, se
forem observadas diferencas nos precos relativamente a dois mercados distin-
tos pode ser efectuada uma compra e venda simultanea nos dois mercados,
de modo a obter um ganho sem risco. Podemos, por isso, dizer que a arbi-
tragem tira partido das imperfeicoes dos mercados. Estas oportunidades de
arbitragem tendem a repor o equilibrio dos precos uma vez que o mercado

reage rapidamente a estas operacoes de compra e venda.

A liquidez associada a determinados mercados de derivados é elevada porque
estes instrumentos fazem com que as estratégias nos mercados financeiros se-

jam mais elaboradas e eficazes no controlo do risco.
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2.2.1 Contratos de futuros

Os contratos de futuros celebram um acordo entre duas partes que permite
a compra ou a venda, de um determinado activo financeiro, num determinado
momento futuro e por um preco acordado no acto da celebracao do acordo.
Dizemos que o comprador do contrato assume uma posicao longa e que o
vendedor assume uma posicao curta.

Estes contratos caracterizam-se pelo facto de serem altamente estrutura-
dos, isto é, com regras perfeitamente definidas e conhecidas por ambas as
partes no momento da celebracao do acordo. De facto, eles sdo transacciona-
dos em mercados especializados e organizados — os mercados de futuros —
que estipulam as diversas caracteristicas dos contratos, como, por exemplo, a
especificacao do activo subjacente, a variagao minima dos precos, a forma de
liquidagao do contrato, as vérias taxas de operagoes, ou, ainda, a altura em
que o contrato é liquidado. O prego pago pelo contrato é a tnica caracteristica
que é negociada entre as partes.

Atendendo a que a clareza das regras no mercado de futuros é muito grande,
a transparéncia negocial originada é igualmente elevada. Este facto faz aumen-
tar a liquidez e potencia o mercado de futuros.

Uma das especificidades dos contratos de futuros é o facto dos investidores
poderem anular o contrato antes da data de maturidade, evitando, assim, o
seu cumprimento. Esta situagdo é muito frequente e ocorre, por exemplo, no
caso de um investidor prever flutuagdes nos precos que contrariem a posicao
assumida no mercado de futuros. O investidor pode, entao, assumir uma
posicao contraria a inicial, num contrato com o mesmo activo subjacente e
a mesma maturidade, compensando a posicao tomada anteriormente. Este
mecanismo ¢é facilitado pela existéncia da camara de compensacdo. Trata-se
de uma instituicdo da prépria bolsa que se interpoe entre as partes do con-
trato, passando cada uma destas a negociar com a camara, o que reduz o risco
de incumprimento. De facto, as exigéncias feitas as partes, nomeadamente a
conta de margem, permite que sejam dadas garantias para as posi¢oes tomadas
pela camara nos contratos. A conta de margem possibilita acomodar e incor-

porar as flutuagoes didrias do prego do contrato. Este processo designa-se por
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marcagao-ao-mercado (marking-to-market) e traduz o efeito da valorizagao
ou desvalorizagao do contrato perante o preco de referéncia calculado diaria-
mente. Se a conta de margem descer para além de um determinado valor pode
ser necessario reforga-la. Este processo minimiza o risco de incumprimento.
Logo, as perdas avultadas, no caso de ocorrerem, nao serao descontadas apenas
no final mas sim durante o tempo de vida do contrato.

Na maturidade de um contrato de futuros, o seu preco Fr é igual ao prego
do activo subjacente St. Se assim nao fosse, isto é, se por exemplo Fr > S,
seria possivel a um investidor vender o contrato de futuros, comprar o activo
subjacente e entregi-lo ao comprador lucrando assim Fp — Sp. Caso idéntico
ocorreria se Frr < Sp, em que o investidor compra o contrato de futuros, recebe
o activo subjacente e vende-o lucrando St — Fr. O mercado encarrega-se de
eliminar estas situagoes de arbitragem.

A Figura 2.1 descreve o ganho (ou perda se corresponder a um prejuizo)
de um investidor com uma posicao longa, em que o preco pago pelo contrato
de futuros é designado por F'. De forma semelhante, o ganho de um investidor

considerando a posi¢ao curta é descrito pela Figura 2.2.

Figura 2.1: Ganho de um investidor em posi¢ao longa num contrato de futuros

ou forward.
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Figura 2.2: Ganho de um investidor em posigao curta num contrato de futuros

ou forward.

Se o contrato de futuros nao for liquidado antes da sua maturidade, entao,
nessa data, o comprador compromete-se a liquidar a sua posicao, comprando
o activo ou liquidando-o financeiramente, conforme o caso. O vendedor com-
promete-se, de igual forma, a vender o activo ou a liquidar financeiramente a
sua posicao.

Ao assumir a posi¢ao longa, o comprador aposta numa subida das cota-
¢oes, o que, ao acontecer, trard um ganho de Sp — F. Se isso nao acontecer
terd um ganho negativo, isto é, o prejuizo sofrido serd de F' — St. Por outro
lado, o vendedor aposta numa descida das cotacdes e, consequentemente, o
valor do seu ganho serd igual ao prejuizo comprador (F — S7) e o valor do seu

prejuizo serd igual ao ganho do comprador (S — F).

2.2.2 Contratos forward

Os contratos forward assemelham-se aos contratos de futuros, no sentido
em que estabelecem um acordo para a compra ou venda de um determinado
bem num momento futuro.

Estes contratos s@o efectuados em mercados informais (over-the-counter
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ou ao balcdo), recaindo sobre as partes a negociacao de todos os pardmetros
do contrato, como, por exemplo, o prazo de vencimento e o preco. Esta perso-
nalizacao dos contratos pode ser uma vantagem pois permite uma adequacao
as necessidades e desejos das partes. Por outro lado, a falta de padronizagao
dos contratos faz com que os termos do contrato interessem apenas as partes
intervenientes. Trata-se de contratos que requerem maior tempo negocial do
que os contratos de futuros e exigem um esfor¢co de informagao elevado para
estabelecer o pre¢o mais ajustado. Ao contrario dos contratos de futuros,
estes contratos nao exigem conta de margem. Estas sao algumas das razoes
que fazem com que os contratos forward tenham uma menor liquidez e um
maior risco de incumprimento do que os contratos de futuros.

Uma das aplicagoes destes contratos ¢é feita nos mercados cambiais de modo
a prevenir valorizacoes ou desvalorizagoes da moeda estrangeira relativamente

a local.

2.2.3 Contratos de opgoes

Os contratos de opcoes conferem aos compradores ou titulares um direito
de opcao. Esta particularidade distingue estes contratos dos apresentados
anteriormente, na medida em que esta assimetria de posicoes pode ser usada
para um maior controlo do risco.

Uma opc¢do é um contrato através do qual o comprador adquire o direito
(mas nao a obrigacao) de comprar ou vender uma determinada quantidade
de um activo por um determinado prego (prego de exercicio). Se o contrato
conferir o direito de compra diremos que se trata de uma op¢ao de compra (call
option). Se, por outro lado, o contrato conferir o direito de venda trata-se de
uma op¢ao de venda (put option).

Se o direito tiver de ser exercido numa determinada data futura, desig-
nada por maturidade ou prazo de vencimento, diremos que se trata de uma
opcao europeia ou de tipo europeu. No caso do direito de opcao poder ser
exercido ao longo de um periodo de tempo (entre a celebragao do contrato e
a sua maturidade), estamos na presenca de uma op¢ao americana ou de tipo

americano.
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Enquanto o comprador adquire um direito, o vendedor assume a obrigacao
de comprar ou vender o activo. Assim sendo, o vendedor, ou subscritor da
opcao, fica submetido a vontade do comprador. Esta sujeicdo é compensada
com o pagamento, por parte do comprador, de uma determinada quantia,
designada por prémio ou preco da opg¢ao. Dizemos que quem compra uma
op¢ao assume uma posi¢do longa e quem vende assume uma posicdo curta.

O direito facultado ao comprador da opcao traduz-se, em termos graficos,
em perfis de ganho diferentes dos perfis dos contratos forward e de futuros.
Designemos por St o preco do activo subjacente na data de vencimento e por
FE o preco de exercicio estipulado no contrato de opgao. O ganho do comprador

é dado por
max(Sy — E,0) = (S — E)*.

Se o preco do activo no mercado a vista for superior ao preco acordado no
contrato, o direito é exercido. Neste caso, depois de comprar o activo ao preco
FE, o investidor pode vendé-lo ao prego St, lucrando a diferenca. Se, pelo
contrario, o preco do activo for inferior a £ no mercado a vista, o direito nao é
exercido e o contrato expira. No caso em que St = E o ganho da opcao é igual
a zero. O exercicio da opcao dependeré dos custos de transaccao associados e
do interesse do investidor em possuir o activo.

Em relacao a opcao de venda, o ganho do comprador é dado por
max(E — S7,0) = (E — Sr)™.

Neste caso, a opgao é exercida caso o valor do activo subjacente seja inferior
ao preco de exercicio. Concretamente, se no mercado a vista o activo valer
St < FE, o investidor com a posigao longa exerce a opgao e vende o activo
ao preco F, obtendo um ganho de E — Sp. Se ocorrer a situacao Sy > FE,
o investidor nao exerce a op¢do uma vez que nao vai vender por um prego
mais baixo do que o preco do mercado a vista. A situacao em que Sp = E
é semelhante a das opgoes de compra. Os diagramas de ganho relativos as
posicoes do comprador e do vendedor na data de vencimento sao dadas pelas
Figuras 2.3 e 2.4.
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max(%_—E,O)

min(E—Sr,O)

Figura 2.3: Ganhos da opc¢ao de compra relativos as posicoes longa e curta,

respectivamente a esquerda e a direita.

Se tivermos em conta o prémio pago pelo investidor em posigao longa, os
graficos respeitantes ao lucro sao um pouco diferentes dado que sofrem uma
translacao no sentido contrario ao do eixo dos yy, como se vé pelas Figuras
2.5 e 2.6.

E possivel distinguir o estado das opgoes classificando-as como in-the-
money, at-the-money ou out-of-the-money. Uma opcao esta in-the-money se,
no caso de ser exercida imediatamente, resultar num saldo positivo. Diz-se que
a opgao estad out-of-the-money se, pelo contrério, o resultado do seu exercicio
imediato levar a uma perda de rendimentos. Uma opcao esta at-the-money
quando for indiferente exercé-la, ou seja, quando o lucro for nulo ou perto de
Zero.

De entre as opcoes mais transaccionadas nos mercados de derivados pode-
mos destacar as opcoes sobre mercadorias, accoes, indices de acgoes, taxas de
juro e futuros. Esta diversidade de contratos de opg¢oes conduz a diferentes
atitudes e estratégias de mercado.

Para além das opgoes que referimos existem outras, com perfis de ganho
diferentes e mais elaborados do que os ja vistos. Assim temos, por exem-
plo, opcoes cujo ganho depende da trajectéria do preco do activo subjacente,

opgoes sobre opgoes, opgoes americanas cujo exercicio antecipado esta restrito



16 Breve introducao a matemadtica financeira

max(E—%_,O)

min(ST—E,O)

Figura 2.4: Ganhos da opcao de venda relativos as posicoes longa e curta,

respectivamente a esquerda e a direita.

a determinadas datas. Estes sao alguns exemplos de opc¢des exdticas, em que
a férmula dos ganhos e perdas é diferente do tradicional. Muitas das opgoes

exéticas sao derivados complexos e dificeis de modelar matematicamente.

2.2.4 Arbitragem

Tal como vimos anteriormente, um dos grupos intervenientes no mercado
é o dos arbitragistas. Estes operam no mercado procurando oportunidades de
arbitragem. Uma operagao de arbitragem permite a realizagao de operacoes
financeiras com obtencao de lucros e sem risco.

Uma forma bésica de ilustrar este conceito é considerar o preco de uma
opcao de compra superior ao do activo subjacente. A oportunidade de arbi-
tragem consistiria em vender a opcao de compra por C; e comprar o activo
por S;, obtendo-se um lucro Cy — Sy sem quaisquer riscos. Assim, para nao
existir arbitragem, o prego de uma opg¢ao de compra nunca pode ser superior
ao do activo subjacente.

As oportunidades de arbitragem no mercado sao bastante mais complexas
do que a apresentada anteriormente e dizem normalmente respeito a compra e
venda simultanea de activos equivalentes em mercados diferentes, tirando par-

tido das imperfei¢oes dos mercados, nomeadamente das diferencas de cotacao.
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Figura 2.5: Ganhos da opc¢ao de compra relativos as posicoes longa e curta,

respectivamente a esquerda e a direita, com inclusao do prémio.

Suponhamos, para o efeito desta discussdo, que existe no mercado uma
taxa de juro isenta de risco, como, por exemplo, a de um depdsito bancério.
A auséncia de arbitragem pressupoe que o ganho obtido com um conjunto de
activos financeiros é igual ao obtido com um depdsito bancério no mesmo valor,
caso contrario o mercado tenderia rapidamente a restabelecer o equilibrio, isto
é, o preco subiria no mercado onde estava sub-estimado e desceria no mercado
onde estava sobre-estimado. Assim sendo, se se pretender obter maiores lucros,
serd preciso correr mais riscos. De facto, nao é certo que investindo em activos
financeiros tais como accoes e opgoes se obtenha um lucro superior ao de um
depdsito bancario.

Quando as oportunidades de arbitragem sdo exploradas, o mercado tende
a estabelecer rapidamente o equilibrio dos precos. Podemos dizer que os ar-
bitragistas contribuem para que as oportunidades de arbitragem sejam de
pequena dimensao.

As condigOes de nao-arbitragem traduzem-se, de forma mais pratica, em
intervalos nos quais os pregos dos contratos podem variar sem que se consiga
obter lucros sem risco. Desta forma traduz-se o facto de s6 poder existir lucro
quando os ganhos forem superiores aos custos de transaccao envolvidos.

O funcionamento eficiente dos mercados organizados baseia-se na inexis-
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N

AW S /E Sr

Figura 2.6: Ganhos da opcao de venda relativos as posicoes longa e curta,

respectivamente a esquerda e & direita, com inclusao do prémio.

téncia de oportunidades de arbitragem. Também os modelos de avaliacao de
derivados se baseiam nesta premissa. De facto, na pratica elas existem apenas
durante curtos periodos de tempo e tendem a ser eliminadas com o subsequente
movimento de precos.

Apresentamos, a seguir, uma definigdo informal de arbitragem [29].

Definicao 2.2.1 Uma operacao de arbitragem € uma estratégia de transac¢do

que
e tem um cash flow inicial positivo e nao tem risco de perda no final
ou que

e nao necessita de cash flow inicial, ndo tem risco de perda e tem uma

probabilidade positiva de gerar lucros no futuro.

2.3 Modelo de Black-Scholes

Os artigos de Black e Scholes [16] e de Merton [74] permitiram que a teoria
de atribuicao de precos a opgoes e outros derivados tivesse um forte desenvolvi-

mento. O modelo que ficou conhecido como modelo de Black-Scholes (BS) pos-
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sibilita, de uma forma explicita, atribuir precos a opc¢oes. Vamos apresentar,
de seguida, os pressupostos que levaram & constituicao deste modelo.
Supoe-se que é impossivel prever o valor futuro de um activo financeiro
subjacente a uma opgao europeia, isto é, que o movimento do prego do activo
é erratico, apresentando um movimento aleatério. O facto dos mercados finan-
ceiros incorporarem, imediatamente, qualquer mudanca ou informagao, rela-
tiva ao mercado ou ao activo, sustenta a hipdtese de que um activo financeiro
apresenta um comportamento aleatério. Supoe-se também que o prego actual
do activo incorpora toda a informagao passada. Usualmente estas condigoes
sao referenciadas como dizendo respeito a hipdotese de mercados eficientes.
Consideramos, desta forma, que a variacao relativa do retorno do activo
subjacente S contém, para além de uma componente deterministica, uma com-

ponente estocdstica. Considera-se, assim, o modelo diferencial estocastico:

ds,
?t = pdt 4+ odW,, (2.2)
t

em que p representa a deriva (drift) e a volatilidade o estd associada ao
desvio padrao dos retornos do activo, sendo, por isso, uma medida da in-
certeza para as variagoes deste. O termo W; segue um processo estocéstico de
Wiener, também designado por movimento Browniano. A equacido diferencial

estocdstica (2.2) é usualmente reescrita na forma:
dSt = /LStdt + O'Stth. (23)

Usando o Lema de It6 [78] prova-se que o processo seguido por uma fungao
u(Sy, t) dependente das varidveis S; e t obedece a equagao diferencial es-

tocéastica

ou ou 10%u ou
d’LL(St,t) = <8S,u5t + a + 2852025752) dt + %O'Stdwt, (24)

em que as derivadas sdo tomadas em (S, t). Aplicando o Lema de It6 & fungao
u(St, t) = In(Sy) obtemos

J2

d(In S;) = <M - 2) dt + odW;. (2.5)
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Considerando Sy o preco do activo em ¢ty = 0, demonstra-se que In(S;) —In(Sp)

segue uma lei normal' N((u — 0?/2)t,0/t), ou seja,

In(S;) ~ N <<M - ”;) t+ 1n(so),m/%> . (2.6)

Desta forma, a fungao de densidade para In(S;) é a seguinte:

2
1 [z—In(Sp) — (u— % )t)?
u(r) = ———e 202t . 2.7
t() oV 27t ( )

Sabe-se, no entanto, que uma varidvel aleatéria segue uma distribuicao

lognormal quando o logaritmo natural da varidvel aleatéria apresenta uma

distribuicdo normal. Prova-se, portanto, que a funcao de densidade seguida
por S; pode ser expressa por:

1 x o2 2

1 — 5oz In(5) —(u—% )1

ht(fE) = ox 27Tt€ 2ot 0 X > 0’

0, x <0.

(2.8)

Finalmente, notamos que ¢ frequente denominar o processo seguido por Sy por

movimento Browniano geométrico.

2.3.1 Equacao diferencial de Black-Scholes

Vamos considerar, agora, os pregos dos activos financeiros em estreita
ligacao com os precgos dos derivados e, em particular, com os pregos das opcoes.
O desenvolvimento da equacao de Black-Scholes para atribuicao de precos a
opgoes europeias necessita de mais alguns pressupostos, que apresentamos de
seguida.

Em primeiro lugar, supoe-se que o preco de um activo segue um movi-
mento Browniano geométrico. Depois, é permitida a venda a descoberto
(short-selling), isto é, a venda de activos que nao se possuem. Neste caso,
o vendedor pode utilizar o resultado da venda para fazer outros investimen-

tos. Nao sao consideradas oportunidades de arbitragem, no sentido que foi

'A distribuicio normal de média m € R e desvio padrdo ¢ > 0 (ou variancia o?) é
_(@=m)?
caracterizada pela funcdo de densidade f(z) = U\}ﬁe 202 . O facto de uma varidvel

aleatéria real X seguir esta distribui¢ao representa-se por X ~ N(m, o).
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apresentado na Seccao 2.2.4. Nao existem custos de transacgao associados as
operacoes financeiras realizadas. E conhecida uma taxa de juro r, constante
e isenta de risco, para o periodo de vida da opcao. Admite-se, ainda, que
os activos financeiros sao divisiveis, que a negociacao dos activos é efectuada
continuamente e que nao ha dividendos relativos ao activo subjacente durante
a vida da opcao.

Consideremos, entao, um activo financeiro cujo preco é modelado pela
equacao diferencial estocdstica (2.3) em que p e o sao constantes. Vamos
considerar que v(S,t) designa o prego de uma op¢ao europeia que depende do
preco do activo S e do tempo t e é duas vezes continuamente diferencidvel.
Consideremos uma carteira ® constituida da seguinte forma: vende-se a opgao
e compra-se uma determinada quantidade de activos subjacentes a opgao. No

momento ¢, o valor da carteira ® é dado por
O(S,t) = —v(S,t) + AS. (2.9)

O desenvolvimento da equagao de Black-Scholes faz-se em quatro etapas:
(1) aplicacao do Lema de It6 [78] & funcao ®; (2) eliminagdo da componente es-
tocéstica na equagao diferencial estocdstica resultante em (1), através de A =
g—g(St, t); (3) obtengao de uma equagao com derivadas parciais deterministica,
(4) aplicacao do principio da auséncia de arbitragem %(S,t) =rd(S,t). O
resultado final é a seguinte equagao com derivadas parciais (linear, de segunda

ordem e parabdlica)

1 2
g4+ Lp252070

ot 5 952 (S,t) + TS@(S, t) —ru(S,t) =0, (2.10)

oS

conhecida por equacao com derivadas parciais de Black-Scholes ou de Black-
Scholes-Merton. E de notar que o parametro g nao aparece na equagao.
Deduz-se, por isso, que a atribuicao de precos a opcoes nao depende da
deriva pu. Pelo contrario, a volatilidade o e a taxa de juro isenta de risco
r afectam o preco das opgoes.

A equagao (2.10) reduz-se, por mudancas de varidveis, a uma equagao de
difusao e admite uma familia de solucoes. Para determinar solugoes particu-

lares é necessario colocar condigoes de fronteira e condigoes iniciais ou finais.
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No prazo de vencimento 7', isto é, na maturidade da opc¢ao, o valor de uma

opcao deve ser dado por

C(S,T) = max(S — E,0) (2.11)
se se tratar de uma opgao de compra e por

P(S,T) = max(E — S,0), (2.12)

se se tratar de uma opgao de venda. As condigoes finais (2.11) e (2.12) sao
essenciais para determinar o preco das opgoes de compra e venda.

Relativamente as condicoes de fronteira, consideramos que, para S a tender
para 0 a opgao de compra deve valer 0 uma vez que nao faz sentido pagar uma
determinada quantia por algo que nao tem valor, isto é,

sli%l+ c(s,t)y=0, t>0. (2.13)

Se, pelo contrério, o valor do activo tende para 4o0o é natural que o valor da
opgao de compra seja da magnitude de S, isto é, que max(S—FE,0) = S—E ~
S. Descontando a taxa de juro 7, obtemos

Jim (5= C(8,1) = Ee IO >0, (2.14)

No caso de termos uma opg¢ao de venda P(S,t), quando consideramos S = 0,
o ganho, na maturidade, é dado por max(F — S,0) = E. Assim, o preco da
opcao de venda deve coincidir com o preco de exercicio descontado a taxa de
juro constante r:

P(0,t) = Ee "It ¢ >0. (2.15)
Por outro lado, se o prego do activo tomar valores muito grandes, S — +oo,
a opgao de venda terda menor probabilidade de ser exercida, isto é,

lim P(S,t)=0, t>0. 2.1
Gim P(S¢)=0, t=0 (2.16)

A equagao diferencial (2.10), em que v(S,t) representa agora uma opgao
de compra C(S,t):
oC 1 0%C oC

-~ 52927 & - — = 2.1
5y (S.0) + 50° 525 (8,0) + PSS (1) — rC(S,1) =0, (2.17)
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sujeita a condigao final (2.11) e as condigbes de fronteira (2.13)-(2.14), apre-

senta a solucao analitica

C(S8,t) = SN(dy) — Ee " T"ON(dy), S >0, tel0,T], (2.18)
em que
In(2 So2)(T -t
dy — n(g) + (r+50°)(T' - t) (2.19)
oI —t

C (F) + (r = 50T — 1)
dy = —E U\/TL_t . (2.20)

A férmula (2.18)-(2.20) designa-se por férmula de Black-Scholes para o prego

da opgao de compra europeia. Poder-se-ia, de forma semelhante, escrever
a férmula de Black-Scholes para o preco das opgoes de venda europeias, ao
resolver a equagao de Black-Scholes (2.10) com v = P e sujeita a condigao
final (2.12) e as condigbes de fronteira (2.15)-(2.16).

2.3.2 Paridade put-call

As opgoes de compra e venda, call e put respectivamente, podem com-
binar-se de modo a estabelecer um equilibrio entre os seus precos e o preco
do activo subjacente. Este equilibrio, que se designa por paridade put-call,
determina-se usando argumentos de arbitragem. A paridade put-call permite
calcular o preco da opcao de compra a partir do preco da opcao de venda, e
vice-versa, desde que sejam conhecidos o preco do activo subjacente e a taxa
de juro isenta de risco. Suporemos, ao longo deste trabalho, que esta taxa de
juro é constante e com capitalizacdo continua excepto, quando algo for dito
em contrario.

Vamos considerar, para o efeito desta discussao, opgoes call e put de tipo
europeu, sobre o mesmo activo, admitir que o activo nao distribui dividendos
e negligenciar os custos de transacgao. Formamos, assim, uma carteira que
contém uma posicao longa numa opgao de venda, uma posicao curta numa
opcao de compra e, ainda, uma unidade do activo subjacente. Supomos que
as opgoes tém o mesmo preco de exercicio e a mesma maturidade 7. Con-

siderando, no instante ¢, o valor do activo subjacente igual a .S, o valor desta
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carteira, nesse instante, é dado por
o(S,t) = P(S,t)—C(S,t)+ S,

em que P(S,t) e C(S,t) designam, respectivamente, os valores das opcoes de
venda e de compra. No prazo de vencimento das opcoes, esta carteira tem o

valor F tanto para S < F como para S > E:

®(S,T) = max(E—S5,0) —max(S—E,0)+ S

5 (2.21)

Considerando o principio da auséncia de arbitragem, em qualquer momento ¢
anterior a maturidade, o valor da carteira devera ser igual ao preco de exercicio

FE descontado a taxa de juro sem risco, isto é, igual a
P(5,t) —C(S,t) + S = Ee 7T, (2.22)

Deduzimos, assim, a relagao designada por paridade put-call. A dedugao desta
relacdo baseia-se no principio da auséncia de arbitragem entre os mercados
dos activos subjacentes e dos derivados. Assim, o facto desta relacdo nao se
verificar implica uma possibilidade de arbitragem.

Se considerarmos um activo subjacente que distribui dividendos, a uma

taxa anual ¢, a relacao paridade put-call sera
P(S,t) — C(S,t) + Se 1Tt = pe=r(T—1), (2.23)

As relagoes (2.22) e (2.23) sao apenas validas para opgoes de tipo europeu.

A sua generalizacao para opgoes de tipo americano é mais complicada.

2.3.3 Volatilidade implicita e sorrisos

A volatilidade referente ao activo subjacente é uma medida da dispersao
dos pregos do activo. Quanto maior for este parametro, maior é a possibilidade
do preco do activo apresentar variagoes, e dai que o risco seja também maior.

No modelo de Black-Scholes, a volatilidade é a tnica varidvel que nao

é directamente observével e é suposta constante. Os estudos empiricos [39]
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mostram, no entanto, que a volatilidade nao é constante. Ela varia, por ex-
emplo, com o valor do activo subjacente, com a maturidade das opcoes e, por
isso, com o tempo. De facto, hd um desfasamento entre os precos gerados pelo
modelo de BS e os precos de mercado. Desta forma, pode-se determinar o
valor da volatilidade, associada ao prego de mercado, ‘invertendo’ a férmula
de BS e ajustando-a aos dados. O valor assim calculado para a volatilidade
designa-se por wvolatilidade implicita. Ou seja, considerando a férmula de BS e
especificando a taxa de juro isenta de risco r, o valor do activo S, a distancia
(T'—t) a maturidade T', o prego de exercicio E e o preco da opgao C' é possivel

obter a volatilidade implicita associada a C' resolvendo em ¢ a equagao:
C(S,t;E,0) =C.

No contexto tedrico de Black-Scholes a volatilidade implicita deveria ser
representada por uma linha recta horizontal (representando ¢) mas, como
foi referido, esta abordagem nao acompanha a realidade dos mercados. Con-
siderando, por exemplo, um conjunto de precos referentes as opcoes C1, . .., Cp,
de tipo europeu, relativas ao mesmo activo subjacente, com diferentes precos
de exercicio, F1 < --- < FE,, cuja distancia a maturidade é T — ¢, e inver-
tendo a férmula de BS obtemos um conjunto de valores para a volatilidade
01,09,...,05, OU seja, as respectivas volatilidades implicitas. O seu grafico,
em func¢ao do preco de exercicio, apresenta um tragado usualmente designado
por sorriso da volatilidade.

O comportamento da volatilidade, ou seja, o seu sorriso, pode variar com
o tipo de activo subjacente e também com o tempo. Por exemplo o sorriso
para opgoes de compra sobre mercadorias é diferente do sorriso para opgoes de
compra sobre indices de acgoes. Concretamente, verifica-se que, para indices
de accgoes, a volatilidade implicita decresce quando o preco de exercicio sobe.

Se considerarmos os valores da volatilidade implicita para um conjunto de
precos de opgoes, sobre o mesmo activo, com diferentes precos de exercicio
e diferentes maturidades podemos, também, observar a sua evolugao tempo-
ral. A modelacao do comportamento da volatilidade assume uma importancia
determinante no contexto da atribuicao de precos a opc¢oes pois permite esta-

belecer o preco para outras opgoes sobre esse activo.
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Soriso da Volatiidade
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Figura 2.7: Sorriso da volatilidade para precos de opgoes relativos ao indice
S&P500.

Torna-se, por isso, determinante a obtencao de um processo eficaz de es-
timagao da volatilidade. Foram muitas as abordagens, propostas até agora,
para estimar este parametro (algumas descritas em [65] e [45]). Assim, uma
das possibilidades é alterar o modelo de Black-Scholes no sentido de se con-
siderar a volatilidade como fun¢éo do tempo e do activo subjacente. Outra
possibilidade é considerar a volatilidade como uma varidvel estocdstica. Nesta
abordagem podemos ter duas variaveis estocasticas, uma relativa ao preco do
activo outra relativa a sua volatilidade. Foram ainda apresentados modelos
que propoem, para a variagado do prego do activo subjacente, um processo de
Wiener e ainda um processo de Poisson. Este ltimo é responséavel pela in-
trodugao de saltos no prego do activo subjacente. A Seccao 3, nomeadamente
a Subseccao 3.1.1 ilustra, de uma forma mais geral, as diferentes abordagens

do problema.

2.4 Neutralidade face ao risco

A atribuigao de pregos a opgoes segundo a teoria de Black-Scholes nao faz
uso da deriva u. De facto, as preferéncias dos investidores face ao risco nao

sao tidas em conta dado que o risco associado a opcao pode ser teoricamente
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eliminado (a componente estocéstica é eliminada na deducao da equacao difer-
encial de BS). Neste caso, considera-se que os investidores sao neutrais face ao
risco. Como observaram Cox e Ross [31], a férmula de BS pode ser deduzida,

também, supondo que os investidores sao neutrais face ao risco.

2.4.1 Risco neutral

Nesta abordagem supoe-se que a taxa de juro isenta de risco é valida para
todos os activos, isto é, o retorno esperado para qualquer activo é a taxa
de juro sem risco, uma vez que Nao Sa0 necessarias compensagoes pPor correr
riscos. Neste caso, o valor da opcao de compra europeia, sobre um activo que
nao paga dividendos, pode ser estabelecido como sendo o valor esperado do

ganho futuro na maturidade, descontado a taxa de juro sem risco r, ou seja,
C(8,t) = e T E[max (St — E,0)], (2.24)

em que E() designa o valor esperado, de uma varidvel aleatéria, num ambiente
de neutralidade face ao risco, S é o valor deterministico do activo a considerar
no instante t e St é a variavel aleatoria que descreve o comportamento do
activo na maturidade da opgao. O resultado seguinte permite desenvolver a
férmula (2.24).

Proposicao 2.4.1 Seja R uma varidvel aleatdria a sequir uma distribui¢do

lognormal. Entao
E[max(R — E,0)] = E(R)N(d1) — EN(dy),

em que E(-) representa o valor esperado de uma varidvel aleatoria, N € a
funcao de distribuicio de uma lei de probabilidade normal com média 0 e

desvio padrao 1, isto é,

N(d;) L gy im0
i = € q, 1= 1,4
V2T J o
E(R 2
Lo Wy
L= T
E(R) 2
dy — In[=7~ ]—%’
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e p € o desvio padrao de In(R).

Considerando, agora, a varidvel aleatéria St a seguir uma lei lognormal
com fungao de densidade (2.8) (em que t é substituido por T'—t e Sy por S) e
a hipdtese de neutralidade face ao risco (em que a deriva p é substituida pela

taxa de juro isenta de risco r) temos que
E(S7) = Se" T,

De acordo com o que foi apresentado anteriormente em (2.24) e utilizando a

Proposicao 2.4.1 com R = Sp, vem que
C(S,t) = e "T-YE[max(Sy — E,0)]

= e T=(Ser(T-YN(dy) — EN(dy))
= SN(dy) — e "TVEN(dy)

sendo i , )
P (28 2 () (r+ %) (T—1)
L= P ) B o T;t
S
gy = WCEE B (-5 ()
2 = P - oVT—t ’

Obtém-se, assim, a formula de Black-Scholes.

2.4.2 Distribuicao (implicita) de risco neutro

Quando consideramos, num ambiente de neutralidade face ao risco, que
o preco actual de um activo é igual ao valor esperado dos ganhos futuros
descontado a taxa de juro sem risco, supomos que existe uma medida de pro-
babilidade que permite o cdlculo do valor esperado. Designamos esta medida
por medida de probabilidade de risco neutro.

Consideremos que existem n activos cujos precos actuais sao dados por
Si,i =1,...,n. No fim do perfodo [t,T] a economia atingird um dos esta-
dos w do espaco dos estados 2. O ganho do activo i, no fim do periodo, sera
representado por Si(w). Suporemos que se conhecem todos S§ e Si(w) mas
que se desconhece o estado w que se ira atingir, sendo este encontrado de
forma aleatéria. Como exemplo, podemos considerar um determinado activo

subjacente, que pode ser uma acgao ou um indice, e um derivado que pode
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ser uma opg¢ao financeira sobre o activo subjacente. Neste caso, {1 designa o
espaco dos estados para o preco terminal do activo subjacente e S (w) designa
o ganho, referente a opcao i, quando na maturidade o estado atingido pelo
activo subjacente for w. Se a opc¢ao for de compra e de tipo europeu, com
preco de exercicio F; e maturidade T, entdo Si(w) = (w — E;)™.

Vamos apresentar uma definicao de trabalho para a medida de probabili-

dade de risco neutro.

Definicao 2.4.2 Consideremos uma economia com as caracteristicas apre-
sentadas anteriormente. Seja r a taxa de juro isenta de risco mo periodo

[t,T]. Uma medida de probabilidade de risco neutro no

e caso discreto sobre o espaco dos estados Q = {w1,wa,...,wn} € definida
por um vector de nimeros positivos (p1,p2, ... ,Pm) tal que
1. Z;nﬂ pj=1
2. Si=e I Py piSi(w))yi=1,...,n;

e caso continuo e sobre o espago dos estados Q2 = (a,b) € definida por

uma func¢do de densidade p: R — Ry tal que

1 [V p(w)dw =1,
2. Si= e~ (T=1) f;p(w)S{(w)dw, i=1,...,n.

A existéncia desta medida de probabilidade de risco neutro estéd relacionada
com a auséncia de oportunidades de arbitragem. De acordo com a definicao

de arbitragem dada em (2.2.4) podemos enunciar o seguinte teorema [37].

Teorema 2.4.3 Uma medida de probabilidade de risco neutro existe se e so

se nao existirem oportunidades de arbitragem.

Se conhecermos uma medida de probabilidade de risco neutro, relativa aos
estados futuros de um determinado activo subjacente, podemos estabelecer
0 preco de um activo derivado, cujos ganhos futuros dependam do activo e
passem, desta forma, a ser conhecidos. Supondo que as oportunidades de ar-
bitragem nao existem, garante-se a existéncia de uma medida de probabilidade

de risco neutro.
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Do ponto de vista do investidor que assume uma posicao longa numa opgao
de compra e supondo que se conhece a funcao de densidade de risco neutro, a
aba direita tera mais interesse do que a aba esquerda, uma vez que se obtém
lucros quando St > E. Por sua vez, quem compra uma opg¢ao de venda estd
mais interessado na aba esquerda da funcao de densidade pois quando Sy > E
a opg¢ao nao é exercida.

Uma questao relevante que se coloca é saber como estimar esta medida
de probabilidade. Consideremos um cendrio em que se tem um conjunto de
derivados sobre um activo subjacente. Pretendemos calcular a medida de
probabilidade de risco neutro para o prego do activo subjacente numa data
futura fixa. Dado que os ganhos dos derivados dependem dos valores futuros
do activo subjacente, é possivel usar os precos desses derivados para obter in-
formacao acerca da distribuicdo de probabilidade para os valores futuros desse
activo subjacente. Trata-se de obter a distribuicao de probabilidade implicita
nos precos dos derivados, sendo por isso comum designa-la por distribuicao
implicita. Se os precos dos derivados nao proporcionarem oportunidades de
arbitragem entao a distribuicao implicita é, também, uma distribuicao de risco

neutro.



Capitulo 3

Métodos para estimacao das
funcoes de densidade de risco

neutro

Existem variados métodos para a estimacao da funcao de densidade de risco
neutro, consoante a abordagem escolhida. Assim, podemos ter métodos estru-
turados, que se baseiam em pressupostos relativos ao processo seguido pelo
activo subjacente, e que apresentam um numero limitado de parametros — os
métodos paramétricos. Podemos, por outro lado, ter outro tipo de métodos,
que apresentam uma maior flexibilidade e nao supdéem pressupostos tao fortes
para o processo relativo ao activo subjacente — métodos nao-paramétricos.
H&, ainda, outros métodos cujas caracteristicas se situam entre um grupo e

outro — designamo-los por métodos semi-paramétricos.

Breeden e Litzenberger [20] apresentaram um resultado importante usado
na estimacgao das fungoes de densidade. Estes autores mostraram que a se-
gunda derivada da funcao preco da opcao estd relacionada com a funcao de
densidade de risco neutro, relativa ao activo subjacente, na maturidade do

contrato de opgoes. Concretamente, se considerarmos opgoes de compra, com

31
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precos dependentes do preco de exercicio, tem-se que
+0o0o
C(E) = e / p(S7)(St — E)*dSr,
E

e a funcao de densidade p(St), relativa ao activo subjacente a op¢ao, é dada

por

——C(E) = e " T p(Sp). (3.1)

3.1 Métodos paramétricos

Os métodos paramétricos supdem um determinado processo estocdstico
para o activo subjacente que, por sua vez, determina a funcao de densidade de
risco neutro, isto é, estes métodos definem a evolugao do preco do activo. Em
alternativa, estes métodos podem considerar, directamente, uma determinada

estrutura para a funcéo de densidade de risco neutro.

3.1.1 Meétodos aplicados ao processo estocastico seguido pelo
activo subjacente

O modelo paramétrico mais conhecido é, certamente, o de Black e Scholes
(BS) também designado por modelo de Black, Scholes e Merton, como foi
referido na Secgao 2.3. Este modelo assenta numa distribuigdo lognormal para
o preco do activo subjacente.

A existéncia do sorriso da volatilidade traduz o facto do modelo de BS
nao se adequar aos dados relativos aos precos de opc¢oes no mercado. Para
explicar este desfasamento surgiram novos modelos, alternativos ao movimento
Browniano geométrico. O modelo de elasticidade constante da variancia (Cox
e Ross [31]), num ambiente de neutralidade face ao risco, pressupoe que o
processo relativo ao preco do activo subjacente obedece a equagao diferencial
estocastica

dSy
S

em que r é a taxa de juro isenta de risco, ¢ é a taxa de dividendo do activo,

= (r—q)dt+ USf‘*lth,

Wy segue um processo de Wiener, o é um parametro de volatilidade e a é uma
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constante positiva. A volatilidade para o preco do activo subjacente é medida,
neste caso, por 0S¢ 1.

Quando o = 1, este modelo reduz-se ao modelo de Black-Scholes. Para
a < 1, a volatilidade cresce a medida que o preco do activo decresce, o que
se traduz, em termos de distribuicao de probabilidade, numa cauda esquerda
mais pesada e numa cauda direita mais leve do que a lognormal. Para a > 1,
a volatilidade cresce a medida que o preco do activo cresce, originando, assim,
uma distribuicao de probabilidade com uma cauda direita pesada e uma cauda
esquerda mais leve.

Os modelos com saltos constituem uma outra abordagem e sdo uma al-
ternativa aos processos de difus@ao nos quais se considera que a trajectéria do
preco do activo subjacente é continua. Estes modelos contemplam a existéncia
de saltos, com uma determinada amplitude, nos precos dos activos subjacentes,
tal como apresentado, por exemplo, em Cox e Ross [31], nomeadamente através
de

a5 _ pdt + (k — 1)dIly,

St

em que II; segue um processo de Poisson e k — 1 representa a amplitude do
salto.

Outra abordagem consiste em considerar modelos de difusao com saltos.
Estes modelos foram inicialmente propostos por Merton [74] e, para além de
suporem que a variagao do preco activo é modelada por um processo de Wiener,
consideram um processo de Poisson responsavel pela introducao dos saltos.
As distribuigoes de probabilidade, associadas a este modelo, tém caudas mais
pesadas do que as obtidas pelo modelo de BS. Bates [10] aplicou um modelo
deste tipo para analisar o crash bolsista de 1987.

Hull e White [57] e Heston [51] propuseram modelos baseados no facto da

volatilidade variar de forma estocéstica. Enquanto que no modelo
dSt = (T‘ — q)Stdt + O'(t, S)th

se supoe que a volatilidade é uma funcao deterministica, dependente do activo

e do tempo, estes autores consideram o modelo com volatilidade estocéstica,
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isto é, passa a haver duas varidveis estocasticas que sao o preco do activo e a
sua volatilidade. Hull e White [57] propuseram um modelo com volatilidade

estocastica para o preco do activo na forma:

% = (r —q)dt + \/thWts,
t

AV, = a(Vy, — Vy)dt + EVdw,

em que a, Vz, £ e o sao constantes e W/ e WtL sao processos de Wiener.
A varidvel V; é a taxa de varidncia para o activo subjacente. Estes modelos
produzem pregos consistentes com determinados sorrisos da volatilidade, ou
seja, em determinadas circunstancias adequam-se aos sorrisos observados no

mercado.

3.1.2 Meétodos aplicados a fungao de densidade de risco neutro

No ambito desta classe de métodos, Ritchey [82] propds uma abordagem
baseada na mistura de fungoes de densidade normais, enquanto Bahra [9] e
Mellick e Thomas [73] foram os pioneiros na abordagem da mistura de densi-
dades lognormais.

Os pregos das opgoes europeias podem ser representados como o valor
esperado dos ganhos futuros descontado a taxa de juro sem risco, ou seja, é

possivel escrever
T e
Cp(z) = @D / p+(S7)(Sr — B)*dSr,
0

400
Po(z) = (T / p(Sr)(E — Sp)*dSy,
0

para, respectivamente, opcoes de compra e de venda, em que, agora, St repre-
senta uma variavel real. As expressoes Cg(z) e Pgr(z) designam, de facto, os
precos destas opcoes com preco de exercicio F, no momento t. A varidvel z de-
signa um vector que representa informagao sobre as distribuicoes consideradas.
A funcao de densidade de risco neutro p,(St) depende de outras quantidades,
como por exemplo, T',.5;,t, no entanto, por simplicidade, escrevemo-la apenas

como fungao de St.



Métodos paramétricos 35

Se tivermos, por exemplo, uma mistura de duas densidades lognormais
entdao o vector z é composto por 5 parametros: a média e o desvio padrao
das leis normais associadas a cada uma delas e o peso correspondente a sua
combinacao linear. Designamos estes parametros por (v, a1, ag, 81, f2). Neste

caso, a funcao de densidade da mistura toma a forma

pZ(ST) = VIOgn(STa ag, Bl) + (1 - ’7)10g1’1(ST, a2, 62)7 Y E [07 1}7 (32)

em que, como vimos em (2.8), e para Sp > 0,

1 _ (1n<sT>2—a>2 (3.3)
—e 28 . 3.3
ST\/ 27‘(6

Conhecidos dados de mercado para um conjunto de opgoes, os pardmetros das

logn(Sr; a, )

densidades lognormais podem ser obtidos minimizando a seguinte funcao:

E(z) = Y [Ce—Cp(x)*+ > [Ps— Pp(2), (3.4)

EeC EeP
em que C e P sdo, respectivamente, os conjuntos de pregos de exercicio relativos
as opcoes de compra e as opgoes de venda, e Cg e Pg sao os pregos observados.
A funcdo E(z) mede o ajuste aos pregos reais utilizando minimos quadrados.
Usando a funcao de densidade de risco neutro e na auséncia de oportu-
nidades de arbitragem, o preco forward para o activo subjacente deve ser

igual ao valor esperado para o prego do activo, isto €,
er(T—t)St — E(ST) — ,yeal-‘r%ﬁf + (1 _ 7)6a2+%5§-

Esta restricao condiciona o ajuste anterior, dando lugar ao seguinte problema
de minimos quadrados com restrigoes:

min E(z) sa TG, = ’ye“ﬁ%ﬂ% + (1 - fy)eo‘ﬁ%ﬁ%. (3.5)

z

Acrescente-se que a técnica da mistura de densidades lognormais tem sido
explorada por outros autores tais como Aparicio e Hodges [6], Bliss e Pani-
girtzoglou [17] e Bondarenko [18].

Os autores Jarrow e Rudd [64], Corrado e Sue [30], Longstaff [69] e Rubins-

tein [86] propuseram uma extensao ao modelo de BS, de modo a captar o efeito
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do sorriso da volatilidade, envolvendo a distribuicao para o activo subjacente.
Desta forma, propuseram uma féormula para precos de opcoes, baseada numa
aproximacao para a distribuicdo do activo subjacente. Assim sendo, a funcao
de densidade de risco neutro é aproximada considerando um desenvolvimento
de Edgeworth. Trata-se de uma estratégia semelhante a aproximacao de uma
funcao por um polinémio de Taylor. No caso do desenvolvimento de Edgeworth
é usada uma funcao de densidade base, que pode ser, por exemplo, a densidade
normal ou a lognormal, e a qual se adicionam termos correctores. Estes ter-
mos permitem uma maior variedade de formas, para a funcao de densidade e,
por isso, permitem captar as caracteristicas das distribuigoes implicitas. Esta
aproximacao para a funcao de densidade depende de varios parametros, que
sao estimados estabelecendo um ajuste entre os precos calculados usando esta
aproximacao para a funcao de densidade e os pregos observados. Depois disso,
a funcao de densidade é obtida derivando duas vezes a funcao de preco para
as opgoes em relagao ao prego de exercicio. Note-se que as aproximagoes para
as fungoes de densidade obtidas por este processo podem resultar em valores

negativos.

Uma abordagem semelhante consiste em estabelecer uma férmula para a
fungao de densidade, baseada em polinémios de Hermite (ver Abken, Madan e
Ramamurtie [2] e Madan e Milne [70]). Estes polindmios aproximam a funcao
de densidade de risco neutro a partir, por exemplo, da funcao de densidade
normal, permitindo estabelecer uma correccao para a densidade normal na
medida em que se obtém uma expressao mais geral. A partir desta expressao
obtém-se a funcgdo para o preco das opgoes. O ajuste entre os pregos obti-
dos a partir desta expressao e os pregos observados permite determinar os

parametros relativos a funcao de densidade.

Rosenberg [84] aproxima a distribui¢ao de risco neutro considerando que
a densidade é representada por uma densidade lognormal logn(St; v, 3), em
que (§ deixa de ser um parametro real para ser substituido por uma repre-
sentacao funcional parametrizada por varios parametros, 61,...,60,. Garante-

se, assim, que a fungéo de densidade possa obter véarias formas. Considera-se,
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entao, ylogn(St; a, B(01,...,0,)) sendo

B0y, .. 0,) = Hr+0210(Se/S)+H0a(In(Se /S0 -+ 0n(In(Sr/S1))" !

e v um parametro real de escalonamento. Os precos tedricos sao calculados
usando esta densidade e os parametros v, a,#1,...,60, sao calculados mini-
mizando o ajuste entre os precos de mercado e os precos tedricos no sentido

dos minimos quadrados.

3.2 Meétodos semi-paramétricos

Estes métodos caracterizam-se pelo facto de terem semelhancas com os
métodos paramétricos e com os nao-paramétricos. O seu niimero de parametros
é, regra geral, maior que o dos métodos paramétricos mas nao tao elevado como
o dos métodos nao-paramétricos. Abadir e Rockinger [1] ¢ Bondarenko [18]
apresentam métodos que possuem estas caracteristicas.

Abadir e Rockinger [1], usando o resultado (3.1), apresentado por Breeden
e Litzenberger [20], estabeleceram uma abordagem para a estimacao da fungao
de densidade considerando uma funcao geral, dependente de um conjunto de
parametros, que define uma fun¢ao para o preco da opcao de compra, C(E). A
segunda derivada desta fungao geral permite representar uma familia variada
de densidades como, por exemplo, a densidade normal ou uma mistura de
densidades. A estimagao da fungao C(F) faz-se recorrendo a um ajuste entre
os precos das opcoes representados desta forma e os pregos observados. Nesta
estimagao, é usado, por exemplo, um problema de minimos quadrados para a
determinacao dos parametros.

Bondarenko [18] propoe a construgao de um conjunto de fungdes de den-
sidade admissiveis, escolhendo, depois, a que melhor se ajusta ao conjunto de
dados relativos aos precos de opgoes. Estas fungoes de densidade sao cons-
truidas a partir de uma funcao de densidade base ¢, também designada por
funcao nicleo (kernel), usando o operador convolugao para duas fungoes. Esta
funcao base pode ser, por exemplo, a funcao de densidade da distribuicao nor-

mal. Assim, se designarmos por L¢ um conjunto geral de densidades, incluindo
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algumas com significado econémico pouco claro, e por ¢, € L¢ a funcio de

densidade base, o conjunto das funcoes de densidade admissiveis define-se por
J={gel:g=¢pxhhel,

em que fxg= [ f(x —y)g(y)dy com f e g fungdes integriveis. A fungao de
densidade 6ptima é obtida integrando duas vezes estas fungoes de densidade e
estabelecendo um ajuste, no sentido dos minimos quadrados, aos precos obser-
vados. Note-se que esta abordagem tem um nitmero de parametros limitado,

geralmente situado entre 20 e 30.

3.3 Métodos nao-paramétricos

Os métodos paramétricos dependem fortemente da especificaggo do mo-
delo. Se as condigoes paramétricas do modelo de Black e Scholes nao se
verificarem, como é o caso, por exemplo, da volatilidade poder variar com
o preco do activo e com o tempo, entao a férmula de Black-Scholes ja nao se
verifica. Sendo assim, pode ser vantajoso considerar um estimador que nao
pressuponha condicoes rigidas para o comportamento do activo ou da funcao
de densidade. Um estimador nao-paramétrico podera ter mais facilidade em
obter precos que estejam de acordo com a realidade dos mercados. Os mo-
delos nao-paramétricos sao, por isso, mais flexiveis, embora apresentem como
desvantagem o facto de, usualmente, necessitarem de grandes quantidades de
dados.

3.3.1 Meétodos aplicados ao sorriso da volatilidade

De acordo com a férmula (3.1), se tivermos uma fungao para o preco das
op¢oes de compra podemos deriva-la duas vezes de modo a obter a funcao de
densidade de risco neutro. De facto, se pudéssemos calcular o valor do preco
da opcao de compra para cada preco de exercicio F a variar em R™ entao,
derivando duas vezes em relacao a F, obteriamos a funcao de densidade de
risco neutro. No entanto, os pregos observados no mercado dizem apenas

respeito a um conjunto discreto de precos de exercicio. Assim, para definir a



Métodos nao-paramétricos 39

funcado para o preco da opc¢ao pode usar-se uma técnica de interpolagdao dos
precos observados, no entanto, na pratica esta técnica produz maus resultados,

pelo que é necessédrio procurar alternativas.

Shimko [88] apresenta um método baseado em interpolagao. Em vez de
interpolar os precos das opgoes directamente, este autor propds interpolar as
volatilidades implicitas. Primeiro, obtém as volatilidades implicitas relativas a
um conjunto de precos de opc¢oes com diferentes pregos de exercicio e a mesma
maturidade. Depois, estabelece uma interpolacao destes valores considerando
que a funcao de volatilidade é representada por uma funcao quadratica, dentro
do intervalo dos precos de exercicio. A escolha da funcao quadratica deve-se
a constatacao de que as volatilidades implicitas podem ter uma forma seme-
lhante a de uma pardbola. Esta funcao é estimada considerando um problema
de minimos quadrados. Seguidamente, obtém uma funcao para o preco da
opcao de compra, usando a férmula de Black-Scholes, em que a volatilidade
¢é representada pela funcao quadratica estimada. Por fim, deriva duas vezes
esta funcao, em relacao ao preco de exercicio, obtendo uma expressao analitica
para a fungéo de densidade no intervalo dos pregos de exercicio. Fora deste
intervalo, Shimko [88] supoe que a volatilidade é constante, ou seja, a fungao
de densidade escolhida é a lognormal. Note-se que a férmula de Black-Scholes
serve apenas como calculadora para as volatilidades implicitas, nao se impondo

os pressupostos do modelo de Black-Scholes.

Malz [71] propds algumas alteracoes & técnica apresentada por Shim-
ko [88]. Sabendo que o delta de uma opgao europeia é a taxa de variagao do
prego da opgao em relagdo ao prego do activo subjacente (A = g—g), Malz [71]
estabelece uma correspondéncia entre as volatilidades implicitas e os deltas
das opgOes. Sugere, assim, um polinémio quadratico para descrever o compor-
tamento das volatilidades estabelecidas em relagao aos deltas dos precos das

opcoes.

Aparicio e Hodges [6] aproximam a fungao de volatilidade considerando
o uso de fungoes spline (ver Apéndice A.1). Este enquadramento garante a
suavidade suficiente para descrever a volatilidade e uma boa capacidade de

ajuste aos pregos das opc¢oes, alargando, também, o leque de formas que a
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funcédo de densidade pode tomar. Fora dos intervalos dos precos de exercicio,
procuram uma distribuicao que lhes permita obter caudas mais pesadas do
que as da distribuicao lognormal. Para este efeito, recorrem a distribuicao de
Ramberg, que é uma generalizagao da distribuicdo Lambda. As distribuicoes
obtidas por estes autores, relativas ao periodo anterior a queda da Bolsa de
1987, eram semelhantes a distribuigao lognormal enquanto que as obtidas refe-
rente ao periodo posterior a 1987 sao mais enviesadas a esquerda e com caudas
mais pesadas.

Campa, Chang e Reider [25], depois de recolherem as volatilidades impli-
citas relativas as opgoes sobre taxas de cambio, estabelecem uma interpolacao
para as volatilidades baseada em fungoes spline cibicas. Fora do dominio
observado, estendem, & esquerda, o primeiro polinémio obtido e, a direita,
o ultimo polinémio obtido. Fora deste intervalo consideram a distribuicao
normal.

Jackwerth [62] procura uma distribuigao de risco neutro, suficientemente
suave, que esteja de acordo com os pregos de opcoes. Assim, estabelece uma
discretizacao Sj, j = 1,...,m, para o preco do activo de modo que os precos
de exercicio observados E;, correspondentes aos precos das opgoes, coincidam
com algum dos valores da discretizagao do preco do activo, isto é, ¢« € K C
{1,...,m}. Depois de calcular as volatilidades implicitas &;, i € K, procura
um estimador para a funcao de volatilidade que seja suave e que estabeleca
um ajuste a essas volatilidades. Para obter suavidade, este autor considera
uma aproximagcao, por diferencas finitas, a segunda derivada da funcao de

volatilidade:

(1—p)Zw(Jj_1 —20j+0j+1)2+pz (W-%‘) )

=1 €K Hi

em que p é um parametro real, w e p;, ¢ € K, sao pesos aplicados a funcao,
oj, j € {1,...,m}, representa a volatilidade associada ao preco de exercicio
E; = Sjeoqe oyt sao constantes. Depois de resolver o problema envolvendo
a minimizacao desta funcao, calculam-se os precos das opg¢oes usando a férmula
de Black-Scholes. Seguidamente, deriva-se duas vezes a fungao do preco, de

modo a obter a funcao de densidade de risco neutro.
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O método seguido por Bliss e Panigirtzoglou [17] segue, por um lado, a
abordagem proposta por Malz [71], em que as volatilidades implicitas sao rela-
cionadas com os deltas das opgoes. Mas, por outro lado, e tal como Campa,
Chang e Reider [25], usa uma funcao spline para aproximar a fungao de volati-
lidade. Depois de calculados os parametros da funcao spline, sao calculados os
valores dos precos das opgoes relativamente ao preco de exercicio E. Seguida-
mente, usam-se estes valores para calcular a funcao de densidade de risco
neutro. Bliss e Panigirtzoglou [17] mostraram que este método é superior ao

método da mistura de duas densidades lognormais.

Dado que nestas abordagens a funcao relativa a volatilidade é apenas cal-
culada dentro do intervalo definido pelo menor e maior pregos de exercicio,
resulta que, fora deste intervalo, a fungéo de volatilidade é desconhecida.
Brunner e Hafner [22] propdem um método aplicado ao sorriso da volatili-
dade em que, para o intervalo definido pelos precos de exercicio, consideram
uma funcao spline cibica. Fora deste intervalo consideram uma mistura de
duas distribuicoes lognormais. Dependendo da amplitude do intervalo dos
precos de exercicio, este método dard um maior peso relativo a estimagao do
sorriso ou a mistura das distribuicoes lognormais. Estes autores estabelecem,
ainda, uma evolucao temporal para a funcdo de volatilidade. Acrescente-se,
ainda, que outros autores, tais como, Brown e Toft [21] usam as fungoes spline

como aproximacao para a funcao de volatilidade.

Uma outra abordagem consiste em discretizar a superficie relativa a volati-
lidade, usando uma malha relativa ao tempo e ao espaco. Para calcular o prego
das opgoes sao usados métodos numéricos, como por exemplo métodos das
diferencas finitas, ou outros mais elaborados. Dumas, Fleming e Whaley [39]
estabelecem uma interpolacao para os valores da volatilidade implicita associ-
ados aos precos de mercado. Para captar a variacao da volatilidade, relativa-
mente ao prego do activo e ao tempo, consideram quer uma funcgao linear quer
outra quadratica, em relacao as duas variaveis. Depois de especificar a funcao
de volatilidade, estimam os seus parametros considerando o melhor ajuste,
no sentido dos minimos quadrados, entre os precos de mercado e os precos

fornecidos pelo modelo, envolvendo a fungéo de volatilidade escolhida. Estes
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autores obtiveram funcoes de densidade com enviesamento a esquerda, que é
o oposto do assumido pelo modelo de Black-Scholes. Lagnado e Osher [67]
e Crépey [33] usam um abordagem semelhante e requerem, adicionalmente,
que a funcao referente & volatilidade seja suave. Colemam, Li e Verma [27],
seguindo igualmente esta abordagem, usam fungoes spline bictibicas para ofe-
recer a suavidade suficiente a funcao de volatilidade. Também Jackson, Siili e
Howison [59] propoem uma parametrizacao por fungoes spline para a fungao
de volatilidade.

Tal como foi referido por [18] e [22] ndo ha garantia de que os métodos apli-

cados ao sorriso da volatilidade produzam fungoes de densidade nao negativas.

3.3.2 Métodos de arvore

Um método de arvore, como o apresentado por Cox, Ross e Rubinstein [32]
e por Rubinstein [85], determina as probabilidades de risco neutro Pj, j =
1,...,m, associadas aos valores discretizados para o prego do activo subjacente
S;, j =1,...,m. Trata-se de um método em que os valores obtidos para as
probabilidades podem ser negativos exigindo, desta forma, que se verifiquem,
a posteriori, todas as solugoes obtidas.

Este método processa-se em trés fases. Primeiro escolhe-se o conjunto
de valores Sj, j = 1,...,m, para o preco do activo subjacente. Depois sao
atribuidos valores as probabilidades associadas a cada um dos valores S;. Estas
probabilidades sao calculadas de acordo com a arvore binomial apresentada por
Cox, Ross e Rubinstein [32], e estao de acordo com as volatilidades implicitas
calculadas para opcoes de compra proximas da regiao at-the-money. Final-
mente, as probabilidades de risco neutro P;, sao obtidas resolvendo o seguinte

problema,
minp, Y7, (Pj — Pj)?
s.a ity Pj=1,
P;>0,5=1,...,m, (3.6)
Sp=e"T Y0 8P,
Ci=e T Z;"zl Pj(S; — K;)t,i=1,...,N,
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em que N é o numero de precos de opgoes e K; é o preco de exercicio cor-
respondente & opgao C;. O preco do activo S; e as opgoes C; sao obtidos
recorrendo a essas probabilidades.

No limite, a medida que o nimero de opgoes se torna muito grande os
valores obtidos para P; tornam-se independentes da escolha das probabili-
dades P}, feita a priori. Rubinstein [85] aplicou este método a dados do indice
S&P500 e encontrou densidades de risco neutro bimodais.

Jackwerth [60] desenvolve o modelo de Rubinstein [85] no sentido de in-
corporar informacao relativa, por exemplo, a precos de opgoes que podem ser
exercidas durante um determinado periodo ou a diferentes tipos de opcoes,
como, por exemplo, as exdticas.

Derman e Kani [35] apresentaram uma arvore binomial alternativa, em que
podem ser incorporadas opcoes com diferentes maturidades. Neste método
torna-se necessario efectuar a interpolacao e extrapolacao dos pregos observa-
dos. Dupire [40] segue uma arvore trinomial com uma abordagem semelhante

a apresentada por Derman e Kani [35].

3.3.3 Meétodos com fungoes de nucleo

Nos métodos com fungoes de nticleo (também conhecidos por métodos do
ntcleo) considera-se que cada ponto (observacao) de uma determinada amostra
pode ser representado por uma funcao designada por nicleo. Uma determi-
nada funcdo pode ser aproximada considerando uma média pesada de ob-
servagoes relativas a essa fungao. Suponhamos, por exemplo, que temos ob-
servacoes correspondentes as volatilidades implicitas o;, 2 = 1,. .., n, referentes
a varios precos de exercicio F;. Neste caso, a estimacgdo com fungoes nicleo

k(x), em dimensao um, serd dada por,
2ic1 k(E_hEl )oi
iy (55E)

Assim, a funcéo de volatilidade no ponto E é dada pela média pesada das

o(E) =

(3.7)

volatilidades observadas o;, i = 1,...,n.
Usualmente, sao escolhidas como nicleo fungoes de densidade de proba-

bilidade, sendo muito comum a escolha da funcao de densidade da lei normal



44 Meétodos para estimacao das fungées de densidade de risco neutro

padrao, f(x) = \/%6_0'5932. Note-se que, relativamente & fungao o(E), quanto
mais afastado o ponto F; estiver de E menor serd o peso da observacao o; no
valor da funcao. Os pesos considerados para cada observagao devem tender
para zero a medida que consideramos pontos do dominio da funcao afastados
das observagoes F;, i = 1,...,n. A escolha da dimensao da vizinhanga, regu-
lada por h, h € R, na qual as observacoes sao relevantes controla a suavidade
da func@o o(E) e é fundamental para a sua estimacao. Como foi referido
anteriormente, todas as observagoes o; correspondentes a F;, ¢+ = 1,...,n,
tém um peso de acordo com a proximidade de E; ao ponto E. Sendo assim,
cada observacao o;, i = 1,...,n, estd relacionada com uma regiao na qual a
funcao que pretendemos estimar estara situada. Estes métodos tém, porém, o

inconveniente de necessitarem de grandes quantidades de dados.

Ait-Sahalia e Lo [3] propuseram uma estimacao para a fungao de densi-
dade baseada no desenvolvimento de uma fungao para o prego das opgoes. O
estimador usado considera cinco dimensoes: preco do activo subjacente, preco
de exercicio, prazo até a maturidade, taxa de juro e taxa de dividendo. Estes
autores consideram também, um estimador para a volatilidade, com trés di-
mensoes relativas ao preco do activo subjacente, preco de exercicio e prazo
até a maturidade. O seu objectivo é minimizar a distancia, no sentido dos
minimos quadrados, entre o preco observado da opcao e o prego tedrico de-
pendente de um determinado conjunto de parametros. A funcao de densidade
de risco neutro é obtida, depois, derivando este estimador éptimo duas vezes

em relagao ao prego de exercicio.

Considerando que a fungao de volatilidade depende do tempo t e da va-

S
15

Rookley [83] faz a estimagao da fungao de volatilidade usando um estimador

ridve em que S; representa o preco do activo e E o preco de exercicio,
em duas dimensoes. A funcao de densidade de risco neutro é obtida, também,
calculando a segunda derivada da funcao dos precos em ordem ao preco de
exercicio. Finalmente, Pritsker [81] usa a estimacao com fungoes niicleo para

obter fungoes de densidade de risco neutro para taxas de juro.
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3.3.4 Meétodos de regularizacao da fungao de densidade

Estes métodos procuram estimar a distribuicdo de probabilidade directa-
mente, a partir dos precos das opgoes, sem estabelecer uma forma especifica
para essa distribuicao.

Jackwerth e Rubinstein [63] sugeriram varios métodos para determinar as
probabilidades que minimizam uma funcao objectivo, sujeita a restricao de
que os precos das opgoes sejam correctamente obtidos. Estes autores propoem
um problema, envolvendo a minimizacao de uma funcao objectivo, que pode
tomar diferentes formas. Os valores para as probabilidades P]( ,i=1,...,n,
propostos a priori, sao dados do problema. No final do processo, procura-
se obter os valores P; resultantes do problema de minimizacao. As fungoes

objectivo podem ser variadas:

No entanto, estes autores verificaram que, tendo um conjunto pequeno (8 a 12)
de precos de opcoes, os resultados sao semelhantes quando se consideram estas
diferentes fungoes objectivo. E proposta, ainda, uma fungao objectivo que se
propoe minimizar a curvatura da distribuicao de probabilidade, minimizando

a aproximacao por diferencas finitas & sua segunda derivada:

(Pj-1—=2P; + Pj1)*,
1

n

J

em que Py = 0 e P41 = 0. Procura-se, tal como anteriormente, que as

probabilidades obtidas recuperem o valor dos precos das opgoes e do activo,

que a sua soma seja igual a 1 e, ainda, que nao tomem valores negativos.
Mayhew [72] utiliza funcoes spline para estimar a fungdo de densidade

de risco neutro. O método pode ser usado para estimar a fungao densidade
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directamente, ou para interpolar os precos das opgoes. Neste ultimo caso,
a funcao de densidade obtém-se calculando a segunda derivada da funcao
para o preco da op¢ao em relacdo ao preco de exercicio. Assim, é proposta
uma parametrizacao da funcao de densidade envolvendo fungoes spline. Os
parametros sao calculados resolvendo um sistema de equagoes nao lineares,
referentes as restrigoes sobre os precos das opgoes (estes devem ser obtidos
usando a funcao densidade), e referentes as restri¢oes de continuidade sobre a

fungao spline e suas derivadas.

3.3.5 Meétodos de entropia maxima

Estes métodos usam uma formulacao baseada no principio da entropia
méaxima. Juntando a esta formulagao dados referentes ao activo subjacente,
tais como precos de opgoes sobre o activo, taxas de juro e taxas de dividendo,
¢é obtida a medida de probabilidade de risco neutro para o activo. Nesta
abordagem é introduzida uma medida para quantificar a incerteza associada

a uma distribuicao de probabilidade. Esta medida pode ser expressa por:

+oo
S(p) = — /0 p(z) In(p(a))d, (3.8)

sendo p(z) a fungao de densidade associada aquela distribui¢cao de probabi-
lidade. Butchen e Kelly [23] maximizam a fungao (3.8), sujeita a restrigoes
que garantam o facto de p(z) ser uma fungao de densidade de probabilidade,
nomeadamente, p(x) > 0, f0+oo p(z)dz =1 e, ainda, que garantam o facto dos
precos das opgoes serem iguais ao valor esperado do ganho futuro descontado
a taxa de juro sem risco.

Butchen e Kelly [23] e Stutzer [89] apresentam, ainda, uma extensao da for-
mulacao anterior para este problema. Assim sendo, considerando uma funcao
de densidade a priori, baseada nos dados de precos de opgoes, é obtida a fungao
de densidade de risco neutro de modo a minimizar a distancia entre as duas.

Avellaneda, Friedman, Homes e Samperi [7] generalizaram o método de
entropia de um periodo temporal, apresentado por Butchen e Kelly [23] e

Stutzer [89], para uma abordagem com vdrios periodos temporais. Cont e
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Tankov [28] utilizam, também, uma abordagem baseada no método da entropia

no contexto de modelos mistos com saltos e difusao.

3.3.6 Métodos com redes neuronais

Os métodos com redes neuronais nao estipulam um processo para o activo
subjacente, antes propoem funcgoes que se adequem, de forma flexivel, aos
dados relativos aos pregos de opcoes. As funcoes utilizadas caracterizam-se
pelo facto de aproximarem, eficazmente, uma grande classe de fungoes linea-
res e nao lineares. Estas funcbes s@o, por isso, adequadas para a estimacao
das fungoes de precos de opgoes, cujas formulas analiticas conhecidas sao nao
lineares.

O objectivo é construir um modelo que determine as relagoes entre as
varidveis, através da observacao dos dados de mercado. A flexibilidade das
funcoes utilizadas é devida ao uso de fungoes simples, tal como ﬁ, que é
estritamente crescente e em termos graficos estabelece um equilibrio entre um
comportamento linear e nao-linear.

Concretamente, os autores Hutchinson Lo e Poggio [58] consideram que a
funcao para o prego de uma opgao f(St, E,7) depende do preco do activo Sy,
do prego de exercicio F e da distancia a maturidade 7. Consideram, ainda,
que esta funcao deverd ser suave em relagdo aos seus argumentos. Com vista
a reducao do nimero de varidveis tomam % e %, em vez de S; e F, supondo,
desta forma, que a funcdo depende apenas de duas variaveis: f (%, 1,7). Gar-
cia e Gengay [44] tomaram a fungao proposta por Hutchinson Lo e Poggio [58],
distinguindo duas partes, uma que depende de % e outra que depende de T.
Para cada uma destas partes, é proposta uma fungdo, com estrutura seme-
lhante, dependendo de % e de 7 separadamente. A estimacao dos parametros
da funcao faz-se resolvendo um problema de minimos quadrados nao lineares,
resultante do ajuste entre os pregos definidos pela fungéo proposta e os dados
relativos aos precos de opgoes. A fung@o densidade de risco neutro é obtida
calculando a segunda derivada da fungao para o preco da opcao, em relacao
ao preco de exercicio.

No ambito das redes neuronais, Gottschling, Haefke e White [47] sugeri-
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ram uma familia de densidades que possui uma férmula analitica para as suas
primitivas. Primitivando duas vezes a funcao de densidade obtemos uma ex-
pressao analitica fechada para o preco de opcgoes europeias. Depois de obter
esta férmula, a estimacao dos parametros faz-se resolvendo um problema de
minimos quadrados nao lineares, que estabelece um ajuste com os dados rela-

tivos aos precos das opcoes.



Capitulo 4

Métodos para estimacao das
funcoes de densidade usando
programacao quadratica e

semidefinida

4.1 Dados do problema

Consideremos uma economia em que os activos sao enquadrados num hor-
izonte temporal que medeia entre o momento inicial e o momento final, ou
seja, uma economia de um unico periodo. Designamos o momento inicial do
periodo por ¢t e o momento final por 7.

De acordo com a exposicao feita na Subseccao 2.4.2, suponhamos que exis-
tem, por exemplo, n derivados cujos pregos designaremos por V¢, i =1,...,n.
O ganho V}(w) referente a estes derivados depende do estado w que a economia
atingir no momento T'. Os precos Voi sao todos conhecidos, mas desconhece-se
o estado w a atingir.

Concretamente, podemos considerar um activo subjacente, como por ex-
emplo uma determinada accao ou um indice de acgoes, e n derivados que

podem ser op¢oes financeiras sobre o activo subjacente. Neste caso, ) designa

49
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o espaco dos estados para o preco do activo subjacente no final do contrato e
V}(w) designa o ganho referente & opcao i, i = 1,...,n.

Para enquadrar e definir o nosso problema precisamos de conhecer os dados
do mercado que a ele dizem respeito. Depois de escolher o activo subjacente,
temos de escolher os derivados, isto é, fixar o seu prazo de vencimento, ou
seja, a sua maturidade, assim como o conjunto de pregos de exercicio. Desta
forma, fixamos um conjunto de opg¢oes de compra e de venda, relativas ao
activo subjacente. Designamos por C e P o conjunto de pregos de exercicio B
para os quais existem precos de opgoes Cg e Pg, respectivamente, de compra
e venda. Devemos definir, ainda, o intervalo [a,b], que contenha os possiveis
estados finais para o preco do activo na data de vencimento, e uma taxa de
juro r, isenta de risco, para o periodo entre o instante inicial e a maturidade,

com capitalizagao continua.

4.2 Formulacao do problema de programacao qua-

dratica

O processo de estimagao da funcao de densidade de risco neutro deve as-
segurar uma suavidade suficiente para esta fungdo. Assim sendo, vamos con-
struir esta aproximacao usando funcgoes spline. As fungoes spline sao flexiveis
e capazes de fornecer um bom ajuste aos dados.

Um problema tipico, em interpolacao por splines, consiste em determinar
uma fungdo g(x) que se ajuste a um determinado conjunto de dados. Estes
dados sao compostos pelos valores da variavel independente x5, s = 1,...,ng, €
pelos valores correspondentes da varidvel dependente ys, s = 1,...,ns. Usual-
mente, a estimagao consiste em determinar uma funcao spline g(z), num de-

terminado intervalo [a, b], de modo a minimizar

i:@s(ys —g(xs))2. (4.1)
s=1

Os pesos 65 pretendem medir a precisao dos dados — quando nao ha essa

informacao considera-se simplesmente 0, = 1.
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No entanto, o problema da estimacao da fun¢do de densidade de risco
neutro é distinto uma vez que os valores da funcao de densidade nos nds nao
sao conhecidos. Neste caso, o residuo a minimizar é calculado através da
diferenca entre o preco tedrico da opcao, que depende da expressao da fungao
de densidade de risco neutro, e o preco observado.

Existem funcoes spline de varias ordens, no entanto, as funcgoes spline
cubicas fornecem um bom equilibrio entre eficiéncia, traduzida por exemplo
num reduzido tempo computacional, e a qualidade do ajuste. A escolha dos
nos da funcao spline e do seu nimero é delicada e depende do problema con-
siderado.

Relativamente ao nosso problema, escolhemos funcoes spline ctbicas (ver
o Apéndice A.1 desta dissertagao). Estas fungdes envolvem polinémios cibicos
da forma f(z) = a3 + Bx? + vz + 6. Escolhe-se o intervalo [a, b] de modo a
conter os possiveis valores futuros para o activo subjacente. Este intervalo é
discretizado considerando um conjunto de valores x4, s = 1,...,ns + 1, des-
ignado por nds, em que x; = a e x,,+1 = b. Para cada intervalo [zs, xs11],
a funcao de densidade de risco neutro é aproximada pelo polinémio cubico
a2 + Bsx? + sz + 05, s = 1,...,ns. Dado que uma funcdo spline cibica tem
derivadas continuas até a segunda ordem em cada né interior e que consider-

amos uma funcao spline natural, a fungdo spline que procuramos verifica as

condigoes:
fs—1(xs) = fs(xs), s=2,...,ns, (4.2)
fé_l(ws) :fé(xs)7 5227"'777’87 (43)
fr(zs) = fl(xs), s=2,...,ns, (4.4)
1(z1) =0e f (zn.41) = 0. (4.5)

Vamos, a seguir, formular o problema de optimizacao com o qual pretende-
mos determinar a funcao de densidade de risco neutro para os valores futuros
do activo subjacente. Utilizaremos funcgoes spline cubicas e procuraremos
um bom ajuste aos precos observados. Para estabelecer a aproximacao por
funcoes spline precisamos de escolher o niimero de nés e a sua localizacao. Os

parametros das fungdes polinomiais (as, Os, Vs, 0s), S = 1, ..., ns, que compdem



52 Métodos para estimacao das fungdes de densidade usando QP e SDP

a funcao spline cubica, sao as variaveis do problema de optimizacao. Con-
siderando fungoes spline ctibicas e ngs+ 1 nés, teremos 4ng varidveis que iremos
representar por y € R*"s. Vamos designar por py(+) a funcao spline ctbica que
representa a aproximagao para a funcao de densidade de risco neutro. Note-se
que nao imporemos directamente as restrigoes (A.2) do Apéndice A.1 uma vez
que, no nosso caso, os valores da funcao de densidade sao desconhecidos e

constituem o resultado ou solucao do problema de optimizacao.

4.2.1 Funcgao objectivo

O valor esperado para o prego terminal da opcao, com preco de exerci-
cio F/, descontado a taxa de juro sem risco r é, de acordo com Breeden e
Litzenberger [20],

Cg = e_T(T_t)/Qp(w)(w—E)erw, (4.6)

Py = ¢ T / p(w)(E —w)tdw, (4.7)
Q

sendo p(w) a fungao de densidade de risco neutro. Se considerarmos a aprox-
imacao p, para a funcdo de densidade de risco neutro, definida em Q = [a, ],

os valores esperados passam a ser:
b
Cely) = T [ py)w - By de, (48)
a

b
Poly) = T [ p,()(E - )t (4.9)

isto é, trata-se dos precos de opcoes, fornecidos pelo modelo, considerando p,
como a funcao de densidade de risco neutro. Designando por Cr e Pgr os

precos observados, relativos ao preco de exercicio F, entao a quantidade

[Ce — Cu(y)]
é uma medida possivel para a diferenga entre o valor observado e o valor
teérico. A funcao erro, referente ao residuo total, é dada pela funcdao de
minimos quadrados para um determinado valor de y:

E(y)=> _[Cu—Cu@)*+ Y_ [P — Pe(y)*. (4.10)

EeC EeP
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Vamos analisar, em maior pormenor, esta funcao objectivo. Seja Cr o
preco de uma opcao de compra com preco de exercicio E, tal que xz;, <
E < w41, para um dado ¢ em {1,...,ns}. Note-se que os nds escolhidos
sa0 T1 = @, T2,...,%Tn,, Tn,+1 = b e, ainda, que os pregos de exercicio podem
ou nao coincidir com os nés. Dado que y designa o conjunto das variaveis
(s, Bsy Vs, 0s), s = 1,...,ms, 0o valor aproximado para a opgao de compra

CE(y) pode ser calculado da seguinte forma:

" TCp(y)
= [} py(w)(w = B)*dw
= X — E)tdw
=[5 py()w = B)dw + 72 [ py(w)(w — B)dw
=[5 (ew® + Bow? + yew + 6¢) (w — E)dw +

>t fxﬁl (ojw® + Bjw? + vjw + §;)(w — E)dw.
=[5 (e + (B — Bagw® + (v — Efpw? +

(6 = Eve)w — 0¢E) dw +

> e+1f I (ajwt + (B — Eoy)w® + (vj — EBj)w?

(0 — Evj)w — 6;E) dw

- (awiﬂ LB 4 (5 — Bog)(Pha Yy ¢

2

2
— By (00— Bre) (T — B — 5B (wer — E)) +

(e — B) (e
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25

S (aj< b9y (g - Bay)(Phe - 4

x x

(05 = BB = )+ 65— By = 5) = 6By - o))
(4.11)

Podemos afirmar, assim, que Cg(y) é uma fungao linear nas varidveis y do

3 3 2 2
J J

problema, e que o mesmo se passa com Pg(y). Desta forma, podemos concluir

que a fungao objectivo E(y) em (4.10) é quadrética.

4.2.2 Restricoes do problema

Dado que pretendemos aproximar uma funcao de densidade, deveremos
impor a nao negatividade para essa aproximacao. Assim, se p,(-) designar,

como anteriormente, essa aproximacao, teremos
py(w) > 07 Vw e [a>b]'

Uma das possibilidades de abordagem desta restricao é relaxa-la e considerar
que a funcao spline cubica é apenas nao negativa em cada um dos nés xg,
s=1,...,ns+ 1:

fs(zs) >0, s=1,....,ns+1 e fn,(Tn,+1) > 0. (4.12)

Por outro lado, o integral da funcao de densidade, considerado em ) =

[a, b], deverd ser igual a um:

[ =1

Esta restrigao pode ser facilmente discretizada considerando

s Tsi1
Z/ fe(w)dw = 1. (4.13)
s=1"7%s
As restrigoes (4.12) e (4.13) sao lineares em relacdo as varidaveis do problema
(as, Bsy Vs, 0s), s = 1,...,ng. Vimos, anteriormente, que a fungao spline cibica

tem, por definicao, derivadas continuas até a segunda ordem em cada né e
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vimos ainda que se consideram funcgoes spline naturais. Estas caracteristicas
sao traduzidas pelas condigoes (4.2)—(4.5). Estas condigoes representam, igual-
mente, restri¢coes lineares em relacao as varidveis do problema pelo que todas
as restrigoes do problema, consideradas até agora, sao lineares.

O problema de optimizacao resultante tem uma funcao objectivo quadrati-
ca, como vimos na Subseccao 4.2.1, e todas as restricoes sao lineares. Trata-se,
por isso, de um problema convexo de programagao quadratica (QP) descrito

na forma:

min B(y) s.a (4.2), (43), (4.4), (45), (4.12), (4.13). (4.14)

Os problemas de programacio quadratica sdo brevemente analisados no Apén-
dice A.3.

Ao assegurar a nao negatividade da funcao spline ctibica em cada um dos
nos poderemos estar a permitir que a funcao spline tome valores negativos
entre os nés. Registe-se, no entanto, que esta abordagem foi suficiente para
obter densidades de risco neutro nao negativas na maior parte das simulagoes
numéricas feitas.

Ao considerar o problema (4.14), a relacdo entre o numero de estados
pertencente ao espago dos estados {2 e o niimero de pregos observados torna-se
importante. Se o primeiro for muito superior ao segundo entao sera necessario
refazer o equilibrio ou introduzir mais alguma informagao, de modo a obter

uma solucgao aceitavel para o problema.

4.3 Reformulacao do problema usando programa-

cao semidefinida e cénica

A estimagao da funcao de densidade de risco neutro com garantia de nao
negatividade nos nds pode ndo ser sempre a estratégia adequada. Apresenta-
mos, de seguida, um modelo alternativo em que a nao negatividade da funcao
de densidade de risco neutro estimada é sempre alcancada.

Para conseguir esse objectivo usamos um resultado, apresentado por Bert-

simas e Popescu [13], que oferece condigoes necessérias e suficientes de nao
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negatividade para um polinémio, dependente de uma varidavel, num determi-

nado intervalo.

Proposicao 4.3.1 (Bertsimas e Popescu [13, Proposicao 1 (d)]) O
polindmio g(z) = Z’::O yrx” verifica a condi¢ao g(x) > 0, para todo x € [a, ],

se e sd se existir uma matriz semidefinida positiva X = [mij]@jzoy,,,k, tal que:

oomy =0, £=1,...k (4.15)
i,jritj=20—1
{ k4+m—¢ r A
Z Ty = Z Z yr( >< )ar_mbm, (4.16)
ijitj=20 m=0 r— m t—m
(=0,...k, (4.17)
X = 0 (4.18)

r
Nesta proposi¢ao a notacao ( ) designa Wim),
m 1 !
Concretamente, para o polinémio ctibico fs(r) = asa® + Bsx? + 51 + 05 2

restricdo de nao negatividade é garantida pelo seguinte corolario:

Coroldrio 4.3.2 O polinomio fs(x) = asz® + Bsx? + vz + I verifica a
condi¢ao fs(x) > 0, para todo x € [xs,Ts11] S€ e SO se existir uma matriz

quadrada, de ordem 4, X° = [xfj]i7j:07_,_,3 tal que

zj; = 0, sei+j for1oubd,
Thg + iy a5 x5 = 0,
Tho = asad+ Bl + Ysms + s,
who + x5 F a5y = Basrirei + 0s(20se41 + 73)
+ Vs(@sq1 + 235) + 365, (4.19)
23+ 239 + 15 = Baswsriig + Bs(22smsp1 +23y)
+ Ys(s 4+ 2x541) + 305,
T35 = O‘sx2+1 + ﬂsxgﬂ + VsTsy1 + s,
X® = 0.

Note-se que o facto da matriz X*® ser semidefinida positiva implica que xj, > 0,

o que corresponde a condigao fs(zs) > 0 formulada para o problema QP.
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Constata-se, assim, que as restrigoes de nao negatividade para o problema QP
estao incluidas nestas restrigoes.

De acordo com este corolario, se introduzirmos as variaveis semidefinidas
positivas X® e as restrigoes (4.19) na formulacao do problema anterior, obter-
emos um novo problema de optimizacao. Este problema fornecerd uma funcao

de densidade de risco neutro nao negativa em todo o dominio:

yX{n”i.nan E(y) s.a (4.2),(4.3),(4.4),(4.5),(4.13),[(4.19),s = 1, ..., nsl.
S (4.20)

A classe de problemas de programacao semidefinida é abordada, brevemente,
no Apéndice A.4. O problema (4.20) possui uma fungao objectivo que depende
apenas das variaveis (o, B, Vs, 0s), s = 1,..., ng, representadas por y € R4,
Trata-se de uma funcgao objectivo de minimos quadrados lineares que podemos

escrever na forma:

E(y) = (f—Gy)"(f—Gy) = |f - Gyl

com G € R™4% ¢ f ¢ R" (supondo que n é o nimero de precos observados),

ou, ainda, na forma
T L
d+c'y+ Y Qy

sendo d € R, ¢ € R¥s e Q € R4msx4ns,

Vamos apresentar todas as restri¢goes do problema (4.20) e, com mais de-
talhe, as novas restrigoes. As condigoes (4.2)—(4.5) e (4.13) referem-se, como
vimos, a restricoes de igualdade, que sao lineares a respeito das varidveis
(s, Bsy Vs, 0s), s = 1,...,ns do problema. Temos, por isso, 3ns restrigoes

lineares de igualdade que podemos representar na forma:
fly=bii=1,....3n, f;cR™ eb; cR. (4.21)

As novas restrigoes do problema (4.20) resultaram da introducao das con-
digoes (4.19) do Corolario 4.3.2. As trés primeiras restri¢oes do Corolario 4.3.2

envolvem apenas restrigoes SDP, isto é, podem escrever-se na forma:

HieX®=0k=1,2,3,s=1,...,n,, em que Hi € 5%
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Note-se que S* designa o subespaco das matrizes reais simétricas de ordem 4
e o simbolo e o produto interno (A.21). As restantes restrigdes envolvem
restrigoes SDP e restri¢oes lineares nas variaveis (o, s, 7vs, 0s). Sao, por isso,

restrigoes mistas, que se podem representar na forma:
()T y+ H; e X°=0,k=4,5,6,7,s=1,...,ns, g3 € R H e S
Por fim, juntamos as varidveis SDP:
X*»=0,s=1,...,ng,

em que X° > 0 indica que X?® é uma matriz semidefinida positiva. O nosso

problema pode escrever-se, por isso, na forma

miny7X17_“7an cTy + %yTQy
s.a fiTy =b;,1=1,...,3n,
HieX*=0,k=1,23 s=1,...,n (4.22)
(g)Ty+H; @ X5 =0, k=4,5,6,7, s=1,...,n,

X°»=0,s=1,...,ng,

Todas as restrigoes deste problema, a excepcao das restricoes semidefinidas po-
sitivas X* = 0, s = 1,...,ng, sao lineares em relagao as varidveis (as, Bs, Vs, 0s),
s=1,...,ns, e as varidveis X°, s = 1,...,n,. As restricoes semidefinidas po-
sitivas sao convexas, dai que possamos afirmar que o problema de programacao
semidefinida é convexo com uma funcao objectivo quadratica.

O software disponivel para programacao semidefinida resolve apenas prob-
lemas com fungoes objectivo lineares. Uma vez que a funcao objectivo do
problema (4.22) é quadratica em y torna-se necessario reformula-lo. A re-
formulacao é feita de modo a obter um problema de programacao cénica de
segunda ordem (SOCP) como se ilustra no pardgrafo seguinte.

Consideremos um problema de optimizacao cuja fungdo objectivo é qua-
dratica: vy + %yTAy, em que 7,y € R¥s e a matriz A € R¥*4% & definida
positiva. Vamos obter um problema equivalente, substituindo a fungao objec-

tivo por uma fungao linear. Para isso consideramos uma nova varidvel ¢t € R
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e impomos que
T L
t>r'y+ 2Y Ay. (4.23)

Esta condigdo pode ser considerada na forma de restricao cénica de segunda
ordem. De facto, como a matriz A é definida positiva, existe uma matriz
invertivel P que satisfaz A = PPT (basta considerar a decomposicao de

Cholesky da matriz) e a func¢@o objectivo toma a forma
L T \T(pT T
Py (Pry)+ry.
Definimos uma nova variavel z = (21,...,2,)' tal que
z=Ply+ Py (4.24)
Se impusermos t > ||z|| obtemos,

t > ||z|]| <= (supondo t > 0)

2> |z]* <=

>y P+r (PTHN(PTy+ Plr) =
2>y Ay+2rTy+rT ANy

ou seja

2 —rT A 1y 1
o ATy (4.25)

Como t? é uma funcdo monétona (supondo t > 0) e ' A™lr é constante,
minimizar Mffkl’“ é equivalente a minimizar t. Ou seja, minimizar ¢ sujeito
a (4.23) é equivalente a minimizar ¢ sujeito a (4.25).

Note-se que, se impusemos que (t,z) pertenca ao cone de segunda ordem
Cy = {(t,z) € R x R¥s : ¢t > ||z||}, estamos a impor uma restri¢do cénica de
segunda ordem (ver Apéndice A.4).

Assim, obtivemos um problema de programacao cénica, mais concreta-

mente de programagao conica de segunda ordem. Vamos, desta forma, procu-
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rar adequar o nosso problema de modo a poder ser escrito na forma:

miny’X1’m,Xn57t’Z t
s.a fZTy:bl-, 1=1,...,3n,,
HioeX*=0,k=1,2,3, s=1,...,n;,
(3)"'y+H; e X5=0, k=4,56,7, s=1,...,n,,
z—PTy=P Iy
X°>=0,s=1,...,ng,
(t,2) € C4.
(4.26)

Esta formulagao pode ser resolvida, de forma eficiente, usando software para

problemas de programacao cénica de segunda ordem.



Capitulo 5
Resultados numéricos

Foi feito um estudo numérico da estimacao da funcao de densidade de risco
neutro através das duas abordagens apresentadas anteriormente, baseadas,
respectivamente, na resolugdo dos problemas formulados em (4.14) e (4.20),
o tltimo na forma (4.26). O desempenho das duas abordagens foi testado
em dois conjuntos de dados e comparado com a abordagem da mistura de
densidades lognormais (ver Secgao 3.1.2). O primeiro conjunto refere-se a
dados gerados de acordo com o modelo de Black-Scholes, enquanto o segundo
diz respeito a dados de mercado extraidos da cotacao de opgoes sobre o indice
S& P500.

A matriz Hessiana do problema (4.14), que coincide com a do problema
(4.20), apresenta elementos com ordens de grandeza muito diferentes. De facto,
como se pode ver pela expressao (4.11), os termos Cg(y) da funcdo objectivo
incluem poteéncias, até a ordem 5, dos valores dos nés z;, j = 1,...,ns + 1.
Esta ocorréncia torna a matriz Hessiana do problema QP mal condicionada,
0 que origina um problema mal-condicionado. Para atenuar os efeitos deste
mau condicionamento, efectuou-se um escalonamento dos problemas (4.14) e
(4.20), resolvendo-se numericamente versoes escalonadas equivalentes. Como
factor de escalonamento, escolhemos o valor médio das componentes do vector
dos nds, que designamos por z4y,4. De facto, o intervalo no qual varia o preco
do activo subjacente é determinante para a ordem de grandeza dos elementos

da matriz Hessiana. Cada né x5, s =1,...,ns 4 1, é escalonado usando x4

61
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e, assim sendo, ¢é substituido por z/, = xs/xqe. Desta forma, as varidveis
(as, Bs, s, 0s), ou seja, os coeficientes das fungoes spline, sao escalonadas res-
pectivamente por a, b, ¢, d, cujos valores dependem de x4,4 € das expressoes de

integracao presentes em (4.11). Multiplicdmos, ainda, cada termo da fungao

2

avg- Depois de resolver o problema em relagao

objectivo dos problemas por 1/x
as varigveis escalonadas (o, 85,7%,0%), s = 1,...,ng, a solugao inicial é recu-

/
s

perada considerando (as, Bs, Vs, 0s) = (acd, bfL, evl,doL), s =1,...,ns.

5.1 Dados simulados de precos de opcoes

Para o primeiro conjunto de dados gerdamos dados relativos a precos de
opcoes de acordo com a férmula de Black-Scholes, usando, para o efeito, a
fungdo blsprice pertencente a Financial Toolbor do MATLAB. Para gerar
os precos de opcoes precisamos de estabelecer o valor actual para o activo
subjacente, o preco de exercicio da opc¢ao, a taxa de juro isenta de risco, o
prazo de vencimento da opcao, o valor da volatilidade e a taxa de dividendo.
Mais precisamente, consideramos que o valor actual para o activo subjacente
¢ 50, a taxa de juro isenta de risco é 10%, o prazo de vencimento das opgoes é
meio ano, a volatilidade é 20% e a taxa de dividendo é nula. Consideramos 20
precos de opcoes de compra cujos precos de exercicio, igualmente espacados,
variam de 30 a 70. A funcao de densidade de risco neutro, que corresponde
a estes precos é conhecida e a sua expressao p(St) = logn(St; a, 3) dada por
(3.3), em que v e B sdo dados por 8 =ovT —t e = In(S;) +pu(T —t) — 32,
sendo p =0.1, 0 = 0.2, T —t = 0.5 e S = 50. Esta funcao estd representada
a cheio nos graficos da Figura 5.1.

Resolvemos os problemas (4.14) e (4.20) com o escalonamento referido an-
teriormente. Consideramos 25 nés, igualmente espacados, variando entre 25
e 85. Os graficos com as estimagoes da funcao de densidade de risco neutro,
para as abordagens QP e SDP, estao representados, a tracejado, na Figura
5.1. Como se pode ver pelo grafico, hd um ajuste praticamente perfeito entre
a funcado de densidade lognormal e as estimacoes obtidas. A matriz Hessiana

referente aos problemas (4.14) e (4.20) é, de acordo com a formulacao dos
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006 f. densidade usando QP 0.6 f. densidade usando SDP

— f. densidade da distrib. lognormal — f. densidade da distrib. lognormal
- f usando LN2 - f. densidade usando LN2
1 0.05F

0.05f
0.04f 0.04f
0.03f 0.03f
0.02f 0.02f

0.01- 0.01F

~0.01 I I I I I I ~0.01 I I I I I I
20 30 40 50 60 70 80 90 20 30 40 50 60 70 80 90

Figura 5.1: Estimagdo da funcao de densidade de risco neutro, a partir de
dados de Black-Scholes, usando as abordagens QP, SDP e LN2.

problemas, semidefinida positiva. No entanto, devido a erros de arredonda-
mento e ao facto da sua caracteristica ser muito inferior & sua ordem, ela
apresenta valores préprios negativos com ordens de grandeza muito baixas,
do tipo 107, Estes valores préprios negativos revelaram-se nefastos para
o desempenho do método de restricoes activas utilizado pelo MATLAB. O
escalonamento feito as varidveis do problema reduziu drasticamente o mau
condicionamento da matriz, o que permitiu o calculo um pouco mais preciso
dos valores préprios. Adicionalmente, modificAmos a matriz Hessiana (H) u-
sando H + &I com & = |Apin| em que |Apin| é 0 menor valor préprio de H.
Esta perturbacao permitiu obter uma matriz Hessiana que, numericamente,
é definida positiva (apesar de, teoricamente, ter um valor préprio nulo). Na
abordagem SDP, este valor atribuido a & ndo garante uma matriz definida

positiva, pelo que teve de ser aumentado para & = |Ayin|103.

Os graficos da Figura 5.1 permitem observar que a fun¢ao de densidade de
risco neutro, aproximada pelas abordagens QP e SDP, tem um ajuste quase
perfeito em relacao a funcao de densidade lognormal. Por outro lado, os pregos

das opgoes de compra, calculados usando a fungao de densidade de risco neutro
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LN2 QP SDP
dados BS | 2.83 x 10719 | 231 x 1079 | 4.32 x 107?

Tabela 5.1: Residuos para o ajuste dos precos (dados de Black-Scholes).

aproximada, tém um ajuste igualmente perfeito em relagao ao preco tedrico de
Black-Scholes, como se pode ver na Figura 5.2. Calculamos os residuos para
os precos, comparando os precos tedricos com os precos obtidos de acordo
com a fun¢ao de densidade estimada. Consideramos o residuo total (4.10) e
verificAmos que os resultados sdo muito semelhantes nos casos QP e SDP, tal
como se pode ver na Tabela 5.1. Note-se que as abordagens QP e SDP recu-
peram a funcao de densidade lognormal com muita exactidao. Para garantir
numericamente o sucesso das abordagens QP e SDP os nés, inicial e final, da
funcao spline devem ser escolhidos com uma distancia minima em relagao ao
primeiro e ao ultimo prego de exercicio. Esta distancia deve ser, de acordo
com 0s nossos testes, aproximadamente 6% da amplitude da distribuigao dos
precos de exercicio. O nimero de nés escolhido pode ser sensivelmente igual
ou ligeiramente maior do que o nimero de precos de exercicio. Verifica-se, no
entanto, que a estimacao para a funcao de densidade de risco neutro apresenta
robustez em relagao ao ntimero de nés. De facto, se considerarmos 40, 35, 20
ou 15 nods, obtemos igualmente boas estimacoes. Por outro lado, se consider-
armos o vector dos nés espagado logaritmicamente, os resultados mantém-se
muito bons e os residuos continuam a ser muito baixos: 2.07 x 10~ para a
abordagem QP e 1.37 x 1077 para a SDP.

As dimensoes do problema QP sao as seguintes: 96 varidveis, 72 restrigoes
de igualdade e 25 restrigoes de desigualdade. As dimensoes da reformulagao do
problema SDP usando restri¢oes cénicas de segunda ordem sao: 96 variaveis
lineares, 24 variaveis SDP, 97 varidveis SOC, 72 restri¢oes lineares, 72 restrigoes
envolvendo apenas varidveis SDP, 96 restricoes envolvendo variaveis lineares e

varidveis SDP e 96 restrigoes envolvendo varidveis lineares e varidveis SOC.



Dados de mercado de precos de opgoes 65

Comparacao com a abordagem da mistura de densidades log-

normais

A implementagdo numérica da mistura de densidades lognormais (LN2),
apresentada na Secgao 3.1.2, foi feita utilizando o c6digo fmincon, pertencente
a Optimization Toolbox do MATLAB, para resolver o problema (3.5). Neste
caso, a aproximagao para o pre¢o da opcao de compra é calculada considerando
que a funcao de densidade de risco neutro é uma mistura de duas funcoes de
densidade lognormais, tal como em (3.2).

Como a func@o objectivo (3.4), relativa & abordagem da mistura de den-
sidades lognormais, nao ¢é linear nem convexa procurou-se fornecer a rotina
fmincon boas aproximagoes para os pontos iniciais. No caso dos dados de
Black-Scholes usamos, como valores iniciais, os valores exactos da fungdo de
densidade lognormal tedrica.

Resolvemos o problema (3.5) para os dados de Black-Scholes apresentados
anteriormente. A funcgio de densidade de risco neutro estimada esté represen-
tada, a tracejado, na Figura 5.1. Obteve-se um ajuste perfeito a fungao de
densidade lognormal. Na Figura 5.2 estao representados os pregos tedricos de
Black-Scholes e os pregos estimados usando as abordagens QP, SDP e LN2,
calculando o prego da opgao, dado por (4.8), usando a fungao de densidade
estimada. O residuo relativo aos precos, isto é, a diferenca entre os precos
tedricos e os precos aproximados usando a densidade estimada calculados de

acordo com (4.10), é igualmente bom como se pode ver na Tabela 5.1.

5.2 Dados de mercado de precos de opgoes

As abordagens QP, SDP e LN2, para a estimagao da fungao de densidade
de risco neutro, foram também testadas com dados de mercado relativos a
precos de opgoes. Recolhemos informacao sobre pregos de opc¢oes de compra e
venda, relativos ao indice S& P500, transaccionado no mercado de opgoes de
Chicago, o Chicago Board of Options Ezchange (CBOE). Trata-se de um dos
mercados mais activos no mundo tendo sido escolhido por este motivo e pelo

facto dos dados estarem disponiveis ao publico. A informacao sobre a taxa de
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juro foi obtida a partir do banco Federal Reserve Bank of New York e a taxa
de dividendo recolhida a partir da Standard & Poors. Relativamente a taxa
de juro considerdmos um bilhete do tesouro com um prazo de vencimento
0 mais proximo possivel do prazo de vencimento das opgoes. Sendo assim,
recolhemos informagao referente ao dia 29 de Abril de 2003, considerando as
opcoes com vencimento em 17 de Maio de 2003, e designamos esta informacgao
por Conjunto 1. Recolhemos, igualmente, informagao referente a pregos de
opcoes no dia 24 de Margo de 2004, com vencimento em 17 de Abril de 2004

(Conjunto 2) e ainda com vencimento em 20 de Junho de 2004 (Conjunto 3).

5.2.1 Eliminacao da arbitragem

Na Subseccao 2.4.2 foi apresentado um teorema que garante que uma me-
dida de probabilidade de risco neutro existe se e sé se nao existirem opor-
tunidades de arbitragem. No entanto, é possivel observar, em determinados
instantes, oportunidades de arbitragem, nomeadamente, nos precos de activos
menos liquidos. Estes precos nao reflectem verdadeiras oportunidades de ar-
bitragem, no sentido em que sao corrigidos logo que se inicia a transaccao.
Porém, para que as solugoes obtidas pelos problemas QP, SDP e LN2, formu-
lados anteriormente, tenham significado é necessario que os precos nao con-
tenham oportunidades de arbitragem. Vamos, de seguida, apresentar um teo-
rema que estabelece condigoes necessarias e suficientes para garantir a auséncia
de arbitragem num conjunto de precos de opcoes de compra, de tipo europeu,
com a mesma maturidade.

Consideremos um conjunto de n opgoes de compra, de tipo europeu, com
preco de exercicio F;, 1 = 1,...,n, e com a mesma maturidade. O activo sub-
jacente as opgoOes tem preco inicial Sy. Vamos considerar, sem perda de gen-
eralidade, que os precos de exercicio F; estao ordenados por ordem crescente.
Designamos os precos das opcoes no inicio do periodo por Cé, i=1,...,n. O

teorema referido anteriormente é o seguinte.

Teorema 5.2.1 (Herzel [50]) Sejam Ey < Ey < --- < E, os pregos de
exercicio relativos a opgcoes de compra, de tipo europeu, com a mesma Mma-

turidade e relativas ao mesmo activo subjacente. Sejam C§ os pre¢os actuais
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das opcoes de compra. Nao existem oportunidades de arbitragem se e sé se 0s

precos C’é satisfizerem, em conjunto, as sequintes condigdes:
1. CE>0,i=1,...,n.
) 1
2. Ch>Cit i=1,...,n—1.

3. A fungdo linear por trocos C(E) tal que C(E;) = C, i = 1,...,n,

definida no intervalo [E, E,| € estritamente convezxa.

Este teorema permite eliminar oportunidades de arbitragem no conjunto de
precos usado.

Para obter um conjunto de dados com significado, no sentido do Teo-
rema 2.4.3, foram efectuados os seguintes procedimentos. Depois de recolher
os dados de precos de opcoes de compra e venda, relativos ao indice S&P500,
comecamos por eliminar as opgoes cujos precos nao estavam situados dentro do
intervalo bid-ask. Seguidamente, usando a paridade put-call, gerdmos pregos
de opc¢oes de compra a partir de precos de opcoes de venda. No caso de obter-
mos dois precos distintos para a opgao de compra, relativos ao mesmo precgo
de exercicio, escolhemos o preco correspondente a opgao com maior volume
de transaccao. Depois de obter este conjunto alargado de precos, testamos
todas as condigoes do Teorema 5.2.1 removendo os pregos que violavam pelo
menos uma dessas condicoes. Por fim, resolvemos os problemas de optimizacao

correspondentes as formulagoes (4.14), (4.20) e (3.5).

5.2.2 Reformulagao ponderada do problema

Com o objectivo de aferir a relevancia e qualidade dos dados relativos
aos precos de opcoes, incorporamos o volume de transacgoes referente a cada
opc¢ao na funcao objectivo dos nossos problemas. De facto, as cotacgoes de
fim de sessao diaria podem conter precos pouco liquidos, que nao reflectem
as cotagoes actualizadas de mercado. Os precgos de opgoes pouco fidveis estao
relacionados com opgoes pouco transaccionadas. Por outro lado, as opcoes
com um volume de transacgoes mais elevado representam melhor o sentimento

de mercado e as expectativas dos investidores. Incorporamos o volume de
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transaccoes na formulagao do nosso problema, modificando a fungao objectivo
dos problemas (4.14), (4.20) e (3.5):

> 05(Ce — Cow)* + 3 uilPe — Pe(y))” (1)
EeC EeP
O peso O é o quociente entre o volume de transaccoes, referente a opgao de
compra Cg, e o volume de transacgoes referente a todas as opcoes de compra.
De forma semelhante, o peso ug é o quociente entre o volume de transacgoes
para a opcao de venda Pg e o volume de transaccoes referente a todas as opcoes
de venda. Se uma determinada opc¢ao nao for transaccionada é-lhe atribuido

um peso igual a zero.

5.2.3 As estimacgoes obtidas

Os resultados numéricos obtidos para os trés conjuntos de dados, apre-
sentados no inicio desta seccao, sao detalhados a seguir. Relativamente ao
primeiro conjunto (Figura 5.3 e Figura 5.4), o nimero inicial de opgoes de
compra e venda era de 40 para cada tipo. Depois de eliminarmos as oportu-
nidades de arbitragem reduzimos os dados a apenas 24 opcoes de compra e,
para estes dados, consideramos 32 nés. Relativamente ao segundo conjunto
de dados (Figura 5.5 e Figura 5.6), o nimero original de op¢oes de compra e
venda era de 38 para cada tipo. Depois de eliminarmos as oportunidades de
arbitragem, reduzimos o nimero de dados do problema a apenas 23 opgoes de
compra, para os quais definimos 28 nés. Finalmente, para o terceiro conjunto
de dados (Figura 5.7 e Figura 5.8), o nimero original de op¢oes de compra e de
venda era de 29 opgoes de cada tipo e, depois de eliminar as oportunidades de
arbitragem, reduzimos os dados a apenas 14 opgoes de compra para as quais
consideramos 29 nés.

Nas abordagens QP e SDP, para os dados do indice S&P500, os nés da
funcao spline devem ser escolhidos perto dos precos de exercicio para que,
numericamente, tenhamos bons resultados. A localizacao dos nés da funcao
spline deve ser feita de modo mais cuidadoso do que no caso dos dados simu-
lados de precos de opgoes. De facto, existe alguma sensibilidade a variacao da

posicao dos nés. Quando estes sao igualmente espacados e a funcao a estimar
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LN2 QP SDP
S&P500 conjunto 1 | 0.05549 | 0.04408 | 0.03413
S&P500 conjunto 2 | 0.02793 | 0.02733 | 0.01450
S&P500 conjunto 3 | 0.02142 | 0.00834 | 0.00396

Tabela 5.2: Residuos para os pregos (dados do indice S&P500).

¢ suficientemente regular, como no caso da funcao de densidade lognormal, os
resultados sao bons. No entanto, quando consideramos dados de mercado, a
funcao de densidade pode apresentar uma grande variedade de formas.

Comparativamente ao que foi feito para os dados de Black-Scholes, fez-se,
para os dados de mercado, o mesmo tipo de escalonamento e modificagdo da
matriz Hessiana (ver Secgao 5.1). A matriz Hessiana foi modificada de acordo
com os valores de referéncia, & = |A\nin| para o problema QP e & = |Apnin|103
para o problema SDP, escolhidos para os dados de Black-Scholes.

Para o primeiro e segundo conjunto de dados, a funcao de densidade de
risco neutro estimada, obtida a partir das abordagens QP e SDP, apresenta
multimodalidade, visivel na cauda esquerda, como se pode ver pelas Fig-
uras 5.3 e 5.5. A partir da estimagao da fungao de densidade de risco neutro
podemos calcular os pregos estimados. Assim, de acordo com (4.8), calculdmos
os pregos fornecidos pela estimagao desta funcao de densidade. O ajuste entre
os pregos estimados e os pregos S&P500 observados é bom, como se vé pela
Figura 5.4 para os dados do Conjunto 1, pela Figura 5.6 para os dados do Con-
junto 2 e pela Figura 5.8 para os dados do Conjunto 3. O residuo é semelhante
para as abordagens QP e SDP, de acordo com a Tabela 5.2. De facto, embora a
ordem de grandeza dos residuos seja maior do que no caso dos dados de Black-
Scholes, podemos observar que o grau de precisao continua aceitavel. Como
consequéncia, os precos estimados obedecem ao intervalo bid-ask' referente
aos precos observados. Note-se, ainda, que os resultados para a abordagem

SDP sao melhores do que para a abordagem QP. O ajuste para os pregos é

1Os precos bid e ask sdo estipulados pelo mercado e estabelecem um limite inferior e

superior, respectivamente, para os pregos de transacgdo das opgoes.
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semelhante nos casos QP e SDP, mas é sempre melhor no caso SDP.

Observamos que a funcao de densidade estimada, usando a abordagem QP,
toma valores negativos, da ordem de 107°, numa das caudas da distribuicdo,
aproximadamente entre 700 e 735 para o Conjunto 1 (Figura 5.3), entre 1200
e 1223 para o Conjunto 2 (Figura 5.5) e entre 830 e 870 para o Conjunto 3
(Figura 5.7), apesar destas violagoes serem quase imperceptiveis. Tal como
se esperava, o modelo envolvendo optimizagao semidefinida corrigiu este com-
portamento, apresentando uma estimativa para a funcao de densidade sempre

nao negativa.

Para determinar melhor o impacto de dados com arbitragem nas aborda-
gens propostas, consideramos novos conjuntos de dados de mercado referentes
as mesmas datas. Para cada conjunto tomamos como prego da opc¢ao a média
aritmética dos precos bid e ask e, para além disso, nao foram eliminados quais-
quer precos. Na Figura 5.9 podemos ver o resultado da estimacao da funcao
de densidade, obtida para as abordagens SDP e LN2, considerando os dados
referentes aos Conjuntos 1, 2 e 3. Note-se que a forma da fungao de densidade
¢é semelhante a obtida para dados sem arbitragem no caso dos dois primeiros

conjuntos de dados.

As dimensoes do problema relativas ao Conjunto 1 sdo, para o problema
QP, 124 varidveis, 93 restricoes de igualdade e 32 restrigoes de desigualdade.
Para o problema SDP-SOC estas dimensoes sao as seguintes: 124 variaveis lin-
eares, 31 varidveis SDP, 125 varidaveis SOC, 93 restrigoes lineares, 93 restricoes
envolvendo apenas varidveis SDP, 124 restrigoes envolvendo varidveis lineares

e variaveis SDP e 124 restrices envolvendo variaveis lineares e varidaveis SOC.

As dimensoes do problema relativas ao Conjunto 2 sdo, para o problema
QP, 108 varidveis, 81 restricoes de igualdade e 28 restri¢cbes de desigualdade.
No caso SDP-SOC temos 108 variaveis lineares, 27 varidveis SDP, 109 variaveis
SOC, 81 restrigoes lineares, 81 restrigoes envolvendo apenas varidveis SDP,
108 restrigoes envolvendo varidveis lineares e varidaveis SDP e 108 restrigoes

envolvendo varidveis lineares e varigveis SOC.

As dimensoes do problema relativas ao Conjunto 3 para o problema QP

sao as seguintes: 112 varidveis, 84 restricoes de igualdade e 29 restrigoes de
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desigualdade. Para o problema SDP-SOC passamos a ter 112 varidveis lin-
eares, 28 variaveis SDP, 113 variaveis SOC, 84 restricoes lineares, 84 restricoes
envolvendo apenas varidaveis SDP, 112 restri¢oes envolvendo varidveis lineares

e varidveis SDP e 112 restrigoes envolvendo variaveis lineares e variaveis SOC.

Comparacao com a abordagem da mistura de densidades log-

normais

A abordagem da mistura de duas densidades lognormais foi resolvida, tal
como anteriormente, usando a rotina fmincon pertencente a Optimization
Toolbox do MATLAB. Foram considerados os pesos tal como nas abordagens
QP e SDP. Para o primeiro e segundo conjuntos de dados a estimacao da
funcao de densidade, usando a mistura de duas densidades lognormais, difere
da obtida pelas abordagens QP e SDP. De facto, nestes dois casos, a densidade
estimada pelas abordagens QP e SDP é multimodal, enquanto que a densi-
dade estimada pela abordagem LN2 nao apresenta essa caracteristica, como se
pode ver pelas Figuras 5.3 e 5.5. Relativamente ao terceiro conjunto de dados
a funcao de densidade obtida pela abordagem LN2 apresenta caracteristicas
de mistura de fungdes de densidade tal como abordagem SDP (Figura 5.7). O
ajuste, dado pela abordagem LN2, entre os precos estimados e os pregos de
mercado é bom, mas, quando comparado com as outras duas abordagens, é
sempre pior, como se pode ver na Tabela 5.2.

Note-se, ainda, que quando consideramos dados com arbitragem, obtemos
para o terceiro conjunto de dados maiores diferencas relativamente a abor-

dagem da mistura de duas lognormais como se vé na Figura 5.9.
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Figura 5.2: Ajuste entre os precos estimados e os pregos tedricos de Black-
Scholes, para as abordagens QP, SDP e LN2.
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Figura 5.3: Estimacao da fungao de densidade de risco neutro, para dados do
indice S&P500 usando as abordagens QP, SDP e LN2 (Conjunto de dados 1).
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Figura 5.4: Precos estimados usando as abordagens QP, SDP e LN2 (Conjunto
de dados 1).
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Figura 5.5: Estimacao da fungao de densidade de risco neutro, para dados do
indice S&P500 usando as abordagens QP, SDP e LN2 (Conjunto de dados 2).
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Figura 5.6: Precos estimados usando as abordagens QP, SDP e LN2 (Conjunto
de dados 2).
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Figura 5.8: Precos estimados usando as abordagens QP, SDP e LN2 (Conjunto
de dados 3).
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Capitulo 6

Extensao a evolucao temporal

Um estudo da evolugao temporal das funcoes de densidade de risco neutro
pode fornecer informagao importante relativa as expectativas de evolucao do
prego do activo subjacente [76]. Pode permitir, por exemplo, uma gestao do
risco mais eficiente. Por outro lado, vérios autores tais como [3, 22, 27, 39,
48, 59] procuraram estimar a volatilidade associada ao activo subjacente como
funcao do tempo. Desta forma, obtém-se uma superficie para a volatilidade
do activo (enquanto fungao do seu valor e do instante temporal) que permite,

de uma forma precisa, estabelecer o preco de opgoes.

Neste capitulo, vamos estudar a estimacao da variacao temporal da funcao
de densidade de risco neutro. Para o efeito, recorremos a funcées spline
bicibicas, de modo a garantir a suavidade desejada. Consideramos uma fungao
objectivo no sentido dos minimos quadrados, em que, as variaveis de opti-
mizagao sao os parametros que definem as funcoes spline. Estas fungoes sao
usadas para representar a superficie relativa a funcao de densidade de risco
neutro. Comecamos por apresentar os modelos de optimizagao que, usando
funcoes spline bictubicas, permitem determinar a evolucao da funcao de densi-
dade de risco neutro para um determinado activo subjacente a partir do preco

de opcoes.

80
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6.1 Dados do problema

Consideramos um conjunto 7 de prazos de vencimento ou maturidades,
referentes a pregos de opgoes. Para cada uma destas maturidades conhecemos
o conjunto dos pregos de opgoes, Cr, Pr, T € 7T, de compra e venda, re-
spectivamente, e conhecemos, igualmente, o conjunto dos precos de exercicio
correspondentes &, Ep,, T € T. As taxas de juro, referentes ao periodo entre
o momento inicial e cada uma das maturidades, sao conhecidas e podem variar
com as maturidades. De acordo com o valor dos precos de exercicio, e tendo
em conta os valores possiveis para o preco terminal do activo subjacente, es-
colhemos um intervalo [a, b] que deve conter esses valores. Escolhemos, ainda,
um outro intervalo [c, d] referente as maturidades e que contém o conjunto 7.

Para formular o problema de optimizagao de forma adequada, necessitamos
de especificar o ntimero e a localizagao dos nodos da funcao spline bictibica,
ou seja, os nos espaciais e temporais. Consideramos, contidos numa regiao R,
ns + 1 nés espaciais, referentes a discretizacao a =x; <29 <--- < zp. 41 =0
do prego do activo em [a, b]. Consideramos, igualmente, n; + 1 nés temporais,
referentes a discretizagdo ¢ = u; < ug < --+ < up,+1 = d do intervalo [c,d]
contendo as maturidades. Os nés espaciais estao relacionados com o valor
dos precos de exercicio e com o pre¢o do activo subjacente, mas nao tém que
coincidir com eles. De forma semelhante, os nds temporais estao relacionados
com as maturidades, mas nao tém que coincidir com elas. Para cada regiao
rectangular RS = [xg, w511 X [ug, ugr1], s = 1,...,ns, t = 1,...,n4, 0 cor-
respondente elemento da funcgdo spline bictibica tem 16 parametros. Deste
modo, o numero total de pardmetros da funcao spline é 16nsn;. Designamos
por y € R7snt o conjunto desses parametros e por py(w,u) a funcao spline

bicuibica duas vezes continuamente diferencidvel.

6.2 Formulagao do problema de programacao qua-

dratica

A garantia da diferenciabilidade (continua e de segunda ordem) de p, (w, u)

exige a imposicao desta propriedade na fronteira de cada subrectangulo R,
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s=1,...,ng, t = 1,...,n;,. Impomos, ainda, que as fungoes spline sejam
naturais. Todas estas restrigoes sao lineares em y e podem ser representadas

na forma
() Ty=bvF k=1,... n,, (6.1)

em que n, = (42ns — 19)(ny — 1) + 21ns — 17, para determinados vectores
ak € R167snt e egcalares b*, k =1,...,n.
Dado que py,(w,u) pretende aproximar uma funcdo de densidade deve

também satisfazer

py(w,u) >0, V(w,u)€ [a,b] x [c,d] (6.2)

/bpy(w,u)dw =1, Yu € [¢,d]. (6.3)

A nao negatividade da fungao de densidade de risco neutro, imposta em (6.2),
pode ser relaxada e imposta apenas ao longo das linhas da malha de dis-

cretizagao, ou seja,

py(w,ug) >0, Ywea,b], t=1,...,n+1 (6.4)

py(zs,u) >0, Yueled], s=1,...,ns+ 1. (6.5)

Desta forma, garante-se a nao negatividade da funcao nos segmentos de recta
definidos pela malha de discretizacao, isto é, pertencentes as rectas definidas

pelos nos
w=x58=1,...,ng+1, u=wu, t=1,...,np + 1. (6.6)

A condigao (6.3) serd imposta apenas nos nds temporais:

b
/ py(w,up)dw =1, t=1,...,ny + 1. (6.7)
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As restrigoes de igualdade (6.7) sao lineares em relacao as varidveis do prob-
lema. O mesmo acontece com as restrigdes (6.4) e (6.5) o que faz com que
todas as restricoes consideradas até agora sejam lineares.

Admitindo que py(w, u) representa uma funcao de densidade de risco neu-
tro, os valores esperados para os ganhos futuros das opcoes de compra e venda,
com maturidade 7" € 7T e prego de exercicio E € &, UEp,., descontados a taxa

de juro sem risco, sao dados por

b
Cr.p(y) = e 710 / Py, T (w — B)*dw, (6.8)

b
Pra() =T [y T)(E - ). (6.9)

De acordo com o que foi feito na Secgao 4.2, consideremos o quadrado das
distancias, entre os precos tedricos e os precos observados, para ambas as

opcoes de compra e venda:
[Cre—Cre®)® e [Pre—Pre(y)?

Somando estas parcelas para todas as maturidades e precos de exercicio, obte-
mos a fungao objectivo do nosso problema que consiste, precisamente, no

residuo no sentido dos minimos quadrados:

E(y) =) [ > 0rElCre— Crey)

TeT FEe€fc,

+ Z wr.elPrE —PT,E(y)ﬂ- (6.10)
Ecép,

Os pesos 01, g e pr g servem para medir o valor da contribui¢ao do prego de
cada opc¢ao na funcdo objectivo. A relevancia de cada preco pode ser medida
de acordo com a informagao de mercado existente (por exemplo, com base nos

valores do nimero de transacgoes das opgoes).
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Referimos, anteriormente, que as restrigoes relativas as funcoes spline eram
todas lineares. Podemos verificar, facilmente, que cada termo da fungao objec-
tivo é quadratico. De facto, tomando em consideracao a férmula para Cr g(y),
comT €7 e E € &,, e supondo, ainda, que z; < E < x4, para um dado
te{l,...,ns}, temos que

eT(T*tO) CT,E' (y)

b
= / py(w, T)(w— E)dw

= i/ml py(w,T)(w — E)*dw (6.11)
s=f Y Ts
— /E py(w,T)(w — E)dw + Z /S py<w,T)(w — E)dw_

s=+177%

Sabemos que py(w,T’) é uma funcao spline cibica, cujos coeficientes formam
as varidveis do problema. Assim, para cada intervalo definido pelos nos es-
paciais, a expressao (6.11) é linear nas respectivas varidveis. Logo, a fungao
objectivo E(y) é quadratica. Pelo facto do valor de E(y) ser sempre nao
negativo, conclui-se que a matriz da forma quadritica de E(y) é (simétrica)
semidefinida positiva.

As restrigoes (6.4) e (6.5) podem dar origem a duas formulacoes diferentes
para o problema de estimacao da fungao de densidade de risco neutro. Vamos
considerar, primeiro, que as restricoes de nao negatividade, relativas a funcao

de densidade de risco neutro, sao impostas nos nodos da funcao spline:
py(Ts,u) >0, s=1,...,ns+1, t=1,...,n+ 1. (6.12)
Obtemos, desta forma, a seguinte formulacao para o problema de estimacao:

myin E(y) s.a (6.1),(6.7),(6.12). (6.13)

A fungao objectivo é quadratica, como vimos anteriormente, e as restrigoes de
igualdade (6.1) e (6.7), e de desigualdade (6.12), s@o lineares relativamente as
varidveis de optimizacao y. Trata-se, por isso, de um problema de programacao

quadratica que vimos ser convexo. Apesar da maior parte das estimagodes com
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esta formulagao resultarem em fungoes de densidade nao negativas obteve-se,
em alguns casos, valores negativos entre os nodos de valor absoluto muito

pequeno.

6.3 Formulacao do problema de programacao semi-
definida

O nosso objectivo é obter estimagoes, para a funcao de densidade, que
oferecam maior garantia de nao negatividade. Propomos, por isso, uma outra
abordagem baseada em programacao semidefinida. Neste caso, a nao nega-
tividade das fungoes de densidade de risco neutro ao longo das rectas (6.6)
¢é baseada na caracterizagao de nao negatividade para polinémios, definidos
em intervalos reais, apresentada por Bertsimas e Popescu [13] e descrita no
Corolario 4.3.2 da Seccao 4.3 para o caso cibico.

De acordo com as restrigoes (6.4) e (6.5), esta caracterizagdo é imposta
ao longo das rectas definidas pela malha de discretizagao associada aos nés
espaciais e temporais, x5, s = 1,...,ns+ 1, e uy, t =1,...,n¢ + 1. Desta
forma, e de acordo com a caracterizagao de nao negatividade referida em cima,
introduzimos novas varidveis X! = [xfj]i7j:07,,_,3, L =1,...,2ngns + ng + ng.
Assim sendo, a funcao spline bictbica p,(w,u) é ndo negativa em [a, b] X uy,

t=1,....mp+1leemxs x [c,d],s=1,...,ns+ 1, se e s6 se
HioeX'=0,k=1,23(=1,...,7,
(g0)Ty+H e X' =0, k=4,56,7, {=1,...,7, (6.14)
Xt=0,0=1,...,7,

em que n = 2ngns + ns + ng, para determinados vectores gﬁ, k = 3,4,5,6,
¢=1,...,7n, e matrizes X! >0, { =1,...,7.

Como vimos no caso estatico (Secgdo 4.3), o facto de X* ser semidefinida
positiva e o Corolario 4.3.2, implicam que a varidavel xéo é nao negativa. No
contexto da nossa notacao, isto permite concluir que o polinémio bicubico
definido nos nodos (zs,us), s = 1,...,ns+ 1, ¢t = 1,...,ny + 1, é sempre

nao-negativo. Conclui-se, assim, que as restri¢oes lineares de desigualdade
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impostas ao problema QP estao incluidas na abordagem SDP. Sendo assim,
esta abordagem apresenta condigoes mais fortes de nao negatividade. Pode-
mos, agora, apresentar o problema de programacao semidefinida para estimar
a funcao de densidade de risco neutro:

min, x1

.xn E(y) sa (6.1),(6.7),(6.14). (6.15)
Note-se que as restrigoes (6.14) s@o lineares em relagdo as varidveis de op-
timizacdo, com a excepcao das restricoes X! = 0, ¢ = 1,...,n. Dado que
todas as restrigoes sao convexas e a fungao objectivo é quadrética, (6.15) é um
problema convexo de programacgao semidefinida.

Tal como foi referido na Seccgao 4.3, o software disponivel para optimizagao
semidefinida resolve problemas com funcgoes objectivo lineares, e dai resultar a
necessidade de reformular o problema (6.15). De acordo com o que foi feito na
Seccao 4.3, a funcao objectivo é alterada, passando a consistir da minimizagao
de uma nova variavel t € R. E imposta uma nova restricio da forma t > E(y)
que pode ser reformulada como uma restrigao conica de segunda ordem. Desta
forma, considerando o cone de segunda ordem C, = {(t,z) € R x RI6nsm
t > ||z||} obtemos um problema de programagao cénica, mais concretamente

de programacao conica de segunda ordem:

ming x1 xny. t
s.a fZTy:bi,izl,...,nc—Fnt—kl,
HieX'=0,k=1,23¢=1,...,7,
(90) Ty + Hf e X' =0, k=4,56,7, £=1,...,7,
z—Ply=P 1y,
Xt=0,0=1,...,7,

(t,z) € C4.
(6.16)
Este problema pode ser resolvido, de forma eficiente, com o software disponivel

para programacao cénica e semidefinida.
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6.4 Resolucao numérica dos problemas de estimacao

Foi feito um estudo numérico, com base nas abordagens descritas nas
Seccoes 6.2 e 6.3, para a estimacao da evolugao temporal das funcoes de den-
sidade de risco neutro. Usdmos a rotina quadprog do MATLAB para resolver
o problema QP (6.13), e a rotina SDPT3 [91] para resolver o problema SDP
(6.15), mais concretamente a reformulacao SDP-SOCP dada em (6.16). A ma-
triz Hessiana do problema apresenta elementos com ordens de grandeza muito
diferentes. De facto, depois de calculadas as expressoes Cr g(y) da fungao ob-
jectivo, obtemos termos com poténcias de s, s =1,...,ns+1, até a ordem 5.
Como estes nés podem tomar valores da ordem de 10%, a ordem de grandeza
dos termos de Cr g(y) é elevada. Esta situagao provoca mau condicionamento
da matriz Hessiana, uma situacao ja analisada no Capitulo 5. Sendo assim,
escalonamos os problemas QP e SDP escolhendo o valor médio 4,4 das compo-
nentes dos vectores dos nés espaciais como factor de escalonamento. Resolve-
mos versoes escalonadas dos problemas (6.13) e (6.15) (mais concretamente
a sua reformulagao SDP-SOCP dada em (6.16)). O escalonamento dos prob-

lemas originou novas variaveis, relacionadas de forma linear com as varidveis

2

originais. A fungao objectivo foi ainda escalonada por 1/z%,,.

6.5 Dados simulados de precos de opcoes

Num primeiro conjunto de testes foram gerados pregos de opgoes calculados
a partir da férmula de Black-Scholes. Para isso usou-se a rotina blsprice per-
tencente & Financial Toolbor do MATLAB. Consideraram-se precos de opcoes
relativos a sete maturidades, 7 = {%, %, %, %, 1%, %, %} Para cada maturi-
dade geramos 11 precos de opcoes de compra, com pregos de exercicio igual-
mente espacados entre 20 e 100. Para gerar os pregos das opgoes consideramos
que o preco do activo subjacente é igual a 50, que a taxa de juro isenta de
risco é de 10%, que a taxa de dividendo é nula e que a volatilidade é igual
a 20%. Neste caso é conhecida a funcao de densidade de risco neutro lognormal
correspondente aos precos de Black-Scholes calculados. A sua representagao

grafica, para uma sequéncia de instantes temporais t = (4/12 : 0.002 : 1) é
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dada pela Figura 6.1.

0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02

0.01+

-0.01=
20

Figura 6.1: Funcoes de densidade de risco neutro lognormais representadas

para uma sequéncia de instantes temporais ¢ = (4/12: 0.002 : 1).

Escolhemos a regiao onde colocar os nodos da funcao spline de acordo com
os estudos feitos em [5, 27]. Esta regiao estd intimamente ligada ao prego
do activo subjacente e as maturidades. De facto, um né espacial =4, s €
{1,...,ns+1}, da funcéo spline muito afastado do preco do activo subjacente
tem menor relevancia, na estimacao da funcao de densidade de risco neutro, do
que outro, cujo valor esteja mais préximo. Os nodos (zs,u), s =1,...,ns +
1,t=1,...,n: + 1, da funcao spline formam uma malha rectangular, nao
uniforme. Existem 40 nods espaciais, referentes ao prego do activo, variando
entre 20 e 100. Colocdmos um maior nimero de nés perto da regiao at-the-
money, sendo o seu numero aproximadamente metade do nimero total de
nos. Desta forma, pretende-se captar a importancia desta regiao. Estes nés

sao constantes para os diferentes niveis temporais e podem nao coincidir com

os precos de exercicio. Os nds temporais escolhidos foram {%, %, % .
Para este conjunto de dados, nao consideramos pesos 7 i € ur g (ou seja,
atribuimos-lhe o valor um). Verificdmos, para esta instancia do problema, que

a Hessiana da fungao objectivo E(y) tem caracteristica inferior a sua ordem.
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Figura 6.2: Ajuste entre as fungoes de densidade de risco neutro estimadas e
as funcoes de densidade lognormais para dados de Black-Scholes, para cada

uma das maturidades.

Constatamos, ainda, que apesar da Hessiana ser teoricamente semidefinida
positiva se observa, numericamente, a presenca de valores préprios negativos,
de valor absoluto muito pequeno. A rotina quadprog do MATLAB exibiu
algumas dificuldades, dada a presenca desses valores préprios negativos. O
escalonamento da Hessiana permitiu reduzir o mau condicionamento da ma-
triz, mas, mesmo assim, houve necessidade de a perturbar adicionando um
termo da forma &I, em que & = |Anin|, € Amin ¢ 0 menor valor préprio da
matriz Hessiana. Este procedimento garantiu que, numericamente, a Hessiana

fosse definida positiva.

Resolvemos a formulagao escalonada dos problemas (6.13) e (6.16) e obtive-
mos a evolugao temporal para as funcoes de densidade descrita nas Figuras 6.2
e 6.3. Na Figura 6.2 as fungoes de densidade estimadas sao sobrepostas as log-
normais conhecidas para cada né temporal. Como se pode ver nestas figuras,
para as maturidades consideradas, as abordagens QP e SDP apresentam re-

sultados aceitaveis.

Relativamente a algumas densidades nao se consegue um ajuste muito



90 Extensao a evolugao temporal

Il f. densidade estimada por QP Il f. densidade estimada por SDP

0.07+
0.074

0.06
0.06

0.05
0.05+

0.04
0.04+
0.03

0.02+

-0.01

40
20 0 05 60

100 t

Figura 6.3: Funcoes de densidade de risco neutro, estimadas a partir de da-
dos de Black-Scholes, usando as abordagens QP e SDP, representadas para
uma sequéncia de 20 instantes temporais no intervalo [4/12 12/12] (coube
ao MATLAB interpolar graficamente entre as diversas linhas temporais de dis-

cretizagao).

bom. Os pregos de compra estimados, calculados usando a funcao de densi-
dade de risco neutro estimada, e a férmula (6.8), ajustam-se bem aos pregos
tedricos de Black-Scholes para todas as sete maturidades, conforme se pode
ver graficamente na Figura 6.4. Os valores finais do residuo E(y), obtidos
para a soma das sete maturidades, foram semelhantes para as abordagens QP

e SDP, e encontram-se descritos na Tabela 6.1. As dimensoes do problema

QP SDP
precos BS | 3.49 x 1073(4.08 x 1073) | 3.69 x 1073(4.42 x 1073)

Tabela 6.1: Residuos obtidos para os precos de Black-Scholes usando as abor-
dagens QP e SDP. Entre paréntesis estao indicados os valores absolutos por

opgao.

QP sao as seguintes: 1248 varidveis, 2424 restricoes de igualdade e 120 re-
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stricoes de desigualdade. O problema SDP, reformulado usando as restrigoes
conicas de segunda ordem (SOC), tem 1248 varidveis lineares, 197 varidveis
SDP, 1249 variaveis SOC, 2424 restrigoes lineares, 352 restricbes envolvendo
apenas variaveis SDP, 476 restricoes envolvendo varidveis lineares e variaveis
SDP e 1248 restrigoes envolvendo varidveis lineares e varidaveis SOC. Refira-
se, finalmente, que o problema é relativamente robusto em relacao ao nimero
de nés escolhido para a discretizacao do activo. De facto, obtemos resultados
semelhantes se considerarmos 20 ou 30 nés para o activo, ou ainda, se fizermos
algumas alteragoes a sua localizagao.

Para demonstrar a eficiéncia da nossa abordagem na estimacao temporal
da fungao densidade de risco neutro, gerdmos outro conjunto de dados, rela-
cionado com pregos de opgoes sobre activos que seguem um processo de difusao
absoluta (ver [5, 27, 31, 67]) da forma:

dSy = (r — d)Sdt + 15dWy, t € [0,7], 7> 0, (6.17)

em que W segue um movimento Browniano e 7 é uma data fixa. A escolha dos
parametros foi feita de acordo com o estudo feito em [5, 27, 67]: o valor para
o0 activo subjacente é 100, a taxa de juro isenta de risco é r = 0.05 e a taxa de
dividendo é 0.02. Consideramos 7 maturidades, 7 = {15—2, 1—72, 1—82, %, %, %, % ,
e, para cada uma das maturidades, 15 pregos de opcoes de compra. Existe uma
férmula analitica para o preco das opgoes de compra de tipo europeu quando
o activo subjacente segue um processo de difusdo absoluta do tipo (6.17);
ver [31]. Sendo assim, os precos das opgoes foram calculados de acordo com
esta formula. Consideramos 30 néds, relativamente a discretizacao dos valores

do activo subjacente, situados entre 50 e 150. O conjunto dos nds temporais é
5 12
120 12

consideramos a existéncia de pesos 07 e pur . Quando o activo subjacente

}. A perturbacdo da Hessiana é igual a do caso de Black-Scholes. Nao

segue o processo (6.17) é conhecida, também, uma férmula analitica para a
fungao de densidade (ver [31]). A sua representagao grafica é feita na Figura 6.5
para uma sequéncia de instantes temporais t = (5/12: 0.002 : 1).

Como se pode ver nas Figuras 6.8 e 6.7, as fungoes de densidade esti-
madas sao semelhantes as obtidas a partir da férmula tedrica da funcao de

densidade. Quando representamos graficamente as fungoes de densidade de
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risco neutro estimadas e exactas, para as maturidades consideradas, obtemos,
de uma forma geral, um ajuste aceitdavel. Observa-se, apenas, uma ligeira
discrepancia na funcao de densidade estimada para a primeira maturidade.

O residuo E(y), para os pregos de opgoes, considerando todas as maturi-
dades, é também aceitavel, tanto no caso QP como no caso SDP, como se pode

ver na Tabela 6.2.

QP SDP
precos dif. abs. | 5.30 x 1073(4.84 x 1073) | 5.28 x 1073(4.83 x 1073)

Tabela 6.2: Residuos obtidos para os precos de difusao absoluta usando as
abordagens QP e SDP. Entre paréntesis estao indicados os valores absolutos

por opcao.

Torna-se importante referir a limitagao desta abordagem para recuperar a
funcao de densidade exacta. De facto, se considerarmos, para cada maturi-
dade, um nimero pequeno de nds espaciais (5 ou 6), obtém-se residuos exce-
lentes para os precos das opcoes (da ordem de 1077) e, no entanto, a funcdo de
densidade estimada difere muito da funcao densidade exacta. Assim, para um
numero de nés muito pequeno a abordagem apresenta um residuo excelente
mas nao consegue recuperar a funcao de densidade exacta.

Existe alguma robustez da estimacao em causa relativamente ao ntimero e
localizacao dos nés da funcao spline. Por exemplo, se alterarmos o niimero de
nos relativos a discretizacao do activo, escolhendo um nimero entre 20 e 40
os resultados sao semelhantes. E, ainda, se alterarmos os nds relativos a dis-
cretizacao temporal, escolhendo outro conjunto, a estimagao obtida continua
semelhante.

O problema QP resolvido tem 464 variaveis, 594 restrigoes de igualdade e 60
restricoes de desigualdade. O problema SDP, reformulado usando as restri¢oes
cénicas de segunda ordem (SOC), tem 464 varidveis lineares, 88 varidveis SDP,
465 variaveis SOC, 594 restrigoes lineares, 264 restricoes envolvendo apenas
varidveis SDP, 352 restrigoes envolvendo varidveis lineares e varidveis SDP e

464 restrigoes envolvendo varidveis lineares e varidveis SOC.
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Maturidade Preco de exercicio/Preco do activo

85% 90% (95% [100% [105% [110% [115% [120% [130% [140%
175 .190 |.168 |.133 |.113 |.102 |.097 |.120 |.142 |.169 | .2

425 A77 1155 138 |.125 |.109 |.103 |.100 |.114 |.130 |.150
.695 A72 |157 |.144 |.133 |.118 |.104 |.100 |.101 |.108 |.124

94 171|159 |.149 |.137 |.127 |.113 |.106 |.103 |.100 |.110
1 171 1159 150 |.138 |.128 |.115 |.107 |.103 |.099 |.108
1.5 169 |.160 |.151 |.142 |.133 |.124 |.119 |.113 |.107 |.102
2 169 |.161 |.153 |.145 |.137 |.130 |.126 |.119 |.115 |.111
3 168 |.161 |.155 |.149 |.143 |.137 |.133 |.128 |.124 |.123
4 168 1162 157 |.152 |.148 |.143 |.139 |.135 |.130 |.128
5) .168 |.164 |.159 |.154 |.151 |.148 |.144 |.140 |.136 |.132

Tabela 6.3: Volatilidades implicitas para o conjunto de precos de opgoes do
indice S&P500 reportado em [5, 27].

6.6 Dados de mercado de precos de opcoes

Efectuamos estimacgoes da funcao de densidade de risco neutro usando,
também, dados de mercado relativos a precos de opgoes. Utilizamos as abor-
dagens QP e SDP descritas nas Secgoes 6.2 e 6.3.

O primeiro conjunto de dados de precos de opgoes utilizado foi retirado
do estudo reportado em [5, 27| e diz respeito a opgoes de compra de tipo
europeu, de Outubro de 1995. O conjunto inclui 10 maturidades (em anos),
e para cada maturidade existem 10 pregos de exercicio. Os dados sao apre-
sentados na Tabela 6.3 sob a forma de volatilidades implicitas. Assim, para
cada uma das maturidades estao registadas as volatilidades implicitas ref-
erentes a dez precos de exercicio {501.5;531;560.5; 590; 619.5; 649; 678.5; 708;
767;826}. Note-se que na tabela, em vez dos pregos de exercicio, estao consid-
erados 0s quocientes entre o preco de exercicio e o preco do activo. Tal como
em [5, 27], consideramos 7 maturidades: {0.175;0.425;0.695;0.94; 1;1.5; 2; 3; 4;
5}. As especificagoes referentes ao conjunto de dados citado s@o as seguintes:

o preco do activo é 590, a taxa de juro isenta de risco é 0.06 e a taxa de
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QP SDP
S&P500 (1995) | 13.65(3.00 x 1071) | 13.82(3.01 x 1071)

Tabela 6.4: Residuos obtidos para os precos do indice S&P500 (dados de 1995),
usando as abordagens QP e SDP, para as sete maturidades. Entre paréntesis

estao indicados os valores absolutos por opgao.

dividendo é 0.0262.

A regiao sobre a qual foram colocados os nés espaciais e temporais foi escol-
hida de forma cuidadosa de modo a que o intervalo de discretizagao do preco do
activo subjacente esteja centrado (aproximadamente) em 590. Considerdmos
28 nés espaciais, igualmente espagados, pertencentes ao intervalo [472, 826]. O
conjunto de nés relativo a discretizacao das maturidades é {0.175,2}. A mod-
ificacdo da Hessiana, relativa a funcao objectivo, é a mesma efectuada anteri-
ormente. Nao considerdmos a utilizacao de pesos 07, ur Kk neste problema,
uma vez que nao temos informacao referente a precisao dos pregos observados.

Como podemos ver pelas Figuras 6.9 e 6.10, as abordagens QP e SDP ap-
resentam resultados semelhantes. Estes resultados diferem do comportamento
das funcoes de densidade lognormais. Nota-se, ainda, uma evolugao na forma
da funcao de densidade estimada, que pode ser justificada com o aumento da
incerteza associada as maturidades mais longas.

A Figura 6.11 apresenta o ajuste entre os precos estimados e os pregos
observados. O valor do residuo, referente ao somatério das maturidades para
as abordagens QP e SDP, é dado na Tabela 6.4.

As dimensoes do problema QP sao as seguintes: 432 varidveis, 552 re-
stri¢coes de igualdade e 56 restrigoes de desigualdade. As dimensoes relativas
ao problema SDP sao dadas por: 432 varidveis lineares, 54 varidveis SDP,
433 variaveis SOC, 552 restricoes lineares, 162 restricoes envolvendo apenas
variaveis SDP, 216 restricoes envolvendo varidveis lineares e varidaveis SDP e
432 restrigoes envolvendo varidveis lineares e variaveis SOC.

O segundo conjunto de dados, relativo ao indice S&P500, diz respeito a

dados referentes a 4 de Outubro de 2006, com maturidade em Outubro, Novem-
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bro e Dezembro de 2006. A informagao sobre a taxa de juro foi obtida a partir
do Federal Reserve Bank of New York. A taxa de dividendo foi recolhida a par-
tir da Standard & Poors. Os precos de exercicio sdo diferentes para cada uma
das maturidades. Assim, temos o conjunto {1320, 1325, 1330, 1335, 1340, 1345,
1350, 1360, 1370, 1375, 1380, 1385} para a primeira maturidade, o conjunto
{1320, 1330, 1335, 1345, 1350, 1360, 1370, 1375, 1380, 1385} para a segunda ma-
turidade e o conjunto {1320, 1325, 1330, 1335, 1340, 1345, 1350, 1360, 1375, 1380,
1385} para a terceira maturidade. O tratamento dos dados foi semelhante ao
efectuado anteriormente para os dados do indice S&P500 (ver Seccao 5.2).
Depois de obtermos os dados relativos aos precos de opcoes, os precos das
opcoes de venda foram transformados em precos de opcoes de compra usando
a paridade put-call. No caso de ja existir um preco de opcao de compra, rela-
tivo a0 mesmo preco de exercicio, foi escolhido o preco com maior volume de
transaccao. Seguidamente, verificAmos a monotonia e convexidade, relativa-

mente a fungdo preco, de modo a eliminar a arbitragem dos dados.

Os nds temporais da fungao spline correspondem a primeira e iltima ma-
turidades {0.044,0.2}. A escolha da regiao para colocar os nés foi feita cuida-
dosamente. Houve um cuidado especial com a posi¢ao dos nés, nomeadamente,
nao escolhendo nés muito préximos uns dos outros. Sendo o valor do preco
do activo subjacente 1345 foram considerados 16 nés espaciais, situados en-
tre 1281 e 1675. Observamos que se a escolha do ntmero de nds for muito
pequena, por exemplo, menor que 10, a funcdo de densidade de risco neutro
estimada exibe menor suavidade do que para um numero de nds superior a
10. Tal como nos casos anteriores, a matriz Hessiana referente ao problema
foi modificada do modo ja referido. O residuo final E(y), referente as trés

maturidades, é apresentado na Tabela 6.5.

As Figuras 6.12 e 6.13 apresentam as fungdes de densidade estimadas
usando a abordagem QP e SDP, relativamente a este conjunto de dados.
Observa-se, nas duas figuras, um comportamento de mistura de densidades,

sendo mais pronunciado na abordagem QP.

Usando a estimagao da fungdo de densidade de risco neutro, calculamos

0s pregos que designamos por precos estimados. O ajuste, entre os precos
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QP SDP
dados S&P500 (2006) | 2.71(7.25 x 1071) | 2.97(7.56 x 10~ 1)

Tabela 6.5: Residuos obtidos para os precos do indice S&P500 (dados de 2006),
usando as abordagens QP e SDP, para as trés maturidades. Entre paréntesis

estao indicados os valores absolutos por opgao.

observados e os precos estimados, estda representado na Figura 6.14. Este
ajuste é aceitavel (excepto para a primeira maturidade). De facto, tanto para a
abordagem QP como para a abordagem SDP, os precos estimados respeitam os
intervalos bid-ask para as segunda e terceira maturidades. Os autores Hamida
e Cont [48] referem o facto da solugao ser aceitdvel quando os precos estimados
estao no intervalo bid-ask.

O problema QP tem 288 variaveis, 363 restricoes de igualdade e 32 re-
stricoes de desigualdade. O problema SDP, reformulado usando restricoes
conicas de segunda ordem, tem as seguintes dimensodes: 288 varidveis lineares,
46 variaveis SDP, 289 varidveis SOC, 363 restricoes lineares, 158 restricoes
envolvendo apenas varidveis SDP, 184 restrigoes envolvendo variaveis lineares

e variaveis SDP e 288 restrigoes envolvendo varidveis lineares e varidveis SOC.
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Figura 6.4: Ajuste entre os precos estimados, pelas abordagens QP e SDP, e

os precos de Black-Scholes, para as sete maturidades.
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Figura 6.5: Fungbes de densidade de risco neutro, para os dados de difusao
absoluta, representadas para uma sequéncia de instantes temporais t = (5/12 :
0.002: 1).
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Figura 6.6: Ajuste entre as fungoes de densidade de risco neutro estimadas e
as fungoes de densidade para dados de difusao absoluta, para cada uma das

maturidades.
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Figura 6.7: Funcoes de densidade de risco neutro, estimadas a partir de da-

dos de difusao absoluta, usando as abordagens QP e SDP, representadas para

de 10 instantes temporais no intervalo [5/12 12/12] (coube

A~

uma sequeéncia

ao MATLAB interpolar graficamente entre as diversas linhas temporais de dis-

cretizagao).
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Figura 6.8: Ajuste entre os precos estimados, pelas abordagens QP e SDP, e

os precos de difusao absoluta, para as sete maturidades.
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Figura 6.9: Funcgoes de densidade de risco neutro estimadas para os dados de

1995 do indice S&P500, referentes as sete maturidades, usando as abordagens

QP e SDP.
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Figura 6.10: Fungoes de densidade de risco neutro, estimadas a partir de dados
de 1995 do indice S&P500, usando as abordagens QP e SDP, representadas

para uma sequéncia de 10 instantes temporais no intervalo [0.175 2] (coube ao

MATLAB interpolar graficamente entre as linhas temporais de discretizagao).
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Figura 6.11: Ajuste entre os precos estimados, pelas abordagens QP e SDP,
para os precos observados do indice S&P500 (dados de 1995), para as sete
maturidades.
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Figura 6.12: Funcoes de densidade de risco neutro estimadas para dados de

2006 do indice S&P500, referentes as trés maturidades e usando as abordagens

QP e SDP.
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Figura 6.13: Funcoes de densidade de risco neutro, estimadas a partir de
dados de 2006 do indice S&P500, usando as abordagens QP e SDP, represen-
tadas para uma sequéncia de 10 instantes temporais no intervalo [0.044 0.2]

(coube a0 MATLAB interpolar graficamente entre as linhas temporais de dis-

cretizacao).
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Figura 6.14: Ajuste entre os precos estimados, pelas abordagens QP e SDP, e os
pregos observados do indice S&P500 (dados de 2006), para as trés maturidades.



Capitulo 7

Conclusoes

7.1 Observacoes finais

Neste trabalho foram desenvolvidos novos métodos para a estimacao da
funcao de densidade de risco neutro, relativa ao preco de um activo subjacente.
A estimacao foi feita a partir dos precos das opcoes usando fungoes spline
cubicas e bicibicas. O problema de determinacao dos parametros do modelo
resultou num problema de programacao quadrética (QP) ou num problema de
programagcao semidefinida (SDP).

Consideramos, inicialmente, problemas em que as opgoOes financeiras tin-
ham todas a mesma maturidade. Os problemas QP e SDP obtidos resultaram
do facto da restricao de nao negatividade, associada a funcao de densidade, ter
sido imposta de duas formas distintas. Na primeira forma, foram adicionadas
desigualdades lineares que garantem a nao negatividade da fungéo de densi-
dade nos nés da fungao spline. FEstas desigualdades mantiveram a estrutura
QP do problema. Na segunda forma, a nao negatividade é garantida em todo
o dominio da func¢ao de densidade recorrendo a restrigoes semidefinidas positi-
vas. O problema passa, por isso, a ser de programacao semidefinida (SDP) e é
convertido num problema de programacao cénica de segunda ordem (SOCP).
A abordagem QP permitiu obter, de uma forma geral, estimacgoes nao negati-
vas tanto para precos simulados de opgoes como para precos de mercado. No

entanto, houve situagoes em que foi necessario recorrer ao problema SDP para
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obter estimacoes nao negativas.

Foi feita a extensao do modelo de modo a serem utilizados pregos de op¢oes
com vérias maturidades. As fun¢oes de densidade de risco neutro para véarios
instantes temporais foram estimadas usando fungoes spline biciibicas. Os
problemas de optimizacado obtidos respeitam as formas anteriores, isto €, a
imposicao de nao negatividade nos nodos origina um problema QP. Por outro
lado, a imposicao da nao negatividade ao longo dos nés espaciais para os varios
instantes temporais e ao longo dos nds temporais para os diferentes nds espa-
ciais (isto ¢, nos segmentos de recta definidos pela malha rectangular) origina
um problema SDP.

Os resultados obtidos mostram a eficiéncia dos métodos na estimagao da
fungao de densidade de risco neutro. No entanto, o valor do residuo calculado
entre os precos simulados ou observados e os precos estimados é sempre melhor
no caso dos dados simulados. Quando consideramos dados de mercado, o
ajuste dos precos nao é tao bom como no caso dos dados simulados, embora, de
uma forma geral, seja satisfatério uma vez que os precos estimados satisfazem,

quase sempre, o intervalo de pregos bid-ask definido pelo mercado.

7.2 Sugestoes para trabalho futuro

O trabalho feito nesta dissertagao pode ser melhorado apresentando, por
exemplo, um processo para a determinagao do niimero de nés 6ptimo e da
sua posi¢ao, em funcao dos dados e do objectivo do estudo. Por exemplo,
poderemos estar mais interessados na cauda esquerda da funcao de densidade
se o objectivo for o controle do risco, ou na cauda direita se pretendermos
estabelecer o preco de determinadas opcoes exodticas. O posicionamento dos
nos pode reflectir estes diferentes objectivos.

Este trabalho pode igualmente ser aplicado na determinagao do preco de
opcoes exoticas. Mais concretamente, poderemos determinar o prego de opgoes
digitais cujo preco depende do valor atingido pelo activo subjacente recorrendo
ao conhecimento da sua funcao de densidade de risco neutro. Também a

funcao de volatilidade pode ser estimada a partir do conhecimento da funcao



107

de densidade. De facto, podemos, a partir daqui, usar o conhecimentos dos
pregos estimados (usando a fungao de densidade) para obter a volatilidade

estimada.



Apéndice A

A.1 Funcoes spline cubicas

As fungoes spline sdo usadas nas mais variadas dreas, as mais comuns
sao as areas da computacgao grafica ou do processamento de sinal e imagem.
No entanto, outros campos de aplicagdo tém surgido como, por exemplo, as

financas.

Definigao A.1.1 Uma funcao g(x), definida num intervalo finito [a,b], diz-
se uma fungdo spline de grau 8 ou spline cubica, tendo como nds a sequéncia
estritamente crescente s, s =1,...,ng, (r1 = a, xn,+1 = b), se as condig¢oes

sequintes forem satisfeitas:

1. Em cada intervalo [xg,zs+1], s = 1,...,ns, a fung¢do é dada por um

polindmio de grau inferior ou igual a 3.

2. A fungio g(x) e as suas derivadas até a sequnda ordem sao continuas
em [a,b].

Observacao A.1.2 1. Se pretendermos determinar uma funcao spline g :
[a,b] — R que passe pelos pontos (xs,g(xs)), s=1,...,ns+ 1, x1 = a,

Tn.+1 = b, designamos a fungao spline por spline interpoladora.

2. Qualquer polinémio de grau 3, definido em [a,b], é uma func¢dao spline

cibica em [a,b].
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3. De uma forma geral, uma funcao spline cubica é dada por diferentes

polindmios em cada subintervalo.

Definicao A.1.3 Uma funcdo spline cibica natural g(x) é uma fungdo spline

que satisfaz as sequintes restricoes
9 (a) = g®(b) = 0.

As fungoes spline usam-se na aproximacao de func¢oes. Um problema usual
consiste em considerar os valores da variavel independente x5, s =1,...,ns+
1, e os valores aproximados da varidvel dependente fs, s = 1,...,ng + 1,
e procurar uma funcdo f(x) de modo que f(zs) = fs ou f(zs) ~ fs, s =
1,...,ns+ 1.

Quando os dados fs sdo precisos pode dar-se maior relevancia a fungao
interpoladora f(z), tal que f(zs) = fs,s = 1,...,ns + 1. No entanto, pode
pretender-se uma funcao suficientemente suave para poder, por exemplo, derivar
ou integrar. As funcGes spline cibicas permitem obter eficiéncia computa-
cional, em termos de tempo e memoria, e simultaneamente boas aproximacoes.

Um critério possivel de aproximagao é o dos minimos quadrados

ns+1

min Y [fs — f(zs)]. (A1)
s=1

A escolha dos nés é uma tarefa delicada. De uma forma geral, devem ser colo-
cados mais nés na regiao onde se presume que a funcao a aproximar varie mais
rapidamente, mas isso requer, por vezes, varias tentativas. Quando consider-
amos fungoes spline cubicas em cada intervalo [xg, zs11] referente aos nds, a
funcdo é dada por um polinémio cibico fs(z) = asz® + Bsx? + 5w + s, 5 =
1,...,ns. Deste modo, de acordo com a Definicao A.1.1 e a Observacao A.1.2,

temos que
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o que resulta em 4ng incognitas e 4n, condicoes.

A.2 Funcoes spline bicubicas

E possivel alargar o conceito de funcao spline cibica a fungoes de duas

variaveis.
Definicao A.2.1 Consideremos as sequintes sequéncias estritamente crescentes:

a=x1 <29 << ZTp,41 =0,

c=u <ug < - < Up+1 =d.

A fungao p(z,u), definida em [a,b] X [c,d], diz-se uma fungao spline bicibica
de grau 3 emx eu, comnos xs, s=1,....ns+1, eu, t=1,...,n .+ 1, se

as duas condigcoes sequintes forem satisfeitas:

1. Em cada subrectingulo Rg = [Ts,Ts+1] X [ug,uts1], s = 1,...,ng, t =
1,...,n¢, p(x,u) é dada por um polindmio de grau inferior ou igual a 3
em x e u.

~ . . i+ .
2. A fungdo p(z,u) e as suas derivadas parciais Ba%a(i;-u), 0<1<3,0<L

j <3, sao continuas em R.

Estas fungoes spline podem ser usadas no problema de aproximacao de
uma fun¢éo de duas varidaveis. Tal como no caso unidimensional, uma possi-
bilidade de determinacao da funcao spline consiste em considerar o problema

de minimos quadrados:

ns+1ng+1
. 2
min Z Z [fst _p($5aut)] ) (A7)
s=1 t=1
em que fg sdo as observagoes referentes aos nodos (zs,u¢), s = 1,...,ns,

t:1,...,nt.
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A.3 Problemas de programacao quadratica

Consideremos um problema de optimizagao com restrigoes na sua forma

geral:
mingegn  f(x)
saa hi(x)=0,i €€, (A.8)
hi(xz) > 0,1 € T,

em que f e h;, i € EUZ, sao fungoes continuamente diferenciaveis, definidas de

R™ — R. O conjunto £ contém os indices relativos as restri¢goes de igualdade

e o conjunto Z contém os indices relativos as restrigcoes de desigualdade. A

funcao f(x) designa-se por fungao objectivo e o conjunto dos pontos 2 que sat-

isfazem todas as restrigoes designa-se por regiao admissivel. Podemos, entao,

escrever o problema (A.8) na forma mais abreviada:

mina}ER” f (.1‘)

A9
s.a x €€, (8.9

Se a regiao ) for um conjunto vazio entao diz-se que o problema é nao ad-
missivel.

E possivel classificar os problemas de optimizagdo consoante as suas car-
acteristicas, nomeadamente, o tipo da funcao objectivo e das restricoes do
problema. Se a fungao objectivo f(x) e as restrigoes h;(x), i € £ UZ, forem
lineares diremos que se trata de um problema de optimizacao ou programacao
linear. Se, por outro lado, alguma destas fung¢oes for nao-linear diremos que
se trata de um problema de optimizacao nao-linear.

No caso particular da funcao objectivo ser quadrética e das restrigoes
serem lineares, estamos na presenca de um problema de programagao qua-
drética (QP):

mingcgrn %xTQx +c'z
sa aj x=b;,ic€¢, (A.10)
az—x > b1 €1,
em que Q € R™™ é simétrica, £ e T sdo conjuntos finitos de indices e ¢,z

e a;, 1 € £EUZ, sao vectores com n elementos. Neste caso {2 é um conjunto

convexo. Se a matriz ) for semidefinida positiva entao a funcdo objectivo
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em (A.10) é convexa e tem-se, assim, um problema convexo de programagao
quadratica. Quando isto acontece, todo o minimizante local é global. Por
outro lado, se a matriz () for indefinida a funcao objectivo é nao convexa e
pode haver minimizantes locais que nao sao minimizantes globais.

A funcao Lagrangeana associada ao problema (A.10) é dada por

1
Lz, \) = ixTQx +clx— Z Nila] = —by),
1€EUT
em que \;, i € EUZ, sdo os multiplicadores de Lagrange. Designe-se por A(x)

o conjunto das restricoes activas num qualquer ponto admissivel z, ou seja,
Alz)=EU{ieT ax—b =0}

Vamos descrever as condicoes de optimalidade para o problema de programagao
quadratica (A.10). Comegamos por apresentar as condigoes necessarias de
primeira ordem usualmente designadas por condi¢ées de Karush-Kuhn-Tucker
(condigoes KKT).

Teorema A.3.1 Suponhamos que x* é um minimizante local de (A.10). Entao
existe um vector de multiplicadores de Lagrange \*, com componentes \;,i €
EUT, tal que

Qr*+c— Y Na;=0, (A.11)

1€EUT
aj T =b;, Vi € €, (A.12)
aj > b, VieT, ( )
>0, Vi€, (A.14)
Na]z* —b;)=0,Vie TUE. (A.15)

Note-se a auséncia explicita de uma qualificacao de restri¢oes neste resultado.

Porém, é conhecido que o facto das restrigoes serem definidas por fungoes afins,

o que é o caso, constitui, por si mesmo, uma qualificacao de restrigoes.
Atendendo a condicao de complementaridade (A.15) temos que, parai € Z,

se aiT x* > b; entao A7 = 0, isto é, quando a restricao nao € activa o respectivo
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multiplicador de Lagrange é nulo. Podemos, por isso, reescrever as condigoes
KKT considerando o conjunto das restrigoes activas para A(z*). Concluimos

que, se * é um minimizante local de (A.10), entao satisfaz,

Qz* +c— Z Aa; =0, (A.16)
icA(z*)

aj ©* = b;, Vi € A(zx), (A.17)

aj T > by, Vi € T\ A(zx), (A.18)

AP >0, Vi€ T Alxx). (A.19)

Sendo a funcao objectivo e as restricoes duas vezes continuamente difer-
enciaveis, pode usar-se a informacao relativa a curvatura das funcgoes para
seleccionar os minimizantes. De facto, a partir da informacao das primeiras
derivadas nao sabemos se o valor da funcao objectivo cresce ou decresce. Va-
mos apresentar, de seguida, as condicOes necessarias e suficientes de segunda
ordem. Estas relacionam o facto de z* ser um minimizante do problema com
a curvatura da fungao Lagrangeana. Consideremos o conjunto formado pelos
gradientes das fungoes que definem as restrigoes activas e formemos a matrix
A=la)ie A(z+)- Consideremos o espago nulo N(A) desta matriz. Defina-se a

matriz Z cujas colunas formam uma base para N(A).

Teorema A.3.2 Suponhamos que x* € um minimizante local para o problema
(A.10). Seja X* um vector de multiplicadores de Lagrange que verifica (A.11)-
(A.15). Entao

Z'QZ ¢ semidefinida positiva.

As condigoes suficientes relativas ao problema (A.10) garantem que x* é

um minimizante local do problema.

Teorema A.3.3 Seja z* um ponto admissivel para o problema (A.10). Supon-
hamos que existe um vector de multiplicadores de Lagrange A\* tal que as
condigoes (A.11)-(A.14) sao satisfeitas, que

aj x =b;,i € T implica X} > 0,

e que Z'QZ ¢ definida positiva. Entdo x* é wm minimizante local.
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Vamos, de seguida, resumir alguns dos métodos para resolver problemas QP.
Comegamos com o método de restrigoes activas, que é eficaz na resolucao de
problemas de pequena dimensao. Este tipo de métodos gera sucessoes de
pontos admissiveis para o problema (A.10) fazendo decrescer a func¢ao objec-
tivo. Suponhamos que a matriz () é semidefinida positiva, isto é, consideremos
um problema convexo. Em cada iteracao k, este método considera o ponto
admissivel x; e um conjunto de restrigoes de igualdade correspondentes as re-
strigoes activas no ponto, calcula uma direcgao de descida pg, que é solugao de
um problema quadratico sujeito as restricoes lineares definidas anteriormente.
Calculada a direccao pg, é necessario definir quanto é que se avanca segundo
essa direccao e, para isso, recorre-se aos indices correspondentes as restricoes
nao activas que verificam aiTpk < 0. O processo iterativo continua juntando
ao conjunto das restricoes activas uma das restrigoes para a qual se verifica
aZT pr. < 0. Este processo para quando se obtém como direccao de descida py, tal
que ||pk|| ~ 0. Recorrendo ao sinal dos multiplicadores de Lagrange, associados
as restricoes de desigualdade activas consideradas, actualiza-se o conjunto das
restricoes activas consideradas ou da-se por finalizado o processo de obtencao

da solucao.

O método de projeccio do gradiente promove mudancas mais rapidas no
conjunto das restrigoes activas quando comparado com o método de restri¢oes
activas, e é particularmente eficaz quando as restricoes estabelecem limites
inferiores e superiores (¢,u € R™) para as varidveis. Constréi-se um caminho
sequencialmente linear, obtido por projeccao da direccao de descida méxima
sobre o conjunto admissivel. Procura-se, neste caminho, um minimizante local
para %m(t)TQ:c(t) +c"x(t), designado por ponto de Cauchy z°¢. Seguidamente,
resolve-se, de forma aproximada, um problema quadratico em que o conjunto
das restricoes activas diz respeito as componentes de z¢ que coincidem com

algum dos seus limites.

O método de pontos interiores considera um problema QP e o seu dual.
Depois de estabelecidas as condigoes de optimalidade, estes métodos usam
variagoes do método de Newton para satisfazer as restricoes de igualdade que

fazem parte dessas condi¢Ges. Por outro lado, as restrigoes de desigualdade
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presentes nessas condigoes sao satisfeitas de forma estrita. Estes métodos
geram iteradas afastadas da fronteira do conjunto admissivel conseguindo,
desta forma, uma maior eficiéncia para, sobretudo, problemas de grandes di-
mensoes.

Uma descricao mais detalhada dos métodos usados para resolver proble-

mas QP pode ser encontrada, por exemplo, em [19, 43, 46, 79].

A.4 Problemas de programacao semidefinida

Nos problemas de programagao semidefinida (SDP) pretende-se determi-
nar uma matriz simétrica que optimiza uma funcao linear sujeita a restrigoes
lineares, impondo que as matrizes sejam semidefinidas positivas. O conjunto
das variaveis do problema é, assim, representado por uma matriz simétrica

semidefinida positiva. Estes problemas podem ser expressos na forma:

minxycgn C o X
sa A;jeX=0b,i1=1,...,m, (A.20)

X =0,
em que C, A;;, X € 8™ sendo S™ o subespaco das matrizes simétricas, reais,
deordemn,eb; € R, i =1,...,m. As matrizes A; e C sao dados do problema.

A expressao C' e X designa o produto interno das matrizes simétricas definido

por

n n

CeX = ZZC”X” = tI‘(CX) (A21)

i=1 j=1

Atendendo a que as restricoes semidefinidas sao convexas estamos na presenca
de um problema convexo.

O dual do problema SDP escreve-se na forma:

maxy,g bly
S.a Z;il yiA; +5 =C, (A.22)
S =0,
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emque b, y e R e S € S"

Para simplificar a escrita dos problemas pode considerar-se o operador
linear A : S™ — R™ dado por AX = (A; ¢ X), € R™, sendo o seu operador
adjunto dado por A* : R™ — S™ e A*y = > ", y;A;. Os problemas primal e

dual passam, assim, a ser escritos na forma:

miny CeX

sa AX =0b, (A.23)
X =0

maxy, g bly
sa A*'y+S=0C, (A.24)

S = 0.

Vamos, de seguida, apresentar dois resultados relacionados com as dualidades

fraca e forte para problemas SDP (ver [90]).

Proposicao A.4.1 Se X € uma solugao admissivel para (A.23) e (y,S) € uma
solucdo admissivel para (A.24) entio C e X —bTy=X oS >0.

Assim, dados X e (y,.5), solugoes admissiveis para o primal e para o dual,
a diferenga entre o valor da fungao objectivo do primal e do dual (duality gap)

é sempre nao negativa.

Proposicao A.4.2 Se X € uma solu¢ao admissivel para (A.23) tal que X = 0
e (y,5) é uma solugdo admissivel para (A.24), entdo (A.20) tem um conjunto,

néao vazio, compacto, de solu¢ées optimas e C @ X —bly =X oS =0.

Nas condigoes da Proposigao A.4.2 podemos enunciar as seguintes condicoes

necessarias e suficientes de optimalidade:

A*y+S=C, S>0,
AX =b, X =0, (A.25)
XeS=0.
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Os algoritmos usados para resolver problemas SDP incluem generalizagoes
de métodos de pontos interiores. De facto, estes métodos, originalmente desen-
volvidos para programacao linear e quadratica podem ser ajustados aos prob-
lemas SDP. Basicamente, procura-se resolver o problema primal-dual seguindo
o caminho central. As variagoes em torno deste método produzem diferentes
algoritmos para o problema. Existem também métodos para optimizacao con-
vexa nao diferencidvel especialmente adequados a problemas SDP de grandes
dimensoes.

Os problemas SDP fazem parte de um grupo mais vasto de problemas
designado por optimizagao cénica. Os problemas de optimizagao conica tomam

a forma

min ¢!z

saa Ax =b, (A.26)
r e K,

em que c € R", b € R™, A € R™" ¢ K é um cone fechado e convexo em
R™. Quando concretizamos o cone K como sendo o cone de segunda ordem,

ou cone quadratico:
Cy ={(z1,m2,...,2n) €R" sy >|| (w2,...,20) ||}, (A.27)

dizemos que se trata de um problema de programacao cénica de segunda ordem
(SOCP). Se, por outro lado, o cone K corresponder ao cone das matrizes

semidefinidas positivas:
Cr={XecR™: X =X" X >0}, (A.28)

em que a variavel X nao é um vector mas uma matriz simétrica, dizemos
que se trata de um problema de programacao semidefinida. Podemos ter, por
exemplo, um problema mais geral envolvendo restricoes lineares e restrigoes

conicas referentes aos cones (A.27) e (A.28).

A.5 Dados S&P500

Apresentamos, de seguida, os dados referentes aos Conjuntos 1, 2 e 3 da

Secgao 5.2 e ao exemplo com trés maturidades da Secgao 6.6.
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Conjunto 1 (Secgao 5.2)

Preco de exercicio

Precgo da opcao de compra

Preco (bid+ask)/2

650 267.24 266.5
675 242.24 241.5
700 217.25 216.5
750 167.33 166.6
775 142.39 141.7
810 107.7 106.9
825 92.87 92.2
830 88.02 87.3
850 68.83 68.1
860 59.28 58.8
865 04.74 54.2
870 50.39 49.8
875 46.09 45.4
890 33.3 32.75
900 25.81 25.3
910 19.61 19.1
915 16.52 16.3
925 12.0 11.55
935 7.62 7.4

950 3.6 3.65
975 1.1 0.975
995 0.3 0.3

1025 0.1 0.275
1100 0.05 0.25

Tabela A.1: Dados S&P500 referentes ao Conjunto 1 da Seccéo 5.2, relativos
ao dia 29 de Abril de 2003 e com vencimento em 17 de Maio de 2003. O preco

do activo foi 916.84.
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Conjunto 2 (Secgao 5.2)

Prego de exercicio | Prego da opgao de compra | Prego (bid+ask)/2
875 218.77 217.9
900 193.64 193.1
925 168.8 168.4
950 144.32 143.7
995 100.44 100.0
1025 72.26 71.7
1040 59.07 58.2
1050 50.38 49.6
1060 42.0 41.4
1080 26.0 26.35
1090 20.0 20.1
1100 14.3 14.75
1110 10.2 10.55
1120 7.0 7.1
1130 4.5 4.35
1140 2.3 2.65
1150 1.5 1.5
1160 0.75 0.9
1170 0.55 0.525
1190 0.20 0.20
1200 0.15 0.175
1225 0.05 0.075
1025 0.1 0.275
1100 0.05 0.25

Tabela A.2: Dados S&P500 referentes ao Conjunto 2 da Secgao 5.2, relativos
ao dia 24 de Margo de 2004 e com vencimento em 17 de Abril de 2004. O
preco do activo foi 1092.7.
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Conjunto 3 (Secgao 5.2)

Preco de exercicio

Precgo da opcao de compra

Preco (bid+ask)/2

900 199.81 196.3
1005 101.0 101.45
1025 85.5 85.0
1050 67.0 66.1
1075 49.0 49.1
1085 43.0 42.9
1100 35.0 34.5
1130 21.0 20.7
1175 7.7 7.9
1200 3.8 3.75
1350 0.25 0.25

Tabela A.3: Dados S&P500 referentes ao Conjunto 3 da Seccao 5.2, relativos
ao dia 24 de Marco de 2004 e com vencimento em 19 de Junho de 2004. O
preco do activo foi 1092.7.
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Conjunto relativo as trés maturidades (Seccao 6.6)

Mat. 21 Out. 2006 || Mat. 18 Nov. 2006 || Mat. 16 Dez. 2006
PE POC PE POC PE POC
1320 27.06 1320 37.33 1320 47.22
1325 23.07 1330 29.89 1325 43.31
1330 19.23 1335 26.52 1330 39.86
1335 15.64 1345 20.05 1335 36.46
1340 12.25 1350 17.35 1340 33.2
1345 9.55 1360 12.6 1345 30.1
1350 6.95 1370 8.5 1350 27.05
1360 3.15 1375 6.55 1360 21.6
1370 1.2 1380 5.3 1375 14.4
1375 0.725 1385 4.1 1380 12.1
1380 0.475 1385 10.8
1385 0.35

Tabela A.4: Dados S&P500 referentes ao conjunto relativo as trés maturidades
(21 de Outubro de 2006, 18 de Novembro de 2006 e 16 de Dezembro de 2006)
da Seccao 5.2, relativos ao dia 4 de Outubro de 2006. O preco do activo foi
1342.5. Na tabela PE designa preco de exercicio e POC designa preco da

opgao de compra.
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