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Resumo

Neste texto, estuda-se uma abordagem a teoria da medida no contexto da teoria dos frames e
locales (topologia sem pontos). Primeiro, apresentam-se alguns conceitos e resultados fundamentais
de reticulados e locales, definindo-se, em particular, o conceito de medida num reticulado sup-o-
completo X e mostrando-se que esta ¢ uma generalizacao da defini¢ao tradicional. Depois, também
se entra no estudo de o-frames e c-locales, apresentando-se alguns dos seus conceitos basicos e
propriedades gerais, 0s quais, na sua maioria, tém um resultado ou uma propriedade correspondente na
teoria de locales, com o qual coincidem sob a hipdtese de X ser um c-locale fortemente de Lindelof.
Em seguida, apresenta-se uma equivaléncia entre as categorias dos espacos mensurdveis sébrios e dos
o-locales booleanos espaciais e, finalmente, dada uma medida ¢ num o-locale X, estende-se essa
medida a uma fun¢@o u* definida no co-frame de todos os sub-c-locales de X, $(X), provando-se
que, se X for um o-locale adequado, pu* é uma medida em 8(X) (Teorema IV.1.8). Para terminar,
observa-se que, aplicando o Teorema IV.1.8, é possivel estender a medida de Lebesgue do espaco
eucliadiano R" a uma medida que no s6 atribui, em particular, um valor a todos os subconjuntos de
R", como também € invariante relativamente ao grupo de isometrias de R".
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Introducao

Em teoria da medida, a fim de se trabalhar de forma sélida e coerente com medidas num conjunto
ndo vazio X, é preciso restringir o conceito de medida a subconjuntos especiais de X — os subconjuntos
mensuraveis. De facto, por exemplo, para X = R", assumindo o axioma da escolha, é impossivel
definir uma medida nao trivial em todos os seus subconjuntos que seja invariante relativamente ao
grupo de isometrias euclidianas de R" — propriedade essa que seria desejdvel, pois, como uma
isometria ndo muda o “tamanho” de um subconjunto, alterando apenas a sua posi¢do no espaco, seria
de esperar que o conjunto continuasse a ter a mesma “medida”. Face a esta contingéncia, Simpson
[12] propds uma nova maneira de abordar o problema de medir subconjuntos, adotando uma nog¢ao
de “parte de X (introduzida por Isbell em [9] e que atualmente € uma caracteristica fundamental da
chamada topologia sem pontos) mais geral do que a no¢do de subconjunto, mas que, em particular, a
contém, e definindo uma medida consistente em todas essas “partes de X”.

De modo andlogo a como os locales generalizam os espagos topoldgicos, os G-locales generalizam
os espacos mensurdveis. Com efeito, em [1], Baboolal e Ghosh estabeleceram uma adjungao entre a
categoria dos espacos mensuraveis e aplicagdes mensuraveis e a categoria dos 6-locales booleanos e
aplicagcdes o-locdlicas, que se restringe a uma equivaléncia entre a subcategoria plena dos espagos
mensuraveis sébrios (que contém todos os espacos mensuraveis de maior relevancia em teoria da
medida) e a subcategoria plena dos o-locales booleanos espaciais.

Motivado por esta adjungdo, Simpson, em [12], fez uma abordagem a teoria da medida dentro da
categoria dos o-locales. Vendo os espagos topolégicos como locales e adotando como nog¢ado de “parte
de X o conceito de sublocale, Simpson comegou por generalizar a definicao tradicional de medida,
dada apenas para dlgebras booleanas sup-o-completas, a reticulados sup-c-completos arbitrarios
(Defini¢do 1.1.11) e construiu uma medida consistente no conjunto de todos os sub-o-locales, sob
uma propriedade moderada de separacdo. Por razdes técnicas, os seus resultados estdo desenvolvidos
para ¢-locales, porém, o seu objetivo ¢ aplicd-los ao caso particular em que os o-locales coincidem
com os locales, o que acontece, por exemplo, quando se exige que o o-locale seja fortemente de
Lindelof (Defini¢do 1.1.7). Esta nova abordagem permite ndo sé construir uma medida que atribui,
em particular, um valor a todo o subconjunto de X, como também, evitar as contradi¢des usuais
encontradas na teoria da medida (ver as contradicdes encontradas por Vitali [13] ou Banach e Tarski
[3], a titulo de exemplo), uma vez que subconjuntos disjuntos em X podem nio ser disjuntos como
sub-c-locales de X.

Posto isto, neste texto, estudar-se-4 a abordagem a teoria da medida dentro da categoria dos

o-locales realizada por Simpson em [12], tendo em vista os seus beneficios e potencial.



2 Introducao

Num primeiro capitulo, apresentar-se-ao alguns conceitos e resultados fundamentais da teoria de
reticulados e da teoria de frames e locales, introduzindo-se a definicdo de medida num reticulado sup-
o-completo arbitrario e outros conceitos oportunos associados a esta. Em particular, relacionar-se-4 a
definicdo de medida a ser dada com a defini¢cdo convencional (em dlgebras booleanas sup-o-completas)
e constatar-se-4 que, de facto, a primeira pode ser considerada uma generalizacdo da segunda. A
demonstracdo deste resultado ndo foi encontrada na bibliografia, no entanto, foi deduzida a partir de
técnicas classicas da teoria da medida. Para além disso, também se recordard o Teorema de Isbell da
densidade [9], que sera indispensavel para esta abordagem evitar os paradoxos bem conhecidos da
teoria da medida, e construir-se-a o sublocale induzido por um subespaco, verificando-se que, se o
mesmo estiver associado a um subconjunto aberto, fechado ou denso do espago topoldgico, o sublocale
induzido por ele também serd aberto, fechado, ou denso, respetivamente. Se o espaco topoldgico
verificar o axioma Tp, o conjunto de todos os seus subconjuntos estard em bijecdo com o conjunto de
todos os sublocales induzidos e, através dessa identificacdo, poder-se-ao ver os subconjuntos como
sublocales [11].

Em seguida, num segundo capitulo, estudar-se-o os G-frames e os 0-locales. Caracterizar-se-20
alguns morfismos da categoria dos o-locales e definir-se-4 o conceito de sub-c-locale, generalizando
o estudo homologo realizado para locales em [11]. Como o reticulado dos sub-o-locales e o reticulado
das congruéncias sdo reticulados duais, comecar-se-4 por ver alguns resultados no reticulado das
congruéncias de um o-locale X, com base no estudo realizado por Frith em [7] para congruéncias em
locales e, depois, demonstrar-se-ao algumas propriedades gerais de sub-c-locales. Particularmente,
verificar-se-d4 que o conjunto de todos os sub-c-locales de um c-locale X, 8(X), é um co-frame,
estudar-se-do algumas leis distributivas em 8(X) associadas a sub-c-locales abertos (com base nos
resultados obtidos para o frame das congruéncias) e definir-se-4 uma fung¢do imagem e uma fungéo
pré-imagem associadas a uma aplicagdo o-locdlica. Através destas funcdes, e observando que existe
um isomorfismo de o-frames entre X e o[X], onde o[X] denota o conjunto de todos os sub-c-locales
abertos de X, serd possivel estender, de forma tnica, um homomorfismo de o-frames f*: X — Y, a
um homomorfismo de co-frames f— : 8(X) — 8(Y).

Em particular, se X for um o-locale fortemente de Lindelof, provar-se-4 que muitos conceitos da
teoria de ¢-locales coincidirdo com os seus correspondentes da teoria dos locales, permitindo que,
neste caso, o prefixo ‘c’ possa ser ignorado e reduzindo o problema a teoria de locales.

E de salientar que, ao longo deste capitulo, as demonstracdes das propriedades dos sub-o-
locales foram adaptadas da teoria de locales, ou deduzidas com base nas técnicas para trabalhar com
congruéncias em locales apreendidas em [7], ndo se encontrando em nenhuma das referéncias da
bibliografia. Também as demonstracdes relacionadas com reticulados sup-o-completos fortemente de
Lindelof ndo se encontram na bibliografia, tendo sido deduzidos a partir das defini¢cdes envolvidas. O
estudo realizado acerca da funcio imagem e func¢io pré-imagem é um desenvolvimento original deste
texto, motivado por, em [12], ser definido o Gnico homomorfismo de co-frames que estenderia um
determinado homomorfismo de o-frames (0 que sugere, por preservar infimos arbitrarios, que ¢ uma
aplicacdo adjunta de Galois a direita) e pelas respetivas fungdes homodlogas na teoria dos locales.

No capitulo III, explorar-se-4 a adjuncio entre a categoria dos espagos mensuraveis e aplicacdes
mensurdveis e a categoria dos o-locales booleanos e aplicagdes ¢-locélicas, estabelecida por Baboolal
e Ghosh em [1], acompanhando o artigo em questdo, mas também intercalando com uma adaptacio
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deduzida a partir da construcio da adjuncao entre a categoria dos locales e a categoria dos espagos
topoldgicos realizada em [11]. Atendendo a unidade e a co-unidade da adjunc¢do a ser explorada e
a analogia que existe entre esta adjuncdo e a adjuncdo entre a categoria dos locales e a categoria
dos espagos topoldgicos, definir-se-do de forma conveniente (e adequada) os conceitos de espaco
mensurdvel sébrio e de o-locale booleano espacial e, finalmente, estabelecer-se-4 uma equivaléncia
de categorias entre a subcategoria plena dos espacos mensurdveis sébrios e a subcategoria plena dos
o-locales booleanos espaciais.

Por fim, num capitulo final, seguindo de perto o artigo de Simpson [12], proceder-se-a a construgao
de uma medida no co-frame dos sub-c-locales. Usando uma técnica padrao de medidas exteriores,
estender-se-4 uma medida ¢ em X a uma fungdo u* em 8(X) e, utilizando uma medida auxiliar a
ser construida no co-frame dos filtros de X, mostrar-se-a que, sob a hipétese de X ser um o-locale
adequado, p* satisfard a defini¢éo de medida em S$(X). Na prética, denotando por Q(X) o reticulado
dos abertos de um espaco topoldgico X, o objetivo é trabalhar no co-frame S(Q(X)), o qual, caso X
verifique também o axioma Tp, contém todos os subconjuntos de X, identificando cada subconjunto
com o respetivo sublocale induzido.

Para terminar, mostrar-se-4 como esta abordagem permite definir de forma consistente uma medida
ndo trivial em todos os subconjuntos de R”, invariante relativamente ao grupo de isometrias euclidianas
de R", estendendo a medida de Lebesgue de R" a uma medida em S(Q(R")). Assim, poder-se-ao
evitar as contradi¢cdes usuais da teoria da medida, uma vez que, embora correspondam a subconjuntos
disjuntos de R”, os mesmos ndo serdo disjuntos como sublocales (apesar da sua intersecao corresponder
a um sublocale sem pontos), ndo se podendo, por isso, aplicar a o-aditividade. Ou seja, intuitivamente,
os subconjuntos envolvidos nessas contradi¢des corresponderdo a subconjuntos que, conquanto
ndo tenham pontos em comum, se intersetam na “cola” topolégica (no locale) que liga pontos nas
vizinhangas uns dos outros em R”.

Relativamente a bibliografia utilizada, para estudar a teoria de reticulados e a teoria de frames e
locales, consultou-se, principalmente, os livros Davey-Priestley [5] e Picado-Pultr [11], estendendo a
pesquisa a Frith [7], para trabalhar com congruéncias em G-locales, e a Madden [10], para referéncias
genéricas de o-frames. Quanto aos conceitos e resultados da teoria da medida cldssica envolvidos
neste texto, utilizou-se, como principais referéncias, Evans-Gariepy [6] e Halmos [8].






Capitulo I

Reticulados e locales

1. Reticulados

1.1. Conceitos fundamentais

Seja L um conjunto e < uma relagdo de ordem parcial em L, isto €, uma relagdo bindria em L
reflexiva, transitiva e antissimétrica. Ao par (L, <), chama-se conjunto parcialmente ordenado.

Defini¢do 1.1. Um conjunto parcialmente ordenado (L, <) diz-se um reticulado se tiver supremos
finitos e infimos finitos, ou seja, se existir o supremo e o infimo de qualquer subconjunto finito de L.

Usualmente, se ndo existir ambiguidade, denotar-se-a o reticulado (L, <) apenas por L, € o seu
dual, isto é, (L, <°P), onde <°? é a ordem parcial definida por a <°”? b se e s6 se b < a, por L°?. Em
particular, uma vez que ) € um subconjunto finito, exige-se a existéncia de 1, :=inf@ e de O, := sup0,
que sdo definidos, respetivamente, por serem o maior € 0 menor elemento de L.

Se todo o subconjunto numeravel de um reticulado L tiver supremo, diz-se que o reticulado
¢é sup-o-completo. Se existir o supremo e o infimo de qualquer subconjunto de L, o reticulado é
completo. Dado um subconjunto A de L, denotar-se-4, respetivamente, por \/A e A A, o supremo e
infimo do conjunto A, quando os mesmos existirem.

Ainda relativamente a notacio, dado um reticulado L, denotar-se-4 um conjunto infinito numeravel
de elementos de L como uma sucesséo de elementos (x;);cn, onde x; € L, para i € N, e 0 seu supremo
sera representado por \/ x;. Os supremos e infimos arbitrarios serdo denotados, respetivamente, por
V x; e A\ x;, onde [ reﬁ??sentaré um conjunto arbitrario de indices. Por fim, dado um conjunto finito
ldeé ke lhi[elementos, o seu supremo e infimo serdo representados, respetivamente, por xj V...V x; €
X1 A A\ X

Pode ainda verificar-se que, para assegurar a sup-o-completude, € suficiente existir \/ x;, para
toda a sucessdo crescente (x;);en. De facto, para mostrar tal propriedade, dada uma sucessﬁlo@;.rbitréria
(vj)jen, basta considerar a sucessdo (y;);en, onde y; =y V... Vy;, observar que esta é crescente e
que \/ y; =\ yi. Para assegurar a completude, ¢ suficiente assegurar que existe o supremo (ou,

jEN ieN
alterflativamente, o infimo) de todo o subconjunto.
Um reticulado L ¢ distributivo se x A (yVz) = (xAy) V (x Az), para quaisquer x,y,z € L, ou,

equivalentemente, se xV (yAz) = (x Vy) A (xV z).

5
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Definicao 1.2. Seja L um reticulado.

1. Dois elementos x,y € L dizem-se disjuntos em L se x Ay = 0. Dois elementos x,y € L disjuntos
que também verifiquem xVy = 1, dizem-se complementos um do outro e cada um deles diz-se
um elemento complementado.

2. Chama-se pseudocomplemento de um elemento a € L, e denota-se por a*, ao maior elemento
b em L disjunto de a, se tal elemento existir. Quando existe a*, diz-se que a é um elemento
pseudocomplementado.

O complemento de um elemento complementado a € L denotar-se-4 por a“. Nem todo o elemento
de L € necessariamente complementado ou pseudocomplementado. No entanto, existindo pseudocom-
plemento, por defini¢do, este € unico. E, num reticulado distributivo, como todo o complemento é um
pseudocomplemento, obtém-se que os complementos, quando existem, também sao tnicos.

Definiciao 1.3. Um reticulado distributivo cujos elementos sdo todos complementados designa-se por
algebra de Boole, ou algebra booleana.

Outros elementos especiais de L que importa destacar sao os chamados elementos primos.

Definicao 1.4. Seja L um reticulado distributivo e p # 17, um elemento de L. Diz-se que p é um
elemento primo em L se, para a,b € L, a/Ab = p implicaque a = p ou b = p.

Definicao 1.5. Seja L um reticulado e A um subconjunto ndo vazio de L.
1. A € um subconjunto dirigido se, para quaisquer x,y € A, existe z € A, talque x <zey < z;
2. A € um subconjunto filtrado se, para quaisquer x,y € A, existe z € A, talque z < xe z < y.
Definiciao 1.6. Um filtro, num reticulado L, ¢ um subconjunto F' de L que verifica:
1. 1, € F;
2. Ya,beL:a,be F=albcF,
3.VabelL:acFea<b=beF.
Caso F satisfaca ainda A F # Or, F € um filtro fixo; caso contrdrio, F' € um filtro livre.

Seja F' um filtro préprio num reticulado L, isto é, um filtro diferente de L. Se, para quaisquer
a,beL,aVvbe Fimplicaquea € F oub € F, diz-se que F é um filtro primo. Se a condi¢@o anterior
puder ser fortalecida, verificando-se que, para qualquer sucessio (a;);cy em L, \/ a; € F implica que
existe j € N, tal que a; € F, diz-se que F' é um filtro o-primo. <

A um filtro préprio F que nao esteja contido em nenhum filtro préprio maior do que ele chama-se
filtro maximal. Numa 4lgebra booleana, os filtros maximais coincidem com os filtros primos e
designam-se por ultrafiltros.

Dado um reticulado sup-o-completo L, se existir um subconjunto B de L, tal que todo o elemento
x € L se possa escrever como um supremo numeravel de elementos de B, diz-se que B ¢ uma base em
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L. Analogamente, no caso de L ser um reticulado completo, para B C L ser uma base em L, é apenas
requerido que todo o elemento de L se possa escrever como um supremo de elementos de B.

Por fim, observe-se em que condi¢des € que os reticulados sup-o-completos coincidem com o0s
reticulado completos.

Definicao 1.7. Seja L um reticulado sup-o-completo. Diz-se que L satisfaz a propriedade da subco-
bertura numeravel, ou que é fortemente de Lindeldf, se, para todo o subconjunto § C L, existe um
subconjunto 7 C S numerdvel, tal que, paratodoos € S, s <V T.

Proposicao 1.8. Todo o reticulado sup-oc-completo L fortemente de Lindeldf é um reticulado completo.
Mais: para qualquer subconjunto S C L, tem-se que \| S =\/ T, onde T é o subconjunto numerdvel
de S dado pela propriedade da subcobertura numerdvel.

Demonstracdo. Seja L um reticulado sup-c-completo fortemente de Lindelof. Seja ainda S um
subconjunto arbitrario de L. Dado L ser fortemente de Lindeldf, existe 7 C S numerdavel, tal que, para
todoos €S, s <\/T. Mostre-se que \/S=\/T.

Paracadas e S, s <\/T. Seja agora a € L, tal que s < q, para todo o s € S. Entdo, em particular,
euma vez que T C S, tem-se que z < a, para todo o z € T, o que implica que \/ T < a. Assim, por
defini¢do de supremo, ndo s6 se obtém que \/ S existe, como também que \/S=V\/T. O

Uma condigdo suficiente para um reticulado sup-o-completo ser fortemente de Lindelof é a
existéncia de uma base numeravel.

Proposicao 1.9. Todo o reticulado sup-o-completo com uma base numerdvel é fortemente de Lindeldf.

Demonstracdo. Seja L um reticulado sup-o-completo com uma base numerdvel B. Seja ainda S um
subconjunto de L. Como B € uma base numerdvel em L, para todo o x € L, existe A, C B, tal que
x = \/A,. Defina-se C° = |J A,.

seS
Uma vez que C° C B e B é numeravel, C5 é numerdvel. Suponha-se que C3 é infinito numerdvel e

escreva-se C5 na forma C5 = {¢;};en. No caso de C5 ser finito e ter cardinal k € N, basta proceder de
modo andlogo, considerando apenas os indices i € {1,...,k}.

Paracadai € N, sejaz; € {s € S:c; € As}. Como Z5 := {z;}iciy estd em bije¢do com C5 = {¢; }ien,
Z5 é numerdvel. Para além disso, Z5 C S e, paratodoo s € S, s = VA < VCS < VZS, visto que
A, CCSe que, paratodooi € N, ¢; < z;.

Assim, provou-se que, para todo o S C L, existe 75 C S numerdvel, tal que s < \/ZS , 0 que
significa que L é fortemente de Lindelof. O

Para terminar, se uma aplicag¢do f : L — L' entre reticulados preservar a relagdo de ordem, diz-se
que f é uma aplicacio monétona. Um par de aplicagdes monétonas f: L — L' e g: L' —> L é
uma adjuncio de Galois se, paratodoox € Letodooy e L', f(x) <y seesésex<g(y). Nesta
situagdo, f € adjunta de Galois a esquerda de g e g € adjunta de Galois a direita de f. Existindo a
adjunta de Galois de uma aplicagdo, seja a esquerda ou a direita, esta é tnica e, para uma aplicacio
mondGtona f ser adjunta de Galois a esquerda (resp. direita) de alguma outra aplicagdo, f preservar
todos os supremos (resp. infimos) é uma condicdo necessaria e suficiente.
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1.2. Medidas em reticulados

Pretende-se, agora, definir um conceito de medida em reticulados sup-c-completos.

Tradicionalmente, o conceito de medida é apenas reservado para as algebras booleanas sup-
o-completas, onde é definido como uma fungdo o-aditiva v : L — [0, 0] que verifica v(0.) =0,
nao existindo, por isso, uma definicdo convencional de medida para um reticulado sup-o-completo
arbitrario.

Defini¢do 1.10. Seja L um reticulado sup-o-completo. Uma fun¢éo v : L — [0, 0| diz-se c-aditiva
se, para qualquer sucessdo (x;);cn de elementos disjuntos dois a dois, satisfaz v ( .\/N x;) = fl v(x;).
e 1=
Contudo, recordando que o objetivo deste texto €, seguindo a ideia de A. Simpson [12], estender a
defini¢do tradicional de medida a um contexto mais amplo, adotar-se-4 o seguinte conceito, que, usu-
almente, se designa por “c—valuagdes continuas”(ver [12]), para definir uma medida num reticulado
sup-o-completo.

Defini¢do 1.11. Uma medida num reticulado sup-c-completo L é uma fungio u : L — [0, 0] que

satisfaz:
1. 1(0) = 0;
2. Vx,yeL:x<y= u(x) <u(y); (monotonia)
3. Vx,yeLu(x) +u(y) =pnxVvy)+uxAy); (modularidade)
4. V(x;)iew CL:x; <xi41,Vie N= u( \V x,-) = sup U (x;). (o-continuidade)

ieN i€N
Em seguida, provar-se-a que esta definicdo, restringida a dlgebras booleanas sup-o-completas, é
equivalente a definicdo convencional.

Proposicao 1.12. Se L é um reticulado sup-c-completo distributivo, entdo qualquer medida em L é
o-aditiva.

Demonstragdo. Seja L um reticulado sup-c-completo distributivo e seja ainda yt : L — [0, 0] uma
medida em L. Considere-se uma sucessio (x;);en de elementos disjuntos dois adoisem L. Paran € N

e J ={1,...,n}, mostra-se, por indugdo sobre n, que i \/ x;) = Z W (x;), aplicando a modularidade
el

de 1t aos elementos x1 V- -+ Vx,_1 € x, € observando que, por L ser dlstrlbutlvo e os elementos disjuntos
dois a dois, (x; V---Vx,_1) Ax, = 0r. Consequentemente,

VneN, ,u(xl\/ \/xn =

I

(x
1

= hm,u(xl\/ \/xn) —nh_{roloZ/.L X; :;[J(xi).

Defina-se, agora, y, = x1 V...V x,, para cada n € N. A sucessao (y,)qen € crescente. Logo, pela
monotonia de 1, (U(y,))nen € também uma sucessdo crescente e, recordando que o limite de uma
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sucessdo crescente € igual ao seu supremo e que U é o-continua, notando ainda que \ y, = V x,,

neN neN
vem
lim p(xy V... Vo) = 1im p(yn) =supt(yva) =1 ( V yn) =V xa).
o0 =00 neN neN neN
Desta forma, conclui-se que p( \/ x,) = i wix;). O
i=1

neN

Paran € N, se x1,...,x, € L forem elementos disjuntos dois a dois e { for uma medida o-aditiva,

entio f(x; V.. V) = ¥ f(x1).
i=1

Proposicao 1.13. Se L é uma dlgebra booleana sup-c-completa, entdo [ : L — [0, 0| é uma medida

se e s6 se € uma fung¢do o-aditiva com 1(0r) = 0.

Demonstracdo. Seja L uma algebra booleana sup-c-completa. Comece-se por supdr que i é uma
medida. Entao, como L €, em particular, um reticulado sup-c-completo distributivo, pela proposi¢éo
1.1.12, u é o-aditiva.

Por outro lado, suponha-se que u é o-aditiva, com p(0.) = 0. Sejam x,y € L, tais que x < y, e
considere-se x“ e y©. Note-se que xV (y Ax‘) = (x Vy) A (xVx) =yexA(yAx) =yA(xAx) =0,
decorrendo, desta tltima igualdade, que x e y A x¢ sdo disjuntos. Logo, dado u ser nao negativa e
o-aditiva, tem-se

u(x) < p(x) +p(yAx) = pulxv (yAx)) = puly),

ou seja, u é uma aplicacdo mondtona.

Sejam agora x,y € L arbitrdrios. Se x e y sdo disjuntos, como pu(xAy) = u(0.) =0 e, pela
o-aditividade de p, u(x) + u(y) = u(xVy), tem-se u(x) + u(y) = u(xVy)+ u(xAy). Se x e y ndo
séo disjuntos, observando que xVy =xV (yAx) e x A (y Ax“) =0p, vem

p(xVy) = pxV(yAx)) = p(x) + ply Ax).

Mais: como (yAx)A(yAx)=0re (yAx)V (yAx) =y,
HOAX) + i Ax) = 1((YAX)V (Y AX)) = ().

Ora, se [(x A\y) = co, pela monotonia de u, pu(x) = u(y) = u(xVy) = o e, consequentemente,
¢ imediato que p(x)+ u(y) = pu(xVy)+u(xAy). Caso u(xAy) < oo, entdo pode escrever-se
p(yAx) = p(y) —u(yAx) e, portanto, i (xVy) = p(x) + p(y) — 1y Ax), isto &,

LV y)+u(yAx) = pw(x) +u(y)-

Por fim, considere-se uma sucessdo crescente (x;);cn de elementos de L. Sejam ainda y; = x; e
yi =XxiAxj_,,paracadai €N, i> 1. Observe-se que ié/Nyl- = ié/Nx,-. De facto, ndo s6 y; < x; < ié/INx,-,
para todo o i € N, como também, sendo d € L, tal que y; < d para todo o i € N, atendendo a que
x1 <y1 <d e aque, por inducio sobre n, é possivel verificar que x, < d (uma vez que x, = X,—1 V yy,

paran > 1), vem que \/ x; <d.
ieN
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Para além disso, visto que y; =xj € y, =X, AX;_; A...Ax{, paratodoon € N, n > 1, pois (x§)nen
¢ uma sucessao decrescente em L, tem-se que, parai,j € N,i# j, y;ey ;j sdo disjuntos. Deste modo,
pela c-aditividade de u, pode concluir-se que

=) N

p(Vx)=u(Vy)=Y u)=lim Y u(y).

ieN ieN i=1 N—eo

Caso exista i € N, tal que u(x;) = oo, entdo sup t(x;) = o e, pela monotonia de u, também
ieN
1V xi) = eo. Logo, u( V xi) = supu(x;).

ieEN ieN ieN

Se, para todo o i € N, u(x;) < oo, entdo p(x; Axj—1) < p(x;) <o e, paran> 1, n € N,
W) = pm(xn AX5_y) = M(xn) — L(Xn AXp—1) = p(xn) — 1 (xn—1). Portanto, ﬁlu(yi) = p(xy) e,
consequentemente, como (1 (x;));en € crescente e o limite de uma sucessao crescé;lte ¢ o seu supremo,
obtém-se

p(V oxi) = lim pov) = supp(x;). O
ieN N—yeo ieN

Desta maneira, averiguou-se que a defini¢do dada de medida num reticulado sup-c-completo é
uma extensdo da defini¢do tradicional.

Visto um reticulado completo ser um reticulado sup-o-completo, tem-se ainda que a defini¢do
de medida num reticulado sup-o-completo permanece vilida em reticulados completos. Portanto,
quando, mais adiante, se fizer referéncia a medidas num reticulado completo, a definicdo de medida
utilizada é a de medida num reticulado sup-o-completo.

Definicao 1.14. Seja y uma medida num reticulado sup-o-completo L.
1. Se u(1z) =1, u é uma medida de probabilidade;
2. Se pu(1z) < oo, u é uma medida finita;

3. Se existir uma sucessao (u;);en, tal que \ u; = 1 e p(u;) < oo paratodo o i € N, u é uma
ieN
medida o-finita.

E fAcil verificar que, sendo 4 uma medida num reticulado sup-o-completo, it ser uma medida de
probabilidade implica que u € uma medida finita, o que, por sua vez, implica que ¢ é uma medida
o-finita. De facto, a primeira implicacdo é evidente, enquanto a segunda resulta de considerar, por
exemplo, a sucessao (u;);cn, onde u; = 1y e u; = 0p, paratodooi > 1.

Na manipula¢do de medidas, a aritmética serd realizada em [0,c0]. Para evitar ambiguidades,
convencionar-se-a que a subtragdo x — x’ se escreverd apenas nos casos em que X' < x e x’ < oo,

Em seguida, introduzir-se-ao alguns conceitos de continuidade para uma medida u.

Definicao 1.15. Seja y uma medida num reticulado sup-o-completo L. A medida u é estavelmente
o-continua se, para qualquer x € L e qualquer sucessio crescente (y;);en de elementos de L,

p(xA(V yi)) = supp(xAyi).
ieN ieN



1. Reticulados 11

Lema 1.16. Seja L um reticulado sup-c-completo e [t uma medida em L. Dada uma sucessao (y;)ien
crescente em L, se /.L( V yi) < oo, entdo U (x/\ ( V yi)) = supU(xAy;), para todo o x € L.
ieN ieN ieN

Demonstracdo. Antes de mais, comece-se por observar que, pela monotonia de i, é evidente que
u(x/\ (.\/ yi)) > u(xAyj), paratodoo j € N.

Par;jlém disso, a o-continuidade de u implica que supu(y,-) =Uu ( _V yl-) < oo. Assim sendo,
para cada € > 0, existe n € N, tal que ,u(.\/ yi) —€< u(y,l,?ou seja, p ( 'ijNy,-) —u(y) <e.

Como u € modular e y; V (x/\ (.V ;f% < .\/ yieyjA (x/\ (‘\/ y,-)l)ENS xAYyj, vem ainda que
i)+ m(xA( ‘\/Ny,-)) <u( 'vai) —;E;T(x/\yj).lePnj)rtanto, para Cadlzfnz‘ > 0, existe j =n € N, tal que

€ S
pA(V yi)) —uenay) <p( Vi) —ub) =w( Vi) —ubn) <e,
ieN ieN ieN

0 que equivale a dizer, em consequéncia de [0,e| ser um conjunto totalmente ordenado, que

(A (V 31)) = supa(xAyi). pois suppa(xyi) < u( \/ vi) <o -
ieN ieN ieN ieN

Lema 1.17. Seja u uma medida num reticulado sup-c-completo L. Se existir uma sucessdo crescente
(u;)ien de elementos de L tal que:

1. Paratodooi€ N, u(u;) < oo;

2. Paratodooz €L, \/ (zAuj) =z
ieN
3. Para toda a sucessdo crescente (zj) jcn em L e todo 0 i € N, u; \ ( V zj) =V (uiNzj);
JEN JjeN
entdo L é uma medida estavelmente G-continua.

Demonstracdo. Seja (y;)ien uma sucessdo crescente de elementos de L e x € L. Em virtude de (1;);en
Ser uma sucessao crescente, (x/\ ( Vy j) A u,-)l. N & também uma sucessao crescente. Logo, aplicando,
jeN

sequencialmente, a hipdtese 2, a o-continuidade de u e a hipdtese 3, vem

pEA(V 3) =1V AV ) Aui)) =suppleA (V yj) Aui) =supu(xA( V(i Aui))).

JjeN ieN JjeN ieN JEN ieN JjeN

Atendendo a que, pelas hipéteses 3 e 1, t( \V (vjAui)) =p1(( V yj) Aui) < p(u;) < oo, pode
jeN jeN
aplicar-se 0 Lema 1.1.16 ¢ obter-se it (x A ((V (vjAui))) =supp(xA(y; Au;)). Assim,
JjeN JjeN

u(xA(V yj)) =supsupp(xA (yj Au;)) = supsup th(x A (y; Aui))
JEN ieN jeN JEN ieN

e, por conseguinte, como, para j fixo, (x Au; Ayj)ien € uma sucessdo crescente, de novo pela
o-continuidade de u e pela hipétese 2,

w(xA (V) =supu( V (xAuiAy))) =supp(xAy;). O
JjeN JjeEN ieN JjeN
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Por vezes, nos reticulados completos, pode encontrar-se ainda um requisito de continuidade mais
forte que a o-continuidade: o de continuidade.

Definicao 1.18. Seja L um reticulado completo e ¢ uma medida em L. A medida u é continua se,
para todo o subconjunto dirigido D de L, satisfaz p(\/ D) = sup u(x).
xeD

Proposicao 1.19. Toda a medida num reticulado sup-c-completo fortemente de Lindeldf é continua.

Demonstragdo. Seja L um reticulado sup-o-completo fortemente de Lindelof e 4t uma medida em L.
Comece-se por ver que, como um reticulado sup-o-completo fortemente de Lindeldf € um reticulado
completo, faz sentido considerar o conceito de continuidade. Seja D um subconjunto dirigido de L.

Por um lado, uma vez que, para todo o x € D, x < \/ D e, pela monotonia de u, u(x) < u(\/ D),
vem

supia(x) < (VD).

xeD

Por outro lado, observe-se que, dado L ser fortemente de Lindelof, existe 7 C D numeravel, tal
que \/ D = \/T. Escreva-se, sem perda de generalidade, o conjunto 7 na forma T = {x; };cn (no caso
de T ser finito, T = {xy,...,xx }, onde k € N, basta considerar x; = x;, para i > k). Defina-se y; = x; e,
paran € N,n > 1, sejay, € D, tal que y,—1 <y, e x, < y,. A existéncia de y, € garantida por T estar
contido em D e D ser um subconjunto dirigido de L. A sucesséo obtida, (y;);cn, serd uma sucessao
crescente e, pela forma como foi definida, € facil ver que também \/T = \/ x; < \/ y;. Assim, pela
monotonia e ¢-continuidade de 1, vem " <

u(VD) =p(VT) =p(V x) <p(Vyi) = sgﬁu(yi) < sup fi(x),

iEN ieN i xeD
onde a dltima desigualdade resulta de (y;);cn ser uma sucessdo de elementos em D. O

Neste texto, o conceito de continuidade nao sera relevante, tendo mais relevancia o seu conceito
dual, isto €, o conceito de co-continuidade.

Definicao 1.20. Seja L um reticulado completo e seja ainda 4 uma medida em L.

1. Dado um subconjunto filtrado C C L, se u(AC) = ing W(x), diz-se que p é uma medida
xe

co-continua em C;
2. A medida u € co-continua se for co-continua em todos os subconjuntos filtrados de L.

No contexto em que sera utilizado, verificar-se-d que a co-continuidade de uma medida podera
falhar, por poder existir algum subconjunto filtrado onde ela nédo se verifique. Nao obstante, poder-se-a
garantir que a medida a ser construida serd co-continua em todos os subconjuntos filtrados de medida
finita.

Definicao 1.21. Seja L um reticulado sup-c-completo e (t uma medida em L. Um subconjunto C C L
¢ de medida finita relativamente a (1, ou p-finito, se existir x € C, tal que U(x) < co.

Observe-se que, dado um reticulado sup-o-completo L e uma medida ¢ em L, um subconjunto
C C L é u-finito se e sé se ing,u(x) < oo,
xXe
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2. Frames e locales

Recordem-se agora alguns conceitos e resultados da teoria de frames e locales, tomando como
referéncia a abordagem a topologia sem pontos realizada em [11].

2.1. Conceitos fundamentais

Definicao 2.1. Designa-se por frame, um reticulado completo X que verifique a lei distributiva

( V a) Ab= "\ (aNb),
acA acA
para qualquer subconjunto A C X e qualquer b € X.
Dados dois frames X e Y, uma aplicacio i : X — Y que preserve supremos arbitrarios e infimos
finitos chama-se um homomorfismo de frames.

E fécil verificar que todo o frame X é um reticulado completo munido com uma operagio
de Heyting, isto é, com uma operagdo bindria — bem definida que, para quaisquer a,b,c € X,
satisfaz ¢ < a — b se e s6 se c Aa < b. No entanto, os homomorfismos de frames ndo preservam
necessariamente a operagdo de Heyting.

Os frames e homomorfismos de frames, com a lei de composi¢do usual de aplicacdes, constituem
uma categoria, que serd denotada por Frm. A categoria dual de Frm, denotada por Loc, € designada por
categoria dos locales e nio s6 os seus objetos se chamam locales, como também, os seus morfismos,
aplicacoes localicas.

Dado os homomorfismos de frames serem aplicacdes monétonas que preservam todos os supremos,
tem-se que todo o morfismo em Frm tem uma adjunta de Galois a direita, que serd tnica. Isto motiva
a se representarem as aplicacdes locdlicas como as aplicagdes adjuntas de Galois a direita dos
homomorfismos de frames, isto €, como as aplicacdes mondtonas que preservam infimos arbitrarios
e cujas adjuntas de Galois a esquerda preservam infimos finitos. Relativamente a notagdo, dado um
morfismo f em Frm, denotar-se-4 o morfismo em Loc que lhe corresponde por f; e, inversamente,
dado um morfismo & em Loc, denotar-se-a o morfismo em Frm que lhe corresponde por i*.

Do facto de se caracterizar uma aplicacdo locédlica f como a adjunta de Galois a direita de algum
homomorfismo de frames f*, obtém-se a seguinte descri¢do de uma aplicacdo localica.

Proposicao 2.2. Uma aplicacdo f: X — Y entre locales é uma aplicacdo locdlica se e s se

1. f( N\ a)= A f(a), para todo o subconjunto A C X;
acA acA

2. f(a) =1implicaa=1;
3. f(f*(a) — b) =a— f(b), para quaisquer a € Y,b € X.

Quando o reticulado dual de um reticulado X for um frame, diz-se que o reticulado X é um
co-frame. Uma aplicagio entre co-frames € um homomorfismo de co-frames se preservar infimos
arbitrdrios e supremos finitos.

Considere-se o reticulado completo P = {0 < 1}, constituido por exatamente dois elementos.

Verifica-se facilmente que P é um locale. Dado um locale arbitrario X, define-se um ponto em
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X como uma aplicacgao locélica de P para X, ou seja, um homomorfismo de frames de X para [P.
Equivalentemente, pode também definir-se um ponto no locale X como um elemento primo (recorde-se
a Definicdo 1.1.4) no reticulado associado ao locale X.

Definicao 2.3. Seja X um locale. Um subconjunto S C X é um sublocale de X se é fechado para
infimos arbitrérios e se, paratodoos € Setodoox € X, x — s € S.

Observe-se que S C X é um sublocale de X se e s6 se S é um locale para a relacdo de ordem
induzida por X e a aplicacdo inclusao j: S — X € uma aplicagao locélica. Como S € fechado para
infimos em X, os infimos em § coincidem com os infimos em X; no entanto, os supremos em S sao,
em geral, diferentes dos supremos em X. Também por definicao de sublocale, 1x = inf( pertence a
todos os sublocales de X. Logo, ndo existem sublocales vazios, sendo 0 = {1x} o sublocale mais
pequeno de X (no sentido de inclusdo).

Seja 8(X) o conjunto de todos os sublocales de X. Atendendo a que a interse¢do arbitraria de
sublocales é ainda um sublocale de X, 8(X), munido com a relacdo de ordem inclusdo, serd um
reticulado completo. Denote-se, respetivamente, por 0 e 1, o menor e maior elemento de S(X).

Proposicao 2.4. Seja X um locale. $(X), munido com a relagdo de ordem inclusdo, é um co-frame,

onde 0 = {lx}, 1 =X e, para um conjunto de indices I ndo vazio e uma familia {S;}ic; em $(X),

ASi=NSie VSi={ANA:ACUS:}.
iel iel iel i€l

A um sublocale de X da forma o(a) = {a — x: x € X}, para algum a € X, chama-se sublocale
aberto definido pelo elemento a € X, e a um sublocale de X da forma c(a) = {x € X : a <x}, chama-
se sublocale fechado definido pelo elemento a € X. Para cada a € X, os sublocales o(a) e c(a) sdo
complementos um do outro em S(X).

Alternativamente, dado um locale X, um sublocale de X também se pode representar por uma
relacdo de congruéncia no locale X, isto é, por uma relacio de equivaléncia E em X que preserva
infimos finitos e supremos arbitrarios, ou seja, que, para qualquer conjunto de indices / e quaisquer
elementos (x1,y1), (x2,¥2), (x;,yi) € E, para i € I, satisfaz (x; Ax2,y1 A\y2) € E e (Vxi, V yi) €EE.
Nesta representacao, os sublocales abertos e os sublocales fechados de X definidos pl()GrI urrieélemento
a € X serdo dados, respetivamente, pelas congruéncias

As={(x,y) eXxX:anx=aNy} e Vo={(x,y) eXxX:aVx=aVy}.

Definicao 2.5. Seja X um locale.

1. Dado um sublocale S € 8§(X), o fecho de S em X é o menor sublocale fechado de X que contém
S. Sera denotado por §X, ou, simplesmente, por S, quando ndo houver ambiguidade.

2. Um sublocale S de X diz-se denso em X, se §X =X.

Seja S um sublocale de X. Atendendo a se ter que S = {x € X : A S < x}, S é um sublocale denso
em X se e sO se Oy € S. Para além disso, o menor sublocale de X que contém um elemento a € X é
dado por
b(a):={x—a:xeX}.



2. Frames e locales 15

Consequentemente, pode assegurar-se a existéncia do menor sublocale denso em X .

Proposicao 2.6 (Teorema de Isbell da densidade [9]). Seja X um locale. Entdo o menor sublocale
denso em X existe e é dado por b(0x).

O resultado anterior € uma caracteristica fundamental da topologia sem pontos, que nao tem
contraponto na topologia cldssica. Mais adiante, no capitulo IV, serd esta propriedade que terd uma
participacdo decisiva, quando se discutirem as vantagens de abordar a teoria da medida através da
categoria dos o-locales e o porqué desta abordagem evitar as contradi¢cdes usuais.

Proposicao 2.7. Seja X um locale. Para qualquer subconjunto A C X, o menor sublocale de X que
contém A € dado pelo supremo < A >:=\/{b(a) : a € A}. No caso particular de A ser um sublocale
de X, tem-se que A =\/{b(a) :a € A} ={b(a) :a € A}.

Por fim, recordem-se algumas propriedades de separacdo associadas a locales [11].

Defini¢do 2.8. Um locale X diz-se adequado se, para quaisquer a,b € X, a % b implica que existe
ceX,talqueaVe=1xyec—b<%b.

Proposicao 2.9. Seja X um locale. Sdo equivalentes:

1. X é um locale adequado,
2. Todo o sublocale de X se pode escrever como uma intersecdo de sublocales abertos;

3. Todo o sublocale fechado de X se pode escrever como uma intersecdo de sublocales abertos.

Diz-se ainda que um locale X é de dimensao zero se tiver uma base de elementos complementados
em X (isto é, se existe um subconjunto B C X de elementos complementados, tal que qualquer elemento
x € X se possa escrever como um supremo de elementos de B); e que X é regular se, para cada x € X,
x se pode escrever como um supremo de elementos do conjunto o(x) :={a € X :a < x},onde a < x
seesOseexisted € X talqueaANd =0x edVx=1yx.

2.2. Sublocales induzidos

Considere-se o functor Q : Top — Frm, onde, para qualquer espago topolégico X, Q(X) é o
reticulado dos abertos de X e, para qualquer aplicagdo continua f: X — Y, Q(f) : Q(Y) — Q(X
é definido por Q(f)(U) = f~1(U), para todo o aberto U em Y.

Seja X um espago topoldgico Tp € ¥ um subespago de X. Entdo a inclusdo j:Y — X estd
associada ao homomorfismo de frames sobrejetivo Q(j) : Q(X) — Q(Y), onde Q(j)(U) =UNY,
para qualquer U € Q(X). Uma vez que, para quaisquer U € Q(X) eV € Q(Y),

QHU)CVeUNYCVeaUCin((X\Y)UV),

tem-se que a aplicacdo locdlica associada a Q(j) é a aplicagdo k : Q(Y) — Q(X), definida por
k(V)=int(X\Y)UV) paratodoo V € Q(Y).

Assim sendo, e atendendo a imagem de um sublocale por uma aplicacdo locélica ser ainda um
sublocale, obtém-se que o subespago Y é representado pelo sublocale

Sy = k[Q(Y)] = {k(V) : V € Q¥)} = {int(X\Y)U(UNY)) : U € Q(X)}.
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Definicao 2.10. Seja X um espaco topoldgico Ty e ¥ um subespaco de X. Chama-se sublocale
induzido por Y em 8(Q(X)) ao sublocale

Sy = {int(X\Y)U(UNY)) : U € Q(X)}.

Definindo px , = X\ {x}, para todo o x € X, tem-se ainda que Sy = \/ b(px.,); ou seja, que Sy é
yey

o menor sublocale de Q(X) que contém os abertos px ,, paray € Y (ver [2]).
A correspondéncia Y — Sy leva subespacos densos em sublocales densos e subespagos associados
a subconjuntos abertos (resp. fechados) a sublocales abertos (resp. fechados).

Proposicao 2.11. Seja X um espago topologico Ty e Y um subespaco de X.
1. SeY é um subconjunto aberto de X, entdo Sy = o(Y);
2. Se'Y é um subconjunto fechado de X, entdo Sy = c¢(X\Y);
3. SeY é um subespaco denso de X, entdo Sy é um sublocale denso de Q(X).

Demonstragdo. 1. Antes de mais, observe-se que Y — V = \/{C € Q(X): CNY C V}, pela ca-
racterizagdo da operagdo de Heyting, e \/{C € Q(X) : CNY CV} =imt((X\Y)U (Y NV)), dado
int((X\Y)U (Y NV)) ser o elemento maximo do conjunto {C € Q(X):CNY C V}. Logo, é imediato
queo(Y)={Y - V:VeQX)}={m((X\Y)UT¥NV)):VeQX)}=k[Q(Y)] =Sy.

2. Seja W € Sy. Entdo existe U € Q(X), tal que W = int((X\Y) U (U NY)) e, consequentemente,
X\W = X\int(X\Y)U(UNY)) =cl(X\(X\Y)UUNY))) =cl(YN(X\(UNY))) CY. Assim,
tem-se que X \W C Y, o que implica que X\Y C W e, portanto, W € ¢(X\Y).

Por outro lado, seja W € ¢(X\Y). Visto que (X\Y)UW =W, (X\Y)UY =X e Q(X) é um
reticulado distributivo, tem-se que W = WNX = (X\Y)UW)N((X\Y)UY) = (X\Y)U(WNY).

Deste modo, como W € aberto, (X\Y)U (W NY) também é aberto, obtendo-se finalmente que
W=X\Y)UWnY)=imt((X\Y)U(WNY)) € Sy.

3. Basta verificar que Og(x) = @ € Sy. No entanto, como ¥ é um subespago denso de X, 0 € Q(Y)
e Sy = k[Q(Y)], vem imediatamente que @ = int(X\Y) = int((X\Y)U0) = k(0) € k[Q(Y)] =Sy. O

A representacao Y — Sy diz-se precisa se for uma correspondéncia bijetiva entre os subespacos
de X e os sublocales induzidos por subespacos de X. Uma condic@o necessdria e suficiente para a
representacdo Y — Sy ser precisa é X verificar o axioma de separacdo Tp (ver [11]). (Recorde-se que
um espago topoldgico X satisfaz o axioma T se, para cada x € X, existe um aberto U, talque x € U e
U\{x} também é um aberto.)

Assim sendo, se X for Tp, e uma vez que o conjunto das partes de X estd em bije¢cdo com o
conjunto de todos os subespagos de X, a aplicagio ¢ : P(X) — 8(Q(X)) definida por ¢(Y) = Sy é
injetiva e, portanto, P(X) pode ser visto como estando contido em 8(€(X)), isto é, pode considerar-se

que o co-frame dos sublocales de Q(X) contém, em particular, os subconjuntos de X.

Proposicao 2.12. Seja X um espaco topolégico que satisfaca o axioma Tp e, para cada subespaco Y
de X, seja Sy o sublocale induzido porY. A aplicacdo ¢ : P(X) — S(Q(X)), definida por (Y) = Sy,

é uma aplicacdo injetiva que preserva supremos arbitrdrios, mas ndo preserva infimos finitos.



Capitulo 11

o-Frames e o-locales

Na prética, fazer teoria da medida dentro da categoria dos locales seria a situagdo ideal. No
entanto, por motivos técnicos, a abordagem a ser desenvolvida no Capitulo IV serd realizada através
da categoria dos o-locales, que € um universo mais abrangente do que o primeiro e que resulta de se
enfraquecer o conceito de locale. Nesse sentido, este capitulo serd dedicado ao estudo de o-locales.

1. Conceitos fundamentais

Definicao 1.1. Chama-se o-frame, a um reticulado sup-c-completo L que satisfaca a lei distributiva

( \V a) Ab=\ (aN\Db),
acA acA
para qualquer subconjunto numerédvel A C L e qualquer b € L. Uma aplicacdo entre ¢-frames que
preserve supremos numeraveis e infimos finitos designa-se por homomorfismo de o-frames.

Em particular, um homomorfismo de c-frames, h : L — M, também preserva o supremo € o
infimo do conjunto vazio, ou seja, h(0r) =0y e h(11) = Ly
Os o-frames e homomorfismos de o-frames constituem uma categoria que sera denotada por

o-Frm, e Frm é uma subcategoria ndo plena de o-Frm.
Definicao 1.2. Um reticulado L é um co-o-frame se o seu reticulado dual, L°?, for um o-frame.

A categoria dual de o-Frm, o-Frm°P, é chamada categoria dos c-locales e denotar-se-a por
o-Loc. Os seus objetos sdo designados por c-locales e os seus morfismos, por aplicacées o-localicas.

Como objetos das suas respetivas categorias, os O-frames e os o-locales sdo estruturas iguais.
O que distingue as categorias o-Frm e o-Loc sdo os seus morfismos, tendo-se o-Loc(L,M)=
o-Frm(M,L)". Posto isto, dada uma aplicacio o-locdlica f : L — M, representar-se-4 por
f*:M — L o homomorfismo de ¢-frames que lhe corresponde.

A proposicdo seguinte aborda algumas caracterizagdes dos morfismos em ¢-Frm e 0-Loc. A sua
demonstracdo pode ser obtida generalizando a demonstrag@o das correspondentes caracterizacdes em

Frm e Loc encontradas em [11].

Dada uma categoria € e dois objetos A, B de C, C(A, B) representa o conjunto dos morfismos de A para B.

17
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Proposicao 1.3. 1. Os monomorfismos em c-Frm (resp. epimorfismos em o-Loc) sdo preci-
samente os homomorfismos de ©-frames injetivos (resp. as aplicacées G-locdlicas, cujos

correspondentes homomorfismos de G-frames sdo injetivos);

2. Os isomorfismos em ©-Frm (resp. isomorfismos em ¢-Loc) sdo precisamente os homomorfismos
de o-frames injetivos e sobrejetivos (resp. as aplicacdes G-locdlicas, cujos correspondentes

homomorfismos de ©-frames sdo bijetivos);

3. Os epimorfismos extremais em O-Frm (resp. monomorfismos extremais em 6-Loc) sdo preci-
samente os homomorfismos de o-frames sobrejetivos (resp. as aplicacoes c-locdlicas, cujos

correspondentes homomorfismos de G-frames sdo sobrejetivos).

Definiciao 1.4. Designar-se-a por ponto de um c-locale X, uma aplicagdo o-locdlica de P para X,
ou seja, um homomorfismo de o-frames de X para P, onde P = {0 < 1} é o 6-locale com exatamente
dois elementos. O conjunto de todos os pontos de um o-locale X denotar-se-d por L(X).

Finalmente, um conceito fundamental a apresentar € o conceito de sub-c-locale. Comece-se por
analisar o que € uma imersao entre o-locales.

Definicao 1.5. Uma aplicagdo c-locdlica f : ¥ — X é uma imersao em X, se o homomorfismo de
o-frames f* for sobrejetivo.

A “parte de X que uma imersdo f :Y — X representa é Y = f(Y). Assim sendo, dadas duas
imersodes fi, f», se existir um isomorfismo ¢, tal que f; o ¢ = f, tem-se que f] e f> representam a
mesma “parte de X”’. Logo, uma classe de isomorfismo de uma imersdo proporciona uma no¢do bem
comportada de “parte de X”’. Mas como € possivel representd-la de forma mais conveniente?

Dado um o-locale X e uma relagdo bindria E em X, E C X x X, diz-se que E ¢ uma congruéncia
no o-locale X, se E é uma relacdo de equivaléncia que preserva supremos numeraveis e infimos
finitos, isto é, que, para qualquer subconjunto de indices numerdvel /, satisfaz

Viel: (x,y) € E—= (Vx,-,\/y,-) €E,
icl el

(x1,31), (x2,32) € E == (x1 Ax2,y1 Ay2) € E.
Proposicao 1.6. Seja X um c-locale.
1. Uma imersdo f:Y — X induz a congruéncia Er = {(x,y) € X x X : f*(x) = f*(y)} em X;

2. Uma congruéncia E num o-locale X, E C X x X, induz a imersdo Qg :X/E — X, cor-
respondente ao homomorfismo de G-frames @y : X —» X/E definido por @} (x) = [x], onde
Xp={:xeX}el]={yeX:(xy) €E},

3. A correspondéncia entre imersoes em X e congruéncias em X ndo ¢é injetiva; no entanto, dadas
duas imersoes h; : Y] — X ehy: Y, — X,

Ey, = Ep, < 3¢ € Mor(o-Loc) isomorfismo : hyo¢ = hy, isto é, §* ohy = h;.
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Sendo X um o-locale, X/E, munido com a ordem parcial <y o onde [x] <x ” [v] se e sé se
(x,xA\y) € E, é um o-locale. Nesta estrutura, tem-se que

KAD =[xAve Vial= |V al.
ieN ieN
Portanto, a classe de isomorfismos de uma imersdao em X, que se comporta como uma ‘“‘parte de
X, é bem representada por uma congruéncia em X. Isso motiva a seguinte defini¢do.

Definicao 1.7. Um sub-c-locale Y de um o-locale X é representado por meio de uma relagdo de
congruéncia 6y no o-locale X.

Ou seja, dada uma congruéncia 8y em X, esta determinard o sub-c-locale Y := X/Gy’ estando
associada a imersdo candnica @y, : X/Gy — X que corresponde ao homomorfismo de o-frames
Pp, X — X/gy, definido por @3 (x) = [x]y, onde [x]y € a classe de equivaléncia de xem Y.

Observando que qualquer intersecio de congruéncias em X € ainda uma congruéncia em X, tem-se
também que o conjunto de todas as relacdes de congruéncia em X, C(X), munido com a inclusio, c¢
€ um reticulado completo.

Neste reticulado, dado um conjunto de congruéncias A = {6; € C(X) : i € I}, onde I € um conjunto
de indices arbitrdrio, o infimo de A é igual a () 6; ¢ o supremo de A é igual a (6;:i € ), onde
(6; : i €I) denota a menor congruéncia em X qﬁé contém |J 6;. A existéncia desta congruéncia é
garantida, uma vez que existe sempre pelo menos uma congrliglcia que contém todas as outras, X X X,
e qualquer intersecc@o de congruéncias € sempre uma congruéncia.

Atendendo a que X/Oy - X/GZ se e s6 se toda a classe de equivaléncia de 6y se escrever como

uma reunido de classes de equivaléncia de 6z, e a ter-se

[ez ce ey} = {[a]z C [a]y,Va € x] = [Va ex,lay=J [b}z] = [X/gy C X/gz} :

bE[a]y

faz sentido definir-se uma relacdo de inclusdo entre os sub-0-locales de X do seguinte modo.

Definicao 1.8. Dados dois sub-c-locales Y e Z de um o-locale X, escreve-se que Y cs 7, quando
6, CC 6y, ou seja, quando

Vx,y€e X :(x,y) € 6= (x,y) € 6y.

O conjunto de todos os sub-G-locales de um G-locale X, munido com a relagdo de ordem C9,
denotar-se-a por (8(X),C®), ou, abreviadamente, apenas por 8(X). Ainda relativamente 2 notagao,
escrever-se-d 1 := inf@gx), 0 := sup®gx) e, quando ndo houver ambiguidade, denotar-se-d a incluséo
entre os sub-o-locales por C. O mesmo se aplicard a relagdo de inclusdo entre congruéncias em

o-locales.

2. O frame das congruéncias

Considere-se o conjunto de todas as congruéncias num o-locale X, C(X). Anteriormente,
verificou-se que C(X ), munido com a relagio de ordem inclusdo, é um reticulado completo, uma vez
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que a intersecdo arbitrdria de congruéncias € ainda uma congruéncia. Nesta sec¢do, verificar-se-4 que
C(X) terd estrutura de frame e destacar-se-do algumas das suas propriedades gerais, cujas demonstra-
¢des podem ser obtidas por generalizacdo das demonstragdes dos correspondentes resultados em [7]

para congruéncias em frames.

Proposicio 2.1. Para qualquer c-locale X, o conjunto parcialmente ordenado C(X) = (€(X),C°) é
um frame, tendo-se que Oc(xy = {(x,x) : x € X}, le(x) = X X X e, dado um conjunto de indices ndo

vazio I e uma familia (6;);c; de congruénciasem X, \ 6;=(16;e \/ 6,=(6;:i € 1), onde (6;:i 1)
il iel el
denota a menor relagdo de congruéncia que contém todas as congruéncias 6;, para i € I.

Dado um o-locale X, sdo também congruéncias em X os conjuntos V, = {(x,y) :xVa=yVa}e
A, ={(x,y) : xNa=yAa}, para qualquer a € X. Mais: paracadaa € X, V, e A, serdo complementos
um do outro em C(X). Denote-se por p(a,b) a menor relacdo de congruéncia que contém o par (a,b).
Observe-se que p(a,b) = {0 € C(X) : (a,b) € 6}. Para além disso, também é facil constatar que
Vi =40 = lew) e Vo = A = Og(y)-

Proposicao 2.2. Seja X um o-locale e sejam ainda a,b € X.
1. Vo= p(0,a);
2. As=pla,1);
3. Para a < b, tem-se p(a,b) =p(a,1)Np(0,b) =A; NV},
4. Dado 0 € C(X), tem-se que 0 = \/{A, NV}, : (a,b) € 0,a < b}.

Algumas propriedades distributivas que importa destacar em C(X) resumem-se nas proposigdes
seguintes.

Proposicao 2.3. Seja X um c-locale. Considerem-se ainda a,b,x,, € X, paran € N.
1. VoV = Ve,
2.V V,=Vy
ieN

3. AuV Ay, = Aupps

ieNXi?

4. N Ay =AMy,
ieN

Proposicio 2.4. Seja X um oc-locale. Considerem-se ainda elementos a € X e 0,0; € C(X), para
Jj €J, onde J é um conjunto arbitrdrio de indices.

1. VoV 0 ={(x,y): (xVa,yVa) € 0} =:0%

2. AgVO ={(x,y): (xAa,yNa) € 0} =: 6,;

3. Vav(N6:) = N(VaV6);

ieJ ieJ

4. AV (N 6) = N(AaV ).

icJ icJ
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3. O co-frame dos sub-c-locales

3.1. Propriedades gerais

E importante agora recordar algumas propriedades padrio dos sub-c-locales, que serdo funda-
mentais para o estudo que se fard mais adiante.

Proposicio 3.1. Para qualquer o-locale X, o conjunto parcialmente ordenado $(X) = ($(X),C%)
é um co-frame, onde 0 é o sub-c-locale representado pela relacdo de congruéncia X x X, 1 é o
sub-o-locale representado pela relagdo de congruéncia {(x,x) : x € X} e, dado um conjunto de
indices ndo vazio I e uma familia (Y;);c; de sub-c-locales de X,
1. O sub-c-locale \] Y; é representado pela relacdo de congruéncia () 6;;
il il
2. O sub-c-locale \Y; € representado pela relacdo de congruéncia (6;:i €1).
iel

Demonstracdo. Consequéncia imediata da Proposicdo II.2.1, atendendo a que $(X) € o reticulado
dual de C(X). O

Proposicao 3.2. Seja X um c-locale e Z um sub-c-locale de X. Entdo
Z=N{o(a)Ve(b):(a,b) € 0z,a <b}.
Demonstracdo. Consequéncia imediata da Proposicao 11.2.2 (4). O

Definicao 3.3. Seja X um o-locale e considere-se um elemento a € X. Representar-se-do por o(a)
e por c(a), os sub-o-locales associados, respetivamente, as relagdes de congruéncia A, e V,, onde
Ay={(x,y) eXxX:xNa=yNha}teV,={(x,y) EXxX:xVa=yVa}.

1. Um sub-c-locale Y de X é aberto se existe a € X, tal que Y = o(a);
2. Um sub-o-locale Y de X é fechado se existe a € X, tal que Y = c(a).
Para além disso, o[X] := {o(a) :a € X} e ¢[X] :=={c(a) :a € X}.
Proposicao 3.4. Seja X um o-locale.
1. Para todo o a € X, os sub-c-locales o(a) e c(a) sdo complementos um do outro em 8(X);

2. A inclusdo de o[X| em 8(X) define uma imersdo de X em S(X) que preserva supremos nu-
merdveis e infimos finitos, isto é, a fungdo j, : X — o[X], definida por j,(a) = o(a), é um
isomorfismo de G-frames.

3. Ainclusdo de c[X] em §(X) define uma imersdo de X°P em S(X) que leva supremos numerdveis
em X para infimos numerdveis em 8(X) e infimos finitos em X em supremos finitos em 8(X); ou

seja, jo : X°P — ¢[X], definida por j,(a) = c(a), é um isomorfismo de co-c-frames.
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Demonstracdo. 1. Resulta de V, e A, serem complementos um do outro em C(X), paraa € X.

2. Considere-se a func@o j; : X — o[X], definida por jj(a) = o(a). Quer-se provar que j; é um
isomorfismo de o-frames, ou seja, que j; € um homomorfismo de o-frames bijetivo.

Atendendo a que, para elementos a,b,x; € X, i € N, Ag = lg(x), A1 = O¢(x), Banb = Ag V Ap
e Ay, 5 = _Qﬂ Ay, vem, respetivamente, 0(0) = 0, o(1) =1, o(aAb) = o(a) Ao(b) e o( .\{in) =
V o(x;). Lolgo, J1 preserva infimos finitos e supremos numeraveis. "
< Para além disso, o[X] é um o-frame. Com efeito, munindo o[X] com a rela¢do de ordem inclusdo,
o0[X] é um reticulado sup-c-completo que verifica a lei distributiva de infimos finitos sobre supremos
numeréveis: o(a) A ( V o(x;)) =o(a)Ao( V x;) =o(an(V x;)) =0( V (arx;)) =\ olaAx;) =

ieN ieN ieN icN ieN

‘\/N(o(a) Ao(x;)). Portanto, j; é um homomorfismo de o-frames.
1€

E evidente, dada a definicdo de o[X], que j; é sobrejetiva. Falta verificar que j; é injetiva.
Suponha-se que o(a) = o(b), para a,b € X. Entdo A, = Ap, 0 que implica que (a,1) € A, =Ap e
(b,1) € A, = A,. Contudo (a,1) € Ay significa que aAb=1Ab=be (b,1) € A, significa que
bANa=1Aa=a. Assim, tem-se que a = a A\ b = b e, consequentemente, j; € injetiva.

3. Considere-se a fung@o j, : X°? — ¢[X], definida por j(a) = c(a). Quer-se provar que j, é
um isomorfismo de co-c-frames, ou seja, que j, € um homomorfismo de co-o-frames bijetivo.

Uma vez que, para quaisquer a,b,x; € X, i € N, Vo = O¢x), Vi = lex), Vars = VaNVp €

Vyun = V Vi, tem-se, respetivamente, ¢(0) =1, ¢(1) =0, c(a Ab) = c(a) Ve(b) e c( V xi) =
ieN ieN

A c(x;). Logo, jo preserva supremos finitos e infimos numeraveis.

ieN

Para além disso, ¢[X], munido com a relagdo de ordem incluséo, é um co-o-frame. De facto, ndo
$6 ¢[X]°P é um reticulado sup-c-completo, como também também satisfaz a lei distributiva de infimos
finitos sobre supremos numerdveis, visto que c(a) V ( A c(x;)) =c(a)Ve( V x) =c(an(V x)) =

ieN ieN ieN
c(V(anxi)) = A clanx) = A (c(a)Vc(x;)). Portanto, j, é um homomorfismo de co-G-frames.
ieN i€N

ieN ic
Por fim, dada a definicéo de ¢[X], é evidente que j, é sobrejetiva. Falta ver que j, é injetiva.

Para tal, sejam a,b € X, tais que c¢(a) = ¢(b). Entdo V, =V, e (0,a) € V, =V,, (0,b) € V;, =V,,.
Contudo (0,a) € V,, significa que b=0Vb=aVbe (0,b) € V, significaque a=0Va=>bVa.
Assim, b = aV b = a, obtendo-se, deste modo, que j, € injetiva. O

Daqui em diante, as aplicacdes j; e j, da proposicao anterior serdo denotadas, respetivamente,

poroec.
Proposicao 3.5. Seja X um o-locale.

1. Sejaa€ X eY;€8(X), parai € N. Entdo o(a) A ( \ Y;) = V (o(a) \Y).
ieN ieN

2. SejaY € 8(X) ea; € X, parai € N. Entao Y A ( \ o(a;)) = \V (Y ANo(ay)).
ieN ieN
Demonstracdo. 1. Consequéncia da Proposigao 11.2.4 (4).
2. SejaY € 8(X) e a; € X, para i € N. Quer-se mostrar que Y A ( V/ o(a;)) = V (Y Ao(a;)), ou
i€N i€N
seja, que By V ( N Aa,.) = () (6y VA, ). Antes de mais, observe-se que, pela Proposicdo 11.2.4 e
i€EN i€N



3. O co-frame dos sub-c-locales 23

11.2.3,
N(6y VA,) = N (A V)= N{(x,y): (xAai,yAa;) € Oy},
i€N ieN i€EN
Oy V(N Ay) =6y VA, 0 =Ava VO ={(xy): (xA(V a)yA(V a))€ by}
ieN ieN i€EN

Seja (x,y) € N (6y VA,). Entdo (x Aai,yAa;) € 6y para todo o i € N e, como 6y preserva
i€EN
supremos numeraveis, ( V (xAa;), V (y/\a,-)) € Oy. Logo, aplicando a lei distributiva de X, vem
icN i€EN

(x/\( V a,-),y/\( V a,-)) € Oy, isto é, (x,y) € Gy\/( N Aa;)-
iclN iEN ieN
Suponha-se, agora, que (x,y) € Oy \/( N Aa,)~ Entao, (x/\( V a,-),y/\ ( V a,-)) € 6y, o que
ieEN iEN iclN
implica que, para cada j € N, (xAaj,yAaj) = (xA ( V a,-) /\aj,y/\( V ai) Aaj) € 6y, uma vez que
ieN ielN

também (a;,a;) € By e Oy preserva infimos finitos. Assim, obtém-se que (x,y) € A,, V 6y, para todo

0 j € N, e consequentemente, (x,y) € () (A, V 6y) = N (6y VA,,). O
ieN ieN

Proposicio 3.6. Seja X um o-locale e Y € §(X).

1. A fungdo o :X/Gy — 8(X), definida por a([x]y) =Y No(x), preserva supremos numerdveis,
infimos finitos ndo vazios e ¢ injetiva. Em particular, preserva também a relacdo de ordem.

2. A fungdo u : 8(Y) — 8(X), definida por W(Z) = (Z)x, onde (Z)x é o sub-c-locale de X
associado a relagdo de equivaléncia 0z, := {(x,y) € X x X : ([x]y,[yly) € 8z}, preserva

supremos finitos, infimos ndo vazios e é injetiva. Para além disso,

() ={ze8(X): 2%y} =:v.

3. Seja @ a restri¢do do codominio de ot a OY ;= {Y No(x):x € X} C 8(X) e [ a restrigdo
do codominio de L a | Y. Entdo & é um isomorfismo de G-frames e [l é um isomorfismo de
co-frames.

Demonstragdo. 1. Antes de mais, comece-se por verificar que a fung@o o estd bem definida. Sejam
x,y € X, tais que (x,y) € 6y.

Se (a,b) € By V Ay = A,V By, entdo (a Ax,b Ax) € By. Mais: como (a,a), (x,y),(b,b) € 6y e 6y
preserva infimos finitos, também (a Ax,aAy), (b Ax,bAy) € By. Logo, pela simetria e transitividade
de 6y, (aAy,bAy) € By, ouseja, (a,b) € A,V 6y. Portanto, Oy VA, C 6y VA,.

Por outro lado, para (a,b) € A,V By, entdo (a Ay,bAy) € By e, visto (a,a), (x,y),(b,b) € Oy e Oy
preservar infimos finitos, também (a Ax,a Ay), (b Ax,bAy) € By. Consequentemente, pela simetria e
transitividade de 6y, (a Ax,b Ax) € By, isto &, (a,b) € A,V 6y. Portanto, Oy VA, C 6y VA,.

Assim, tem-se que By VA, = By V A, o que significa que Y Ao(x) =Y Ao(y).

Prove-se, agora, que ¢ preserva supremos numerdveis e infimos finitos ndo vazios. Sejam
a,b,x; € X, parai € N. Entdo, a([0]y) =Y Ao(0) =Y A0 =0,

OC( \/ [x,']y) = (X([ \/ X,‘]Y) :Y/\O( V X,‘) :Y/\( \/ O(X,')) = v (Y/\o(x,-)) = \/ a([xi]y),

ieN ieN ieN ieN ieN ieN

o(laly A[bly) = a([anbly) =Y No(aAb) =Y A(o(a) No(b)) = (Y No(a)) A(Y No(b)),
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o que equivale a dizer que o ([a]y A [b]y) = a([a]y) A o([b]y).

Por fim, mostre-se que @ € injetiva. Sejam [a]y, [b]y € X/Gy’ tais que o([aly) = a([b]y). En-
tdo Y Ao(a) =Y No(b), isto é, 6y VA, = Oy VA,. Como (a,1) € A, C Oy VA, =6y VA, e
(b,1) € Ay C 6y VA, = 6y VA, pela simetria e transitividade de 6y VA, e 6y V Ay, tem-se que
(a,b) € 6y VA, = Oy V Ap. Ora, mas (a,b) € 6y VA, implica que (a,bNa) = (aNa,bNa) € By
e (a,b) € 6y VA, implica que (a Ab,b) = (a ANb,b Ab) € By. Portanto, de novo pela simetria e
transitividade de Oy, vem (a,b) € Oy, o que significa que [a]y = [b]y. Logo, « € injetiva.

2. Comece-se por notar que, dado 6, ser uma congruéncia em Y = X/Qy, 8(z), € uma congruéncia
em X. Logo, i é uma fun¢do bem definida.

Prove-se agora que p preserva supremos finitos. Observe-se que p(0y) = (Oy)x, onde
Ooy)y = {(u,v) € X x X : ([u]y,[v]y) € 6p,}. Contudo, 6Op, = ley) = X/Gy X X/Qy. Logo,
B(0,)x =X x X = lgx) e, portanto, u(0y) = (Oy)x = Ox.

Para além disso, para A, B € §(Y), tem-se que u(AV B) = (AV B)x, onde (A V B)x ¢é representado
pela congruéncia

Q(AVB)X ={(u,v) € X xX : ([u]y,[vly) € Oave} = {(u,v) € X x X : ([u]y,[v]y) € 04N O}

= {(u,v) eXxX: ([u]y,[v]y) € GA}ﬂ{(u,v) eXxX: ([u}y, [V]y) S 93} = G(A)X ﬂG(B)X.

Assim, tem-se que 0(4p), = 0(4), N Op),, 0 que significa que U(AV B) = u(A) vV u(B).
Para mostrar que p é injetiva, considerem-se A,B € S§(Y), tais que u(A) = u(B). Entdo
(A)x = (B)x, isto é, 8a)x = O(8)c> 0 que, por defini¢do de 64y, e 6p),, implica que 64 = Op.

X X2

Logo, A = B e, portanto, u ¢ injetiva.

Verifique-se, em seguida, que u[S(Y)] ={Z € 8(X):ZC%Y} =: ] Y. SejaA € u[8(Y)]. Entdo
existe C € $(Y), tal que A = u(C), o que significa que (u,v) € 4 se e s6 se ([u]y,[v]y) € Oc. Quer-se
mostrar que A € | Y. Para tal, basta ver que A c3Y, ou seja, que By C 64. Seja (u,v) € Oy. Entdo
[uly = [v]y e, pela reflexividade de Oc, ([u]y,[v]y) € O¢c. Logo, é imediato que (u,v) € 64 e, portanto,
6y C 6,.

Por outro lado, seja B € | Y, isto é, seja B € §(X), tal que B C° Y. Quer-se mostrar que B € u[S(Y)].
Se BC3 Y, entdo By C 0p. Seja a = {([u]y,[V]y) : (u,v) € Bp}. Note-se que, se (u,i), (v,7) € 6y C g
e (u,v) € Op, entdo também (i1, V) € Og. Assim, a estd bem definido, tendo-se que ([u]y, [v]y) pertencer
a a ndo depende dos representantes de [u]y e [v]y.

Decorre de 05 ser uma relagdo de congruéncia em X que o ¢ uma relacdo de congruéncia em
X/gy. Para além disso, por defini¢do de «, ([u]y,[v]y) € a se e s6 se (u,v) € 6. Consequentemente,
denotando por D o sub-c-locale de X/Gy =Y representado por «, isso significa que u(D) = B.
Portanto, B € u[8(Y)], o que implica que também | Y C u[8(Y)].

Para terminar, mostre-se que U preserva infimos ndo vazios. Seja I um conjunto de indices
ndo vazio e considerem-se elementos A; € 8(Y), para i € I. Note-se que u( AA4;) = (AAi)y e
‘/\1 U(A;) = A (Ai)x sdo sub-c-locales associados, respetivamente, as congruéncliills “
4SS

icl

9(/\ie1Ai)X = {(u,v) eXxX: ([u]y,[v]y) S 9/\1_6114,.} = {(u,v) eEXxX: ([u]y,[v]y) S i\e/IQAi};
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Onicianx = V Oy = VA{(w,v) : ([uly, [V]y) € 04}

i€l i€l

Dado, paracadai €1, 64, C \/ 64, entdo 64, < 6 AjerAj)x Para todo o i € I e, consequentemente,
jel

V O S Operiy
Se (u V) € O(p,,A)y- i8to &, se ([uly,[v]y) € V Oa,, ([uly,[v]y) € obtido a partir de elementos
icl
de | 6y4,, tendo-se que, ou ([u]y,[v]y) € U 64,, ou ([u]y,[v]y) é obtido no fecho de |J 64, para a

icl icl icl
transitividade, infimos finitos e supremos numeraveis.

Caso ([u]y,[v]y) € U 6y;, entdo existe j € I, tal que ([uly, [v]y) € 04; € (u,v) € Oa ), C O, ()5

Caso ([u]y, [v]y) seJa um dos pontos obtidos no fecho de |J 04, para a transitividade, infimos finitos
iel

€ supremos numeraveis, seja J(u‘v) C U 64, o conjunto constituido pelos pontos de |J 64, envolvidos
' i€l i€l
(direta ou indiretamente) no processo de obtengdo de ([u]y,[v]y), a fim de o ponto pertencer a \/ 64..
iel

Escreva-se Jy,, ,) na forma J, ) = {([a,]y, [b;]y) € U 04, : j € J}, para algum conjunto de indices J.
Seja J(u,v) = {(a7b) € UIG(A,- ([aj]ya [b } ) € J(u v)}
1€

Repetindo, com os correspondentes pontos de J, ), 0s mesmos passos efetuados com os pontos
de J,,,) para obter ([u]y, [v]y), no final, obtém-se um par (x1,x2), tal que ([x1]y, [x2]y) = ([u]y, [V]y).
ou seja, tal que (x,u), (x2,v) € By.

Visto J,,,) estar contido em | 64, € V 64,), € V O(4,), ser fechado para a transitividade, infi-

icl icl icl
mos finitos e supremos numerdveis, tem-se que (x1,x2) € \/ 6(4,),. No entanto, também (x1,u), (x2,v) €
icl

V 64,)y> uma vez que u[§(Y)] C | Y implica que 6y C 9( 4,)x» bara qualquer i € I. Portanto, pela
iel
simetria e transitividade de \/ 4,), , obtém-se (u,v) € \/ O(4,), = = O, (A)x-

icl iel

3. Consequéncia de 1 e 2, aliado ao facto de ©OF ser um G-fmme, J} Y ser um co-frame e tanto &
como [ serem aplicacdes sobrejetivas que preservam o infimo do vazio. O

Consequentemente, pode concluir-se a transitividade dos sub-o-locales, tendo-se que, se Y é um
sub-o-locale de X e Z € um sub-c-locale de Y, entdo Z € um sub-o-locale de X.

3.2. Funcio imagem e funcio pré-imagem

Sejam X,Y o-locales e f: X — Y uma aplicacio o-locdlica. Recorde-se que f*:Y — X é um
homomorfismo de o-frames. Posto isto, considere-se a fungdo f* x f*:Y x Y — X x X definida

por (f* X f*)(y1,y2) = (f*(31), f*(32))-

Proposicio 3.7. Seja f: X — Y uma aplicacdo o-locdlica. Entdo (f* x f*)~1(8) CY x Y é uma

congruéncia em Y, para toda a congruéncia 6 em X.

Considere-se a fungdo f[—]: 8(X) — 8(Y), onde f[S] é representado pela relacdo de congruéncia
(f* x f*)~1(6s), para todo o S € §(X). Pela proposigdo anterior, f[—] estd bem definida.

Definicao 3.8. Seja f: X — Y uma aplicago c-locdlica e S um sub-o-locale de X. Ao sub-c-locale
f18] € 8(Y), representado pela congruéncia (f* x f*)~!(8s), chama-se imagem de S pela aplicacio
o-localica f, ou simplesmente, imagem de S por f.
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Para além disso, sejam S,T sub-G-locales de X, tais que T C8 S, isto é, 65 C 67. Entdo
(f* x f)71(8s) C (f* x f*)71(67), o que significa que f[T] C° f[S]. Logo, f[—] é uma aplica-
¢do mondétona entre S(X) e S(Y).

Pela Proposi¢do 11.3.4, X € isomorfo a o[X] e Y é isomorfo a o[Y]. Assim, pode ver-se f*:Y — X
como uma aplicagdo f* : o[Y] — o[X] que, a cada aberto o(y), paray € Y, faz corresponder o aberto
o(f*(y)). Mostrar-se-d que é possivel estender f* : 0o[Y] — 0[X| a um homomorfismo de co-frames

fo1[=]:8(Y) — 8(X).

Considere-se a fung¢do f_;[—]: 8(Y) — 8(X), onde, para cada S € 8(Y), f_[S] é representado
pela congruéncia ((f* x f*)(6s)), ou seja, pela menor congruéncia que contém {(f*(u), f*(v)) :
(u,v) € 6s}. E evidente que f_;[—] estd bem definida.

Defini¢do 3.9. Seja f : X — Y uma aplicacdo o-locédlicae S € 8(Y). Ao sub-c-locale f_,[S] € §(X),
representado pela congruéncia ((f* x f*)(6s)), chama-se imagem inversa de S pela aplicacio
o-localica f, ou, simplesmente, imagem inversa de S por f.

Sejam S,T € §(Y), tais que S C¥ T, isto &, 67 C 65. Entdo, (f* x f*)(0r) C (f* x f*)(6s) e
consequentemente, {(f* x f*)(0r)) C ((f* x f*)(6s)). Portanto, f_[S] C% f_1[T], o que mostra que
f-1[—] também é monétona.

Uma vez que f|—] e f-i[—] sdo aplicagdes mondtonas e que, para quaisquer S € S(X) e T € 8(Y),

FIS| ST 0r C(f x f*) 1 (05) & (f* x £)(6r) C 65

& ((f < f)(0r)) € 65 = S C° f4[T],
obtém-se que f[—], f—i[—] formam uma adjun¢do de Galois, tendo-se o resultado que se segue.

Proposicio 3.10. Seja f: X — Y uma aplicacdo o-locdlica. Entdo f|—|, f-1|—] formam uma
adjungdo de Galois, onde f[—| é o adjunto de Galois a esquerda e f_1[—] é o adjunto de Galois a

direita. Consequentemente, f|—| preserva supremos arbitrdrios e f_ preserva infimos arbitrdrios.
Proposicao 3.11. Seja f: X — Y uma aplicacdo o-locdlica e a,b,y €Y.

1. falo(y)] =o(f*(y));

2. fale@)] = ()

3. foi(o(a)Ve(d)) = f-1(o(a))V f-1(c(b)), sempre que a < b.
Demonstragdo. 1. Quer-se mostrar que f—1[o(y)] = o(f*(y)), ou seja, que ((f* X f*)(Ay)) = Ap(y)-

Seja (i1,7) € (f* x f*)(A,). Entdo existe (u,v) € Ay, tal que (i,v) = (f*(u), f*(v)), e, como
(u,v) € Ay significaque u Ay =vAy, vem f*(uAy) = f*(vAy). Contudo, dado f* preservar infimos
finitos, isso implica que f*(u) A f*(y) = f*(v) A f*(v), isto &, (&, V) = (f*(u), f*(v)) € As+(y). Logo,

(f* < f*)(Ay) € Afe(y), de onde decorre que ((f* X f*)(Ay)) S Ape(y).
Recordando que Az, = p(f*(y), 1), para provar que A,y C ((f* x f*)(A,)), basta verificar

aue (P01, 1) € {(F* x £)(&)). No entanto, notando que (+ (5. 1) = (£, f~(1) e (1) € &,
¢ imediato que (£(y),1) € ((f* x f*)(A))).
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2. Quer-se agora provar que f—1[c(y)] = c(f*(y)), ou seja, que ((f* x f*)(Vy)) =V (y).

Seja (i,v) € (f* x f*)(Vy). Entdo existe (u,v) € V,, tal que (i,v) = (f*(u), f*(v)). Como
(u,v) € V, significa que u\Vy = vV y e atendendo a que f* também preserva supremos numeraveis,
vem f*(u) V f*(3) = f*(uVy) = £*(vV3) = F*(5)V £ (3), 0 que implica que (£*(u), £*(v)) € V 1.
Logo, (f* x f*)(Vy) € V.(y) €, consequentemente, ((f* x f*)(Vy)) C Vg (y).

Recordando que V() = p(0, f*(y)), basta verificar que (0, f*(y)) € ((f* x f*)(Vy)), para se
obter que V() C ((f* x f*)(Vy)). Todavia, uma vez que (0,y) € Vy e (0, f*(y)) = (f*(0), (),
& imediato que (0, /(1) € (£ x £*)(Vy) C ((f* x £)(Vy).

3. Pela monotonia de f_;, vem facilmente que f_;(o(a))V f-1(c(b)) C f-1(o(a) V c(b)). Falta
ver que f_1(o(a)Ve(b)) C foi(o(a))V f-i(c(b)), ou seja, que

(> ) Aan V) 2 ((f7 X ) (Ba)) U X f) Vo)) = D) NV o)

onde a ultima igualdade resulta das alineas 1 e 2.

Se a < b, dado f* ser monétona, f*(a) < f*(b); logo, pela Proposigao 11.2.2, Ay NV () =
p(f*(a),f*(D)) e, portanto, basta verificar que (f*(a), f*(b)) € ((f* x f*)(AaNV})), para demons-
trar o pretendido. Mas (a,b) € A,NV,, uma vez que a < b, de novo pela Proposi¢do I1.2.2; assim, é
imediato que (f*(a), /(b)) € (f* X £*)(Aa1V3) € {(F* X F*)(BaN1V)). 0

Proposicio 3.12. Seja f: X — Y uma aplicacdo o-locdlica. Entdo f_,|—| preserva supremos
finitos, isto é, f_1[0] = O e, para quaisquer S,T € 8(Y), f_1[SVT] = f_1[S]V fo1[T].

Demonstragdo. Antes de mais, observe-se que f_1[0] = f_1(0(0)) = o(f*(0)) = 0(0) = 0.

Considerem-se, agora, S,T € 8(Y). Pretende-se mostrar que f_{[SV T] = f_1[S]V f_1[T], isto &,
que (£ % £*)(Bs0107)) = ((* x £*)(85)) N ((f* % £*)(6r)).

Por um lado, como f_; é monétona e S CS SV T, T C3 SV T, entdo f-1[8] C fou[SVv T,
f=1[T] C fo1[SVT] e, portanto, f_1[S]V f_1[T] C f1[SVT].

Falta ver que f_1[SVT] C f_1[S]V f_1[T]. Atendendo a que, pela Proposicdo I1.3.2, qualquer
W € 8§(Y) se pode escrever na forma W = A{o(x) Ve(y) : (x,y) € Ow,x <y}, note-se que, por f_[—]
preservar infimos arbitrdrios e pela Proposi¢ao 11.3.11, ndo sé

SalSVTI= o [Mo(x) Vely) : (x,y) € 6sN6r,x <y}]

= N{/=1lo(x) Ve)]: (x,y) € 6sNOr,x <y}
=Mo(f*(x)) Ve(f () : (x,y) € OsNOr,x <y},
como também,
F-SIVFa[T) = fo [ No(a) Ve(b) : (a,b) € 05,a < b}V f-1[ A{o(c)Ve(d) : (c,d) € Or,c < d}]
= (/\{f_l[o(a) Ve(b)]: (a,b) € Bs,a < b}) vV (/\{f_l[o(c) Ve(d)]: (e,d) € Or,c < d})
= N{foi[o(a) Ve(D)]V foifo(c) Ve(d)] : (a,b) € Bs,a < b,(c,d) € Or,c <d},

= No(f (@) Ve(f (b)) Vo(f(c))Ve(f (d)): (a,b) € Os,a<b,(c,d) € Or,c <d}
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=No(f*(ave))Ve(f (bAd)): (a,b) € 6s,a<b,(c,d) € Or,c <d}.
Mostrar a inclusdo pretendida equivale a mostrar que
VAAf(ave) VY fppa) - (@,D) € Bs,a < b, (c,d) € Or,c <d} CV{Ap )NV ey 1 (x,y) € 05N O, x <y}

Para tais a,b,c,d €Y, sejax=aVcey= (bVc)A(aVd). Observe-se que f*(aVc)= f*(x),
fA(bAd) < f*(y),poisy= (bVec)A(aVvd)= (bAa)V(cNa)V (bAd)V (cAd),ex <y, uma vez
que,comoa <bec<d,entdoaVc<bVceaVc<aVd.Paraalém disso, (x,y) € 65N O, visto
que, por (c,c),(aVd,aVvd) € 6s, (a,a),(bVc,bVc) € Or e Bs, Or preservarem supremos e infimos
finitos,

(a,b) € s = (aVe,bVe) € Bs= (x,y)=((aVc)A(avd),(bVe)A(aVvd)) € 6s,
(c,d)€0r=(aVc,avd) € 0r = (x,y)=((aVc)N(bVec),(bVec)A(aVvd)) € Or.
Consequentemente, dado que (x,y) € 65N 607 e x <y, obtém-se que
Af*(x) ﬂVf*(y) - \/{Af*(x) ﬂVf*(y) :(x,y) € 65N Or,x < y}.

Contudo,
Api) NV () = Bprave) OV v ona)) = Brs(ave) N (V) V V ponay)

= (A (ave) NV () V (Ape(ave) NV p(ona))
o que implica que Ag(gve) N Vs pra) S Aps(x) N Vpe(y). Portanto, para todo o a,b,c,d € Y nas

condicdes descritas,

Af*(a\/c) N Vf*(b/\d) - \/{Af*(x) N Vf*(y) (x,y) € BsNOr,x < y},
o que conduz a inclusdo que se pretendia demonstrar. O
Desta maneira, provou-se o seguinte resultado.

Proposicio 3.13. Seja f: X — Y uma aplicagdo oc-locdlica. A aplicagdo f_i|—] é um homo-
morfismo de co-frames, isto é, é uma aplicacdo entre co-frames que preserva infimos arbitrdrios e
supremos finitos.

Por fim, verifique-se que f_;[—] é o inico homomorfismo de co-frames que estende f*:Y — X.

Proposicao 3.14. Sejam X e Y o-locales e f: X — Y uma aplicacdo c-locdlica. Entdo a fun¢do
f-1[=] : 8(Y) — 8(X) € a tinica que preserva infimos arbitrdrios, supremos finitos e que ainda
verifica f_1[o(y)] = o(f*(y)), paratodooy €Y.

Demonstragdo. Pela Proposigdo 11.3.11 e 11.3.13, f_;[—] é um homomorfismo de co-frames, tal que

f-1lo)] =o(f*(y)), paratodo o y € Y. Mais: f_;[—] verifica ainda f_[c(y)] = ¢(f*(y)), para todo
oyeY.
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Suponha-se que, para além de f_;[—], existe um homomorfismo de co-frames h[—| de 8(Y') para
8(X), tal que hlo(y)] = o(f*(y)), para todo o y € Y. Entdo, também k[c(y)] = ¢(f*(y)). De facto,
como h[—] é um homomorfismo de co-frames, hjo(y) Ac(y)] = h[0] e h[o(y) V c(y)] = h[1], tem-se que
Ho()] ARle(y)] = 0 ¢ ho(y)] V hle(»)] = 1, ou seja, le(y)] € 0 complemento de hlo(y)] = o(£*(»)),
o que, pela unicidade do complemento, implica que %[c(y)] = c(f*(y)).

Recordando que, pela Proposicéo I11.3.2, Z = A{o(a) V¢(b) : (a,b) € 6z,a < b}, para qualquer
sub-o-locale Z de Y, vem

FlZ] = fa [ Mola) V() : (a,b) € 0z.a < bY] = Mf-1[o(@)]V Fi[e(B)] : (@) € 67, < b}
= Mo(f*(@) Ve(f*(5)) : (a,b) € 6z, < b} = A{hlo(a)] V hle(b)] : (a,b) € O7,a < b)

=h[A\{o(a)Vc(b): (a,b) € 67,a < b}| =h[Z],

dado que f_[—] e h[—] preservam supremos finitos e infimos arbitrarios.
Conclui-se, assim, que f_[—] = h[—]; logo, f—1[—] é o tinico homomorfismo de co-frames que
satisfaz f_i[o(y)] = o(f*(y)), paratodooy € Y. O

4. Propriedades de separacao

Interessa analisar também algumas propriedades de separacdo associadas a 6-locales, uma vez
que serd sob uma condi¢do de separacdo moderada que, no Capitulo IV, se construird uma medida no
co-frame dos sub-c-locales.

Considere-se Ny (Y) = {a € X : Y C3 0(a)}, onde Y é um sub-c-locale de um o-locale X. Nx (Y)
€ um filtro em X ao qual se chamar4 filtro da vizinhanca de abertos de Y e, quando ndo houver
ambiguidade, denotar-se-4 apenas por N(Y). E evidente que, para todo o a € X, a € N(o(a)).

Defini¢do 4.1. Seja X um o-locale e Y € 8(X). Escrever-se-a Y° para denotar o sub-c-locale

ZEN(Y)

Se Y =Y°, o sub-o-locale Y diz-se ajustado. Quando todo o sub-c-locale de X é ajustado, X diz-se
um o-locale adequado.

Mas quando é que um 6-locale X é adequado?

Lema 4.2. Seja X um c-locale e I um conjunto de indices arbitrdrio. Sejam ainda S,T,S; € 8(X),
parai € l. Entdo

1. §C858°
2. SCST = §° C8 T°;
3 (SVT)°=8°VTe;

4. (NS) 5 ASE.

icl icl
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Proposicao 4.3. Seja X um c-locale. Sdo equivalentes:
1. X é um o-locale adequado.
2. Todo o sub-c-locale fechado de X é ajustado.

Demonstracdo. Seja X um o-locale adequado. Entdo todos os seus sub-G-locales sao ajustados e,
em particular, todos os seus sub-c-locales fechados sdo ajustados.

Suponha-se agora que todo o sub-c-locale fechado de X é ajustado, ou seja, que (c(x))° = ¢(x),
paratodo o x € X. Seja Y € §(X). Uma vez que, pela Proposic¢do I1.3.2, se pode escrever Y na forma
Y = N{o(a)Vc(b) : (a,b) € 6y,a < b} e notando que, por x € N(o(x)) e o(x) C° o(z) para todo o
z€ N(o(x)), (o(x))° = o(x), aplicando o Lema I1.4.2, vem

y cdye = (A{o(a)Ve(b): (a,b) € by,a < b})" 8 M (o(a) V(b)) : (a,b) € Oy,a < b}
= N{(o(a))°V (c(b))°: (a,b) € By,a < b} = N{o(a)Vc(D): (a,b) € Oy,a<b} =Y.
Ou seja, Y C3Y° C¥Y, o que implica que Y = Y°. Portanto, X é um c-locale adequado. O

Por fim, atendendo a, dado um o-locale X, se dizer que X é de dimensao zero se X tiver uma
base de elementos complementados; e que X € regular se todo o elemento b € X se puder escrever
como um supremo numeravel de elementos do conjunto

ob):={acX:a=<b},

onde a < b se e sO se existe d € X tal que aANd =0x e dV b = 1y, pode verificar-se que X ser de
dimensao zero ou regular implica que X € adequado.

Lema 4.4. Seja X um o-locale. Para quaisquer elementos a,b € X:

1. a € X é complementado se e sé se o(a) for um sub-c-locale fechado, sendo, nesse caso,
o(a) = c(a®).
2. a < bse e sé se existe d € X tal que o(a) C8 c(d) C° o(b).
Proposicao 4.5. 1. Todo o c-locale de dimensdo zero é um &-locale adequado.

2. Todo o c-locale regular é um c-locale adequado.

Demonstracdo. 1. Seja X um o-locale de dimensdo zero e considere-se uma base B em X de
elementos complementados. Entao, para todo o x € X, existe A, C B numeréavel, tal que x = \/A,, e

e(x) =c(VA) = A cl@)= A ola),

acAy acAy

resultando a dltima igualdade do Lema I1.4.4. Posto isto, também € fécil verificar que, para todo o
a € Ay, a“ € N(c(x)) e, consequentemente,

(cx)°= A 0@ A ofa)=c(x).

z€N(c(x)) acAy
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Assim, dado, pelo Lema I1.4.2, também c(x) C® (¢(x))°, conclui-se que (c(x))° = ¢(x), obtendo-se
que todos os sub-o-locales fechados de X sdo ajustados, o que, pela Proposi¢do 11.4.3, equivale a
dizer que X é um o-locale adequado.

2. Seja X um o-locale regular. Entdo, para todo o x € X, existe um subconjunto A, C & (x)
numeravel, tal que x = \/A,. Note-se que, de novo pelo Lema I1.4.4, para qualquer a € o(x),
existe d, € X, tal que o(a) C° ¢(d,) C® o(x). Logo, c(x) C% o(d,) C° c(a), o que implica que
{d, :a € Ac} CN(c(x)). Consequentemente,

(c@)’= A 0@ A olda) S A cla)=c(VA) = c(x) € (c(x))°,

z€N(c(x)) acAy acA,

de onde se obtém que (c(x))° = ¢(x). Deste modo, verificou-se que todo o sub-c-locale fechado de X
¢ ajustado, ou seja, que X € um o-locale adequado. O

5. Locales e o-locales

Tal como j4 foi referido anteriormente, por razdes técnicas, os resultados a ser apresentados no
Capitulo IV estdo desenvolvidos para sub-o-locales. No entanto, em contextos praticos, o objetivo é
aplica-los, principalmente, a locales. Assim sendo, quando € que a teoria dos o-locales se reduz a
teoria dos locales, para se poder aplicar esta tltima ao trabalhar com o-locales?

Na Proposi¢do 1.1.8, provou-se que, se um reticulado sup-o-completo X for fortemente de
Lindeldf, entdo X é um reticulado completo. Sob esta condi¢ao, pode ainda verificar-se que muitos
conceitos da teoria de o-locales coincidirdo com os seus correspondentes da teoria dos locales, entre
eles, as defini¢des de ¢-locale e aplicagdo o-locélica.

Proposicao 5.1. 1. Todo o c-locale fortemente de Lindeldf é um locale.
2. Toda a aplicacdo o-locdlica entre 6-locales fortemente de Lindeldf é uma aplicacdo locdlica.

Demonstracdo. 1. Seja X um o-locale fortemente de Lindelof. Entdo, pela Proposicdo 1.1.8, X é um
reticulado completo e, consequentemente, para provar que X é um locale, basta verificar que satisfaz
a lei distributiva da Defini¢do 1.2.1.

Seja A um subconjunto arbitrario de X. Dado X ser fortemente de Lindelof, existe Z C A
numeréavel, tal que a < \/Z, paratodooa € A, e \/A =\/Z. Assim, para qualquer b € X, pela lei
distributiva do o-locale X,

(Va)rb=(Vz)Ab=V (zAb)= V (anb),

acA €Z Z€Z acA

onde a ultima igualdade resulta de se provar ndo sé que, paratodooa € A, aAb < ( V a) ANb=
V (zAb), como também que, para qualquer d € X, tal que a Ab < d paratodo o a € A, etrlrelf;:)articular,
ZZE/{ b < d paratodo o z € Z e, consequentemente, \/ (zAD) <d.

2. Seja f : X — Y uma aplicagdo G—IOCélicZ:Zentre o-locales fortemente de Lindelof. Entao

f* preserva infimos finitos e supremos numeraveis. Mostre-se que f* também preserva supremos
arbitrarios.
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Seja A um subconjunto arbitrario de Y. Como Y € fortemente de Lindeldf, existe Z C A numerdavel,
tal que a < \/Z, para todo o a € A. Para além disso, também \/ A = \/ Z; assim, e recordando que f*
preserva supremos numeraveis, vem

ff(Va)=f(Vz)=V @)=V fla),

acA €Z €Z acA

resultando a dltima igualdade ndo s6 de f*(a) < f*( \V a) = V f*(z), para todo 0 a € A, como
acA 2€Z

também de, para qualquer d € X, tal que f*(a) < d paratodo o a € A, em particular, f*(z) < d para

todo o z € Z e, consequentemente, \/ f*(z) <d.
€2

Logo, f* preserva infimos finitos e supremos arbitrarios e f € uma aplicagao localica. O

Sendo X um o-locale fortemente de Lindelof, X serd, entdo, um locale, e recordando que,
alternativamente, os sublocales de X podem ser representados por relacdes de congruéncia no locale
X, também o co-frame dos sub-G-locales de X coincidird com o co-frame dos sublocales de X .

Proposicao 5.2. Seja X um c-locale fortemente de Lindelof. Entdo os sub-c-locales do G-locale X
sdo exatamente os sublocales do locale X. Em particular, S é um sub-c-locale de X se e so se S é um
sublocale de X.

Demonstracdo. Como X ser um o-locale fortemente de Lindelof implica que X é um locale, faz
sentido falar-se em sublocales de X. Quer-se mostrar que os sub-c-locales de X sdo exatamente 0s
sublocales de X. Para tal, mostrar-se-4 que S é um sub-o-locale de X se e s6 se S € um sublocale de
X, ou seja, que Bs € uma congruéncia no o-locale X (excepcionalmente, designar-se-4 a mesma por
o-congruéncia, ao longo desta demonstrac@o) se e s6 se Os é uma relacdo de congruéncia no locale X.

Se 05 for uma congruéncia em X, é evidente que, em particular, serd uma o-congruéncia em
X. Suponha-se, agora, que 65 é uma o-congruéncia em X. Dado Os preservar, por defini¢cdo de
o-congruéncia, infimos finitos, falta verificar que também preserva supremos arbitrarios.

Seja I um conjunto de indices arbitrario e considerem-se elementos (a;,b;) € s, para i € I. Visto
que X ¢é fortemente de Lindelof, para {a; :i € I} e {b; : i € I}, existem, respetivamente, J; C [ e

Jo» C I numeraveis, tais que, paratodooi €1, a; < \/J ajeb; < \/J bj. Mais: tem-se ainda que
JEJ1 JE€J2

Vai= \ aje\/ bij=\ bj. SejaJ =J;UJ,. Como J; e J, sdo numerdveis, J é numerdvel. Para

i€l JEN i€l Jjeh

além disso, dado que J;,J» CJeJ C I, tem-se que

Vaj<Vaj<Vaj=Vaje Vb;<\Vbj<Vbj= Vb,
JEN jeJ jel JEN jeh jeJ Jjel jeh

Logo, VV aj= \ aj, \/ bj=\/ bj e, portanto, (\/ a;, \/ b;) = (\ aj, \ bj) € O, uma vez que 6

jed jer " jed jel iel el jel " jed
preserva supremos numerdveis e J € um conjunto numerdvel. O

Por dltimo, relativamente as propriedades de separacgdo, atendendo a que, sob a condi¢do de X
ser fortemente de Lindelof, para qualquer a € X, a congruéncia A, no o-locale X é uma congruéncia
no locale X e que, nos dois casos, ela representa, respetivamente, um sub-o-locale aberto e um
sublocale aberto, conclui-se que o conjunto dos sub-c-locales abertos de X coincide com o conjunto
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dos sublocales abertos de X e, consequentemente, X ser um o-locale adequado fortemente de Lindelof
serd equivalente a X ser um locale adequado.

Proposicao 5.3. Seja X um c-locale fortemente de Lindelof. Entdo X é um o-locale adequado se e

56 se X é um locale adequado.

Demonstragdo. Antes de mais, observe-se que, se X é um o-locale fortemente de Lindeldf, os sub-o-
locales de X sdo precisamente os sublocales de X e, em particular, os sub-G-locales abertos de X sao
precisamente os sublocales abertos de X.

Seja X um o-locale adequado. Entdo todo o sub-c-locale Y de X pode escrever-se na forma

Y= A o0(z),0que significa que todo o sublocale de X se pode escrever como uma interse¢éo de
ZEN(Y)
sublocales abertos. Logo, pela Proposicdo 1.2.9, X é um locale adequado.
Suponha-se, agora, que X é um locale adequado. Entdo, para qualquer sublocale Y de X, existe
BC X, talqueY = A o(x) e, consequentemente, como B C N(Y), vem
XEB

YCY°= A o(z)C Aox)=Y.

Assim, obtém-se que Y = Y °, para todo o sub-c-locale Y de X e, portanto, X é um o-locale adequado.
O

Para além disso, também as condi¢des suficientes, estudadas anteriormente, para X ser um
o-locale adequado serdo equivalentes as suas correspondentes na teoria dos locales.

Proposicao 5.4. Seja X um c-locale fortemente de Lindelof.
1. X é um o-locale de dimensdo zero se e s6 se X é um locale de dimensdo zero;
2. X é um o-locale regular se e s6 se X é um locale regular.

Demonstragdo. 1. Por um lado, se X for um o-locale de dimensao zero, é evidente que X é um
locale de dimensdo zero: pois a base de elementos complementados no o-locale X serd uma base de
elementos complementados no locale X.

Por outro lado, suponha-se que X € um locale de dimensdo zero. Seja B uma base de elementos
complementados em X. Para todo o x € X, existe A, C B, tal que x = \/A,. Para além disso, como
X é fortemente de Lindelof, para cada x € X, existe B, C A, numeravel, tal que a < \/B,, para
todooa€A,, ex=\VA, =V By Assim, e como B, C B, obtém-se que todo o elemento x € X se
pode escrever como um supremo numeravel de elementos de B, o que implica que B é uma base de
elementos complementados no c-locale X, ou seja, X é um c-locale de dimensao zero.

2. Por defini¢do de o-locale regular e de locale regular, € imediato que se X for um o-locale
regular, entdo X serd um locale regular.

Seja X € um locale regular. Para todo o x € X, existe A, C o(x), tal que x = \/ A,. Para além disso,
dado X ser fortemente de Lindelof, para cada x € X, existe B, C A, numeravel, tal que a < \/ By, para
todo o a € Ay, e x =\/ A, =/ B;. Logo, visto que B, C o (x), todo o elemento x € X pode escrever-se
como um supremo numerdvel de elementos de o(x), o que implica que X € um o-locale regular. [



34 II. o-Frames e c-locales

Mas, na prética, e para concluir este capitulo, a partir de um locale X, como se pode averiguar se
X é um o-locale fortemente de Lindeldf, para se poder deixar de lado o prefixo ‘c’?

Proposicao 5.5. Todo o locale com uma base numerdvel é um c-locale fortemente de Lindelof.

Demonstracdo. Seja X um locale com uma base numeravel. Entdo X é um o-locale, em consequéncia
de X ser locale, e por X ser um locale com uma base numeravel, também X, como o-locale, terd uma
base numeravel (pois qualquer supremo que envolva elementos da base, terd, necessariamente, de
ser um supremo numerdvel). Logo, pela Proposicao 1.1.9, segue que X € um o-locale fortemente de
Lindelof. O



Capitulo III

Uma equivaléncia categorial envolvendo
0S espacos mensuraveis

Neste capitulo, pretende-se mostrar que existe uma adjuncdo entre a categoria dos espagos
mensurdveis e aplicagdes mensurdveis e a categoria dos ¢-locales booleanos e aplicacdes o-locdlicas,
que conduz a uma equivaléncia de categorias entre a subcategoria plena dos espacos mensurdveis
sébrios e a subcategoria plena dos o-locales booleanos espaciais. As demonstracdes omitidas ao

longo deste capitulo podem ser encontradas em [1].

1. As categorias Mens e Bo-Loc
Defini¢do 1.1. Seja X um conjunto. Considere-se ainda o conjunto das partes de X, P(X).

1. Designa-se por c-algebra em X, uma familia A C P(X) que satisfaga: 0,X € A; para todo o
A€ A, A =X —A € A, e, para qualquer familia {A; }ren C A, também |J Ay € A.
keN
2. O conjunto X, munido com uma o-dlgebra A, diz-se um espaco mensuravel, denotando-se
por (X, A), ou, simplesmente, X, quando ndo houver ambiguidade relativamente a 6-dlgebra
considerada. Os elementos da o-dlgebra A designam-se por conjuntos A-mensuraveis.

Caso X = 0, a tinica o-dlgebraem X é {0}, o que conduz ao espago mensuravel (0,{0}).

Defini¢do 1.2. Uma aplicagdo f : (X,Ax) — (¥, Ay) entre espacos mensurdveis ¢ uma funcio
(Ax,Ay)-mensuravel, ou, simplesmente, mensuravel, se f~!(B) € Ay, paratodo o B € Ay.

Os conjuntos mensuraveis e aplicagcdes mensurdveis, com a lei de composicao usual de aplicagdes,
formam a categoria dos espagos mensuraveis, que serd denotada por Mens.

Seja A uma o-dlgebra associada a algum conjunto néio vazio X. Munida com a relagio de ordem
induzida por P(X), A é uma élgebra de Boole sup-c-completa, onde os infimos finitos serdo dados
pelas intersecdes finitas e os supremos numerdveis pelas reunides numerdveis. Como também verifica
a lei distributiva da Defini¢do 11.1.1, obtém-se que A é, mais especificamente, um G-frame booleano,
isto é, um o-frame, cujo reticulado sup-o-completo associado tem estrutura de dlgebra de Boole.

35
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Atendendo a que os homomorfismos de o-frames entre o-frames booleanos preservam com-
plementos, tem-se que os O-frames booleanos e os homomorfismos entre eles constituem uma
subcategoria plena de o-Frm, que se denotard por Bo-Frm. A categoria dual de Bo-Frm, Bo-Loc,
corresponderd a subcategoria plena de o-Loc dos 6-locales booleanos e aplicagdes o-locélicas.

2. Descrevendo a adjuncao

Pretende-se construir uma adjun¢do entre as categorias Mens e Bo-Loc. Para tal, comece-se por
definir os functores envolvidos na adjuncao.

Seja B(X,Ax) = Ay, para todo o espaco mensuravel (X, Ay) e, para toda a aplicacdo mensurdvel
f:(X,Ax) — (Y, Ay), seja Bf a aplicaciio o-locilica de Ay para Ay, onde (Bf)* = f~!. Uma vez
que (Bidy)* = id}, e (B(gof))* = (gof) = fog™" = (Bf) o(Bg)* (em Bo-Frm), tem-se
que B : Mens — Bo-Loc é um functor de Mens para Bo-Loc.

Seja X(L) o conjunto de todos os pontos de um 6-locale L. Defina-se Ay ) = {Z(a) :a € L},
onde ¥y (a) = {oe € (L) : a(a) = 1}, para a € L. Para todo o 6-locale booleano L, Ay;) € uma
o-dlgebraem X(L).

Mais: dada uma aplicagdo o-locélica i : L — M entre G-locales booleanos, considere-se a
aplicacdo Xh : £(L) — L(M) definida por Xh(a) = o h*, para cada o € X(L), caso X(L) # 0,
ou por ser a Unica aplicacdo que existe de @ para £(M), caso (L) = 0. Atendendo a defini¢do de
ponto, € evidente que XA estd bem definida. Para além disso, também se tem que XA é uma aplicagdo
mensurdvel. Com efeito, seja B € Ay(y). Se (L) = 0, como Ay(y = {0} e (Zh)~1[B] = 0, obtém-se
imediatamente o pretendido. Se (L) # 0, seja b € M, tal que B =Xy (b) ={a € Z(M) : a(b) = 1}.
Entao

(h) ' [B]={a € X(L): (Zh)(a) € B} = {a € X(L) : o h*(b) = 1} = X (h* (b)) € As(r)-

Deste modo, uma vez que ndo s6 Xidx = idsy, como também X(fog) =EfoXg, pois (0,{0}) & objeto
inicial de Mens e X(fog)(a) = o (fog)* =aogtof* =Lf(Zg(a)) = (XfoXg)(a), obtém-se
que X :Bo-Loc—Mens é um functor de Bo-Loc para Mens.

O objetivo desta seccdo é mostrar que o functor B € adjunto esquerdo de X.

Proposicao 2.1. Considere-se um o-locale L.

1. Existe uma correspondéncia bijetiva entre os pontos de L e os filtros o-primos de L, que a cada
ponto a de L faz corresponder o filtro 6-primo Fy, = a~'(1) e a cada filtro 6-primo F faz
corresponder o ponto oy de L dado por op(u) =1 se e sé seu € F;

2. Se L for um o-locale booleano, entdo os filtros o-primos em L sdo precisamente os ultrafiltros

em L que sdo fechados para infimos numerdveis;

3. Seja (X, Ax) um espaco mensurdvel e considere-se o caso em que L = Ax. Entdo, identificando
P com {0,1} C [0,0], u é uma medida ndo nula em L com valores em {0,1} se e s se existe
um ponto o no 6-locale Ay, definido por a(U) = u(U), para U € Ay, tal que L =io a, onde
i é a aplicacdo inclusdo de {0,1} em [0, 00].
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Dado um espago mensuravel (X,Ay), defina-se a aplicacdo ny : (X,Ax) — XBX, onde
Nx = idg p)) se X =0 e, caso X # 0, para cada x € X, nx(x) : Ax — P € o homomorfismo
de o-frames definido por Ny (x)(U) =1 se e s6 se x € U, para U € Ayx. A aplicacdo ny é uma
aplicacdo mensurdvel. De facto, seja A € Aypy, isto é,sejaAd =Xy, (U) ={a € Z(Ax) : a(U) =1},
para algum U € Ay. Entdo

M (4) = g (Eay (U)) = {x € X ik (x) € T (U)} = fxr € X qy()(U) = 1} = U € Ay.

Proposi¢ao 2.2. A familia ) = (Nx)xcob(Mens) € wma transformagdo natural de 1pens para Lo B.

Demonstracdo. Seja f: (X, Ax) — (Y, Ay) uma aplicagdo mensurdvel. Se X = 0, dado (0,{0}) ser
objeto inicial de Mens, é evidente que (2o B)fony =Ny o f. Se X # 0, para cada x € X,

(ZoB)(f)(nx (x)) = (E(Bf)(Mx(x)) = nx(x) o (Bf)* = mx(x) o f ' =y (f()),

visto que, para todoo U € Ay,

(x@)) (W) =1exe fI(U)e f() eUsmy(fx)(U)=1.

Logo, (£0B)fonx = ny o f para toda a aplicagdo mensurdvel f e, portanto, (1x)xeop(mens) €
uma transformagao natural. O

Dado um 6-locale booleano L, considere-se a aplica¢do & : L — BEL, onde &,(a) = X.(a).
Atendendo a BEL = {¥;(a) : a € L}, é evidente que & estd bem definida. Para além disso, &, é
também um homomorfismo de 6-frames. Com efeito, seja (a;);cn uma sucessdo de elementos em L.
Recordando que o € (L) tem valores em {0,1},

ela Aax) =Zp(ar Aan) = {a € X(L) : aa; Aan) = 1} = {a € Z(L) : at(ar) A ot(an) = 1}

—{aeX(L): a(a) =1} n{a e X(L): afar) =1} =1 (a1) NZy(an) = &1 (ar) N ex(an)

(&

er(Va)={aeX(L):a(Va)=1}={aci(l): V a(a)=1}=U{acX(L): a(a;)=1}.

ieN ieN ieN ieN

Logo, &, ¢ um homomorfismo de o-frames.
Denote-se por o : BXL — L a aplicacdo o-locédlica representada pelo homomorfismo de
o-frames €, isto €, a aplicacdo o-locdlica que verifica o] = &;.

Proposi¢ao 2.3. A familia 6 = (OL)Lcob(Bo-Loc) € Uma transformagdo natural de B oX para 1ps_poc-

Demonstragdo. Seja f: L — M uma aplica¢do o-locélica entre 6-locales booleanos. Para qualquer
x € M, atendendo as defini¢des de B e gy,

(BoE)(f) 0ew)(x) = (B(ZF))" (en(x)) = (2F) ' (Zu(x)) = {@ € 2(L) : Lf(01) € E ()}
—{@ (L) aof* € Ty(x)} = {@ € (L) : a(f*(x) = 1} = E4(f* () = (£ (x))-
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Desta forma, tem-se que ((BoX)(f))*o&y = €L o f* em Bo-Frm, ou seja, foop = oy o (BoX)(f) em
Bo-Loc e, consequentemente, (OL) cop(Bo-Loc) € Uma transformagio natural de BoX para 135.1oc. [

Proposicao 2.4. Seja L um o-frame booleano. Entdo
1. g é uma aplicagdo sobrejetiva;
2. & é uma aplicagdo injetiva se e so se € preserva a relacdo de ordem de L no sentido estrito.

Demonstracdo. 1. Atendendo a definicdo de g;, € evidente que £, é uma aplicacdo sobrejetiva.

2. Por um lado, decorre facilmente da injetividade de &, e do facto de & preservar infimos finitos
que g, preserva a relagdo de ordem de L no sentido estrito. Por outro, considerando que & preserva a
relagdo de ordem de L no sentido estrito, por redug@o ao absurdo, conclui-se facilmente que & tem de

ser injetiva. O

Finalmente, estd-se em condi¢des de provar a adjuncdo pretendida, isto €, que B é adjunto
esquerdo de X. Considerem-se as transformagdes naturais 1 : 1pjeps —> L0B e o : BoX — lps.roc-

Se (L) = 0, atendendo a que (0, {0}) é objeto inicial de Mens, tem-se que X(0y) o Nz, = lyr. Se
Y(L) # 0, para qualquer o € £(L), por defini¢do de X, X0y (N (@)) = Nsr(o) o €. Paracadaa € L,
dado que Ny (@)(eL(a)) = Ner(a)(Zp(a)) = 1 se e s6 se a € X (a), ou seja, se e s6 se &t(a) =1,
tem-se que Ny () o g, = . Logo, para todo o o € £(L), Xo.(nNs(a)) = @, o que significa que
X(or)ons = 1sr.

Para além disso, para U € BX, ((Bnx)*(esx(U)) = (Bnx)*(Zax(U)) = ng ' (Za, (U)) = U,
onde a dltima igualdade j4 foi verificada, quando se mostrou que Ny é uma aplicacdo mensuravel.
Assim, vem que (Bny)* o ey = lax em Bo-Frm, isto é, que 03y 0 BNy = lax em Bo-Loc.

Desta maneira, mostrou-se entio o resultado que se segue.

Proposicao 2.5. Os functores B e X sdo adjuntos, sendo B adjunto esquerdo, ¥ adjunto direito, com
unidade de adjungdo 1M : 1pjens —> X 0B e co-unidade de adjungdo 6 : Bo¥X — s 1oc-

Para terminar, recordando que, para qualquer ¢-/ocale booleano L, & é um homomorfismo de
o-frames sobrejetivo, e notando que, no caso particular de L = BX para algum espaco mensuravel
(X, Ax), como (Bny)*oepx = 1y, € é também injetivo, tem-se que, para todo o espago mensuravel
(X,Ax), €sx (e, consequentemente, Gpy) é um isomorfismo.

3. A equivaléncia de categorias

Defini¢do 3.1. Um o-locale booleano L diz-se espacial se existe um espago mensuravel (X, Ay ), tal
que L € isomorfo a Ay.

Proposicao 3.2. Seja L um o-locale booleano. Entdo L é espacial se e so se Oy, for um isomorfismo.

Demonstragdo. Se or, : BEL — L € um isomorfismo, € evidente que (X(L), Ay(z)) € um espago
mensurével, tal que L € isomorfo a BEL = Ayz).

Por outro lado, suponha-se que L espacial. Seja (X,Ax) um espaco mensurdvel, tal que L é
isomorfo a Ax = BX, e considere-se um isomorfismo 4 : L —> BX em Bo-Loc. Seja ainda ho
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morfismo, tal que hoh = id; e hoh = idgy. Como (o) LeOb(Bo-Loc) € uma transformac@o natural,
tem-se que 1o 67 = O3y o BXh, 0 que implica que 67 = ho Gy o BXh. Ou seja, 67 pode escrever-se
como uma composi¢cdo de isomorfismos e, por isso, € também um isomorfismo. O

Nem todos os o-frames booleanos sdo espaciais. A subcategoria dos o-frames booleanos espaciais
constituird uma subcategoria plena de Bo-Frm e serd denotada por SpBo-Frm. A categoria dual de
SpBo-Frm, SpBo-Loc, representard a subcategoria dos o-locales booleanos espaciais e serd uma
subcategoria plena de Bo-Loc.

Definicao 3.3. Diz-se que a o-algebra Ay de um espaco mensurdvel X separa pontos de X se, para
todo o par de elementos distintos x,y € X, existem U,V € Ax, taisquexc U,ycVeUNV =0.

Proposicao 3.4. Seja (X, Ax) um espago mensurdvel. A aplica¢do mensurdvel Ny € injetiva se e s6
se Ax separa pontos de X.

Demonstragdo. Antes de mais, observe-se que, caso X = 0, entdo € imediato que Nx = id(g (p}) €
uma aplicacdo injetiva e que {0} separa pontos de @ — pois nem sequer hd pontos para separar. Logo,
a equivaléncia € vélida para o espago mensuravel (0,{0}).

Considere-se agora que X = (0. Comece-se por supor que Ay separa pontos de X. Sejam x,y € X,
tais que 7Nx (x) = Nx(y). Se x # y, como Ay separa pontos de X, existem U,V € Ay, tais que x € U,
y€VeUNV =0. Consequentemente, Nx (x)(U) =1, nx(x)(V) =0, nx(y)(U) =0enx(y)(V) =1,
o que conduz ao absurdo Ny (x) # Nx(y). Portanto, x = y.

Por outro lado, seja Ny uma aplicagdo injetiva. Sejam ainda x,y € X, tais que x # y (e note-se
que, se X for singular, Ay separa trivialmente pontos de X). Entdo nx(x) # nx(y), ou seja, existe
U € Ay, tal que nx (x)(U) # nx(y)(U). Nestas circunstancias, supondo, sem perda de generalidade,
que Nx(x)(U) =1 (e nx(y)(U) =0), U e U° sao elementos de Ay, tais que UNU =0, xc U e
yeU-. O

Defini¢do 3.5. Seja (X,.Ax) um espago mensurdvel. Uma medida em X com valores em {0, 1}, isto
¢, uma medida u : Ax — [0, ] com valores em {0, 1}, diz-se concentrada num ponto se existir
x € X, tal que, paratodoo U € Ay, u(U) =1seesésex e U.

Proposicio 3.6. Seja (X, Ax) um espagco mensurdvel. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
1. A unidade Ny : X — LBX ¢é sobrejetiva;
2. Todo o filtro 6-primo em Ay ¢ fixo;

3. Os filtros o-primos em Ax sdo precisamente os filtros da forma Uy = {U € Ay : x € U}, para
xeX;

4. Toda a medida ndo nula p : Ax — [0,e0] com valores em {0,1} é concentrada em algum

ponto de X.

Consequentemente, para todo o espago mensuravel (X, Ay), Ny : X — LBX é um isomorfismo
em Mens se e s6 se BX = Ay separa pontos de X e se alguma das condi¢des da Proposicao I11.3.6 se
verifica.
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Defini¢ao 3.7. Seja (X, Ax) um espago mensuravel. Diz-se que X é um espa¢o mensuravel sobrio
se Ax separa pontos de X e se todo o filtro o-primo em Ay € fixo.

A subcategoria dos espacos mensurdveis sobrios, SMens, € uma subcategoria plena de Mens.
Proposicio 3.8. Seja L um c-locale booleano. (L(L), Ay () é um espagco mensurdvel sébrio.

Demonstragdo. Caso L seja um o-locale booleano, tal que X(L) = 0, entdo (X(L), Ay() = (0,{0})
e, como Mg = id(p (g} € uma aplicagdo injetiva e sobrejetiva, pelas Proposi¢oes I11.3.4 e I11.3.6, tem-se
que (0,{0}) é um espaco mensuravel sébrio.

Considere-se que X(L) # 0. Comece-se por verificar que Ay ;) separa pontos de X(L). Se X(L) é
singular, Ay ;) separa trivialmente pontos de X(L). Se £(L) nio € singular, sejam o, € (L), tais
que a; # 0. Entdo existe x € L, tal que o (x) # ap(x). Suponha-se, sem perda de generalidade, que
oy(x) =1e am(x) =0. Entdo a; € Z1(x) e o ¢ X1(x) e, como

ou(x)=1=a(x)=a(x)ANoy(x) =0y (x*A\x) =04(0) =0

H(x)=0=m(x)=m(x)Vo(x) =0 Vx)=0(l) =1,

vem que o ¢ X7 (x¢) e o € Xp(x°).

Para além disso, dado ser impossivel existir & € £(L), tal que a(x) = ot(x¢) = 1, tem-se que
Ly (x) NEL(x) = 0. Assim, Xy (x) e X (x¢) sdo elementos de Ayy), tais que o € Xp(x), ap € Ly (x°)
e Zr(x) N (x¢) =0.

Seja agora F um filtro o-primo em Ay ;). Quer-se provar que F = Uy = {U € As) 1 x € U},
para algum x € X(L). Considere-se G ={a € L: X (a) € F}. Uma vez que F é um filtro 6-primo em
As (1), € facil verificar que G € um filtro o-primo em L.

Consequentemente, o ponto de L que corresponde ao filtro o-primo G € dado por o : L — P,
onde 0(x) =1 se e s6 se x € G, e, para terminar, basta observar que F = Uy, e aplicar a Proposi¢do
I11.3.6. De facto,

Y(a)eFeacGeogla)=1<0cel(a) e L(a) €Uy, O

Seja B arestri¢do do codominio de B a SpBc-Loc e X a restri¢do do codominio de X a SMens.
Se X é um espago mensurdvel, é evidente que BX = B X é um &-locale booleano espacial. Se L é
um o-locale booleano, verificou-se na proposi¢do anterior que XL = X;L € um espagco mensuravel
sobrio. Denote-se por B a restricdo do dominio de B a SMens e por ¥, a restri¢do do dominio de
Y| a SpBo-Loc. Tem-se que B, e X, sdo, respetivamente, functores de SMens para SpBc-Loc e de
SpBo-Loc para SMens bem definidos.

Proposicao 3.9. As subcategorias SMens e SpBo-Loc sdo equivalentes.

Demonstragdo. Provar-se-4 que B 0Xy = lg,p6-10c € L2 0 B2 = Lspens-

Se L é um o-locale booleano espacial, 6; ¢ um isomorfismo de o-locales booleanos e
G = (OL)Lcob(spBo-Loc) € um isomorfismo natural de By o X, para lspps-Loc-

Se X € um espago mensurdvel s6brio, 1x € um isomorfismo em Mens e 7| = (Nx)xcop(sMens) €
um isomorfismo natural de 1gp/.,s para X, o Bs. ]
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Ou seja, pela Proposi¢ao 111.3.9, SMens e SpBo-Loc sdo categorias equivalentes. Importa agora
averiguar “quanto” dos espagos mensuraveis onde se pratica teoria da medida estd contido em SMens.

Nem todo o espago mensuravel é sébrio. Contudo, em [1], Baboolal e Ghosh concluiram que
qualquer espaco euclidiano K", qualquer espago métrico separdvel e qualquer espaco topolégico
T\ com uma base numerével para a sua topologia, munido com a o-4lgebra gerada pela respetiva
topologia, € um espaco mensurdvel sébrio. Portanto, a maior parte dos espagos mensurdveis de maior
relevincia para a teoria da medida, como, por exemplo, (R", Bg»), onde Bg é a c-dlgebra de Borel
de R", sdo espagos mensurdveis sébrios, o que sugere uma possivel abordagem a teoria da medida
dentro da subcategoria SpBo-Loc, ou, mais abrangentemente, dentro da categoria o-Loc.






Capitulo IV

Medidas em c-Loc

1. Construindo uma medida no co-frame dos sub-c-locales

Ao longo deste capitulo, seja X um o-locale e i uma medida em X, ou seja, uma medida
considerada no reticulado sup-c-completo X.

Proposicao 1.1. Qualquer medida num G-locale é estavelmente G -continua.

Demonstracdo. Seja X um o-locale e L : X — [0,00] um medida em X. Atendendo a lei distributiva
de X e a o-continuidade de u, para qualquer x € X e qualquer sucessao crescente (x;);cn de elementos
de X, tem-se

u(x/\('\/ X)) = ,u(i\/ (xAx;)) = s_up,u(x/\x,-),
ieN ieN ieN

uma vez que (x;);en crescente implica que (x A x;);cn € também crescente.

Logo, t é¢ uma medida estavelmente o-continua. O

A partir da medida p em X, construir-se-4 uma “medida exterior”, u*, no co-frame 8(X). O
objetivo desta sec¢do serd provar que p* ¢ uma medida em S(X).

Defini¢do 1.2. Seja u uma medida num c-locale X. Considere-se a fungdo pu* : $(X) — [0, ]
definida por

“(Y)= inf .
u(x) Xeljl}(y)u(x)

A funcéo u* é designada por medida exterior associada a [l em S(X).

No contexto da teoria da medida, a aplicagdo u* pode ser considerada uma “medida exterior”, no
sentido de verificar as condi¢des da no¢do de medida exterior o-subaditiva, isto é, de ser uma aplicacao

ndo negativa que satisfaz u*(0) =0e u*(A) < Y, u*(A;), para qualquer A € §(X) e qualquer familia
i=1
{A;}icn em 8(X), tais que A C° \/ A,.
ieN
Com efeito, supondo jd provado que u* é uma medida em 8(X), u* ser ndo negativae u*(0) =0
sdo consequéncias imediatas da definicdo de medida. Visto que a modularidade e a ndo negatividade

n n
de p* implicam que ,u*( V A,-) < ¥ u*(A;) para todo o n € N, aplicando limites quando »n tende
i=1 i=1

43
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n oo
para o e definindo B, = \/ A;, obtém-se que limu*(B,) < ¥ u*(A;). Contudo, como (B,)nen €

i=1 n i=1
uma sucessdo crescente, (U*(B,))nen também é uma sucessdo crescente e, consequentemente, pela

o-continuidade de p*, limp*(B,) = supu*(B,) = u*( V Bi) = u*( \V A;). Deste modo, tem-se que
n n ieN i€N

1*(A;) e, se A C® \/ A;, pela monotonia de u*, vem
iclN

w(VA;) <

ieN i

T3

1w(A) < 2u*<Ai>.

Seja F(X) o conjunto de todos os filtros em X e considere-se a relagio de ordem C em F(X),
definida por, para A,B € F(X), A Q/ Bseesése BCA.

!

Proposicao 1.3. Seja X um o-locale. Entdo o conjunto parcialmente ordenado F(X) = (F(X),C ) é
um co-frame, com Og(x) = X, lg(x) = {1x} e supremos e infimos ndo vazios dados, respetivamente,
por VFi=\F;e

icl icl

/\F,- ={x A Ax,:VneN,Vje{l,..,n},3i €l tal que x; € F;},
i€l

onde I é um conjunto de indices ndo vazio e F; € F(X), parai € I.

Defina-se, agora, uma “medida exterior” u°: F(X) — [0,e0] em F(X), de modo andlogo ao
realizado em 8(X).

Definicao 1.4. Seja X um o-locale e 1 uma medida em X. Designa-se por medida exterior associada
a uem F(X), a fungdo u° : F(X) — [0, 00| definida por
U°(F) := inf p(x).

xeF

Por defini¢do de pu* e u°, vem facilmente que u*(¥Y) = u°(N(Y)), para Y € §(X).

A ideia da demonstracdo a ser realizada (no teorema principal deste texto) é mostrar que p* é
uma medida em 8(X), utilizando o facto de u° ser uma medida em F(X) e as relagdes que podem ser
estabelecidas entre u* e u°.

As demonstragdes dos proximos dois resultados podem ser encontradas em [12].

Proposicao 1.5. Seja X um o-locale e i uma medida em X. A fungdo U° é uma medida co-continua
em F(X).

Para F € F(X), tal que u°(F) < oo, seja 6,(r) a relagdo bindria em X definida por

ANx)— AXAY) < €
(xa)’)Ger(p)<:>‘v’s>0,3weF;‘u(w) <oe (W x) ,U(W X y)
HWwAY) —p(wAxXAy) <&

Note-se que 1°(F) < oo equivale a dizer que F é um subconjunto de X de medida u-finita.
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Proposicio 1.6. Seja F € F(X), tal que u°(F) < eo. Entdo 6,y é uma relagdo de congruéncia em
X e 0 6-locale associado a 0y, r(F), satisfaz r(F) C8 A o(2) e u*(r(F)) = pu°(F).
ZEF

Posto isto, estabelece-se a seguinte adjuncio de Galois.

Proposicao 1.7. Seja X um c-locale e L uma medida em X. Considerem-se ainda as funcoes
N:8(X) — F(X) e R: F(X) — 8(X) definidas, respetivamente, por N(Y) = {z € X : Y C% 0(z)}
e R(F):= A o(2).

z€F

1. O par de funcdes N e R é uma adjungdo de Galois.

2. Afungdo N preserva supremos arbitrdrios, e a funcdo R preserva infimos arbitrdrios e supremos
finitos.

3. Paratodo o F € F(X), tal que U°(F) < oo, tem-se u*(R(F)) = u°(F).

Demonstracdo. 1. Comece-se por notar que N e R sdo aplicagdes monétonas. De facto, sejam
Y1,V €8(X) e Fi,F, € F(X). Se Y; C® 1, entdio N(Y») C N(¥}) e, portanto, N(¥;) C' N(¥»). Se

FiC' FB,entio F, CF e (A.:z€ ) C° (A.:z€ F). Logo, A o(z) € A o(z), o que significa
z€F z€R,

que fR(Fl) QS R(Fz)
Por conseguinte, para provar que N e R formam uma adjun¢do de Galois, basta ver que, para
quaisquer ¥ € §(X) e F € F(X),

NY)C FeFCN{Y)eVzeF, zeNY)eVzeF, Y Co()

sYC Ao(z) &Y COR(F).
zeF

2. N preservar supremos arbitrarios e R preservar infimos arbitrarios decorre, de imediato, do
facto de N ser uma aplicagdo monétona adjunta de Galois a esquerda e de R ser uma aplicacio
mondtona adjunta de Galois a direita.

Seja agora Tx = {w € X : x < w}, para x € X. Por defini¢do de filtro em X, verifica-se facilmente

que T x € F(X). Para além disso, para qualquer F € F(X), F = A 71z De facto, sejaxe A 1z
zeF zeF
Entao, pela Proposi¢do IV.1.3, existe n € N, tal que x = x; A ... Ax,, onde, paratodooi € {1,...,n},

x; € T z;, para algum z; € F. Contudo, por F ser filtro, se z; € F, T z; C F. Assim sendo, x; € F, para
todooi € {1,...,n}, o que, visto F ser fechado para infimos finitos, implica que x € F. Por outro lado,

sexeF,xetxC A Tz
Z€F
Desta forma, para quaisquer F1, F, € F(X),

RFEVE)=R(( A Tz)V( A t2))=R( A A TaVizn)

1€ el 1€F e,

=R(A A t@Va)= A A RT(@Vn)= A A ozVa),

1€ el 271€EM 0ER z1€f el

sendo a dltima igualdade consequéncia de, dado z; Vz; < w, para todo o w € 1 (z1V22), €
0 : X — o[X] ser monétona, R(1 (z1 Vz2)) = AN{o(w) : w et (z1Vz2)} = 0(z1 Vz2). Como o
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também preserva supremos numeraveis,

RFELVE)= A A (o(z)Vo(z2)=( A o))V ( A o(z)) =R(F)VR(F).

21€F el 21€ER 2€ER

Para terminar, notando que Oy < x implica que o(0Oy) cs o(x) paratodoox € X, e que 0o(0x) =0,

R(05(x)) =R(X) = A o(x) =0(0x) = 0.

zeX

3. Seja F € F(X), tal que u°(F) < eo. Por um lado, uma vez que F C N(R(F)),

"(R(F))= inf <inf = u°(F).
WAR(E)) = inf 1) < infux) = po(F)

Por outro lado, como p1°(F) < o, pela Proposi¢ao IV.1.6, r(F) C® R(F) e u*(r(F)) = u°(F). Mas
r(F) C% R(F) implica que N(R(F)) € N(r(F)), o que, por sua vez, implica que
w*(r(F)) < u*(R(F)). Por consequéncia, u°(F) = u*(r(F)) < u*(R(F)), o que conclui a de-
monstracao. O

Se X for adequado, paraY € §(X),vemY = A o(z) = R(N(Y)).
ZeN(Y)

Finalmente, esta-se em condi¢cdes de demonstrar o teorema principal deste texto.
Teorema 1.8. Seja X um o-locale adequado. Seja ainda | uma medida em X.

1. A medida exterior associada a [, ¥, é uma medida em 8(X).

2. u* é uma medida co-continua em subconjuntos filtrados de $(X) de medida p*-finita.

3. Se U é uma medida c-finita, entdo U* é uma medida estavelmente G-continua.

Demonstragdo. 1. Comece-se por determinar o valor de u* em 0. Como Ox € N(o(0x)) =N(0) e,
atendendo a monotonia de , u(0x) < p(x) paratodoox € X,

*(0) = inf =u(0y)=0.
u*(0) xéﬁ(m“(x) u(Ox)

Sejam S, T € 8(X), tais que S C¥ T. Entdo N(T') C N(S) e, consequentemente,

*(§) = inf < inf =u*(T).
1 (s) xéi‘r<s>“(x)—xéir‘(m“(x) u(T)

Considerem-se, agora, S,7 € §(X) arbitrarios. Se p*(S) = oo ou u*(7T') = e, uma vez que, por
u* ser mondtona, u*(SV T) = oo, é imediato que u*(S) +u*(T) =pu*(SVT)+u*(SAT). Caso
W (S) <eoe u*(T) <eo,

p(S) +u(T) = o (N(S)) +u*(N(T))

— 1 (N(S) VN(T)) + 1 (N(S) AN(T)) = " (RIN(S) VN(T))) + " (RON(S) AN(T))),



1. Construindo uma medida no co-frame dos sub-c-locales 47

onde a pentltima e a tltima igualdade resultam, respetivamente, da modularidade de (° e da Proposi-
¢do IV.1.7, dado N(S) VN(T) e N(S) AN(T) serem subconjuntos de X de medida pu-finita. Assim
sendo, visto que R preserva supremos finitos e infimos arbitrarios e que, por X ser um o-locale
adequado, R(N(S)) =Se R(N(T)) =T,

W(8) + 17 (T) = @ (RON(S)) VRIN(T))) + 1 (RON(S)) AR(N(T))) = (S T) 4+ 1" (SAT).

Para terminar, seja (S;);cn uma sucessdo de sub-G-locales crescente em 8(X ). Recordando que N
preserva supremos arbitrarios, que u° é o-continua e notando ainda que, se (S;);en € crescente em
8(X), (N(S;))ien é uma sucesséo crescente em (F(X),C’), vem

W (V) = o (N(V i) = 1°( V N(Si)) = sup®(N(S1)) = sup p*(Sy).
ieN ieN ieN ieN ieN
2. Seja € um subconjunto filtrado de 8(X) de medida p*-finita. Uma vez que X é um o-locale
adequado e R preserva infimos arbitrarios,

WA Y)=p"( A RNT))) =p*(R( A N))).
Yee Yee Yee
Como € é um subconjunto de medida p*-finita, existe Z € C, tal que u*(Z) < . Logo, pela
monotonia de 11°, u°( A N(¥)) < u°(N(Z)) = u*(Z) < e e, aplicando a Proposi¢ao IV.1.7,
YeC

W (R(ANE))) =p( A N(Y)).
YeC YeC
Por ultimo, observando que € ser um subconjunto filtrado de $(X ) implica que {N(Y):Y € C} é
um subconjunto filtrado de F(X), decorre da co-continuidade de u° que

BN V) =00 ( A NY)) = inf e (N(Y) = inf (1),

3. Seja p uma medida o-finita e considere-se a sucessdo (x;);en em X que satisfaz \/ x; = 1x e
i€eN
W (x;) < oo para todo o i € N. Considerem-se ainda y; = x; V... Vx; e S; = o(y;), para cada i € N.
Dado a sucessdo (y;);en ser crescente em X, a sucessdo (S;);en serd crescente em S(X).

Para além disso, a sucessdo (S;);en também satisfaz
Vie Nt (Si) = u°(N(Si) = u*(N(o(:)) S pu(yi) =p( V xj) <Y ulx)) <ee

n
ja que, por indugdo sobre n, é possivel provar que u( \/ x;) < ¥ p(x;).
1<j<n =1

Mais: para qualquer S € $(X), recordando a Proposigdo I1.3.5 e o facto de que 0 : X — o[X]

preserva supremos numeraveis, atendendo a que \/ y; = \/ x; e o(lx) =1, entdo
ieN ieN

V(SAS) =V (SAo(yi)) :S/\( V o(y,-)) :S/\o( \Y yi)

ieN ieN ieN ieN
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=SAo( V xi)=SAo(lx)=SAL=S.
ieN

Por fim, sendo (Y;) jen uma sucessao crescente em 8(X ), de novo pela Proposigdo I1.3.5,

VieN,SiA(V Y)) =V (SinY)).
JEN JEN
Desta maneira, averiguou-se que (S;);cn € uma sucessdo que verifica todas as hipéteses do Lema
1.1.17, o que permite aplicar o referido lema para concluir que u* é estavelmente o-continua. O

Corolario 1.9. Seja X um o-locale adequado. Seja ainda [ uma medida em X. Entdo a medida
exterior W* é uma medida em §(X) e

1. Se U for uma medida o-finita, entdo U* é uma medida G-finita;
2. Se U for uma medida finita, entdo U* é uma medida finita.

Demonstragdo. 1. Suponha-se que u € uma medida o-finita. Entdo, por definicdo de medida o-finita,

existe uma sucessao (u;);cn em X, tal que \/ u; = Iy e (u;) < oo paratodo oi € N.
ieN
Considere-se a sucessdo (o(u;));en em 8(X). Esta sucessdo verifica

\/ O(I/t,') :0( \/ ui) :0(1)() ::ﬂ.,

ieN ieN

VieN,u"(o(u;)) = xe;g{ﬂ_))u(X) = p(u;) < oo

Portanto, y* é também uma medida o-finita.
2. Caso u seja uma medida finita, pela monotonia de u, p(x) < u(ly) < o, para todo o x € X.

Logo, u*(1) = inf p(x) < oo, 0 que significa que u* é uma medida finita. O

in
xeN(1)
Seja Y um sub-c-locale de X. Uma vez que os sub-G-locales de Y podem ser vistos como
sub-o-locales de X, uma questdo que agora naturalmente se levanta é se a restri¢do de u* a §(¥) é
também uma medida em 8(Y). Recorde-se que, pela Proposi¢do I1.3.6, Y e {Y Ao(x) :x € X} C 8(X)
sdo o-locales isomorfos e 8(Y) é isomorfo (como co-frame) a {Z € §(X): Z C3 Y} C §(X).

Corolério 1.10. Seja X um o-locale adequado e L uma medida em X. Seja ainda Y € §(X).
Denote-se por [y a restricdo de u* a O¥ :={Y No(x) :x € X} C 8(X). Entdo Wy é uma medida
emY e a medida exterior associada a [y é a restrigio de u* a | Y :={Z € 8(X):Z cSy} C8(X).

Demonstracdo. Antes de mais, observe-se que, como OY é um o-locale, a restricio de
p*: 8(X) — [0,00] a OF serd uma medida em O: pode verificar-se que py satisfard as condi-
¢des de medida, por as herdar de u*, em resultado de ©O¥ ser um reticulado sup-c-completo.

Dado Y ser um sub-o-locale de X, pela Proposi¢do 11.3.6, Y = X/9Y é isomorfo a O'. Seja & o
isomorfismo de o-frames de Y para O dado nessa proposi¢do. Entdo My = Ky o 0 € uma medida em
Y.

Mais: para um sub-c-locale Y de X, de novo pela Proposi¢@o I1.3.6, tem-se que S(Y) é isomorfo
alY C8(X). Seja fi oisomorfismo de co-frames de S(Y) para | Y dado nessa proposi¢do. Quer-se
mostrar que a restri¢do de u* a | Y € igual (a menos de isomorfismo) a u‘*}.
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Comece-se por observar que a restrigdo de u* a | ¥ € uma fungdo (u*)| 1y : | ¥ — [0, ] definida
por

W)y (2) = u*(2) = zei§r1<fZ)“(Z)'

Por outro lado, a medida exterior associada a fy em 8(Y) é dada pela fungio [.L‘*y :8(Y) — [0,0],
onde

uy(Z) = [Z]Yé%fy (Z)(qu oa)([zy) = [szé?wfy 2 ty (Y Ao(z)).

Provar-se-4 que ,u";, = (1”)|yy © iL. Ora, atendendo a que

([Xly, Dly) € Ay, & [y Aledy =Dy Alzly © xAzZly = [yAzly & (xAz,yAz) € Oy & (x,y) €AV Oy,

tem-se que fL(o([z]y)) = (o([z]y))x =Y Ao(z). Consequentemente, uma vez que, para Z € 8(Y),
f(Z)elY,istoé, i(Z) = (Z)x C¥Y, vem

[dy €Ny (2) & Z P o([dly) & (2)x = B(2) € R(o([2]y)) =¥ ho(2) & (Z)x € o(z) & 2 N(Z)x).
Tem-se ainda que, para qualquer Z € §(Y),

(W oB)@) = (2p) = it (@), e

w(Z)= inf YA = inf (YA = inf inf .
”‘Y( ) [Z]yérjify(Z).u‘Y( O(Z)) ZEJ\}{}Z)X)IJ ( O(Z)) zej\}&Z)x)(weNg’l/\()(z))‘LL(w))

Por um lado, como z € N(Y Ao(z)), inf  u(w) < pu(z) e, portanto,
weN(YAo(z))

V(Z)= inf inf < inf = (L") y o 1)(Z).
Hy(Z) zeﬁRZ)X)(WGN%?M@)“(W)) S b HE) = (Wuren)(2)

Por outro lado, visto que, para z € N((Z)x), (Z)x C° Y Ao(z), entio N(Y Ao(z)) € N((Z)x) e,
consequentemente,

*((Z = inf < inf , VZeN((2)x),
W(@p)= ot w0 < il p(w). Vo€ N(@))

0 que implica

(W)rom) @) =p(2)x) < _jnf ( sont (z))mw)) = 1y (2).

Assim, ,ul’;,(Z) = ((u*)yy o t)(Z), para todo o Z € §(Y), ou seja, Hy = (W )y o L. O

2. Aplicacoes

Uma das limita¢des da teoria da medida cldssica é a impossibilidade de definir uma medida
ndo trivial e consistente em todos os subconjuntos do espago euclidiano R”, que seja invariante
relativamente ao grupo de isometrias do espago.
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Nesta seccdo, para terminar, mostrar-se-4 que esta nova abordagem a teoria da medida permite, de
facto, a construgao de tal medida.

2.1. Construindo uma medida definida em todos os subconjuntos de R"

Seja X = R", n € N. Considere-se o locale Q(R") constituido por todos os abertos de R” para a
topologia euclidiana. Como Q(R") verifica o segundo axioma da numerabilidade, Q(R") tem uma
base numeravel. Logo, pela Proposicdo I1.5.5, Q(R") serd um o-locale fortemente de Lindelof e,
portanto, daqui em diante, deixar-se-4 de lado o prefixo ‘c’.

Para além disso, R” é um espago topoldgico regular, o que implica que Q(R") é um locale regular
[11]. Portanto, pela Proposi¢do 11.4.5, Q(R") é um locale adequado.

Seja agora £" a medida de Lebesgue n-dimensional. Recordando que £" é uma medida de Borel,
em particular, todos os abertos de R” sdo subconjuntos £"-mensurdveis, o que significa que £" estd
definida em todos os elementos de Q(R"). Denote-se por 4, a medida de Lebesgue n-dimensional
restringida a Q(R").

Atendendo a que a familia de subconjuntos £"-mensuraveis de R”, £(R"), constitui uma
o-dlgebra, ou seja, é uma dlgebra booleana sup-o-completa, £ é uma medida em £(R") no sentido
da definigdo tradicional, isto é, de ser uma funcéo c-aditiva que verifica £"(0) = 0. Portanto, pela
Proposicdo 1.1.13, £" é uma medida em £(R") (no sentido da Defini¢do I.1.11) e, consequentemente,
também A, € uma medida em Q(R").

Pelo teorema IV.1.8, 4, pode estender-se a uma medida A, : S(Q(R")) — [0, 0]. Mostrar-se-a
que A, € invariante relativamente ao grupo de isometrias euclidianas de R”, ou seja, ao conjunto das
funcdes bijetivas de R” para R"” que preservam a distancia euclidiana entre quaisquer dois pontos.

Sejat: R" — R” uma isometria euclidiana de R". Entfo ¢ é continua e preserva a medida de
abertos, isto é, 4,(t~1(U)) = A,(U), para todo o U € Q(R"). Mais: por ¢ ser continua, a fungéo
t71: Q(R") — Q(R") é um homomorfismo de frames e, como Q(R") e o[Q(R")] sdo isomorfos,
pode ver-se t~! como uma aplicagio ! : 0[Q(R")] — o[Q(R")] que, a cada aberto o(U), com
U € Q(R"), faz corresponder o aberto o(t ! (U)). Pela Proposigéo 11.3.14, t~! pode ser estendida a
uma funcio ((r71),)_1 : S(Q(R")) — $(Q(R")) que preserva infimos arbitrérios e supremos finitos.
A fim de simplificar a notagdo, escreva-se simplesmente _; em vez de ((t1),)_1.

Proposicio 2.1. Sejat: R" — R" uma isometria euclidiana de R". Para cada sublocale Y de Q(R"),

Ay (Y) = 4, (£-1(Y))-
Demonstragdo. Seja Y um sublocale de Q(R"). Por um lado, visto que, para todo o U € Q(R"),
M(U) =2, U)) e L, (t71(U)) = A} (o(t 1 (U))), tem-se que

* o o —1 _ * —1 * -1
An (Y) B Ué%{Y)ln(U) N Uenﬁf{Y) )Ln(t (U)) B UGI%{Y) An (O(I (U))) = An (ZG{\f\(Y)O(t (Z)))’

onde a tltima desigualdade resulta de A" ser monétonae A o(t~1(Z)) C o(t~'(U)), para todo
ZeN(Y)

o U € N(Y). Como também ¢_;(o(U)) = o(t"}(U)), para todo o U € Q(R"), t_; preserva infimos
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arbitrdrios e Q(R") é adequado, vem

M) =4 (N ta(0(2) =27t (A 0(2)) =47 (t-1(Y)).
ZeN(Y) ZeN(Y)
Por outro lado, note-se que, como ¢ : R — R € uma isometria euclidiana, ¢ € uma aplica¢do
continua, bijetiva e aberta, o que equivale a dizer que t ¢ um homeomorfismo. Sejas: R"* — R" a
inversa de . Dado s ser a aplicacdo inversa de uma isometria, s ¢ também uma isometria. Assim,

para um sublocale A C Q(R"), de modo anélogo ao efetuado para z_, pode verificar-se que A,/ (A) >
A (s—1(A)) e, fazendo A =t_1(Y), obtém-se

Ay (01 (Y)) 2 A, (s-1(2-1(Y))) = 24, (),

uma vez que, por s ser inversa de ¢, s_; € inversa de t_y, bastando observar que s_jof_j ef_j0S5_|
coincidem com idgq(rn)) nos sublocales abertos e nos sublocales fechados de Q(R"), para se concluir
que s_jof_1 = idg(g([Rn)) erf_j1085_1= idS(Q([R"))- O

Desta forma, mostrou-se que

Ay (Y) = 2, (11(Y)),

para todo o sublocale Y de Q(R"), estabelecendo-se a invariancia de A, relativamente ao grupo de
isometrias euclidianas de R".

Seja Z C R". Denote-se por Sz o sublocale induzido por Z em §(Q(R")). Visto que R" é Hausdorff,
R" é Tp. Logo, a representacdo Z — Sz é precisa, o que implica que ¢ : P(R") — S(Q(R")), onde
¢(Z) = Sz, € uma aplicag@o injetiva. Isto significa que se pode ver o conjunto P(R") como um
subconjunto de S(Q(R")) e, portanto, através de ¢, a medida A, em S(Q(R")) atribui, em particular,
acadaZ CR", ovalor A;(Z) := A (9(Z)) = A (S2).

Quando Z C R” é um conjunto £"-mensurdvel, o valor de A,(Z) coincide com £"(Z), dado L£" ser
uma medida regular exterior, isto é, dado ser uma medida que, para todo o conjunto A £"-mensurével,
verifica

L"(A) =inf{L"(G) : A C G,G aberto e L"-mensurével}.

Proposicio 2.2. Para todo o conjunto Z L"-mensurdvel, A} (Z) = L"(Z). Consequentemente, A
pode ser vista como uma extensdo de L™ a S(Q(R")).

Demonstracdo. Seja Z C R" um conjunto L£"-mensurdvel. Recordando que, para U € Q(R"),
Sy = o(U), e notando que, por ¢ ser injetiva e preservar supremos arbitrarios, Z C U se e s6 se
Sz s Sy, tem-se

AM(Z)=2,(9(Z2)) = A, (Sz) =inf{A,(U) : U € N(Sz)} =inf{L"(U) : Sz Co(U)}
—inf{£"(U) : Sz C Sy, U € Q(R")} = inf{L"(U) : ZC U,U € Q(R")}
=inf{L"(U):Z C U,U aberto e L"-mensuravel} = L"(Z),

onde as ultimas duas igualdades resultam de todos os abertos de R” serem £"-mensuraveis e £ ser
uma medida regular exterior. O
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Deste modo, e ao contrdrio do que acontece na teoria da medida usual, € possivel construir uma
medida ndo trivial e consistente que atribui um valor a todos os subconjuntos de R” e que € invariante

relativamente ao grupo de isometrias de R".

2.2. Evitando os paradoxos classicos

Outra vantagem que € possivel retirar desta abordagem locélica a teoria da medida € o facto de se
evitarem as contradicdes usuais, como, por exemplo, as encontradas por Vitali [13] ou Banach e Tarski
[3], uma vez que dois subconjuntos de R"” podem ser disjuntos e, no entanto, ndo serem disjuntos
como sublocales, ndo se podendo, por isso, aplicar a o-aditividade. Intuitivamente, isto traduz-se
no facto de, apesar de ndo terem pontos em comum, eles se intersetarem na “cola locdlica” que liga
pontos na vizinhanga uns dos outros em R”.

A titulo de exemplo de dois sublocales sem pontos em comum, mas que ainda assim ndo sio
disjuntos, seja Z = Q" e W =", onde Q e | denotam, respetivamente, o conjunto dos nimeros racionais
e o conjunto dos ndmeros irracionais. Como Q" e 1" sdo subespagos densos de X = R", entdo, pela
Proposi¢do 1.2.11, Sz e Sy s@o sublocales densos de Q(R"). Logo, em consequéncia do Teorema de
Isbell da densidade (Proposi¢do 1.2.6), ambos contém o menor sublocale denso de Q(R"), b(0), o que
implica que

SzNSw 2 b(0) # Og(q(rn)),

ou seja, Sz e Sy ndo sdo disjuntos.

No entanto, Sz NSy é um sublocale sem pontos, pois L(Sz N Sy) = 0. De facto, suponha-se,
por reduc@o ao absurdo, que X(Sz N Sw) # 0. Como Sz N Sy é um sublocale de Q(R"), todo o
ponto de Sz NSy € um ponto de Q(R"). Logo, recordando que os pontos de um locale podem ser
definidos como os elementos primos do reticulado associado, uma vez que Q(R") é sébrio e, por
isso, todos os seus elementos primos sdo da forma R"\{x}, para algum x € R", existe y € R", tal que
R"\{y} € 2(SzNSw) C SzNSw. Ou seja, R"\{y} € Sz e R"\{y} € Sw. Da primeira igualdade e
atendendo a que Sz = \/Zb(IR”\{z}), obtém-se que

zZ€

35S U bR\ {2}) : R"\{y} = AS.
€2
Como Q(R") satisfaz o axioma Tp, a igualdade anterior implica que R"\{y} € S (ver [4]). Assim,

Fz€Z:R"\{y} € b(R"\{z}) = {0,R"\{z}},

de onde vem, pela sobriedade de Q(R"), que y = z € Z. Analogamente, dado R"\{y} € Sy, também
se tem que y € W. Contudo, como ZNW = 0, tal y ndo pode existir! Portanto, X(Sz NSy ) = 0. Mais
especificamente, generalizando o raciocinio anterior, tem-se que

Y(SzNSw) C{X\{x}:x€eZnW}=0.

Posto isto, Sz e Sy constituem um exemplo de sublocales sem pontos em comum que ndo
sdo disjuntos. O que acontece nas contradi¢des encontradas por Vitali ou Banach e Tarski recai
precisamente nesta situagdo: apesar dos conjuntos por eles construidos serem disjuntos, ndo sao
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disjuntos como sublocales. Portanto, a o-aditividade ndo se pode aplicar a esses sublocales, evitando-
se assim as contradi¢des apontadas.

3. Observacoes finais

Em conclusao, ao longo deste texto, ndo sé se definiu uma nova nocio de medida, como também
se constatou que, adotando como nog¢ao de “parte de X” a noc¢do de sub(-0-)locale, é possivel construir
uma medida definida em todas essas “partes de X sob a hipdtese de X ser adequado.

Na pritica, dado um espago topolégico X, a ideia é trabalhar no locale Q(X) e, se Q(X) for
adequado (o que acontece, quando, por exemplo, X é regular), a partir de uma medida em Q(X),
construir-se uma medida em $(Q(X)). Em particular, caso X também verifique o axioma Tp, identifi-
cando cada subconjunto de X com o respetivo sublocale induzido, tal medida fica definida em todos
os subconjuntos de X.

A hipétese de X ser um c-locale adequado, a fim de, dada uma medida ¢t em X, a medida exterior
a i em 8(X) ser uma medida em 8(X), ndo pode ser dispensada (sendo um problema interessante
averiguar se poderd, pelo menos, ser enfraquecida). Por exemplo, se S for o locale de Sierpinski,
S ={0<a< 1}, S serd um o-locale fortemente de Lindelof ndo adequado e, considerando a medida
v:S —[0,00] em S, onde v(0) =0, v(a) = v(1) = 1, a medida exterior a v em 8(5), v*, ndo
satisfard a modularidade da defini¢do de medida. Logo, v* ndo serd uma medida em 8(S). Contudo, a
fim de contornar a hipétese de X ter de ser um o-locale adequado e generalizar o teorema para um
o-locale arbitrario, uma sugestdo proposta por Simpson em [12], mas que ainda é apenas uma
conjetura a ser explorada, seria alterar a defini¢do de medida exterior a 4 em 8(X), utilizando
combinacdes booleanas de sub-c-locales abertos e fechados para determinar a medida exterior, em
vez de utilizar apenas sub-c-locales abertos.

Para além disso, também é possivel verificar que a co-continuidade de p* pode falhar em subcon-
juntos filtrados de $(X) que ndo tenham medida p*-finita, e que, se y ndo for uma medida o-finita,
entdo U* pode ndo ser uma medida estavelmente o-continua (ver [12]).

Para terminar, outra aplicagdo interessante desta nova abordagem, explorada por Simpson na parte
final de [12], consiste em proporcionar uma solug@o para o paradoxo associado a no¢do candénica de
aleatoriedade, através do menor sub(-0-)locale de X com medida M < oo, onde M = p(1x) (supondo
que u € uma medida finita de X e X é um o-locale adequado) e abrindo caminho para o tratamento de
processos aleatdrios no contexto da topologia sem pontos.

A ideia por detrds dessa aplicacdo é verificar que o menor sub-o-locale de X de medida M,
Ran(pt), é a interse¢do em S(X) de todos os sub-0-locales abertos de medida M, e Ran(L) ser um
sub-o-locale ndo trivial de “elementos (-aleatorios” (interpretando que um “elemento de X gerado
U-aleatoriamente” deve pertencer a qualquer “parte” de X de medida M, isto €, deve pertencer a todos
0s sub-c-locales de X de medida M). Em particular, se M = 1, notando que u € uma medida de
probabilidade, isto traduz-se no facto de todo o “elemento aleatério” de X satisfazer toda a “lei de
probabilidade”. Para além disso, Simpson observou ainda que, sendo Ljgg,(y) @ restrigdo de fL* a
©QRan(u), HRan(y) Serd uma medida em Ran(u) e Ran(Uigan(y)) = Ran(p). Ou seja, Ran(u) € a sua
prépria “parte aleatéria”, o que motiva definir-se um novo conceito, o conceito de ¢-locale aleatdrio,
como um o-locale X adequado, munido com uma medida finita u, que satisfaz Ran(u) = X.
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