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Resumo

A Teoria de Extremos estuda a distribuicdo dos valores extremos de amostras aleatorias, com o
objetivo de encontrar modelos que permitam tomar decises relativamente ao comportamento
futuro de fenémenos raros, mas de grande impacto. Perdas causadas por desastres naturais e
riscos de investimentos financeiros sdo bons exemplos de motivacoes deste estudo.

Na génese da Teoria de Extremos estd o Teorema de Gnedenko, o qual estabelece que,
em condi¢oes bastante gerais, a classe dos possiveis limites em distribuicao do méaximo de n
variaveis aleatorias, reais independentes e identicamente distribuidas, coincide com a classe das
distribui¢oes max-estaveis. A demonstracdo deste resultado e de condiges que garantem a
existéncia de tal limite ocupam essencialmente a primeira parte deste trabalho.

Dirigimos o estudo para a teoria probabilistica de extremos em contextos de dependéncia, no
que diz respeito a caracterizacdo do limite em distribuicdo do maximo em sucessdes univariadas
e multivariadas fortemente estacionarias, sujeitas a condigoes de independéncia assintética e de
dependéncia local adequadas.

No caso univariado, seguindo [10], mostramos que sob a validade da condi¢ao de indepen-
déncia assintética, se mantém as conclusdes do Teorema Limite Extremal, surgindo, contudo,
um parametro usualmente designado indice extremal da sucessdo. Este pardmetro permite a
caracterizacdo completa da distribui¢do limite do maximo a partir da sua contrapartida classica.

O trabalho prossegue no dominio multivariado seguindo essencialmente [9] e [5]. Para
proceder a caracterizacdo da classe de limites em distribuicdo do méaximo multivariado, sao
necessarios o conceito de indice extremal multivariado e de copula de uma funcéo de distribuicao
multivariada, ao que se junta o comportamento assintético marginal, especificado pelo Teorema
Limite Extremal classico. Mais concretamente, demonstramos um Teorema Limite Extremal
multivariado e concluimos que uma distribuicdo limite multivariada de maximos se caracteriza
por ter margens max-estaveis e copula max-estavel. Estudamos um modelo autorregressivo de
méximos de ordem 1 multivariado ([6]) e um modelo de maximos méveis multivariado ([16]),
comecando por estabelecer a sua estacionaridade forte. Inserindo estes modelos na plataforma
tedrica descrita acima, obtemos a distribuicao limite do maximo, avaliando diferentes concreti-

zacoes do indice extremal, das distribuigoes das margens e de copulas.

Palavras Chave: Teoria de Extremos, Estacionaridade Forte, Distribuicoes Max-Estaveis,
Distribuigoes MEV, Teorema Limite Extremal






Abstract

The Extreme Value Theory studies the distribution of extreme values of random samples. The
aim of this theory is to find models to make decisions regarding the future behaviour of rare but
high-impact phenomena, such as losses caused by natural disasters and financial investment.

At the genesis of the Extreme Value Theory is the Gnedenko Theorem. Under general
conditions, this theorem establishes the class of possible limits in the distribution of the
maximum of n random variables, real independent and identically distributed, coinciding with
the class of the max-stable distributions. The first part of this work concerns the proof of this
result and the conditions that guarantee the existence of such limit.

We direct the study towards the Probabilistic Extreme Value Theory in dependency contexts.
In fact, this study regards the characterization of the limit in distribution of the maximum
in strongly stationary univariate and multivariate sequences. These sequences are subject to
asymptotic independence and local dependence conditions.

In the univariate case, following [10], we show that under the validity of the asymptotic
independence condition, the conclusions of the Extreme Limit Theorem are maintained. However,
a parameter, usually called the extreme index of the sequence, emerges. This parameter allows
for the complete characterization of the limit distribution of the maximum from its classical
counterpart.

The work proceeds in the multivariate domain essentially following [5] and [9]. To characterize
the class of limits in multivariate maximum distribution, the concept of a multivariate extreme
index and a copula of a multivariate distribution function are necessary. A marginal asymptotic
behaviour, specified by the classic extreme limit theorem, is added. More specifically, we prove
a multivariate Extreme Limit Theorem and conclude that a multivariate limit distribution of
maxima is characterized by having max-stable margins and max-stable copula.

This study concerns a multivariate maximum autoregressive of order 1 process ([6]) and
a multivariate moving maxima process ([16]), starting by establishing their strong stationa-
rity. Inserting these models in the theoretical platform described above, we obtain the limit
distribution of the maximum, evaluating different embodiments of the extreme index, margin

distributions and copula.

Keywords: Extreme Value Theory, Strong Stationarity, Max-Stable Distributions, MEV
Distributions, Extreme Limit Theorem
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Simbolo Significado
WE extremo superior do suporte da f.d. F, isto é, sup{z € R: F(x) < 1}
ap extremo inferior do suporte da f.d. F, isto é, inf{z € R: F(z) > 0}
F1 inversa generalizada de F, isto ¢, F~!(z) = inf{y : F(y) >z}, € R
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ve.a. vetor aleatodrio
v.a's varidveis aleatérias
ve.a.’s vetores aleatérios
ii.d. independentes e identicamente distribuidas
on(1) on(1) =0, n — o0
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F(R) contradominio de F
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n
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i=1
D(G) dominio de atracao de G
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Capitulo 1

Introducao

A Teoria de Extremos é um ramo da Teoria da Probabilidade e da Estatistica que se ocupa,
essencialmente, da modelacdo de muitos fenémenos raros, cuja ocorréncia excecional pode
ter um impacto bastante significativo. Com efeito, os valores extremos de um conjunto de
observagcoes sdao uma tradugao do que de melhor ou pior pode ocorrer na natureza como, por
exemplo, temperaturas maximas e minimas, velocidade de rajadas de vento, méximo de niveis
de dgua ou até mesmo o tempo maximo de funcionamento de um dado equipamento ou o
maximo de resisténcia de um material. Uma das aplicagdes interessantes da Teoria de Extremos
foi a determinacgao da altura segura do dique que foi construido nos Paises Baixos, apds a
catastrofe de Fevereiro de 1953.

FEm resumo, a Teoria de Extremos estuda a distribuicdo de valores extremos de amostras
aleatdrias, com o objetivo de encontrar modelos que nos permitam tomar decisoes relativamente
ao comportamento futuro de fenémenos raros com interesse em muitas areas do saber, como a
Fiabilidade, as Finangas, a Climatologia e a Hidrologia, entre outras.

Os primeiros resultados desenvolvidos identificam a classe de leis limite possiveis do méximo
de n varidveis aleatérias (v.a’s) reais independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.), sujeitas
a uma normalizagao linear. Em [7] é obtido o Teorema Limite Extremal, onde se estabelece tal
classe. Tendo sido formalmente demonstrado por [8], este teorema também é conhecido por
Teorema de Gnedenko.

Realgamos que a igualdade min(X7y, ..., X,) = —max(—X,...,—X,,) justifica o facto de
a Teoria de Extremos se dedicar quase exclusivamente a leis de extremos superiores.

A aplicacao a problemas do quotidiano depressa fez perceber que, muitas vezes, a realidade
nao se enquadrava na estrutura tedrica do caso i.i.d. (caso cldssico). Surgiu entao a necessidade
de desenvolver a Teoria de Extremos em modelos menos restritivos. Em sucessoes dependentes,
a introducdo de condigdes que controlam a dependéncia de forma conveniente permitiu estender
a Teoria de Extremos cléssica.

Existem iniimeros fenémenos reais onde acontecimentos extremos apresentam uma modelacao
multivariada. Como tal, a teoria probabilistica de extremos d-dimensionais tem vindo a ser

cada vez mais desenvolvida. Como exemplo temos os dados da velocidade do vento onde o



2 Introdugao

maximo das rajadas por hora, a velocidade média das rajadas por hora e a dependéncia entre
elas sdo relevantes para a seguranca de edificios. Pode-se constatar que a Teoria de Extremos
para sucessoes d-dimensionais seguiu as mesmas linhas que o caso unidimensional. Em alguns
casos os resultados sao generalizagoes imediatas do caso univariado, noutros casos surgem novas
questdes, muitas vezes surpreendentes, caracteristicas do caso multivariado.

Assim como a Teoria de Extremos se foi desenvolvendo ao longo do tempo cada vez mais
afastada do caso cldssico, também este trabalho se estrutura na mesma direcao.

No Capitulo 2, que contém o caso classico, comegamos por apresentar os fundamentos
necessarios para estabelecer a convergéncia em distribuicio do maximo de n v.a’s i.i.d. e
caracterizar os seus possiveis limites. Surge assim o Teorema Limite Extremal cldssico, onde se
identifica a classe destes limites com a classe das fungoes de distribuicao (f.d’s) max-estaveis,
a qual se divide nas trés sub-classes disjuntas das f.d’s dos tipos Fréchet, Weibull e Gumbel.
Acrescentamos uma caracterizacdo dos dominios de atracido extremais e alguns exemplos.

As sucessoes reais fortemente estacionarias constituem uma das diregoes possiveis quando
se pretende o afastamento ao tdo restritivo caso cldssico. No Capitulo 3, considerando este
tipo de sucessoes sujeitas a condigoes de independéncia assintdtica adequadas, comegamos por
apresentar um conjunto de resultados que servem de suporte a demonstragao de um Teorema
Limite Extremal. Neste contexto, surge um coeficiente extremal relevante para a Teoria de
Extremos, designado indice extremal. Este pardmetro fornece uma relagdo entre a fungao de
distribui¢ao (f.d.) limite do méximo de uma sucessao estaciondria e a f.d. limite do méximo
da sucessao i.i.d com a mesma f.d. marginal. Definido o indice extremal, calculamo-lo através
da introducao de condig¢bes de dependéncia local, uma delas garantindo indice extremal igual
a 1. Terminamos o capitulo com um caso particular que se antecipou a teoria geral exposta
anteriormente. Trata-se da convergéncia em distribuicdo do maximo em sucessoes normais
fortemente estaciondarias sob dependéncia fraca [10].

O Capitulo 4 segue de um modo muito similar o que foi feito no capitulo anterior. Para
além da defini¢do de f.d. de valores extremos multivariada (MEV), apresentamos a sua
caracterizacdo, usando para tal a valiosa nocdo de fun¢do copula, a qual nos permitird relacionar
a f.d. multivariada com as suas f.d.s marginais. Depois de apresentar algumas das propriedades
fundamentais da func¢do copula e da sua relagdo com a convergéncia de sucessoes de f.d’s,
tornou-se possivel estabelecer um Teorema Limite Extremal Multivariado, inserido no contexto
das sucessoes vetoriais fortemente estaciondrias com controlo de dependéncia que estende o
caso univariado. Também neste contexto surge a definicdo de indice extremal multivariado, a
qual nao sendo completamente uma generalizacdo da que se conhece no caso univariado, foi,
pelo menos, motivada por esta. Estabelecemos relacoes possiveis deste parametro com as suas
contrapartidas marginais, quer a custa das f.d.’s limite envolvidas, quer a custa das cépulas
destas. O capitulo termina com dois exemplos de processos multivariados que ilustram muitos
dos resultados anteriores - um processo autorregressivo de maximos de ordem 1 e um processo
de maximos méveis. Em ambos, determinamos a f.d. limite do maximo e caracterizamos o

indice extremal em funcdo dos dominios de atracdo marginais e das cépulas envolvidas.



Capitulo 2

Teoria de valores extremos - caso
classico

2.1 Resultados fundamentais

Consideremos uma sucessao { X, }n>1 de v.a’s reais i.i.d. com f.d. F. Denotemos por M, a v.a.

n
que representa o maximo de (X1,...,X,), isto é, M,, = V X;. A f.d. de M,, é dada por
i=1

P(M,<z)=P(Xj<uz,...,X,<z)=F"(z), z € R,

resultado que s6 tem interesse pratico quando F' é conhecida. Uma vez que F"(x) tem limite
0 ou 1, é de todo o interesse a procura de uma normalizagao real u,, tal que F"(u,) convirja
para uma f.d. nao degenerada. Deste modo, procuramos um resultado assintético menos
dependente da forma concreta de F. A escolha de uma normalizacio linear u, = a,x + by,
motivada pelo Teorema do Limite Central, permite estabelecer um comportamento assintético
para a,, }(M, — b,), tal como j& havia sido estabelecido para a, (37, X; — b,). Assim, hd que
determinar sob que condic¢oes se tem

F™(anx +by) = P(a, (M, — b,) < x) % G(x), n — 400, z € R, (2.1.1)

n

para alguma f.d. G nao degenerada e constantes de normalizagdo reais a,, > 0 e b, e caracterizar
a f.d. limite G. Neste trabalho, com — denotamos a convergéncia nos pontos de continuidade
de G, e para todo o tipo de sucessoes, {u,} denota {up}n>1.

Se (2.1.1) se verificar para sucessoes {a, > 0}, {b,}, dizemos que F pertence ao dominio de
atragdo de G, o que denotamos por F' € D(G). Diz-se ainda que as f.ds reais Hy e Hs sdo do
mesmo tipo se existirem constantes a > 0 e b tais que Hj(x) = Ha(ax + b), para qualquer x
real.

Face ao problema da existéncia de limite em distribuicdo para o maximo M, devidamente
normalizado, ha que referir, logo a partida, o Corolario 1.5.2. e o Teorema 1.7.13. de [10]. No

3



4 Teoria de valores extremos - caso classico

primeiro mostra-se que se lim__, - F(x) <1, com wr o limite superior do suporte de F, isto &,
F
wrp =sup{z € R: F(x) < 1}, e se existir uma sucessao real {u,} tal que P(M,, < uy) —
n—,oo
entdo p = 0 ou p = 1. No segundo resultado, para f.d’s F tais que lim _, - F(z) = 1,
F

T

prova-se que existe uma sucessao real {u,} tal que P(M,, < uy) —e T, comT > 0, ou
n o0

equivalentemente n(1 — F(u,)) —— 7, se e s6 se
n—oo

1-F
lim (2)

Jm Ty = b (2.1.2)

Estes dois resultados excluem dos dominios de atragdo de qualquer f.d. max-estavel, ndo sé

f.d’s que verificam a condi¢ao lim_, - F(x) < 1, como é o caso da binomial, como também
F

-
f.d’s para as quais se tem lim,, (1 — F(n—1))/(1 — F(n)) = r, com r €|1, +0o0[, como é o
caso da f.d. da lei geométrica e da f.d. da lei de Poisson (r = +00).

Apesar de todas as f.d’s continuas verificarem trivialmente (2.1.2), existem casos em que
¢ impossivel encontrar sucessoes de constantes {a,, > 0} e {b,} para as quais se tenha um
limite em distribuicio ndo degenerado para a; (M, — b,), como por exemplo a f.d. F(z) =
(1-— e_“’"_se”(w))]l[o’Jroo[(x), x e R.

O Teorema de Khintchine permite avaliar o efeito que diferentes escolhas de constantes de
normalizagdo tém na f.d. limite em (2.1.1).

Teorema 2.1.1 (Teorema de Khintchine, [10]). Seja {F,} uma sucessio de f.d.’s e G uma f.d.
ndo degenerada. Sejam a, > 0 e b, constantes tais que
Fu(apr +b,) = G(2), n — +o0.
Entdo, para alguma f.d. ndo-degenerada G, e constantes c,, > 0 e B, € R, temos
Folanz + Bn) 2 Gu(x), n — 400,
se e so se
a;lan —a e a;l(ﬁn —by) — b,
coma >0 ebeR, verificando-se G(x) = G(ax + b).

Assim, o Teorema de Khintchine permite concluir que se F' pertence ao dominio de atracao
de uma f.d. G, entdo também pertence ao dominio de atracao de qualquer outra f.d. que seja
do tipo de G. Passamos a caracterizagao do limite em (2.1.1), a qual se inicia com a definigdo

de f.d. real max-estavel.

Definicao 2.1.2 ([10]). A f.d. real G diz-se maz-estdvel se, para todo n = 2,3, ..., existem

constantes a, > 0 e b, tais que
G"(anx +by,) = G(z),Vx € R. (2.1.3)

As f.d’s max-estdveis satisfazem os lemas que apresentamos seguidamente.



2.1 Resultados fundamentais 5

Lema 2.1.3 ([10]). Se G € uma f.d. max-estdvel, existem fungoes reais a(s) > 0 e b(s), definidas
para s > 0, tais que G*(a(s)z + b(s)) = G(zx), para quaisquer reais x e s > 0.

Demonstragdo. Se G é max-estavel, entdo existem constantes a, > 0 e b, € R, tais que
(2.1.3) se verifica. Tem-se também G (amg) + bppg) = G(), para qualquer s > 0, donde

G"(a[ngT + bppng]) — G%(x) Assim, o Teorema de Khintchine garante a existéncia de
n [e.9]

constantes a(s) > 0 e b(s) tais que G(a(s)x + b(s)) = G%(:U) O

O lema seguinte prova que a classe das f.ds max-estaveis coincide com a classe dos possiveis
limites em (2.1.1) e que qualquer f.d. max-estével pertence ao seu préprio dominio de atragao.

Lema 2.1.4 ([10]). (i) A f.d. G ndo degenerada é maz-estdvel se e s6 se existe uma sucessao
{F,} de f.d.’s e sucessoes de constantes reais {a, > 0} e {by} tais que, para cada k € N,

Fo( i + bpp) = G%(x), n — +o00. (2.1.4)

(ii) Se G € nao degenerada, G é maz-estdvel se e sé se D(G) € ndo vazio.

(iii) A classe das f.d.’s G ndo degeneradas, que surgem como limite em (2.1.1), coincide com
a classe das f.d.’s maz-estdveis.

Demonstragiao. Comecemos por provar (7). Admitamos que (2.1.4) se verifica e observemos que
G% é uma f.d. ndo degenerada, para qualquer k£ natural. Considerando a convergéncia (2.1.4)
para k =1 e para k # 1, o Teorema de Khintchine garante que G%(az) = G(agz + B), para
alguns ai > 0 e [ € R, isto é, G é max-estavel.

Reciprocamente, se G é max-estavel, considerando F,, = G™ em (2.1.3), tem-se Fyx(aprx +
bni) = G(z), para n, k € N, bem como F,(anrx+bpg) = G (angx+bpg) = (G"k(ank.x—kbnk))% =
Gr (x), obtendo-se (2.1.4) trivialmente.

Relativamente a (i7), comecemos por supor que G é max-estavel, isto é, que existem a, > 0
e b, € R tais que (2.1.3) se verifica. Entao G € D(G) e portanto D(G) é nao vazio.

Reciprocamente, admitamos que D(G) é nao vazio e seja F' € D(G). Entdo existem
constantes a,, > 0 e b, € R tais que F"k(ankx + buk) = G(z), para cada k € N, ou seja,
F (e + bpp,) — G%(x) Portanto, (2.1.4) verifica-se com F,, = F" e por (i) conclui-se que G
é max-estavel.

Provemos finalmente (i7i). Com efeito, como se provou em (ii), se G é max-estavel entdo G
pertence ao seu préprio dominio de atragdo, verificando-se trivialmente (2.1.4). Por outro lado,
se o limite (2.1.1) ocorre, ter-se-4 (2.1.4) com F,, = F™ e, portanto, G é max-estavel como se

provou em (7). O

O préximo teorema estabelece os trés dominios de atracio de f.d.s max-estaveis, o que nos
permitird demonstrar o Teorema Limite Extremal ou Teorema de Tipos Extremais.

Teorema 2.1.5 ([10]). Se G € uma f.d. maz-estdvel, entdo pertence ao tipo de apenas uma

das f.d.’s Gumbel, Fréchet ou Weibull de expressio analitica: A(x) = exp(—e™™), x € R,
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Po(z) = exp(—27) Mo 40 (7), T € R, e Vo(z) = exp(—(—2))_og 0[() + T 4oo[(7), z € R,
respetivamente, onde « € uma constante positiva. Reciprocamente, se G pertencer ao tipo de
alguma destas f.d.’s, entdo G € maz-estdvel.

Demonstragdo. Comecemos por provar que cada uma das f.d’s indicadas no enunciado é

max-estavel, ou seja, satisfaz (2.1.3). Para a f.d. de Gumbel, temos
n
An(anl‘ + bn) = <exp ( _ e—(ana:-i—bn))) —_ exp(_elogn—anac—bn) — exp( _ e—(an;r—&-bn—logn)).

Tomando a,, = 1 e b, = logn, obtemos (2.1.3).
Do mesmo modo, para a f.d. de Fréchet, vem

—Q

n —a
T T R

e, fazendo a, = n'/® e b, = 0, obtemos (2.1.3), para > 0. Para = < 0, temos a,x + b, =
naz < 0 e assim G"(anr +by) = 0= G(x).
Finalmente para a f.d. de Weibull, obtemos

n

— <fn1/aana:fn1/“bn)

_ e—(nl/a)&(—anm—bn)a — e :

UM (apz + by) = (e_(_(anaf-l—bn))a)

e, fazendo a, = n=/* e b, = 0, obtemos (2.1.3), para z < 0. Para = > 0, temos a,x + b, =
n~az >0, pelo que G"(apr +by) =1 =G(x).

Suponhamos agora que G é max-estavel. Entao, pelo Lema 2.1.3, existem fungdes a(s) e b(s),
com s > 0, tais que G*(a(s)x + b(s)) = G(x), para todo o z real. Se z é tal que 0 < G(z) < 1,
temos

—log(—log G(a(s)x 4+ b(s))) —log s = —log(—log G(z)). (2.1.5)

Provemos agora que GG, sendo max-estavel, ndo tem descontinuidades nos extremos do seu
suporte no caso de estes serem finitos. Admitamos, por absurdo, que G tem uma descontinuidade
no extremo superior do suporte wg. Assim, lim__, - G(z) < 1. De G*(aoz 4 bo) = G() resulta
G
as + by > x, para qualquer x real. Se v — w entdo azx + by — k= com k = aswg + b > wg.
Portanto li -G by)=1.M
ortanto lim, - (agx + ba) as,

lim G(z) <1= lim G*(agz +by) < 1= lim G(agx +bg) < 1,
TowWo TowWe TowWg
o que leva a uma contradi¢do. Provamos, assim, que G ndo admite descontinuidade em wg.
De modo anélogo, provar-se-ia que G nao admite descontinuidade em a¢, sendo a¢ o limite
inferior do suporte de G, ou seja, ag = inf{z € R : G(z) > 0}.
Consideremos agora a funcdo nao decrescente ¢(x) = —log(—log G(x)), definida para x
tal que 0 < G(z) < 1. Esta funcgao é tal que inf{¢)(z)} = —oc e sup{¢(x)} = 400 pelo que
admite inversa generalizada, que se define por U(y) = inf{x : ¢)(x) > y}. Assim, de (2.1.5),
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resulta ¥ (a(s)x + b(s)) — log(s) = 1(x), e, por definigdo da funcdo U, temos

Uly) = infle : 9(x) > y} = itz : Y(a(s)z +b(s)) — logs > y)
U(y +logs) — b(s)

= a(s)™" (inf{a(s)a +b(s) : (als)r + b(s)) ~logs >y} —b(s)) = =BT,

do que decorre
U(y +logs) — U(log s)

a(s)
Escrevendo z = log s, a(z) = a(e?) e U(y) = U(y) — U(0) vem que

— Uly) - U(0).

Uly+2) —U(z) = U(y)a(z), (2.1.6)

para quaisquer reais y e z. Permutando y com z e subtraindo em (2.1.6), membro a membro,

obtemos
U(y)(1 —a(z)) = U(2)(1 - a(y)). (2.1.7)

Colocam-se agora duas situagoes distintas: a(z) = 1, para qualquer z € R, ou a(z) # 1, para
algum z € R. Analisemos cada caso em particular.

Admitamos que @(z) = 1, para qualquer z € R. De (2.1.6) obtemos U(y+2) = U(y) + U(2).
Atendendo a que a tnica solucio mondtona crescente desta equacio é U (y) = py, para algum
p >0, vem U(y) — U(0) = py, ou seja, ¥~ (y) = U(y) = py + v, com v = U(0). Uma vez que
Y1 ¢é continua & direita temos ¢! (¢)(z)) = =, donde

r —v
P .

z =97 (@) = pd(x) + v & P(x) =

Substituindo ¥ (x) = £5¢ na equagao P(x) = —log(—log G(z)) obtemos

—log(—log G(x)) = % & logGa) =—¢ 7 @ Ga)=exp (—e 7 ),

para qualquer z tal que 0 < G(z) < 1. Sendo G uma f.d., fica provado que, neste caso,
G(x) = exp ( — 677), para qualquer x real, ndo tendo extremos do suporte finitos. Trata-se
da f.d. de Gumbel.

Admitamos agora que a(z) # 1, para algum z € R. De (2.1.7) obtemos

Uly) = )(1 —a(y)) = k(1 —a(y)), (2.1.8)

para qualquer y € R, onde k := lgé’?z) Notemos que se tem k # 0 pois, caso contrario, ter-se-ia

U(z) = 0 o que implica U(y) = 0, ou seja, U(y) = U(0) para qualquer y real. Da equacio
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(2.1.6) decorre
K(1— a(y)a(z) = k(1 — a(y +2) — k(1 — 4(2) & aly + =) = a()az),  (2.1.9)

onde @ é uma funcdo monétona, o que resulta do facto de se ter U(y) = k(1 — a(y)) com U néo
decrescente. A tnica solugdo mondtona da equagdo funcional (2.1.9) tem a forma a(y) = e,
com p # 0. Entdo, de acordo com a equacgdo (2.1.8), temos ¥~ (y) = U(y) = k(1 — e?Y) + v
onde v = U(0). Sendo U nao decrescente, temos apenas dois casos distintos a considerar: k > 0
ep<0ouk<0ep>0. Mais ainda, temos

=9 (W) = k(1 — @) 4o = k(l - (ew(@)_p) o= k(l - ( —log G(x))_p> + v,

_1
0 que nos permite concluir que G(x) = exp ( — ( — w> p), para x tal que 0 < G(z) < 1.

Analisemos agora os dois casos possiveis para p e k definidos atrds. Consideremos inicial-
mente que k < 0e p > 0. Seja a = %. Neste caso, sendo G uma func¢ao exponencial com
limy 400 G(z) = 1, concluimos que wg = +00. Como esta fun¢do exponencial s6 estd definida
para x > v + k concluimos que ag ¢é finito. Além disso, lim,_,(,44)+ G(7) = 0 e G ndo pode ter
um salto em ag. Consequentemente, ag = v + k. Entdo, a expressdo analitica de G é dada por

0, r<v+k
G(x) = - .
(=) exp(—(—m(zﬂf)) >, r>v+k

Trata-se de uma f.d. do tipo Fréchet.

Consideremos agora que k > 0 e p < 0. Seja o = —%. Como lim,_, o G(x) = 0, concluimos
que ag = —oo. Como se trata de uma funcao exponencial que s6 estd definida para = < v + k,
concluimos que wg ¢ finito. Além disso, lim,_, (1)~ G(z) = 1 e G' ndo tem uma descontinuidade
em wqg. Consequentemente, wg = v + k. Entao, a expressdo analitica de G é agora dada por

o) = exp <<I(Z+k))a>, r<v+k

1 r>v+k

)

a qual corresponde a uma f.d. do tipo Weibull. O

Os resultados apresentados até agora mostram que a classe dos possiveis limites em (2.1.1) se
divide em trés sub-classes disjuntas, usualmente identificadas como Tipo Fréchet, Tipo Weibull
e Tipo Gumbel. Pelo Toerema de Khintchine, uma f.d. ndo poderé pertencer ao dominio de
atracdo de duas f.d.s pertencentes a dois tipos diferentes e, portanto, estes trés tipos disjuntos

determinam trés dominios de atracao disjuntos.
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2.2 Teorema Limite Extremal

O Teorema Limite Extremal ou Teorema de Tipos Extremais decorre imediatamente do Teorema
2.1.5.

Teorema 2.2.1 (Teorema Limite Extremal, [8]). Seja {X,} uma sucessao de v.a.’s i.i.d., com
f.d. F. Se existirem sucessoes de reais, {an, > 0} e {bn}, tais que

F(anz +by) = Pla; (M, —b,) < z) 3 G(x), n — +oo, (2.2.1)

n

com G uma f.d. ndo degenerada, entdo G pertence ao tipo de apenas uma das f.d.’s Gumbel,
Fréchet ou Weibull. Reciprocamente, qualquer f.d. do tipo Gumbel, Fréchet ou Weibull pode
surgir como limite em (2.2.1).

Demonstragao. Se (2.2.1) se verifica entdo, para qualquer k natural, tem-se
F™* (qppa + bu) = G(x), n — +oo,

e portanto, o Lema 2.1.4 mostra que G é max-estavel. Pelo Teorema 2.1.5, G pertence ao tipo
de alguma das f.d’s do enunciado. Reciprocamente, se G é do tipo de alguma destas f.d.s entao
G é max-estavel e atendendo ao Lema 2.1.4, como D(G) é nao vazio, G pode surgir como limite
numa convergéncia da forma (2.2.1). O

Até ao momento considerdmos a convergéncia de probabilidades da forma P(a,, 1 (M, —b,) <
x), que podem ser reescritas como P(M,, < u,), onde u, = a,x + b,. Mesmo considerando
uma sucessao arbitraria de constantes {u,}, usando a aproximacao log(l — z) ~ —z, * — 0,
prova-se que se tem

P(M,, <up) =F"(u,) —— e seesése n(l—F(u,)) ——, (2.2.2)

n—o0 n—oo

para 0 < 7 < co. Uma vez que o acontecimento {X; > u,} representa uma excedéncia do nivel
u, pela varidvel X;, para ¢ = 1,...,n, entdo a condi¢do (2.2.2) exige que o nimero médio de
excedéncias de u, seja assintoticamente constante. Quando tal acontece para algum 7 > 0,
dizemos que u,, é um nivel normalizado e representamo-lo por ug) . Conjugando (2.2.2) com
(2.1.1) podemos ainda concluir que

n(l — F(apz +b,)) —— 7 =71(x) = —log G(x),

n—oo

para todo o z € R e sucessoes de constantes reais {a, > 0} e {b,}.

Apresentamos agora condigdes necessérias e suficientes para que a f.d. F pertenga aos trés

dominios de atragdo mencionados no Teorema 2.1.5.
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Teorema 2.2.2 ([10]). Uma f.d. ndo degenerada F pertence ao dominio de atragio da f.d. de

1—F(t
1) Fréchet se e s6 se wp = 00 e lim & =z % a >0, para todo o >0, verificando-se
t—oo 1 — F(t)

1 1
(2.2.1) com ap = vy 1= Fl(l — n) =inf{zx: F(z)>1— E} e by, = 0;

1-F —zh
2) Weibull se e s6 se wp < 00 € lim (wr —zh) _ %, a >0, para todo o © > 0, verifi-

h—0 1 — F(wp — h) N

cando-se (2.2.1) com ap = wp — Y, € by, = Wr;

3) Gumbel se e so se existe uma fungao estritamente positiva g(t) tal que, para todo o x > 0,

1—F(t t
se tem tgglF : (_ ;(f)g( ) = e *, verificando-se (2.2.1) com a, = g(vn) € by = Yn.

Demonstragao. Fazemos apenas a prova de suficiéncia. Uma vez que F(v, ) <1 — % < F(vn),
qualquer uma destas trés condigoes implica n(1 — F(vyy,)) — ley, — wp.
n—oo
Comecemos por assumir que F' satisfaz o critério da f.d. de Fréchet. Assim, como v, — 400,
temos

n(l — F(yz)) ~n(l — F(y,))z™* —— a2~ %, > 0.

n—oo
Entao, por (2.2.2) vem, para x > 0, P(M,, < v,x) — XD (—x~®). Uma vez que 7, >0 e
que exp (—z~%) — % 0, vem também que P (M, < 0) — 0. Entdo, para z <0, obtemos
P(M,, <ypz) < P(M, <0) — 0. Portanto, P(M,, < v,z ) — G(z), onde G é uma f.d. de
Fréchet, ou seja, (2.2.1) ocorre com a,, = v, € b, = 0.

A parte 2) segue de modo similar. Neste caso, v, — wp. Escrevendo h,, = wp —~;, deduz-se,
para x > 0, lim, 0o n(1 — F(wr — 2(wp — 7,))) = 2% Para z < 0, substituindo x por —z,
obtemos igualmente lim,, oo n(1 — F(wp + z(wp — 7)) = (—2z)%. Usando novamente (2.2.2),
estabelecemos (2.2.1) com constantes a, = wp — Y, € by, = Wp.

Finalmente, também o caso 3) segue nas mesmas linhas dos anteriores. Com efeito, se
F satisfizer o critério enunciado, escrevendo t = ,, — wp, temos que lim, o n(1 — F(y, +
rg(m)) = e

—T

, para todo o z real. Obtém-se (2.2.1) com a,, = g(7n) € by = Yn. O

Exemplo 2.2.3. Seja F a f.d. da lei de Pareto, definida por F(z) = (1—kw*°‘)]I[ké +OO[(:C), x €

R, onde a > 0, k > 0 sao constantes reais. Considerando b, = 0 e a, = (k:n)é, obtemos
n(l — F(apz + by)) = n(1 — F((kn)éx)) = nk‘((k:n)ia:)_o‘ =2 % para x > 0 en tal que
naz > 1. Entdo, F pertence ao dominio de atracao da f.d. de Fréchet. O

Exemplo 2.2.4. Seja F' a f.d. da lei exponencial definida por F(x) = (1 —e %) M|y 1oo((z), T €
R. Com a, =1 e b, = logn, obtemos n(1 — F(z +logn)) = ne *718" = ¢=% 1 € R, paran
tal que x +logn > 0. Entao, F' pertence ao dominio de atracio da f.d. de Gumbel. O

Exemplo 2.2.5. Seja {X,,} uma sucessio de v.a’s normais i.i.d. centradas e reduzidas. Vamos
mostrar que

P(a;l(Mn —by) <zx) —— exp(—e ?), x € R,

n—oo



2.2 Teorema Limite Extremal 11

com

1
an = (2 logn)_% e b, = (2logn)% - 5(2 log n)_%(loglogn + log 47). (2.2.3)

Denotemos por ® e ¢, a f.d. e a funcio densidade de X,, respetivamente. Consideremos a
sucessdo real {u,} definida por

n(l—®(uy)) =e* zeR. (2.2.4)
Uma vez que se tem 1 —®(x) ~ ¢Ef), x — +00, e, como de (2.2.4), se conclui que uy, — T
temos 1
_r Un
—e * -1, n = +o0.
n o Pun)

Tomando logaritmos vem,

—logn — x + log u,, — log ¢(uy) — 0,

2
u
e, como ¢(uy) = \/%67771, obtemos

2
n

1 U
—logn—x+logun+§log2w+7HO, n — +oo. (2.2.5)

Assim, 298" 41 o que implica
Un n—00

log 2 + loglogn — 2logu, — 0, n — 4o0.

Aplicando este limite em (2.2.5), resulta

1 1 1 2
—logn—gc—i—510g2—|—§loglogn+510g27r—1—ZL’1 — 0.

2 n—oo
FEntao,

1 1
u% = 2<x+logn— §loglogn — 5log47r+0n(1)),

isto €,

1
1 1 3
T — = loglogn — s logdnr 1
5 l0glog 5 108 0( )) '

1
= (21 211
tn = (2logn)> ( * logn logn

Ora, uma vez que (1 + x)% =1+ % +o(zx), z — 0, obtemos

— Lloglogn — Llog4 1
unz(zlognﬁ(ux 2 08080 20gﬂ+o< )),

2logn logn
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ou ainda,

1
un, = (2log n)*%x + (2log n)% - 5(2 log n)*% (log logn + log 47r) + o((log n)*%)
Temos assim, u, = apx + by, + o(ay) com a, e by, definidos em (2.2.3).

Finalmente, por (2.2.2), obtemos
P(M,, < apz+ b, +o0(ay)) — exp(—e ¥), x € R,

ou seja,
P(a; (M, —b,) <z +0,(1)) — exp(—e ), z € R.

n

O Teorema de Khintchine garante o mesmo limite para a sucessdo v, = anx + by, concluindo
assim a prova. Provdmos assim que a f.d. da lei normal pertence ao dominio de atracdo da f.d.

de Gumbel. O



Capitulo 3

Convergéncia em lei do maximo em
sucessoes reais estacionarias

3.1 Teorema Limite Extremal

Depois de estabelecidos os resultados fundamentais da teoria classica de extremos, em que se
consideram v.a.s i.i.d., um primeiro afastamento desta tao restrita situagdo pode direcionar-se
de duas formas distintas. Uma, em que se consideram v.a.s independentes e nao identicamente
distribuidas, outra, considerando v.a’s dependentes mas com a mesma f.d. Citando [1],
a primeira abordagem conduz a um comportamento assintético de maximos que se afasta
consideravelmente do caso classico. No segundo caso encontram-se as sucessoes fortemente
estaciondrias, para as quais, sob condig¢oes adequadas, a lei limite do maximo, sob normalizacao
linear, é relacionavel com o que se conhece para o caso classico. Com efeito, com algumas destas
condigoes, conhecidas como condigoes de independéncia assintética, procura-se enfraquecer a
dependéncia entre X; e X;, quando |j — | — 400, 0 que permite a ligagao ao caso i.i.d.

Uma sucessao X = {X,,} de v.a’s reais diz-se fortemente estaciondria se, para toda a escolha
de indices 1 < iy < --- < iy, e todo o inteiro s > 1, os vetores (X;,, ..., X;, ) € (Xij4sy -5 Xip+s)
tém a mesma distribuicdo. Doravante, a estas sucessées chamamos apenas estacionarias.

Os estudos iniciais envolvendo sucessées normais estacionarias com sucessao de correlagoes
limitada convenientemente, podem ser consultadas em [10] e sdo parcialmente incluidas na
Seccao 3.5. Os estudos prosseguiram com a prova da validade do Teorema Limite Extremal
para sucessdes que verificam a chamada condi¢do de mistura forte. A saber, diz-se que a
sucessao estaciondria X verifica a condigdo de mistura forte se existir uma fungao g(k), tal que
g(k) m Oe |P(ANB)— P(A)P(B)| < g(k), onde A € 0(X1,...,X}) e B € o(Xprpti1,---)
para quaisquer p e k inteiros. Note-se que o(.) denota a o-algebra gerada pelas v.a’s indicadas.
Esta condicao pode ser enfraquecida. De facto, quando temos por objetivo a f.d. limite do
méximo, apenas os acontecimentos da forma {X; < u,} tém relevancia. Surge assim a condicao

D(uy,), onde {u,} é uma sucessdo de constantes reais.

13
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7

No que se segue Fj, . ;, denota a f.d. conjunta de X;,,...,X;, e a notacdo Fj, ;. (u) é

in
uma abreviatura de F;, ;. (u,...,u).

Definicao 3.1.1 ([10]). Dizemos que a sucessao X verifica a condi¢io D(uy,) se, para quaisquer
inteiros 1 < i1 <11 < --- <ip < J1 < ...Jg < n tais que j1 — i, > Ly, se tem

| Fir i gt (Un) = Fiy iy (un) Fjy g (un)| < amee,,
com Q. g, —— 0, para alguma sucessdio £, = o(n).

A condicdo D(u,,) garante-nos a independéncia assintética de blocos de varidveis suficiente-
mente afastadas, o que permite obter a independéncia assintética do méaximo em intervalos
disjuntos de sucesses estacionarias, [10]. E ainda de salientar que a condicdo de mistura forte
implica a condigdo D(uy) para toda sucessao {uy}.

O nosso objetivo é agora provar que o Teorema Limite Extremal também é valido para
sucessoes estacionarias que verificam D(u,). Comegamos por introduzir alguma terminologia
e notagdo. Dado um conjunto de inteiros E, M(E) denota V X;. Chamamos intervalo de
inteiros a qualquer conjunto finito de inteiros consecutivos. Dégﬁimos ainda que o tamanho do
intervalo E = {j1,...,72} é ja—j1+1. Se F = {k1,...,ka}, com ja2 < ki, é um outro intervalo,
dizemos que E e F sao (k1 — jo)—separados.

Retomando o objetivo acima descrito, pretendemos mostar que, se X é uma sucessao

estacionaria que verifica D(an,x + by,) €
P(a, (M, — by) < 2) % G(z), n — +00, (3.1.1)

para sucessoes de constantes {a, > 0} e {b,} e onde G é uma f.d. ndo degenerada, entdao G é
uma f.d. de tipo extremo. Equivalentemente, pelo Teorema 2.1.5, G é max-estavel. Por outro
lado, pelo Lema 2.1.4, tal acontece se

Plappt (My, — bui) < 2) 2 G (x), n — +o0, (3.1.2)

para cada k € N. Uma vez que o caso k = 1 em (3.1.2) corresponde a (3.1.1), se se provar que
(3.1.2) se verifica para k = 1, entdo verificar-se-4 também para k = 2,3,.... Assim, para obter
a generalizacdo do Teorema Limite Extremal que pretendemos, basta provar que

P(Mp < anp + byi,) — PH(M,, < app + bug) —— 0, (3.1.3)
para cada k = 2,3,.... O método que vamos utilizar consiste em dividir o intervalo {1,...,n}

em k intervalos de tamanho [%] (restando n — k[7] inteiros) para obter um resultado que implica
(3.1.3) em cada um destes intervalos, isto é, P(M,, < a,x+b,) — Pk(M[%} < apx+by) —0.
Para aplicarmos a condi¢do D(u,) é necessario diminuir o tamanho dos k intervalos de modo a
separd-los. Consideremos assim um inteiro fixo k e seja n’ = [%]. Portanto, temos n'k <n <

(n' 4+ 1)k. Divide-se os primeiros n’k inteiros em 2k intervalos consecutivos. Concretamente
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escreva-se

L={1,2,....0 —4,}, If ={n —tl,+1,...,0'},

e assim sucessivamente até I = {(k — 1)n’ +1,...,kn’ — 0,}, I} = {kn' — {, + 1,...,kn'},
onde k < ¢, < n’. Observe-se que I;, j < k, tém tamanho n' — ¢, e I, j <k, tém tamanho
ln. Escreva-se ainda Iy = {(k = 1)n' + 6, +1,... kn/} e I} = {kn/ +1,...  kn/ + £,}. E
de salientar que n € I}, | e que Iy e I, de tamanho n' — ¢, e {,, sao definidos de modo
diferente de I; e I7, j < k.

O préximo lema mostra a independéncia assintotica de maximos sob intervalos disjuntos,

resultado que tem (3.1.3) como consequéncia.

Lema 3.1.2 ([10]). Suponhamos que a sucessio estaciondria X verifica D(uy,) para uy tal que
limsupn(l — F(uy)) < co. Entao, temos

k
| ( ({M(1) < un}> H P(M(I;) < up)| < (k= 1)ang,,
=1
k
(i) ( (M (1) < un}> P(M, <uy,) < (k+1)P(M(I) < u, < M(I})),
(iii) P(M, < u,)— P* (M) < up) —— 0. (3.1.4)

n—oo

Demonstragio. Facamos a prova de (i) recursivamente. Seja A; = {M(I;) < u,}. Temos que

‘P(Al N AQ) - P(AI)P(AQ)’ = ’Fl,..A,n’—€7l,n’+1,...,2n’—én (un) - Fl,..‘,n’—Zn (un)Fn’—l-l,‘..,Qn’—En (un)|
nao excede oy, ¢, , uma vez que I e Iz sdo ¢, —separados e X verifica D(uy,). De igual modo,

’P(Al NAsN A3) — P(Al)P(AQ)P(Ag)‘
< |P(A1 NAsN Ag) - P(Al N AQ)P(Ag)‘ + ’P(Al N Ag) - P(Al)P(A2)|P(A3) < 201717[”,

visto que I; U Ty C {1,...,2n' — £,} e os Iy e I3 sao ¢, —separados. Procedendo do mesmo

modo, obtemos o resultado indicado em (7).

Para provar (ii) notemos que {M,, < u,} C ﬂ {M(I;) < up} e, por isso,
j=1

(ﬂ{M <un}> P(M, < u,) = P <{M <un}ﬂﬂ{M <un}>

7j=1

— p( UAM (L) < un < M(I)} U{M (Ijs1) < uy < M(Ik+1)}>
7j=1

< (k+1)P(M(I) < u, < M(I})),

dado que, atendendo a estacionaridade de X, P(M(I;) < u,, < M(I})) é independente de j.
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De modo a provar (iii), comecemos por mostrar que
|PH(M(I1) < up) — PP(Mp2y < up)| < kP(M(I1) < u, < M(IT)). (3.1.5)

Com efeito, uma vez que P(M(l1) < up) — P(Mjz] < un) = P(M(L1) < up < M(I})),

escrevendo y = P(M(I1) < wuy,) e x = P(M[%} < uyp), (3.1.5) segue da desigualdade y* — 2% <
k(y —z), quando 0 <z <y < 1.
Por outro lado, como P(M(I;) < uy) é independente de j, a parte (i) da lugar a

k
’P( MM (1) < un}) — PHOM(L) < up)| < (k= D, (3.1.6)
j=1

Combinando (3.1.5), (3.1.6) e (ii), obtemos

‘P(Mn <up) = PH(Mp) < un)

<2k+1)P(M(I) < up < M(I7)) + (k= 1)ay, -

Por um lado, D(uy,) é verificada, pelo que ay, ¢, — 0, para alguma sucessao ¢, = o(n). Por
outro lado, como limsupn(1l — F(uy,)) < oo, temos que
n—0o0

P(M(L) < up < M(I)) < P(M(I}) > up) < 6,P(X1 > uy) = %"nP(Xl > u,) —— 0.

n—oo

Assim, obtemos o resultado (3.1.4). O

Se considerarmos uma sucessao de inteiros {k,} que verifica determinadas condigoes ¢é
possivel generalizar (3.1.4). O préximo lema, cuja demonstragao se omite por seguir os mesmos

argumentos do Lema 3.1.2, apresenta tal generalizagao.

Lema 3.1.3 ([12]). Seja X uma sucessdo estaciondria verificando a condi¢io D(uy) para

sucessoes {un}, {€n} e {kn}, tais que limsupn(l — F(u,)) < oo e
n—oo

knty,

ky 00, 0 e kpapg, —— 0. (3.1.7)
n—00 n n—0o00 n—00
Entao
Fn
P(My < un) = PP (Miz) < un) ——0. (3.1.8)

O
Conseguimos finalmente enunciar o Teorema Limite Extremal para sucessdes estacionarias.

Teorema 3.1.4 (Teorema Limite Extremal, [10]). Seja X uma sucessio estaciondria e a, > 0
e b, constantes tais que

P(a_l(Mn —by) < x) SN G(x), n — o0,

n
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onde G é uma f.d. nao degenerada. Suponha-se que D(anx + by,) € satisfeita para todo o real x.
Entdo G pertence ao tipo de apenas uma das f.d.’s Gumbel, Fréchet ou Weibull.

Demonstragao. Escrevendo u, = a,x + by, e usando (3.1.4) obtemos (3.1.3). Como (3.1.2) se
verifica para todo o k uma vez que se verifica, por hipétese, para k = 1, entao denotando por
F, afd. de M,,, pelo Lema 2.1.4, G é max-estavel. O Teorema 2.1.5 garante assim que G é

uma f.d. de tipo extremo. O

3.2 Resultados sob a condigao D’'(u,)

Nesta secgdo 0 nosso objetivo é encontrar condigdes para os quais (2.2.2) também se verifique
para sucessoes estaciondrias. No caso em que ha estacionaridade, embora a condi¢do D(u,) seja
suficiente para garantir a validade do Teorema Limite Extremal, esta ndo permite a validagao
de (2.2.2). Surgiu assim a necessidade de impor novas condigoes & sucessio estacionaria X, de
modo a obter um comportamento assintético do maximo de certa maneira idéntico ao que teria
se a sucessao fosse i.i.d. Assim, em [11], é introduzida uma condi¢do de dependéncia local, a

condi¢ao D'(uy,).

Defini¢ao 3.2.1 ([11]). Dizemos que a sucessio X satisfaz a condi¢io D'(uy), para uma
sucessdo de constantes {uy}, se satisfizer D(uy,) e

(751
nZP(Xl > Up, Xj > up) = 0, n — 00, (3.2.1)
j=2

para alguma sucessao de inteiros positivos {k,} a satisfazer (3.1.7).

Esta condicdo limita a probabilidade de mais do que uma excedéncia de wu, ocorrer em
{1,...,[#]}. O préximo teorema estabelece a equivaléncia (2.2.2) no caso das sucessoes

estaciondrias sob as condigoes D(uy,) e D'(uy,).

Teorema 3.2.2 ([10]). Seja {u,} uma sucessao de constantes tais que D(u,) e D'(uy,) se
verificam para a sucessdo estaciondria X. Seja 0 < 7 < 0o. Entdo,

se e SO se
n(l — F(uy)) — T (3.2.3)

Tn
Demonstragio. Seja r, = [£+]. De {M,, > u,} = U {X; > u,}, decorre
n J:l

Tn 'n
Y PXj>up)— > P(Xi>up, Xj > uy) < P(M,, >uy) <Y P(X; > up).
j=1 1<i<j<rn j=1
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Atendendo a estacionaridade de X, estas desigualdades dao lugar a
1—rn(1 = F(up)) < P(M,, <up) <1—rp(1—F(up))+ Sn, (3.2.4)

equivalente a

(1 k(1 k—nF(un)))k” < PR (M, <uy) < (1 _ Tnkn(1 = F]i:”)) + k”5">kn, (3.2.5)

Tn
onde S, =1y, Y. P(X1 > un, Xj > uy). Pela condi¢do D'(uy,), temos S,, = o(k; ).
=2

Suponhamos que (3.2.3) se verifica. Atendendo a que r, k(1 — F(uy)) 4 knSn — T, pois

Pnkn ~ n, n — 400, concluimos que P*(M,, < u,) — Devido a (3.1.8) obtemos
n—oo
(3.2.2).

Reciprocamente, consideremos que (3.2.2) se verifica. Reorganizando (3.2.4), obtemos
P(M,, > up) <r,(1—F(u,)) < P(M,, > uy)+ Sy. (3.2.6)

Como, por hipétese, P(M,, < uy) — e 7, ede (3.1.8) vem
n (e.)

kn
P(My < ) = (1= 2P Z )Y T ) (3.2.7)

concluimos que k,P(M,, > uy) — 7. Multiplicando (3.2.6) por k,, obtemos n(l —
n—oo
F(Un)) n—>—oo> T, isto é, (323) O

Este teorema prova que numa sucessdo estaciondria que verifique D(u,) e D'(uy,), para
alguma sucessao {u,}, o maximo comporta-se assintoticamente como se as variaveis da sucessao
X fossem i.i.d.. Recordemos que se (3.2.3) se verifica para um 7 > 0, dizemos que u, é um

ivel lizad ] (r)
nivel normalizado e representamo— O por un ".

3.3 Indice extremal univariado

Quando a sucessao estaciondria X verifica a condigdo de independéncia assintética D(uy,) mas

nao verifica a condigdo D’(u,), podem existir agrupamentos de excedéncias de u,,. Neste caso,

como nos mostra o teorema seguinte, o limite de P(M,, < ug)), quando existe, depende de

uma, constante 6 positiva que é independente de u,, e de 7.

Teorema 3.3.1 ([10]). Suponhamos que, para todo o T > 0, existe uma sucessao {ug)} que

satisfaz (3.2.3), para a qual D(uq(f)) se verifica. Entao existem constantes 0, 6/, 0 <0 < <1
(1)

tais que liminf,,_, . P(M, < ug)) =e " e limsup, .. P(M, <uy’)=e . Portanto, se

para algum T > 0, P(M,, < ug)) convergir, entao = 0" e P(M, < uq(f)) —— e~ 07, para todo

n—oo
ot >0.
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Demonstragao. Por (3.1.4) sabemos que, para cada inteiro fixo k, P(Mn < u?) — Pk (Mn/ <

ug)) —— 0. Entao, se considerarmos lim sup P(M,, < u,(f)) = 1)(7), obtemos
n—oo N300

lim sup P(M,; < u{7)) = 1/1%(7')

n—o0

(%)

- Entao,

Suponhamos agora, sem perda de generalidade, que ug) >u

Bl

Fu) — Fu'f)

~ &

n

7j=1

(1 . F(ufﬂ) - (1 - F(um)‘ —

- ’Tu+ou»—;u+dnﬂ=ou%

kn'

uma vez que n’ ~ 2, n — +oo. Como limsup P(M,, < uff)) = (%) vem, da desigualdade
n—oo
()

anterior, que limsup P(M,s < up’) = (7). Assim, obtemos a equagio funcional
n—oo

YE(r), 7> 0, (3.3.1)

<
PR
ENll
~_
I

para todo o k € N.

(") (7)

Se considerarmos 7' < 7, por (3.2.3), deduz-se que uy, ’ > uy ' quando n é suficientemente

grande. Entdo a fungdo 1 (7) é ndo crescente e é estritamente positiva visto que, de (3.2.5),
concluimos que lim. gf P(M, < ug)) > e~ 7. A solugdo tnica da equagdo funcional (3.3.1) é
(1) = e 97, onde # > 0 nao depende de 7.

Como (1) > e 7 vem que 0 < 6 < 1. Do mesmo modo, obtemos que linrgiorolf P(M, <

uSJ)) = 6_9,7, onde 0 < ¢ < 1. Claramente 6’ > 6, completando assim a prova do teorema,

uma vez que a ultima afirmagao é trivialmente provada. O

Na literatura de Teoria de Extremos, ao pardmetro 6 da-se o nome de indice extremal da
sucessdo X. Apresentamos agora a defini¢do deste indice sem qualquer restricdo de dependéncia
sobre as varidveis de X.

Definicao 3.3.2 ([10]). A sucessao estaciondria tem indice extremal 8, 0 < 6 < 1, se para todo

. ~ g . . T .
o1 >0, existe uma sucessdo de niveis normalizados {uq(I )} satisfazendo

nP(X; >u)=n(l—-Fu) — 1 e P(M, <ul) — .

n—oo n—oo

Consideremos agora X = {X,,} como sendo a sucessao de v.a’s i.i.d. tal que X e X tém a

mesma f.d. F' comum. Representemos ainda por M, o maximo das primeiras n variaveis de X.
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Com esta notagao, se X tem indice extremal 0 e existem os limites P(a,, 1(]\//[\n —by) <
r) ——— G(z) e P(a; (M, —b,) < z) —— H(x), entdo
n—+oo n—-+o00

H(z) = G%x), Yz € R.

Assim, o indice extremal relaciona a f.d. limite do méximo de X com a f.d. limite do maximo
de X. O caso em que # = 0 corresponde a uma f.d. limite do maximo degenerada. Quando
0 > 0 as f.d’s limite de M, e M\n sdo do mesmo tipo, sendo possivel alterar as constantes
de atracdo caso se pretenda obter exatamente a mesma f.d. limite. Com efeito, como G é
max-estavel, pelo Lema 2.1.3 existem constantes ag e by tais que G(agx + bg) = G(x), ou seja,
G(z) = H(apz + by).

O Teorema 3.2.2 permite concluir que as sucessoes estacionarias que verifiquem as condigoes
D(uy) e D'(uy,) admitem indice extremal 6 = 1.

Por fim, observamos que o teorema anterior permite concluir que o indice extremal nao

depende de 7 nem da escolha das sucessoes {uy)}.

3.4 Resultados sob a condi¢ao D"(u,)

As sucessoes estaciondrias que nao verificam a condigdo D'(u,,) apresentam excedéncias agrupa-
das do nivel u,,. Consideremos, para estas sucessoes, uma outra condi¢do de dependéncia local
mais fraca que D'(uy,): a condi¢do D" (u,). Esta condigdo vai permitir, num mesmo intervalo,
a existéncia de sucessivas excedéncias de u,, mas vai restingir o nimero de acontecimentos da

forma {X; < u, < Xj11}, que vamos designar por cruzamentos ascendentes de uy,.

Definigao 3.4.1 ([13]). Uma sucessio estaciondria X satisfaz a condigio D" (uy,) para alguma
sucessao real {u,}, se satisfizer a condigio D(uy,) e, sendo {k,} uma sucessao de inteiros que
verifica (3.1.7), se tem

rp—1
n Z P(Xl > umXJ < up < Xj"'l) n— 00 0.
=2

Como j4 foi referido, a condi¢ao D" (u,,) impede que num mesmo intervalo de comprimento
[ﬁ] haja mais do que um cruzamento ascendente. Esta condi¢do, que é uma restricio mais
fraca que D'(uy,), possibilita todos os valores de 6, 0 < 6 < 1, para o indice extremal.

Apresentamos agora alguns resultados da Teoria de Extremos para sucessoes estacionarias
que verifiquem a condi¢ao D" (uy,).

Teorema 3.4.2 ([13]). Suponhamos que a sucessio X verifica a condigao D" (uy,) para sucessoes
de constantes {un} e {kn} satisfazendo (3.1.7). Sejam p(u,) = P(X; < u, < Xo), v =
lim inf npu(u,) e v/ = limsupnu(uy,). Entdo liminf P(M, < u,) = e e limsup P(M, <

un) = e~ Y. Em particular,

n—oo n—oo

P(M, <wu,) —— eV se e s6 se nu(uy,) — v.
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rpn—1
Demonstragio. Com Aj = {X; <wu, < Xj1}, tem-se {M,, >u,} ={X1 >u,}U U A4;, do
j=1

que resulta

rn—1 Tn—1
j=1 1<i<j<rp—1 j=1
rn—1
Sendo S, =1, Y. P(X1 > up, X; < u, < Xj11) e atendendo a que se verifica D" (uy,), vem
j=2

S, = o(k; ). Usando a estacionaridade da sucessio X, obtemos
kn(rn - 1)/«‘(“11) - ann < knP(Mrn > un) < kn(l - F(un)) + kn(rn - 1)“(“”)

e consequentemente nu(uy)(1 + op(1)) — 0n(1) < ky P(M,, > up) < np(uy) + on(1). Provamos
assim que
v = liminf k,, P(M,., > u,) < limsup k, P(M,, > u,) =1

Por outro lado, como consequéncia do Lema 3.1.3, obtemos a igualdade (3.2.7), do que decorre

liminf, oo P(M,, < uy) = eV e lim SUD,, oo P(My, < uy) =e77. O
Consideremos agora niveis normalizados ug), ou seja, que verifiquem n(l—F (ug))) — T
n oo
Comecemos por verificar que, pela estacionaridade de X,
pul) = P(X; <u) < Xp) = P(Xy > ul”)) — P(X2 > ulD|X; > u{D)P(X; > ul)
= P(Xo <uD|X; > ul)(1 - F(uD)). (3.4.1)

Para estes niveis normalizados, o teorema seguinte mostra que a distribuicdo conjunta de X; e
X5 determina a existéncia de indice extremal para uma sucessao estacionaria X que verifique

T . .
D" (ugl )) e, no caso deste existir, fornece o seu valor.

Teorema 3.4.3 ([13]). Suponhamos que a sucessio estaciondria X verifica a condigio D”(ug)),
para cada T > 0. Se
P(Xz <ul| Xy > ul)) —— 0, (3.4.2)

n—oo

para algum T > 0, entdo a convergéncia para 6 ocorre para todo o T > 0 e a sucessdo X tem

(7)

indice extremal 0. Reciprocamente, se P(M, < uy’) — e 97 para algum T > 0, entio X
n—oo

tem indice extremal 0 e P(Xs < U%T)|X1 > U%T)) e 0.
n (o]

Demonstragio. Se (3.4.2) ocorre, para algum 7 > 0, entdo, por (3.4.1), nu(uy,) — 01 e, pelo

Teorema 3.4.2, ter-se-4 P(M,, < ug)) — e~ 97. O Teorema 3.3.1 garante que se este limite
n oo

ocorrer para algum 7 > 0, entdo também ocorre para todo o 7 > 0, sendo 6 o indice extremal

de X. A prova da implicagdo reciproca segue do mesmo modo. ]

Um exemplo de uma sucessao estaciondria que verifica as condigoes D(uy,) e D" (u,) pode
encontrar-se em [1], cuja formulagdo multivariada, devida a [6], se encontra na Secgao 4.5. Tal
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sucessao { Xy, }n>0 € definida por X,, = kX,,_1 VY,, n > 1, onde k €]0, 1] ¢ uma constante, e
{Y,,} é uma sucessdo de v.a’s i.i.d. e independentes de Xy. Prova-se em [1] que {X,,} verifica a
condi¢ao de mistura forte, do que resulta a validade da condi¢do D(u,), e em [14] mostra-se
que se verifica D" (ug)). Nestas condigbes, denotando por F' a f.d. comum de {X,,}, também
em [14] se prova que esta sucessao possui indice extremal § =1 se F € D(¥,) ou F € D(A) e
6 =1— k“ no caso em que F' € D(®,). Este exemplo mostra ainda que se pode ter § = 1 sem

que seja valida a condicao D’ (ug)).

3.5 Sucessoes normais estacionarias sob dependéncia fraca

Consideremos uma sucessdo {X,} normal e fortemente estaciondria. Uma vez que, para
este tipo de sucessoes a média e a varidncia de cada v.a., X,, ndo depende de n, facamos o
estudo para v.as centradas e reduzidas. Por outro lado, atendendo a que no caso normal a
estacionaridade fraca coincide com a estacionaridade forte e, portanto, a covaridncia entre duas
v.als X, e X, depende apenas de |[n — m|, podemos concluir que a sucessao {p,} definida por
po=V(Xyn), n>1, pp, =Cov(Xjin,X;), j, n > 1, define completamente a distribuicao de
(Xiy, ..., Xi,), para quaisquer indices i1, ...,i,, uma vez que define a matriz de covariancia.
O Lema de Comparagdao Normal, exposto a seguir, é um resultado fulcral neste estudo uma

vez que limita a diferenca entre duas f.d.s n-dimensionais por uma fun¢do das suas covariancias.

Lema 3.5.1 ([10]). Sejam (X1,...,Xy) e (Y1,...,Y,) ve.a.’s normais com margens centradas
e reduzidas e com matriz de covaridncia Ry = | 2(]1)] e Ry = | Z(?)], respetivamente. Se r;; =
|p£]1-)| Y |p§j2)| eul,...,uy, sGo numeros reais, entdo

|P(X; <wuj,j=1,...,n)—PY; <u;,j=1,...,n)|

2 2
1 1 2 9 _1 1u; +uj
< (2m) Z |P§j) _Pz('j)|(1_7“ij) 26XP<—211_|_T”] .
1<i<j<n v
O corolario seguinte apresenta a mesma relacao mas, neste caso, consideramos que Y7, ...,Y,

sao normais centradas e reduzidas i.i.d.

Corolario 3.5.2 ([10]). Seja {X,,} uma sucessio normal estaciondria centrada e reduzida com
sucessoes de covaridncias {pp}. Se 1l <l; < --- < ly < n sdo inteiros tais que |p;| < 0 < 1,
para cada j = l; — l, entdo, para u € R,

Bt (i) = @) < K3 oyl exp (- ). (3.5.1)
j=1 1+ |:0J'|

onde K > 0 ¢ uma constante.

A préxima proposi¢ao mostra que o segundo membro da desigualdade (3.5.1) tende para
zero, sob determinadas condi¢oes impostas a sucessao {py, }.



3.5 Sucessoes normais estacionarias sob dependéncia fraca 23

Proposicao 3.5.3 ([10]). Seja {X,} uma sucessao normal estaciondria centrada e reduzida.
Suponha-se que
prnlogn — 0, n — +o0, (3.5.2)

e que {un} € uma sucessao de constantes tal que n(1 — ®(uy,)) € limitada. Entdo,

2
nZ]pﬂe p( +ij|> — 0, n — +oo. (3.5.3)

Demonstragao. Provemos a proposicdo supondo inicialmente que a sucessao {u,} é tal que
n(l — ®(uy)) — - 7 < oo. Entdo, como 1 — D(uy) ~ %, n — +o00, de (2.2.5) vem
n oo n

exp < — 1;,%) ~ k% e Up ~ (2logn)%,

com k constante. De (3.5.2) decorre que p, — 0, n — 400, 0 que, pela estacionaridade de
{X,}, permite excluir |p,| = 1, para qualquer n, ou mesmo lim sup,,_,., pn = 1. Com efeito, se
considerarmos |p,| = 1, para algum n # 0, entdo tem-se uma relacao linear, quase certa, entre
X1 e Xpt1. O mesmo acontece para X, 11 e Xop 11 €, consequentemente, para X; e Xo,41 pelo
que |pan| = 1. Assim, verificamos que |pg,| = 1, para todo o k, o que contraria a hipdtese de
que p, — 0. Sejam entdo, § = sup,,>; |pn| < 1, o uma constante que verifica 0 < a < %—jrg <
1, §(n) = sup,,>, |pm| e p = [n®]. Comecemos por observar que,

2
) 2
u 1+6 U 1490 2 1
=nexp ( — 2") < knotl <n> < kyn®T T (log n) 9 —— 0,

n—oo
visto que v + 1 — 17-%6 < 0 e onde k, k; > 0 s@o constantes. Por outro lado, de (3.5.2), vem

d(n)logn < sup |pm|logm — 0,n — +o0. (3.5.4)

m>n
Assim, tem-se sucessivamente,

2 —u = U%L j —u
w3 Islew (- ) <t S e ({2 ) <wite S espedlng)
EnpY AT ) -

Jj=p+1 Pi Jj=p+
< ’I’L25(p)6_u% exp(u 5( ) < k:é(p)ui exp(uié(p)) —= 0,

uma vez que d(p)uZ ~ 26(p) logn = %5(1)) log n® — 0, por (3.5.4). Entao, provimos que
n—oo
se n(l — ®(uy)) — 7 T < 00, se tem (3.5.3). Provemos finalmente que para sucessoes {uy, }
n—oo
tais que n(l — ®(uy,)) < k também se tem (3.5.3). Para tal defina-se a sucessdo {v,} por
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n(l — ®(v,)) = k. Entdo, u, > vy, para todo o n, e do que se provou anteriormente vem (3.5.3)

para {v,}. Consequentemente, o mesmo se prova para {uy}. O

Finalmente, a proposi¢ao seguinte dd-nos as condigbes para as quais a sucessao { X} verifica
D(uy) e D'(uy,).

Proposicao 3.5.4 ([10]). Seja {X,,} uma sucessao normal estaciondria centrada e reduzida
com sucessao de covariancias {pn} e seja {u,} uma sucessio de constantes tal que n(1 — ®(uy,))
é limitada. Se pylogn — 0, entdo {X,} verifica D(uy,) e D'(uy).

n—oo

Demonstragdo. De acordo com a proposicao anterior, as hipoteses desta proposicdo determinam
que se tenha (3.5.3). Por outro lado, verificando-se sup,,»; |pn| < 1, pelo Corolério 3.5.2, temos
(3.5.1). Consideremos os indices 1 < iy < -+ <ip < j1 < --- < jq < n, tais que j; —ip > £y
Usando a desigualdade |ab — c¢d| < |a — ¢| + |b — d|, com a, b, c e d €]0, 1], vem

’Filz“'7ip7j17“'1jq (U/n) - Fil:"'7ip(un)Fjjl)"~7jq (un)‘
=iy ip oo (Un) = Fin ey () Fy g,y () + O (1) (1) — B ()|

1s--52p

< |Fip gt o (Un) — @PT9 ()| + |9P (up) — Fyy iy (un)] + [@(un) — Fjy ., (un)]

n u2
< 3Kn ]p-|exp(— = > > 0,
jzl J 1—{—’p]| n—00

o que prova que {X,,} verifica D(uy,).
Considerarmos agora s =2, I3 = 1, lo = j em (3.5.1). Entao

2
u
PO < n, X < ) = 82 (ua)] < Klpya|exp (= 772 ).
L+ |pj—1l
ou equivalentemente, |P(X1 > up, X; > up) — (1 — ®(uy))?| < K|pj_1]exp (— 1-*-?5—1) Entao,
uma vez que n(l — ®(u,)) < L, com L constante, segue que
2] 2 . 2
’I’LZP(X1>’LLn,Xj>Un)§+K’I’LZ|pj‘eXp<— n )
=2 i = 1+ |pj]

e assim, recorrendo novamente a (3.5.3), tem-se (3.2.1), isto é, {X,,} verifica a condigdo D'(uy,).
Consideremos o nivel normalizado do Exemplo 2.2.5, uw,, = a,x + b, com a, e b, dados por
(2.2.3) e tais que n(1 — ®(uy)) e e~ *. De acordo com o Teorema 3.2.2 concluimos que
P(a; (M, —b,) < ) — exp(—e™"), x € R, isto é, a sucessdo de maximos linearmente
normalizados converge em distribuicao para uma variavel aleatéria com lei de Gumbel. O



Capitulo 4

Convergéncia em lei do maximo em
sucessoes multivariadas estacionarias

4.1 Distribuicoes MEV e funcoes cépula

Seja X ={X,, = (Xp1,...,X,,4)} uma sucessdo de ve.a's com f.d. F' fortemente estacionaria,
isto é, tal que os vetores (X;,,...,X;,) € (Xij+sy---,Xi,+s) sdo igualmente distribuidos,
qualquer que seja o conjunto de indices {i1,...,i,} e s € N. Os resultados do Capitulo 3 sao
aplicaveis a cada sucessdo de margens {X, ;}, j € D = {1,...,d}, uma vez que estas sdo
sucessoes reais fortemente estaciondrias.

Dados a = (a1, ...,aq), b= (b1,...,by), x = (21,...,24) em R? e ¢ € R, sejam ax + cb =
(@121 4 ¢br, ..., aqzq + cbg) e a < b se e s6 se aj < bj, para todo o j € D. Mais, a,, representa
o vetor de constante reais (an,1,...,0n.q)-

Consideremos o vetor de maximos M,, = (M, 1,..., M, q), onde M, ; = ‘\7}1 Xij, 7 €D.

=

Neste capitulo, estudamos o limite em distribuicdo de M,,, sob normalizacdo linear. Se
considerarmos {X,,} sob condi¢oes de independéncia assintética e de dependéncia local, que
constituem generalizacoes das que sdo consideradas no caso univariado, obtemos os resultados
para a f.d. limite. Surge assim a classe das distribui¢oes multivariadas de extremos (MEV)
e o conceito de indice extremal multivariado. Esta caracterizacao é feita a custa da funcao
cépula associada a uma f.d. multivariada. Comegamos por apresentar a versao multivariada do
Teorema de Khintchine que serd 1til para a demonstragao de resultados posteriores.

Teorema 4.1.1 (Teorema de Khintchine Multivariado, [5]). Seja {F,} uma sucessdo de f.d.’s

para a qual existem vetores de constantes a, e b,, com ap; >0, j € D, n > 1, verificando
Fu(apz+ b,) = G(z), n — +o0,

onde G é uma f.d. nao degenerada. Entdo, para alguma f.d. ndo-degenerada G, e algumas
constantes o, € B, com anj >0, 1 € D, n> 1, temos Fy(anz+ B,,) = Gi(x), n — 400, se
e s se a;j-ozmj —a; >0 e a;;(ﬂmj —bp ) = by, j €D, ewverificando-se Gi(z) = G(ax+ b).

25
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Denotemos por X = {X,, = (X 1,...,Xpa)} a sucessdo i.i.d. de ve.a/s com a mesma f.d.

o~

d-dimensional, F'. Seja ainda M,, = (M, 1,..., M, q) o correspondente vetor de maximos.

Definigao 4.1.2 ([5]). Se existem sucessoes {an}, com a,j >0, j € D, e {b,} tais que, para

Up () = (an 121 + bnjts- -5 AngTa + bpa), se tem
—_ d —~
P(M, < uy(x)) = P( (Mo < anj; + bn,j}) —— G(a), o RY, (4.1.1)
j=1

onde G é uma f.d. ndo-degenerada, entdo dizemos que G € uma f.d. multivariada de valores
extremos (MEV), e que F pertence ao dominio de atra¢io (multivariado) de G.

Note-se que as f.d’s marginais univariadas (margens) de G, Gj, j € D, sao f.d’s de tipo
extremo, ou seja, pertencem a um dos tipos referidos no Teorema 2.1.5.

A relacao entre uma f.d. F e as suas f.ds marginais Fj, j € D, pode ser expressa através
da funcio cépula ([4], [9]). Uma funcio cépula C : [0,1]¢ — [0,1] é a restrigio a [0,1]¢ de uma
f.d. com margens uniformemente distribuidas sobre [0, 1]. Dada uma f.d. F', d-dimensional, o
Teorema de Sklar ([4]) garante a existéncia de uma cépula Cr tal que

Fan,....24) = Cp(Fy(@y). ... Fa(za)), V(an, .. 24) € RY. (4.12)
Se F' tem margens continuas, entiao Cp é tnica e dada por Cp(uy, ..., uq) = F(F7  (uy), ...,
F; ' (ug)), com (uy, . .., uq) € [0,1]%, [4]. O préximo lema enuncia duas propriedades das fungoes

c6pulas muito relevantes para futuras demonstracoes.
Lema 4.1.3 ([9]). Sejam F' e G f.d.’s d-dimensionais. Entdo:

1

1 1
(i) Cpn(ut,...,ug) = Cr(ui,...,u}), n>1, (u1,...,uq) € [0,1]% (4.1.3)
(17) se Fj(R) = G;(R), j € D, e se existem funcoes T}, j € D, tais que F(z1,...,2q) =
=G(Ti(x1),...,Ty(xq)),V(z1,...,2q) € R?, entdo Cp = Cg.

Demonstragao. De (4.1.2), vem que Cp(uy,...,uq) = P(F1(X1) <wui,..., Fg(Xg) < ug), onde
ZZ‘ (Zi’l,...,Zin),lg’L'Sn,

(X1,...,X4) é um vetor aleatério com f.d. F. Considerando Z; =
n n

ve.as i.i.d. com f.d. F, facilmente se verifica que F™ é a f.d. de < V Zit,..., V Zi,d)- Entéo,
i=1 i=1

considerando a independéncia de 71, ..., Z,, resulta
n n
Cpn(u1, ..., uq) :P(Fln< \V Zi,l) Sug,..., Fy ( V Zz,d) < ud)
i=1 i=1
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Para provar (ii), temos

Ca(Fi(z1),. .., Fa(za)) = Ca(G o Ti(z1),...,G o Ty(za)) = G(T1 (1), ..., Ta(za))
= F(.%'l, e ,.’Ed) = CF(Fl(.ZL'l), e ,Fd(xd)).
d d
Como Cg e CF sdo iguais sobre [] F;(R) = ][ G;(R), conclui-se que representam a mesma
=

-1 j=1
funcao. O

As f.d’s MEV estao associadas a cépulas max-estaveis, conceito que definimos a seguir.

Definicao 4.1.4 ([9]). Uma copula Cr diz-se mazx-estdvel se
1 1
Cr(ut,...,ug) = Ch(uf,...,ul), (u1,...,uq) € [0,1), (4.1.4)

para todo o k > 0.

Encontramos exemplos de copulas max-estaveis nos Exemplos 4.1.8, 4.1.9 e 4.5.7. Realcamos
que, de acordo com (4.1.3) e (4.1.4), uma cépula Cr é max-estavel se e s6 se Cp = Cpn, Yn € N.
A funcao copula max-estavel permite caracterizar uma f.d. M EV. Com efeito, sendo H uma f.d.
d-dimensional com f.d’s marginais H;, j € D, do tipo extremo e C'y uma cépula max-estavel,

entdo H é uma f.d. MEV. A prova desta afirmacéo segue dos resultados que expomos a seguir.

Lema 4.1.5 ([9]). Se {F,,} é uma sucessdo de f.d.’s d-dimensionais que converge para a f.d. F

cujas margens sao continuas, entio Cr, — Cp, n — +o00.

Demonstragio. Sejam (X1,...,Xg4) e (Xy1,...,Xpq4) ve.a’s com f.d’s F' e F;,, respetivamente.
Sejam ainda Fj e F,;, j € D, as margens de F' e F),, respetivamente. Por hipdtese,
(Xnty- s Xnd) 4 (X1,...,Xq) e Fy —= F}, uniformemente, pois F; é continua. En-
tao conclui-se que F), j(x,) converge para Fj(x), para alguma sucessao {z,} que tende para
x. Portanto, segue do Teorema 5.5 de [2] (pagina 34), que (Fj,1(Xn1),..., Fnd(Xna)) LN
(F1(X1),...,Fq4(X4)), o que conclui a prova. O

Teorema 4.1.6 ([9]). Suponhamos que F' e F,,, n > 1, sao f.d.’s d—dimensionais, tendo F

margens ndo degeneradas. Sejam unkj, j€ D, nk>1, tais que

(Fnj o ul)(R) = Fuj(R), j€D, n, k>1, (4.1.5)
(&
FE ) (21), - ulh(5a) =2 F(ar,..,3a), k> 1, (4.1.6)

onde Fy, ; € a j-ésima f.d. marginal de F,,. Entio Cr é uma cépula maz-estdvel se e s6 se as
margens de F' sao continuas. Reciprocamente, para toda a f.d. F cuja copula € maz-estdvel,

existem f.d.’s F,, n>1, e ug?, j €D, nk>1, para os quais (4.1.5) e (4.1.6) se verificam.
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Demonstragdo. Se a cépula Cp é max-estavel entdo tem margens continuas. Suponhamos
reciprocamente que F' tem margens continuas. Devido a (4.1.6), F %, k > 1, sdo f.d’s nao
degeneradas e, portanto, pelo Lema 4.1.3, Fn(ug?(xl), .. ,uff()j(wd)) e B, (z1,...,24) possuem a
mesma copula. Por outro lado, pelo Lema 4.1.5, tem-se Cp, — CF 1, portanto, considerando
separadamente (4.1.6) com k = 1 e k # 1, concluimos que Cr = CF 1, k > 1. Consequentemente,

usando (4.1.3)

yees U

==

1 1
)= Ch(uf,...,ul) = Cpr(uy,. .., uq),

ISV

CF(ul,... ,ud) = CF%<U1,...,ud) = C’i’;%(u

isto é, Cr = Cpr, kK > 1, 0 que prova que Cr é max-estavel. A prova do reciproco segue
1

considerando F,, = F" e u(k)(a;) = Fj_1 o ij (x), n,k>1, j€D. a

n?j

Com argumentos idénticos, [9] prova o teorema seguinte.

Teorema 4.1.7 ([9]). Suponhamos que H é uma f.d. com margens nao degeneradas. Sejam
F,,n>1 fd’se a,(f; > 0, ") j € D, n,k >1 constantes tais que

n,j’
Fff(anlgxl + bgﬁ, e aq(fgifvd + bgfzi) ﬁ H(zyi,...,zq), k> 1. (4.1.7)

Entao Cy é uma copula mazx-estdivel e as margens de H sao distribuicoes do tipo extremo.
Reciprocamente, qualquer f.d. H que tenha margens do tipo extremo e copula maz-estdvel pode
surgir como limite em (4.1.7).

Os resultados anteriores permitem concluir que uma f.d. é MEV se e s6 se tem copula

max-estavel e margens do tipo extremo, ou seja, max-estaveis.

Exemplo 4.1.8. Consideremos a f.d. de Mardia F(z,y) = 1 —e* —e ¥ + (" + e¥ —
7L (2,y) € RE e F(z,y) =0 para (zv,y) ¢ RL. Esta f.d. tem margens ezponenciais e cépula

~1
Cr(u,v) =u+v—1+ (ﬁ + ﬁ - 1) . Temos, para qualquer (z,y) € R2,

. - 1y-1
et e V4 (e +e¥ - ) )"
n

F"(x +logn,y +logn) = (1 —

—e T _ Y z yy—1
mexp( e e Y)exp((e® +e¥)7 ).

Concluimos que H(x,y) = A(x)A(y)exp((e® + e¥)™ 1), (z,y) € R%, é uma f.d. MEV, com
margens de Gumbel. Fazendo u = A(x) e v = A(y) vem
-1 -1

log u * log v

Cr(u,v) = uvexp (( >1), (u,v) €]0, 1.
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. . . . 1
Prova-se facilmente que Cgr € uma copula maz-estdvel e, atendendo a que 1—un ~ —% logu, n —
400, prova-se que

n

1 n 1>1 N on(l)>> —— Cr(u,v).

logu logv n

1
C?ﬂ(u%,v%) = <1+n(logu+logv— (

O

d
Exemplo 4.1.9. Seja F(xy,...,24) = 1—exp (— N :cj>, (x1,...,2q9) € Ri e F(xy,...,xq)
j=1

0 para (z1,...,2q) ¢ Ri. Para (z1,...,24) € RY, vem

. 1 d n
F"(xzy +logn,...,xq+logn) = (1—nexp(— 4\1%>> mexp<—exp<— /\1:])>

J Jj=1

d d
A fd. H(xzy,...,xq) = exp ( — exp ( - A mj>) = A exp(—e %) é MEV, com margens de
=1 =

7j=1

d
Gumbel e tem copula Cr(uy,...,uq) = N\ uj. O

4.2 Teorema Limite Extremal

Para efetuar o estudo dos extremos multivariados é necessario impér uma condi¢ao de in-
dependéncia assintética que serd fundamental para a generalizacdo de alguns dos resultados
conhecidos nos casos classico e estacionario univariado. Trata-se, como se espera, da condicdo
D(u,), com {u, = (uy,j,1 < j <d)}, que se deve a [9].

Definicao 4.2.1 ([9]). Seja {u,} uma sucessio de vetores de constantes reais. Paran > 1,
1<tl,<n—-1el<k<n—4{, segjam A C {1,2,...,k} e BC{k+{,,...,n}. Escreva-se

g, = max(‘P(Xi <y, i€ AUB) — P(X; < up, i€ A)P(X; < un, i€ B)D.

A sucessao X satisfaz a condi¢io D(uy) se oy, — 0, para algum €, = o(n).
n—oo

A condigdo D(u,,) garante a independéncia assintética de blocos de vetores suficientemente
afastados, o que permite obter a independéncia assintotica do maximo em intervalos disjuntos
de sucessoes multivariadas estaciondrias, [9]. No contexto multivariado, chamamos niveis

. (r)y _ [ 7 (75) s
normalizados aos vetores uy, ' = (“n,lv ce . ) — 0T J€

D. Observamos que estes niveis ndo correspondem necessariamente aos niveis u, tais que

u,y), isto é, tais que nP(X1,; > u

nP(X; £ uy) — 0} T, uma vez que sobre estes nada se refere sobre u, ;, j € D. O préximo
n—oo

teorema afirma que se a sucessao X satisfizer a condi¢do D(u,,), entdo {X,, ;} verifica a condicao

D(uy,), para qualquer j € D.

Teorema 4.2.2 ([5]). Se a sucessio estaciondria { Xy} verifica D(uy,), para todo o u, = 'uq(f),

T € RY, entdo {X,;} verifica D(uy) para todo o u, = u), 7> 0.
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(7) (r

Demonstragdgo. Dado u, = uy, ’ consideremos u,, = uy, ) tal que Un,j = Uy. Para cada vetor de
p
inteiros i = (i1, ...,7p) denotamos P( N1{X;, < un}) ( ﬂ {szg < “mj}) por Fij(u,) e
k=1

FI(J)(un]) respetivamente. Sejam i= (i1,...,7p) € i=(i,. .., q) vetores de inteiros tais que

1<ip < - -<ip<il1<-~<i/q§nei/1—ip2€n. Tem-se, para qualquer j € D,

(J)(un ]) Fi(j)(un,j)Fi(/j) (un,j)’
= B (wng) = By (wa) + By (wa) = B () FS (1 3) + Fi(wa) Fy () = Fi(un) Fy (wy)|

< ’Fi(iz)(un,j) - Fii’(u”)‘ +

D ) E (1 3) = Bu(wn) Fy (wa)| + [ Fyy () = Fi(wa) Fy (wy)

< PP (uny) —Fii/(un)‘ + [ B (wng) = Fu(wa)| + [ (un ) = Fy (un) |+

11

F..(u,) — Fi(u,)Fy (uy, ‘ <3 Z P(Myjr > unjr) ‘Fii'(u"> — Fi(un) Fy (u”)’

J#J

d d
§ 3 Z nP(Xl,j’ > un,j') + ‘Fii/(un) — Fi(un)Fi/ (un)’ S 3 Z Tj/ + O‘n,ﬁn-

j=1 J=1
J'#i J'#3
Seja ozq(f;)e =3 Z Tjr + g, Atendendo a que {X,,} verifica D(u,), para todo o T € R‘j_, e
=
J #J

considerando a arbitrariedade de 7j provamos que

lim a(j) =0.
n—-+0o n,tn

Portanto, {X,, ;} verifica D(u,), para todo o 7 > 0. O

Apresentamos de seguida uma extensdo do Lema 3.1.2 ao caso multivariado. A demonstragao
segue de perto a demonstracao do referido lema, pelo que a omitimos. Consideremos os intervalos
de inteiros Iy, IT, ..., Iy, I}, I 1 e Ij, ;, definidos na sec¢ao 3.1. Notemos que, para qualquer
conjunto I; = {iy,...,ip}, se tem

d d
P(M(IZ) S un) = P(le S Up, . . ~,Xip S un) = P( n{Xilyj S un,j}, ceey n{XZ'pJ' S unJ})

assim como,

D p d p d
P(M(I) £ ( U{Xi £ Un}> = P< U U{xi,; > Un,j}> <D Y P(Xiy > uny).
=1 1=1j=1 1=1j=1
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Lema 4.2.3 ([5]). Consideremos que X verifica D(uy) e suponhamos que limsupnP(X; £

n—oo
u,) < +00. Com a notagiao anterior, temos

S (k - 1)an,€n7

k k
(2) ‘P< (ML) < Un}> - [ P(M(1) < w)
i=1 i=1

(i) 0 < P( ﬂ{M(L:) < un}> — P(My, < up) < (k+ 1)P(M(11) < un, M(IT) £ un),

(iii) P(M, < u,)—P (M[%] < uy) —=0 (4.2.1)
Também no caso multivariado, o limite (4.2.1) pode ser reescrito utilizando uma sucessao

de constantes {k,}. Assim, o préximo lema apresenta tal generalizagao.

Lema 4.2.4 ([5]). Seja X uma sucessio estaciondria verificando a condi¢ao D(u,) para
sucessoes {un}, {€n} € {kn} que verifiquem (3.1.7) e limsupnP(X; £ u,) < +o00. Entdo
n—oo

P(M, < w,) = PP (Ma) < w,) "= 0. (4.2.2)

O resultado seguinte mostra que se a sucessao estacionaria X satisfaz a condigdo D(a,x +
b,), x € R, entdo a distribuigdo limite ndo degenerada H para o maximo linearmente normali-
zado a,,; '(M,, — b,), quando existe, 6 uma distribui¢do multivariada de extremos.

Teorema 4.2.5 (Teorema Limite Extremal, [9]). Se existirem sucessdes {a,}, de componentes
positivas, e {b,} tais que a sucessio X satisfaz a condi¢io D(a,x+ b,), x € R?, e

P(a, (M, — b,) < ) —— H(z), (4.2.3)

n—o0

onde H € uma f.d. ndo degenerada, entdo a f.d. H é uma f.d. MEV.

Demonstragio. O Teorema 4.1.1 e o limite (4.2.1) garantem a existéncia de vetores de constantes
A, de componentes positivas, e B tais que

H*(Apx +By) = H(x), k> 1. (4.2.4)

Considerando L(x) := H(Ajx+ By) obtemos, pelo Lema 4.1.3, C’I]‘Q(u%) =Cyr(u) = Cpi(u) =
Cg(u), isto é, a copula de H é max-estavel. Por outro lado, atendendo a (4.2.4), obtemos
Hf(Akd% + By ;) = Hj(z;), j € D, o que mostra que H; é max-estavel. Pelo Teorema 2.1.5,
concluimos que H; é do tipo extremo. Finalmente, pelo Teorema 4.1.7, podemos afirmar que

H é uma f.d. MEV. O]

A semelhanga do que acontece no caso univariado, embora a condi¢do D(u,,) seja suficiente
para garantir a existéncia de limite do maximo, esta nao permite por si s6 relacionar as f.d.’s

limite do maximo dos casos i.i.d. e estaciondrio. Assim, [9] introduziu uma condi¢do de
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dependéncia local D'(u,), que ndo é mais do que uma generaliza¢ao ao caso multivariado da
condigao D'(uy,).

Definicao 4.2.6 ([5]). Para uma sucessio d-dimensional de constantes {u,}, diz-se que a
sucessio X satisfaz a condi¢io D'(uy,), se X satisfazer a condi¢io D(uy,) e
(7]

nz Xlﬁ'u,n,X £1Ln 07
=2

n—o0

para alguma sucessiao {ky,} que verifique (3.1.7).

Se uma sucessao estaciondria d-dimensional X verifica D(ug)) e D (ug)) entao, tal como
se provou no Teorema 4.2.2, para cada j € D, {X,, ;} verifica a condi¢do D(u,, (r )) Também

verifica D’(u,, (r )) uma vez que, para qualquer J € D e qualquer i € {2,...,[;~]}, se tem
P(X;; > U,?(:;,X > u( )) < P(X; % ), X; £ up, (™). Como generahzagao do Teorema 3.2.2,

prova-se que sob estas duas condicbes multivariadas, se estabelece que, para qualquer T € R%

PM, <ul") —— ¢ sees6se nP(X; Zu) —— (7). (4.2.5)

n—oo n—oo

4.3 Indice extremal multivariado

Um fenémeno patente em dados reais é que os eventos extremos tendem a ocorrer em aglomerados.
A medida usada para capturar esta tendéncia é o indice extremal. Tal como no caso univariado,
através do indice extremal 6(7),7 € R? 4, & possivel relacionar as f.d’s MEV, H e G. No
entanto, ao contrario do que acontece no caso univariado, a existéncia do indice extremal ndo é
garantida pela condigdo D(u,), uma vez que nao é possivel generalizar o Teorema 3.3.1. Mais,
contrariando também o caso univariado, o indice extremal depende de T como se verifica nos

exemplos das Secgoes 4.5 e 4.6. Apresentamos a defini¢do de indice extremal presente em [17].

Definigao 4.3.1 ([17]). Dizemos que a sucessao estaciondria X admite indice extremal multi-

variado 0(T) € [0,1], se VT = (71,...,74) € RY, emiste {'u,g) (u 2;), 1 < j <d)} satisfazendo
nP(Xy; > ul?) — T, J=1....d, (4.3.1)

P(M, < uD) —— B() > 0 e P(M, < u)) —— p(r)(7).

n—oo

A defini¢ao de indice extremal multivariado 6(7), permite-nos escrever
H(zy,... xq) = GOT@metal@a)) (g gy, (4.3.2)

com 7;(x;) = —log Gj(x;), j € D, relacionando assim as f.d’s MEV, H e G. Para sucessoes

(7)

estacionérias multivariadas que verifiquem D(uy, ’), o Teorema 4.2.2 garante que se verificam
D(u( J)) para qualquer j € D. Neste caso, do Teorema 3.3.1 concluimos que existem indices
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. o . 0
extremais marginais ¢;. Assim, obtemos Hj(z;) = G’ (z;), com

0; = lim 6(ri,...,7q), Vj € D.
‘I'i—)O+

i#]
A relagao (4.3.2) tem a sua contrapartida em funcgio das cépulas de H e de G. Suponhamos

(75)

nj ), existe

entdo que X verifica (4.2.3) e D(u%‘r)). Uma vez que sao validas as condigoes D(u

;e Tj(xj) = —logH;/ej (x). Entao, com uj = Hj(x;), obtemos

H(xl, . ,wd) = G(a:l, e ,.’L‘d)e(T) = Cg(Gl(l'l), e ,Gd(l'd))g(T)
= Ca(Hy(z)Y", ... Hy(zg) /1)) = C(uy/™, ... a0,

Provamos assim que

Cr(uy,...,ug) = Cg(uyel, . ,ui/ed)e(‘r),
com T = (—1ogu1/61, e —logui/ed),V(ul, - ug) €]0, 1%

Como ja vimos, o indice extremal é muito util para o estudo das relagoes entre as leis limite
dos maximos apresentadas anteriormente. Por isso, seria interessante conseguir obter uma
férmula para o calculo deste. Com este objetivo, [5] generaliza ao caso multivariado a condigao

de dependéncia local D" (uy,).

Definicao 4.3.2 ([5]). Para uma sucessao de vetores reais {u,}, diz-se que X satisfaz a

condigio D"(uy,) se D(uy,) for satisfeita e

]
nZP(Xl ﬁ un7X7, < 'an,XZ'+1 ﬁ U’n) moa
=2

para alguma sucessao {ky} que verifique (3.1.7).

A validade da condi¢gao D”(u,) ndo implica a validade das suas contrapartidas marginais,
uma vez que, para qualquer [ € D fixo, o acontecimento {X;; > uy, X1 < upg, Xjp1g > Un,}
nao implica {X; € u,, X; < up, X1 £ u,}.

O teorema seguinte permite calcular o indice extremal multivariado, sob a validade de

D" (uy,), o que constitui uma generalizagdo do Teorema 3.4.3.

Teorema 4.3.3 ([5]). Se para todo o T € RY existem niveis normalizados {usl") = (ug’]), 1<
J < d)} tais que a sucessio {nP(X; £ u,,(f))} converge e D”(U,EZ-)) se verifica, entio X admite
indice extremal multivariado 0(T) se e s6 se, VT € RL, a sucessdo {nP(X; < u, X, y e u(nT))}

também converge. Neste caso,

(1) (1)
<
o(r) = 1i P(X;<w', Xo % u’)

’ , TERY. (4.3.3)
n—00 P(Xl ﬁ ,u,g")) +
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Demonstragio. Seja {k,} uma sucessao que verifica (3.1.7) e seja ainda ry, = [ﬁ] De acordo
com o Lema 4.2.4, sob a condicdo D(uy)) tem-se P(M,, < uy)) — Pk (M, < ug)) — 0,

n—oo
ou seja,
knP(M,, % u)

kn

P(M,, <ul") = (1 - )kn + on(1). (4.3.4)

Por outro lado, sob a condi¢ao D" (ug) ), seguindo a demonstragiao do Teorema 3.4.2 prova-se
que
lim k,P(M,, £ u)) = lim nP(X; <u{, Xy £ u{"),

n—o0 n—o0

desde que estes limites existam, onde

P(Xy <ull,Xp £u)) = P(Xz < ulV|X1 £ u7)P(Xy £ ul)).
Sendo u$” um nivel normalizado, tem-se (4.3.1) por defini¢do. Como se assume que {nP(X; ¢
ug))} converge, seja y(T) = lim, 0o nP(X; % ug)). Entao, se nP(Xy < ung)|X1 %
uﬁf’) — 0(T) ter-se-d k,P(M,, £ ug)) — 0(T)y(7), o que conjugado com (4.3.4)
dé lugar a P(M,, < ug)) — e~ 97 Assim, X tem indice extremal 6(T).

Reciprocamente, se X admite indice extremal (1), percorrendo os passos anteriores por
ordem inversa, prova-se que P(Xs < u%T)|X1 % uﬁ)) — o(r). O

A equivaléncia (4.2.5) permite concluir que se X verificar D(ugf)) e D (ug)), para qualquer
T € R?, entdo X tem indice extremal §(7) = 1. Existem casos em que o calculo do indice
extremal multivariado sob a condi¢do D" (u,,) apresenta uma enorme dificuldade. Assim, seria
util encontrar, para estes casos, um modo de calcular 0(7) a partir dos indices extremais
univariados §;, j € D. Na préxima seccao calculamos 6(7) a partir de 6;, j € D, quando H

tem margens independentes ou totalmente dependentes.

4.4 Indice extremal multivariado e indices extremais marginais

Seja F uma f.d. que pertence ao dominio de atracdo de uma f.d. MEV, G, e assuma-se que
X tem indice extremal multivariado 0(7), T € Rﬁlr. Entéao, como H é uma f.d. MEV, verifica

H(zy,...,zq) > ﬁ H;(z;) ([3]), tendo-se
j=1

d d
GY (x) < G*D(an,...,zq) < )\ G (), (4.4.1)
j=1 j=1
onde 7; = 7j(z;) = —log G;(;), j € D. O limite inferior corresponde ao caso em que H = G¥(7)

tem margens independentes e o limite superior ao caso em que H tem margens totalmente
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dependentes. Das desigualdades (4.4.1), estabelecemos limites para 6 = 0(1), 7 € R%. A saber

==
==

d d
\/ 9]'7']' S 9(’7’) § Z HjTj, (4.4.2)
7=1 7=1

onde v = (1) = —logG(z1,...,74) = —log G(G7(e™™),...,G;*(e7™)). Por outro lado,
como F € D(G),

. —1, — —1, —
y(r) = lim nP(Xy £u)) = -logG(Gy'(e™™),....Gyl(e™™)).
Apresentamos agora um resultado que estabelece condices necessarias e suficientes para que a
f.d. MEV, H, tenha margens independentes ou totalmente dependentes.

Teorema 4.4.1 ([15]). Assuma-se que a sucessao estaciondria X satisfaz (4.2.3) para alguma
f.d. MEV, H, e admite indice extremal multivariado estritamente positivo.

1. Se G tem margens independentes, entdo H tem margens independentes se e s se, para todo

d ,
oOT = (Tl,...,Td) ERi, 0(7’) = ;1 ﬁej

]7
2. Se G tem margens totalmente dependentes, entdo H tem margens totalmente dependentes se
V;lzl 0575
\/j:1 7i

Demonstragdo. 1. Considerando que G tem margens independentes, entao

e s6 se, para todo o T = (T1,...,74) € Ri, o(t) =

d d
Y1) ==log GGy (e™™),.... Gy (™) = —log [[ G;(G; ' (e7™) =D 75
j=1 Jj=1

Se H tem margens independentes, entdao 0(7) é igual ao majorante de (4.4.2) o que prova a
primeira implicacio. Para provar a implicacdo contraria, basta aplicar logaritmos a H = G?(7),
d d d
obtendo-se log H = —0(1) 3. 7j = — 3. 075, ou seja, H = [] e T%.
j=1 j=1 Jj=1
2. Considerando que G tem margens totalmente dependentes, isto é, G(z1,...,24) =

d
A Gj(z;), Vz; € R, tem-se
j=1

() = ~log G(Gy ' (e™™),..., Gy (e7™)) = —log ( A Gj(Gj_l(e_”))) =V
j=1 i=1
d
Se H tem margens totalmente dependentes, entdo G?(7) (1,...,2q) = N Hj(zx;). Assim,
j=1

d
conclui-se —6(7)y(T) = A log Hj(z;), o que equivale a
j=1

d
o)\ m=- N\ IOngj (z5) = \/ 0;(—1og Gj(xy)).

j=1 j=1 j=1
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d
A implicagao contraria prova-se de modo andlogo uma vez que (1) = \W implica
4 Tj
Ve, g ¢,
log H=0(1)log G = \;%( \/ 1 Tj) = '/\1(—0]-73-), e portanto H = _/\1 e=%7i ou seja, H
j=17J j= j=
tem margens totalmente dependentes. O

4.5 Processo auto-regressivo de maximos multivariado

4.5.1 Formulagao e propriedades
Seja X = {X,, = (Xn,1,. .., Xn,d) }n>0 uma sucessao de ve.a’s, tal que
Xn,j = CjXN—Lj V ij, n>1, j€D, (451)

onde 0 < ¢; <1, X9 = (Xo,1,...,Xo04) tem f.d. Fy, e {Y,, = (Yy1,...,Ynq)} € uma sucessdo
de ve.as i.i.d., com f.d. G, e independentes de X(y. Mais, Xy e Y,, tém suporte em R‘j_. 0]
processo X, estudado em [6], corresponde & formulagdo multivariada do processo MAX-AR(1)

univariado, estudado em [1]. Podemos ainda escrever

n
Xnj = Xog v\ ¢} Yij, n>1, jeD. (4.5.2)
=1

Se denotarmos por Fj, a f.d. de X,, e, uma vez que Xy e Y, sdo independentes, a partir de
(4.5.2), vem

n
1 Tq T Td
Fn(xl, e 7.’1}'d) = F0(7n7 ey 7) H G(ﬁ, ceey ﬁ) \V/(.Tl, NN ,:Z:d) € Rd. (453)
=1 A €q
Estabelecemos de seguida um condig¢ido necessaria e suficiente para que o processo X seja

fortemente estacionario.

Proposicao 4.5.1. O processo X ¢ fortemente estaciondrio se e o se

“)G(m, a), o, ag) €RL (45.4)

Fo(a?l,..., ) Fo(
01 Cd

Demonstragio. Suponhamos a igualdade (4.5.4) valida. Para qualquer conjunto de indices
1<ip<ig<---<ig,coma;; >0, jeD, le{l,... k}, atendendo a (4.5.2), temos

i —1

F(xx):Fg(/k\{ ?’J} Jep)xn 11 G(/\{Czw}jeD)

p=1 I=1m=i;_1 p=l

(4.5.5)
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Mais, aplicando recursivamente (4.5.4), obtemos

s—1
Ul Uq U Ug
Fo(ul,...,ud):Fo(cs,...,Cg) 11 G(Cs n ..,C”“). (4.5.6)
Sejam ty, =iy + 5, m € {1,2,...,k}, com s > 1 arbitrariamente fixo em N. De (4.5.5), com

T4, j = Ti,, 5, para 1 <m < k e tg = ig = 0, temos

Ftlw--ytk(Xiu-'- Xik):FtL 7tk(xt17"' th)
k t;—1
X
(4i5)F0(/\{ tp»]}7]ED)H 11 G(/\{w}]ED)
p=1 Cj I=1m=t;_1 p=l ~C;
k T j s—1 k z j t1—1 k Tt j
— Fo(/\{ fp’},jeD) G(/\{#M},jeD)Hg(/\{ p; },j€D>><
p=1 " € m=0 p=1 \Cj me=s o1
k t1—1 s
AL e( A )ien)
l=2m=t;_1 p=I Cj
k Ti i s—1 k i
p:l Cj m=0 p:l Cj
irts—l1 k T ko ipts—1 k Zi, j
I e(A{megaen) I T o(A{ghmmaer)
m=s p=1"6 =2 m=i;_1+s =
(4.5.6) k i k-1 k ;
_FO(/\{ w}]eD)xH G(/\{lféjl}]el?)
p=1 I=1g=i1_1 C;
4.5.5
( = )Filz"'vik(xil7 < 7Xik)7

0 que nos permite concluir que o processo X é fortemente estacionario.
Suponhamos agora que o processo X ¢é fortemente estaciondrio. Entdo, em particular, temos
que X e X s@o igualmente distribuidos. Assim, fazendo n = 1 em (4.5.3), obtemos (4.5.4). O

Representando por F' a f.d. comum de X, obtemos a equacgao de estacionaridade

T T
F(ay,..zq) = F(2,.. 2 Glan, . 2a), Y(i,.. 2a) € RY. (4.5.7)
a1 Cd
O proximo teorema estabelece uma condigdo necesséria e suficiente para que X possua
distribuicdo estacionaria nao degenerada.

Teorema 4.5.2 ([6]). A sucessio X definida em (4.5.1) possui distribui¢do estaciondria ndo

degenerada se e so se existe algum (x1,...,24) € Ri tal que

0<Z—10g G(%,...,%) < 400. (4.5.8)
- 1 d



38 Convergéncia em lei do méaximo em sucessoes multivariadas estacionarias

Demonstragao. Seja Ly (z1,...,xq) = H G(—} . Cf). Por um lado, L, é limitada uma vez
d

que 0 < Ly(x1,...,24) <1, e, por outro laudo7 L,, € mondétona nao crescente, pois

Loa(anecovan) = [[6(%o ) =65 %) H G(Zh Z) < Lufo,eoo )

o A cy ct Cd
Portanto, existe lim,, oo Ln(21,...,24). Temos assim
x4 “ r1 Zq
nlggan(ml’ ceyTg) = nIL%FO<Cl ,@> H G(C?_i,..., e Z)
. - I Ld
= hm G(ﬁ” n—i)
TS A Cd
- x T
= lim G(—.l,...,—d) = lim Ly(z1,...,zq).
n—00 - CZ1 czl n—00
Entao, existe limy,_,o0 F (21, ..., 24) €, por (4.5.3), temos F(x1,...,xq) = lim,_00 Fp(21,...,24q)
sendo F solugdo de (4.5.7).
A f.d. F é nao degenerada se e s6 se existir (z1,...,24) € ]Rfl|r tal que 0 < F(x1,...,24) < 1.
Tem-se
n—1 Tq
log F(x1,...,2q) = lognlLH;O G(c ...,C—i>:nhﬂrrololog HG( > )
=0 1 d d
n—1 T
= lim 3 log G % ) ZlgG( =),
i=0 1 d
desde que esta série seja convergente, tendo-se
F(xy,...,x G( e
(21 H Cd)
Ora, se esta série é convergente entdao G (%,...,"%) —— 1, o que sé se verifica para
€1 €a i—00
(T1,...,mq) € Ri. Assim, uma vez que 0 < F(z1,...,2q9) < 1< 0 < —log F(z1,...,24) < 400,
a f.d. F serd nio degenerada se e s6 se existir (z1,...,7q4) € RZ tal que (4.5.8) se verifica. [

Nas secgoes seguintes, assumir-se-4 que X é uma sucessao multivariada MAX-AR(1) forte-

mente estaciondria com f.d. F’ de suporte contido em Ri.

Terminamos esta secgcao considerando o caso particular em que G é uma f.d. MEV com
margens de Fréchet, G;, j € D. Neste caso, a f.d. F' é também uma f.d. MEV. Com efeito,

400 2\ "% _:Cfo‘j
(- () 7)o (p) s
i=0 % -
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e a sua copula C'r é max-estavel, como provamos a seguir. De facto, para cada inteiro k > 1 e
(u1,...,uq) € [0,1[%, temos

1 1 1 1 1 1
Ch(uf,...,ul) = Cp(FF(x1),. .., Ff (va)) = Cp(Fi(v1kar), ..., Fy(zgk>a))

1 1
1 1 n $1]€°‘71 Tk ~d
= F¥(z1kor, ... zgk%) = lim HG’“( A )
n—00 - ct ct
i=0 1 d
- 1 rxy 1 rxq - T ZTq
— lim [ C* (Gk(f) G’“(—.>) — lim G(—. 7.)
n—)oog) G 1 czl ’ ’ d ch n—)oog) 6217 767&!

:F(xl,...,xd) :Cp(ul,...,ud).

4.5.2 Condicao de mistura forte e condi¢ao D"(u,)

Nesta seccao, vamos provar que X satisfaz a condicdo de mistura forte enunciada abaixo, a

qual implica a condi¢do D(u,,), e que satisfaz a condigao D" (uy,).

Definicdo 4.5.3 (Condicao de Mistura Forte, [6]). A sucessao X satisfaz a condigdo de

mistura forte, se para qualquer A € o(Xy,...,X,) e B € 0(Xptst+1, Xptst2,.-.), |[P(ANB) —

P(A)P(B)| < a5 com as —= 0 onde o(.) denota a o-dlgebra gerada pelos vetores indicados.
S—00

Proposigao 4.5.4 ([6]). A sucessio X satisfaz a condi¢ao de mistura forte.

Demonstragio. Consideremos A € 0(Xy,...,X,) e B € 0(Xpis41, Xptst2,---) € seja
Coj = V115 ¢ Xpjr o Yooty < ¢ Xprss}
_ 2 +1
= {Ypr15 < ¢ Xpj Ypr25 S G Xpjs o Vgt < 7 Xp s}
Entao,
+1 +1
P(Csj) = P(Ypr1j < ¢ Xpjs o Yprsrrj < 67 Xpj) S P(YVprsr1y <5 Xpj) 20,

uma vez que 0 < ¢; < 1 e, por isso, Vp € N, chXpJ == 0, em probabilidade. Logo,
S oo
P(Cs ;) —= 0 Consideremos agora Cs = U;lzl Cs,j. Tem-se P(Cs) < Z?Zl P(Cs ;) —= 0

Assim, comecemos por notar que
[P(AN B) — P(A)P(B)| =

|IP(ANBNCs)+ P(ANBNCy) — P(A)P(BNCs) — P(A)P(BN
<|P(ANBNCs)— P(A)P(BNCy)| + |P(ANBNCs) — P(A)P(

[eh]
BN Cy)l.
Agora, por um lado,

IP(ANBNC,) — P(A)P(BNCs)| < {P(ANBNC,) VPAP(BNC,)} < P(Cs) — 0.

5§—00
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Por outro lado, quando ocorre Cs j, existe pelo menos um kj € {p+1,...,p+ s+ 1} tal que

Ypik;5 > ¢j Xpik;—1,4, pelo que, por (4.5.1), se obtém Xptk;j = Yptk;j €
X415 = CiXpthj i V Yprhya1 = CiVprk; i V Yokt

e assim sucessivamente. Entao, X, 4sy1 j ¢ uma funcdo mensuravel de {Y;ij oo Ypyetigs oo}
. . / __\yd

e, portanto, existe um acontemgento B T(Ymkv Ypiktt,---), com k= \5_;{k;}, tal que A

e B’ sao independentes e B N Cy = B’ N C,s. Consequentemente

|[P(ANBNC;) — P(A)P(BNCy)| = |[P(ANB'NCs) — P(A)P(B'NCy)|
<|P(ANB'NC,) — P(ANB')|+ |P(ANB') — P(A)P(B' N Cy)|.

Como A e B’ sdo independentes e P(AN B') = P(ANB'NCs) + P(AN B'NCy), vem que

|P(ANBNCy) — P(A)P(BNCy)| < P(ANB' N Cy) + |P(A)P(B') — P(A)P(B' N Cy)|
P(ANB'NCs) + P(A)P(B' N Cy)
< P(Cy) + P(A)P(Cy) < 2P(Cy) —— 0.

O]

Consequentemente X satisfaz a condi¢gdo D(u,), para toda a sucessdo de vetores reais {u,}
e para toda a sucessao {/,}, tal que ¢, — co. Vejamos que X também satisfaz a condigao
D" (uy,), para u,, = ull.

Proposigao 4.5.5 ([6]). A sucessio X satisfaz a condigio D”('u,gf)).

Demonstragdo. Observemos que

(7] d [zl
ny P(X; ¢ u”, X; <ul), X1 £ ul”) < ny > P(Xy; > u,(”),le <u (T]) < Xiy1,5)+
i—2 =1 i=2
(7]
+ny Z P(X1,s > ull), Xio < a3, Xivr > ul9)). (4.5.9)
1<s =2
s'<d

Relativamente & ultima parcela, aplicando o modelo descrito em (4.5.1), vem que

kl
TLZ Xls >U$LS),XZS <U(T //) <Cs’Xi,5’\/Y;+1,s’)
1<s i=2
s'<d
& (1) (1)
[ X15>u7(15)7Xzs’<u s/ <Cs’Xzs)+P(Xls>u£LTZ)7Xzs’<U s/ <}/z+ls)}-

‘g'a M
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A primeira probabilidade do dltimo membro é nula. Para a segunda parcela, vem

(2] [
n 33 P(X1s > ulY, Xig <ul) < Vi) <n YY) P(X1s > a9 P(Yigr e > o)
1<s =2 1<s =2
s'<d s'<d
< Yonfp - Rl >))<1 Fy(u,7y)) )
< n|——| (1 — Fs(uy g B
i< ‘e " Fs’( i# /Cs)
s'<d

(T41)
Fa(u
visto que P(Yiy1 o > u70)) = 1- P(Viyrw < ul7)) = 1-Gu (u(%) - (1_ (u o ) )
. FS

Finalmente, obtemos

T Eputon (1 P ) )
Z P (S n,s»(l P (a0 o)

. > 0l = By(ul)) [n(1 - Fy (u4))) — n(1-Fy (ug;’,)/cs,))] x !

Fu (w3 o)

(751) _
)) m Tg € n(l

que converge para zero, para qualquer k, — oo, pois n(l — Fsr(um %

Fy (uf;‘:,)/cs/)) <n(l-Fy (ugb ° ))) — 0 Ty De igual modo se prova que o primeiro termo

do segundo membro de (4.5.9) é assmtotlcamente nulo, o que mostra que {X,, ;} satisfaz a
condi¢ao D" (u,, (73) %), para qualquer j € D. O]

4.5.3 Indice Extremal

Nesta seccao analisar-se-4 a existéncia de indice extremal multivariado do modelo MAX-
AR(1), nos casos em que as margens da f.d. H, H;, sao Gumbel, Weibull ou Fréchet, isto
é, respetivamente, A(z) = exp(—e~ (@) W, (z) = e~ (Haztb)™ g <) e Do, () =
e~ (az+b)™" ,x > 0, para algum «; > 0 e contantes a >0 e b € R.

Para todo o j € D, suponhamos que F; € D(H;), ou seja, existem constantes {a, ; > 0} e

{bn,;} tal que
n(l — Fj(anij + bn,j)) m — log Hj(x) (4510)

Ja sabemos que a sucessao de niveis normalizados {u } para { X, ; } satisfaz n(1—F}(u,, (7 ))) —
n—oo

7; > 0. Entao, de (4.5.10), 7; = 7j(x) = — log H](x) == Hj_l(e i) e i J) = Qp ;T + by j.

Logo, ug]]) = anjH j_l(e*Tj) + by,j, sendo H j_l a inversa generalizada de H;. Consideremos
agora que
) _ iy angHy(€77) + by

)= I j : :an7j$+bn,j'

g ¢ ¢ ¢
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Vamos caracterizar ijk para os trés casos possiveis de H;. J4 sabemos que n(1—F J(ug;))) —
g n—00
7j(x), logo, pelo Teorema de Khintchine, n(1 — Fj(ugjj))) — 77 (x) = 7j(ax +b), com
’ n o0

an,j bn;j

= —>lzae S _bn7j:bn’j<1—1)—>b.

n—oo Cj and- an,j Cj n—oo

an 7j

Analisemos cada caso em particular.

e Se Hj é af.d. de Gumbel, entdo 7j(x) = e™*. De acordo com o Teorema 2.2.2, % — 400,
(m5)

n,J
nyj

) = Tj(+00) =0=177.

logo b = 400. Assim, n(1 — Fj(u ;

+00, se x < apy,

« Se Hj é af.d. de Weibull, entao 7j(z) = ¢ (=), se ap, <z <wp; < +00,

0, se T > wp;.

Pelo Teorema 2.2.2, 22—? = % — +00, logo b = +00 e T]ik =0.
e Se Hj é af.d. de Fréchet, entao 7j(x) = =%, « > 0. Neste caso, pelo Teorema 2.2.2,

Vi) = i(E) = ()70 = e = 7

Qpj = ne e bn; =0, donde, b = 0. Logo, n(l—Fj(un’j - ]

Assim, obtemos a seguinte propriedade dos niveis normalizados para {X,, ;}:
9

(75)
u, % T* 0 se Hi e {V,.,A
= uij-) com 7F=¢ _ i € {Way, A, (4.5.11)
Cj 7 ! iy, se Hj=®
3% J aj-
No que se segue, consideramos a sucessao de ve.a.s normalizados (ugll), ... ,uf:‘é)) denotada por

{u"}.
Proposicao 4.5.6 ([6]). Se F' € D(H), entao X admite indice extremal multivariado 6, com

log Cyy, (7% jeT
O(rr,... ) =1 — 8 Cmle 70 JET)
log Cy(e=,...,e"7d)

para (Ti,...,7q) € R%, onde I corresponde ao conjunto de indices de D para os quais Hj éa
f-d. de Fréchet, isto ¢, Hj(x) = ®q,(x) = e 7z >0.

Mais, o indice extremal da margem {X, ;}, j € D, é

1, H; € {V,., A},
ej:{ se Hj € {Tay, A} (4.5.12)

aj _
1 —¢;7, se Hj = ®q,.
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Demonstragio. Por hipétese F' € D(H), do que decorre Fj € D(H;), onde H; pode ser uma
f.d. de Fréchet, de Gumbel ou de Weibull e, pelo Lema 4.1.5, vem

Cpu", . ugd™) —— Cu(u,.. ua).

Por outro lado, como F; € D(H;), garante-se ainda a existéncia de niveis normalizados
(T) _ (u(Tl) (d))

N para os quais a condi¢do D" (u %T)) se verifica. Por um lado, para

usz]])—an,]H] Y(e™™) + b, , j€ D, temos

P(X; £ul")) = n(l — Flan Hy Y e™™) +bn1y. . angHyH(e7™) + bn,d))

——— —log H(Hy ' (e™™), ..., Hy (™).

n—o0
Por outro lado,

nPX; <ul™, Xy £ u”) "2V np(X; < ul,eX, VY, £ ul))

= n(P(X1 <uM cX; £u)+P(X; <ul?, Yy £ulf >
=nP(X; < u(T) Yy £ u(T)

=nP(X; <u)P(Ys £ ul"

= P(X; <u)n(l - ﬁ.“,ﬁh

Un 1> )
@D,
X1<Ll ( nl’ ZL )

/Clv - U d)/cd)
()
< n T T n n
_ PEXisu) <n(1—F(u5111),...,u£LCé)))—n<1—F(u .1 ,...,—’d >)>
P(X < ulf /c) ’ ’ €1 cq
——— —log HH{ (e™™),...,H; (7)) + log H(H; '(e™™),..., H; ' (e7"a))

n—oo

—log H(H{ Y(e™™),...,H; (e7™)) + log Hy(Hy*(e™™),..., Hy (e ™2))y,

onde I é o conjunto de indices em D para os quais 7}, dado em (4.5.11), é positivo e H; denota
a restrigdo da f.d. H com margens cujos indices pertencem a I. Finalmente, de (4.3.3), obtemos

*

log Hi(H; Le),. Hd_l(e_Td))I
log H(Hy '(e=™),..., Hy ' (e7™))

O(11y...,79) =1—

* *

1 logC’HI(e Ty, 7Td)]
T Tog Cule, e
Observemos que se I = (), entao 0(ry,...,74) = 1, V7, e se I # (), entdo obtemos o resultado

referido em (4.5.12), ou seja, 0; =1, se j€e D — 1, e ;=1 — = (4511)1—c?j,sejel. O
Tj
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Notemos que, quando j € I, §; = 1 — % & 77 = 7j(1 = 0;), logo e = e il70) =
(e7™) 10 = Hj(z;)t % = HJ(%) Desta forma, concluimos que se F' € D(H), isto é,

F"(an,lxl + bn71, cee s A dT4 + bn,d) m H(l‘l, - ,:L'd) = CH(Hl(:L‘l), .. .,Hd(l‘d)), (4.5.13)

entao,
P<Mn,1 < ap,171 + bn,la . aMn,d < Gn,dTd + bn,d) nﬂoo>
. log CHI(H1<$1)1701 ,,,,, Hy(zg) —0d), log Hz(f-% '7%)1
- log CH(Hl(zl) ,,,,, Hd(zd)) log H(xq,..., z4)
(H(xl,...,xd)> = <H(x1,...7xd)>

Apresentamos agora dois exemplos.

Exemplo 4.5.7. Consideremos a f.d. F com Fi, F» € D(A) e Fj € D(®1), j = 3,....,d,
d
e consideremos ainda a cépula de Gumbel Cp(uy,...,uq) = exp(— (X (- log uj)%)V), com
j=1

u; €]0,1] e 0 <y < 1. EntaoCyg =Cp, HH=Hyo=A e H; = ®1, j =3,...,d. Portanto, vem
j €]0,1] gl ; j i=3,...,

log | exp( — (s (~ log (75)))")|

log Cp,(e™ ™%, jel) )

O(r1,...,7q) =1— log C(e=m,... e~™) log[ exp( — (Z;-lzl (— log (eTj))i)v)}

d - 2\
(Zj:3(TJ J) ) (Tla--'qu) ERd,

=1- 1 ’

( E?:l Tj;>’y

e, de (4.5.12), temos que 01 =0y =1 eb; =1—¢;, j=3,...,d. O
d
Exemplo 4.5.8. Consideremos a f.d. F' com F; € D(®1), j € D e Cp(u1,...,uq) = A\ uj
j=1
Entao, F € D(H), com Cxg = Cp e Hj = ®1, j € D. Consequentemente,
1 d T5C
e} e %
log C(e ™, ... e Td%) s (j/:\l >
O,y ma) = 1= log Cp(e—™ e~ Td) =1- d
& e T log(/\e—Tj>
j=1
d d d
N (log e_chﬂ'> N —Tjcj V 7jc;
j=1 i=1 j=1 d
=1 = =1- P =1- d ; (7—17"'7Td)6R+7
A <log e‘TJ') A —T;j V 7
7=1 7j=1 j=1

. d d
visto que \/5_1 pj = — Nj=1(=pj), com p; € R.
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Na proposigdo seguinte relacionamos os dominios de atragdo de F e de G.

Proposigao 4.5.9 ([6]). Se F' € D(H) entao G € D(V) com V; = Hfj e 0; dado em (4.5.12),
je€D, e

Cr(uy®, ... ul/)

1/61—1 1/60a—1, "
Crr(uy s Uy )

Cv(ui,...,uq) = (4.5.14)

Demonstragdo. Por hipétese, Fj € D(Hj), j € D, ou seja, FJ'(an,jz; + by j) —— Hj(z;) e,

n—o0
pelo Lema 4.1.5, vem

Cr(u", . ud™) —— Cpu,. . ), (s ug) € 0,1)%, (4.5.15)

Mais, devido a (4.5.11) sabemos que

0 _ .
an(%,j:vj + bn,j> i ¢ _al? o se Hj € (Way, AL, (4.5.16)
n—oo .

¢j =757 — H (s o
J e VY =H/ (x;), seHj= .

Agora, a partir de (4.5.7), temos

Qn L7 + b,
B} (an 2 + bog) = B (S50 ) G+ ), (45.17)
j
do que resulta
Hj(acj), se Hj E{\I/a,,A},
Gy (anjoj+bnj) ——= 4 2 ]
H; 7 (zj), seHj=®,,.

Entao G; € D(H?j), j € D, com §; dado em (4.5.12). Analisemos a cépula de G. Temos, por
um lado o limite (4.5.13). Por outro lado, de (4.5.15) e (4.5.16), obtemos

g e ey

C1 (&%)

1 1
n nf Gn 121 + bn,l n n( On,dTd + bn,d n
- () ) (n () )

c(fyj . X5 R Xri .
—— Oy, (H} (25),j € I) = Ch, <Hj(;),j € I) :HI(J,] € I>.

Jad (an,lxl + bn,l Gn,dTd + bn,d>

Assim, devido a (4.5.17), obtemos
Cu(Hi(21), ..., Ha(za))
) _ '
Ch, <Hj] (5),J GI)

G"(an121 4+ bp1,. ..y Qnd%qd + byq)

n—o0
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Em consequéncia, podemos dizer que G € D(V'), onde V; = H(?j e H(zy,...,zq) = H[(?,j €
NV (x1,...,xq), earelacio entre Cg e Cy 6 Cy(uy, . . ., ug) = Crr(uy” o1 (11 ed)C’V(uﬁl,...,
ufld), equivalente a (4.5.14). O

4.6 Processo M4 de maximos moveis multivariado

4.6.1 Formulagao e propriedades

Nesta seccao estudamos o comportamento extremal de um processo multivariado de maximos
méveis introduzido e estudado em [16]. Seja {X,, = (Xp1,..., Xy 4)} uma sucessao de ve.as,

tal que
Xn,j — \/ \/ Ogl,k’jZl’n,k,j,n 2 1,] c .D = {1, .. .,d}, (461)

1>1 —co<k<4o00

onde {ayk;, | € N,k € Z, j € D} sao constantes nao negativas satisfazendo
+oo
> aw;=1,j€D,
[>1 k=—00

e{Zi, = (Zin1s--s Zind)}ien, nez € uma matriz de ve.a’s independentes com margens de
Fréchet unitarias. A f.d. de X,, é

F(x1,... 24 H H FZ( — ),xj>o,jeD, (4.6.2)

121 koo Lk’ QL k,d

e a relagdo entre as cépulas é

Crur, - ug) =TT TI Co™ . ), (ur,.... ug) € [0,1)%

l=1k=—0cc

Consideremos agora que {Z; ,}i>1, —co<n<+oo tem margens totalmente dependentes para alguns
valores de [, digamos [ € I;, e margens independentes para os restantes valores de [, [ € I, de
modo a que I; Uy, =Ne I; N Io = (). Neste caso, atendendo a (4.6.2), para (x1,...,2q) € Ri,

vem

F(z1,...,2q9) =[] P(Zlﬁn_,w- <

lel

SIS GCCIRER Y § CCEy

lelh k*—oo] 1 €]z k=—c0 j=1

1T e (- V) T T e (-3,

len k=—o0 j=1 Y ) lel k=—oo =1 Ti

%,keZ,jeD)

717]{: € Zv] € D) H P(Zlm_k,j S
] l7k»J

kg lel,
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):( (71)

Up 7y und )} niveis normalizados, isto é, {u } satisfazem nP(Z;,; >

Sejam {ugf
(TJ)
7‘7
unltarlas vem, do Teorema 2.2.2, que b, ; = 0, que a,; = n e que 7; = 7j(z;) = Ty . Logo

(75) _ n

) — 7> 0, j € D. A partir do pressuposto de que as f.d’s marginais sdo de Frechet

podemos considerar u,, 5 = o > 1, 7 € D. Desta maneira,
n d QT d Al | iTq
F( ) 11 exp< \ w)ﬂ I exp< Z“) (4.6.3)
) et =1 ™ I€ls k=—o00 = "

Provemos agora que o processo definido em (4.6.1) é fortemente estacionario. Para qualquer

conjunto de indices 1 < iy <ip < --- <1y, com x;, ; >0, j € D, temos

+oo d a q -

lel; k=—oo j=1 =1 Livd ) €Ty k=—o0 j—1 Lip,j

400 d q .
Fi1+8,---,iq+8(xi17 s 7Xiq) - H H /\ exp ( - Z O‘;k+s,1> H H H €xp ( Z M

lel) k=—o0 j=1 p=1 " /) lely k=—c0 j=1

LI Aew(-X%9) 11 I [ew (-3 %)

lel k/:_oojzl sz] lely k‘ ——00lJ 1 p:l xlpﬂ
—le, (Xil,...,Xiq).

Provamos assim que {X,,} é uma sucessao fortemente estacionéria. Para encontrar o dominio
de atracao da f.d. MEV a qual F' pertence, calculamos, na préxima proposicao, o limite em
distribuicdo da sucessdo {(n"*M 1,...,n 1M, 4) = (n7' Vi Xi1,...,n Vi X;4)}, onde
{Xn = (Xn1,...,Xna)} é uma sucessao de ve.a’s independentes com f.d. F.

Proposigao 4.6.1 ([16]). A f.d. F pertence ao dominio de atragao de

400 d . +oo d 1
G(z1,...,2q9) = H H /\ e kT H H H e kT x;>0,j€D. (4.6.4)

lel; k=—o0 j=1 1€l k=—00 j=1

Demonstragio. De (4.6.3) temos, para 7; > 0, j € D, que

n n T d = d
Jad <’ o Td) — H H exp ( — \/ alkaTj) H H exp ( — Z Oél,k,jTj>>
j=1 Jj=1

1 lel; k=—oo0 lels k=—o0
3 3 mn n n _
ou seja, nll)glooF (TT""’E) =G(z1,...,24), com =71, ,J€D. O
Uma vez que F"(%, e %) = F™(nx1,...,nxy) é independente de n e F"(nxy,...,nry) =
F(zy,...,x4), concluimos que as f.d’s marginais de {X,,} sdo max-estéveis. Por outro lado, as

—1
f.d’s marginais de G em (4.6.4) sdo de Fréchet unitarias, isto é, G;(z;) =e "5 , x; >0, j € D.
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De facto, para j € D,

1 e
7D DR TR .
L T | | T

leli k=—o0 lely k=—o0

+00
pois 1 Ulp =Ne >, > ar;=1. Tendo em conta (4.6.4) e o facto de as f.d’s marginais de
1>1k=—0c0
G serem de Fréchet unitarias, podemos apresentar uma nova classe de copulas. Para isso, basta

converter a f.d. G em (4.6.4) numa funcéo cépula com u; = G(x;), na forma
d

—zy —z _ P Lk, = ik,
Cale™ ... e d)—C’g(ul,...,ud)—H H /\uj H H Huj .

el k=—o0 j=1 1€l k=—o0 j=1

4.6.2 Indice extremal

Nesta secc¢ao pretendemos determinar o indice extremal multivariado de {X,,}. Para isso, co-
mecemos por calcular a f.d. limite da sucessdo {(n 1M, 1,...,n M, 4) = (n" V| Xi1, ...,
VI Xoa)) = {nm M),

Proposigdo 4.6.2 ([16]). A sucessdo {n"'M,} tem f.d. limite

-1
H(z1,...,2q) = [] /\ /\ okt T H /\ e MRt x>0, jeD. (4.6.5)
lel; k=—o0 j=1 lelr j=1 k=—cc
Demonstragio. Consideremos N = {1,...,n}. Tem-se, para todo o 7; >0, j € D, que

P(Mn,1 < Mug< ”)
1 Td

:P(Zm-_k,l <" I>1,k€Zi€eN,. . Zira< n,lzl,k:eZ,ieN>

T1O k1 TdQlk,d
n n n
:P(Zlm, N—— 521,mez,...,zl,m,dg/\,121,mez>
i=1 1% i—m,1 i=1 Td%i—m,d
+o0 d n d n
I AP(Zs= A" )T T 1TP(2mi< A" )
lel; m=—o0 j=1 i=1 Mi=mi 5/ 1y m="c0 j=1 i=1 Mi—m,jTj

-1

400 d n—m -1 +00 d n—m
= exp | — exp | —
116_1[1 ml_‘—[oogé\l ( (k —m kJT]) ) l]é_IIQ mHoojI:[l ( ( :/l\m a kJT]) )

n—m

—en( Ly +z°° Y v)p(z ¥ 3V )

lely m=—oc0 k=1—m j=1 lelgm*—oog 1k=1-m

lely k=—o0 j=1 lely j=1k=—o0
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+00 +oo
dadoque >V S= V ¥ B= V np Tomandox;=7; ", vem (4.6.5). O

m=—o0 k=1-m m=—0oo0 k=1-m m=—o00

Determinamos agora as margens unidimensionais H;,j € D, de H e relacionamo-las com as
de G. Para todo o j € D, temos

+00 +oo 1
_ _ 2710, 0;
Hj(z;) = H exp ( —; 1 \/ O‘Uﬁj) H exp <— z; 1 \/ al’,w-) —e % U = ij (x5),

lely k=—00 lely k=—o00
+o00
onde o indice extremal da sucessao {X, ;} é dado por §; = 3. \/ ;. Tendo em conta
1>1 k=—0c0

(4.3.2), podemos escrever que o indice extremal multivariado de {X,,} é dado por

B log H(zy', ... a;h)
~ log G(a7t, ... xyt)

0(z1,. .., 14) (4.6.6)

pois 7j(x;) = .T}j_l, j € D. A proxima proposi¢ao apresenta uma férmula para o cdlculo do
indice extremal multivariado de {X,,}.

Proposigao 4.6.3 ([16]). A sucessio {X,,} tem indice extremal

d 400 d +00
SV (5 Vo) + 2 X (5 Vo)
el j=1 \ ~ k=—oo lels j=1 \ ~ k=—o0
O(x1,...,2q) = a— y = ,
S XV (moes)+ D X (5 X auky)
lel; k=—oc0 j=1 lel; j=1 k=—0oc0
para qualquer (x1,...,x4) € Ri.
Demonstragao. O resultado é obtido usando (4.6.4) e (4.6.5) em (4.6.6). O

Vamos agora fazer o estudo do indice extremal multivariado quando I; = 0 ou Iy = 0.
Comecemos por considerar I; = (), caso em que H tem margens independentes. Temos, por um
lado,

d +o0 d
-1 -1
H(xy,...,x)7) = Hexp < — <Z \/ al7k7j>xj> = Hexp(—ﬁjmj)
j=1 I>1 k=—o0 j=1

e, por outro lado,

d +o00 d
G(xfl, .. ,3:;1) = H exp ( — (Z Z al,k,j)xJ) = H exp(—x;).
Jj=1 I>1 k=—o00 j=1
ijl b5
Z;l:1 zj
obtido é o esperado pelo Teorema 4.4.1 quando H tem margens independentes. Analogamente,
\/jzl 055

> .
\/j:l Zj

Entao, por (4.6.6), vem que 6(z1,...,x4) = . De facto, observemos que o resultado

se considerarmos Iy = (), H tem margens totalmente dependentes e 6(z1,...,24) =
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+oo
Concluimos apresentando a cépula da f.d. H. Tendo em conta que 8; = > \/ oy, j, obtemos
[>1k=—00

d +oo d +oo
CH(ul,...,ud):H/\exp — \/ az,k,jwj_l HHeXP - \/ O‘l,k,jl’j_l

lel; j=1 k=—00 lels j=1 k=—o00
+oo “+oo
d 070V ok, d 07tV ok
= H /\ Hj(xj) k=meo H H; (:EJ) h=moo
lel j=1 lelz j=1

—+oo
d 9;1 V aik,; 01\ ok

ST A 7 Iy

lel j=1 lel, j=1
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