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Resumo

A Teoria de Extremos estuda a distribuição dos valores extremos de amostras aleatórias, com o
objetivo de encontrar modelos que permitam tomar decisões relativamente ao comportamento
futuro de fenómenos raros, mas de grande impacto. Perdas causadas por desastres naturais e
riscos de investimentos financeiros são bons exemplos de motivações deste estudo.

Na génese da Teoria de Extremos está o Teorema de Gnedenko, o qual estabelece que,
em condições bastante gerais, a classe dos possíveis limites em distribuição do máximo de n
variáveis aleatórias, reais independentes e identicamente distribuídas, coincide com a classe das
distribuições max-estáveis. A demonstração deste resultado e de condições que garantem a
existência de tal limite ocupam essencialmente a primeira parte deste trabalho.

Dirigimos o estudo para a teoria probabilística de extremos em contextos de dependência, no
que diz respeito à caracterização do limite em distribuição do máximo em sucessões univariadas
e multivariadas fortemente estacionárias, sujeitas a condições de independência assintótica e de
dependência local adequadas.

No caso univariado, seguindo [10], mostramos que sob a validade da condição de indepen-
dência assintótica, se mantêm as conclusões do Teorema Limite Extremal, surgindo, contudo,
um parâmetro usualmente designado índice extremal da sucessão. Este parâmetro permite a
caracterização completa da distribuição limite do máximo a partir da sua contrapartida clássica.

O trabalho prossegue no domínio multivariado seguindo essencialmente [9] e [5]. Para
proceder à caracterização da classe de limites em distribuição do máximo multivariado, são
necessários o conceito de índice extremal multivariado e de cópula de uma função de distribuição
multivariada, ao que se junta o comportamento assintótico marginal, especificado pelo Teorema
Limite Extremal clássico. Mais concretamente, demonstramos um Teorema Limite Extremal
multivariado e concluímos que uma distribuição limite multivariada de máximos se caracteriza
por ter margens max-estáveis e cópula max-estável. Estudamos um modelo autorregressivo de
máximos de ordem 1 multivariado ([6]) e um modelo de máximos móveis multivariado ([16]),
começando por estabelecer a sua estacionaridade forte. Inserindo estes modelos na plataforma
teórica descrita acima, obtemos a distribuição limite do máximo, avaliando diferentes concreti-
zações do índice extremal, das distribuições das margens e de cópulas.

Palavras Chave: Teoria de Extremos, Estacionaridade Forte, Distribuições Max-Estáveis,
Distribuições MEV, Teorema Limite Extremal





Abstract

The Extreme Value Theory studies the distribution of extreme values of random samples. The
aim of this theory is to find models to make decisions regarding the future behaviour of rare but
high-impact phenomena, such as losses caused by natural disasters and financial investment.

At the genesis of the Extreme Value Theory is the Gnedenko Theorem. Under general
conditions, this theorem establishes the class of possible limits in the distribution of the
maximum of n random variables, real independent and identically distributed, coinciding with
the class of the max-stable distributions. The first part of this work concerns the proof of this
result and the conditions that guarantee the existence of such limit.

We direct the study towards the Probabilistic Extreme Value Theory in dependency contexts.
In fact, this study regards the characterization of the limit in distribution of the maximum
in strongly stationary univariate and multivariate sequences. These sequences are subject to
asymptotic independence and local dependence conditions.

In the univariate case, following [10], we show that under the validity of the asymptotic
independence condition, the conclusions of the Extreme Limit Theorem are maintained. However,
a parameter, usually called the extreme index of the sequence, emerges. This parameter allows
for the complete characterization of the limit distribution of the maximum from its classical
counterpart.

The work proceeds in the multivariate domain essentially following [5] and [9]. To characterize
the class of limits in multivariate maximum distribution, the concept of a multivariate extreme
index and a copula of a multivariate distribution function are necessary. A marginal asymptotic
behaviour, specified by the classic extreme limit theorem, is added. More specifically, we prove
a multivariate Extreme Limit Theorem and conclude that a multivariate limit distribution of
maxima is characterized by having max-stable margins and max-stable copula.

This study concerns a multivariate maximum autoregressive of order 1 process ([6]) and
a multivariate moving maxima process ([16]), starting by establishing their strong stationa-
rity. Inserting these models in the theoretical platform described above, we obtain the limit
distribution of the maximum, evaluating different embodiments of the extreme index, margin
distributions and copula.

Keywords: Extreme Value Theory, Strong Stationarity, Max-Stable Distributions, MEV
Distributions, Extreme Limit Theorem
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Capítulo 1

Introdução

A Teoria de Extremos é um ramo da Teoria da Probabilidade e da Estatística que se ocupa,
essencialmente, da modelação de muitos fenómenos raros, cuja ocorrência excecional pode
ter um impacto bastante significativo. Com efeito, os valores extremos de um conjunto de
observações são uma tradução do que de melhor ou pior pode ocorrer na natureza como, por
exemplo, temperaturas máximas e mínimas, velocidade de rajadas de vento, máximo de níveis
de água ou até mesmo o tempo máximo de funcionamento de um dado equipamento ou o
máximo de resistência de um material. Uma das aplicações interessantes da Teoria de Extremos
foi a determinação da altura segura do dique que foi construído nos Países Baixos, após a
catástrofe de Fevereiro de 1953.

Em resumo, a Teoria de Extremos estuda a distribuição de valores extremos de amostras
aleatórias, com o objetivo de encontrar modelos que nos permitam tomar decisões relativamente
ao comportamento futuro de fenómenos raros com interesse em muitas áreas do saber, como a
Fiabilidade, as Finanças, a Climatologia e a Hidrologia, entre outras.

Os primeiros resultados desenvolvidos identificam a classe de leis limite possíveis do máximo
de n variáveis aleatórias (v.a.’s) reais independentes e identicamente distribuídas (i.i.d.), sujeitas
a uma normalização linear. Em [7] é obtido o Teorema Limite Extremal, onde se estabelece tal
classe. Tendo sido formalmente demonstrado por [8], este teorema também é conhecido por
Teorema de Gnedenko.

Realçamos que a igualdade min(X1, . . . , Xn) = − max(−X1, . . . ,−Xn) justifica o facto de
a Teoria de Extremos se dedicar quase exclusivamente a leis de extremos superiores.

A aplicação a problemas do quotidiano depressa fez perceber que, muitas vezes, a realidade
não se enquadrava na estrutura teórica do caso i.i.d. (caso clássico). Surgiu então a necessidade
de desenvolver a Teoria de Extremos em modelos menos restritivos. Em sucessões dependentes,
a introdução de condições que controlam a dependência de forma conveniente permitiu estender
a Teoria de Extremos clássica.

Existem inúmeros fenómenos reais onde acontecimentos extremos apresentam uma modelação
multivariada. Como tal, a teoria probabilística de extremos d-dimensionais tem vindo a ser
cada vez mais desenvolvida. Como exemplo temos os dados da velocidade do vento onde o
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2 Introdução

máximo das rajadas por hora, a velocidade média das rajadas por hora e a dependência entre
elas são relevantes para a segurança de edifícios. Pode-se constatar que a Teoria de Extremos
para sucessões d-dimensionais seguiu as mesmas linhas que o caso unidimensional. Em alguns
casos os resultados são generalizações imediatas do caso univariado, noutros casos surgem novas
questões, muitas vezes surpreendentes, características do caso multivariado.

Assim como a Teoria de Extremos se foi desenvolvendo ao longo do tempo cada vez mais
afastada do caso clássico, também este trabalho se estrutura na mesma direção.

No Capítulo 2, que contém o caso clássico, começamos por apresentar os fundamentos
necessários para estabelecer a convergência em distribuição do máximo de n v.a’s i.i.d. e
caracterizar os seus possíveis limites. Surge assim o Teorema Limite Extremal clássico, onde se
identifica a classe destes limites com a classe das funções de distribuição (f.d.’s) max-estáveis,
a qual se divide nas três sub-classes disjuntas das f.d.’s dos tipos Fréchet, Weibull e Gumbel.
Acrescentamos uma caracterização dos domínios de atração extremais e alguns exemplos.

As sucessões reais fortemente estacionárias constituem uma das direções possíveis quando
se pretende o afastamento ao tão restritivo caso clássico. No Capítulo 3, considerando este
tipo de sucessões sujeitas a condições de independência assintótica adequadas, começamos por
apresentar um conjunto de resultados que servem de suporte à demonstração de um Teorema
Limite Extremal. Neste contexto, surge um coeficiente extremal relevante para a Teoria de
Extremos, designado índice extremal. Este parâmetro fornece uma relação entre a função de
distribuição (f.d.) limite do máximo de uma sucessão estacionária e a f.d. limite do máximo
da sucessão i.i.d com a mesma f.d. marginal. Definido o índice extremal, calculamo-lo através
da introdução de condições de dependência local, uma delas garantindo índice extremal igual
a 1. Terminamos o capítulo com um caso particular que se antecipou à teoria geral exposta
anteriormente. Trata-se da convergência em distribuição do máximo em sucessões normais
fortemente estacionárias sob dependência fraca [10].

O Capítulo 4 segue de um modo muito similar o que foi feito no capítulo anterior. Para
além da definição de f.d. de valores extremos multivariada (MEV), apresentamos a sua
caracterização, usando para tal a valiosa noção de função cópula, a qual nos permitirá relacionar
a f.d. multivariada com as suas f.d.’s marginais. Depois de apresentar algumas das propriedades
fundamentais da função cópula e da sua relação com a convergência de sucessões de f.d’s,
tornou-se possível estabelecer um Teorema Limite Extremal Multivariado, inserido no contexto
das sucessões vetoriais fortemente estacionárias com controlo de dependência que estende o
caso univariado. Também neste contexto surge a definição de índice extremal multivariado, a
qual não sendo completamente uma generalização da que se conhece no caso univariado, foi,
pelo menos, motivada por esta. Estabelecemos relações possíveis deste parâmetro com as suas
contrapartidas marginais, quer à custa das f.d.’s limite envolvidas, quer à custa das cópulas
destas. O capítulo termina com dois exemplos de processos multivariados que ilustram muitos
dos resultados anteriores - um processo autorregressivo de máximos de ordem 1 e um processo
de máximos móveis. Em ambos, determinamos a f.d. limite do máximo e caracterizamos o
índice extremal em função dos domínios de atração marginais e das cópulas envolvidas.



Capítulo 2

Teoria de valores extremos - caso
clássico

2.1 Resultados fundamentais

Consideremos uma sucessão {Xn}n≥1 de v.a.’s reais i.i.d. com f.d. F . Denotemos por Mn a v.a.
que representa o máximo de (X1, . . . , Xn), isto é, Mn =

n∨
i=1

Xi. A f.d. de Mn é dada por

P (Mn ≤ x) = P (X1 ≤ x, . . . ,Xn ≤ x) = Fn(x), x ∈ R,

resultado que só tem interesse prático quando F é conhecida. Uma vez que Fn(x) tem limite
0 ou 1, é de todo o interesse a procura de uma normalização real un tal que Fn(un) convirja
para uma f.d. não degenerada. Deste modo, procuramos um resultado assintótico menos
dependente da forma concreta de F . A escolha de uma normalização linear un = anx + bn,
motivada pelo Teorema do Limite Central, permite estabelecer um comportamento assintótico
para a−1

n (Mn − bn), tal como já havia sido estabelecido para a−1
n (∑n

i=1Xi − bn). Assim, há que
determinar sob que condições se tem

Fn(anx+ bn) = P (a−1
n (Mn − bn) ≤ x) w→ G(x), n → +∞, x ∈ R, (2.1.1)

para alguma f.d. G não degenerada e constantes de normalização reais an > 0 e bn e caracterizar
a f.d. limite G. Neste trabalho, com w→ denotamos a convergência nos pontos de continuidade
de G, e para todo o tipo de sucessões, {un} denota {un}n≥1.

Se (2.1.1) se verificar para sucessões {an > 0}, {bn}, dizemos que F pertence ao domínio de
atração de G, o que denotamos por F ∈ D(G). Diz-se ainda que as f.d.’s reais H1 e H2 são do
mesmo tipo se existirem constantes a > 0 e b tais que H1(x) = H2(ax+ b), para qualquer x
real.

Face ao problema da existência de limite em distribuição para o máximo Mn, devidamente
normalizado, há que referir, logo à partida, o Corolário 1.5.2. e o Teorema 1.7.13. de [10]. No

3



4 Teoria de valores extremos - caso clássico

primeiro mostra-se que se limx→ω−
F
F (x) < 1, com ωF o limite superior do suporte de F , isto é,

ωF = sup{x ∈ R : F (x) < 1}, e se existir uma sucessão real {un} tal que P (Mn ≤ un) −−−→
n→∞

ρ,
então ρ = 0 ou ρ = 1. No segundo resultado, para f.d.’s F tais que limx→ω−

F
F (x) = 1,

prova-se que existe uma sucessão real {un} tal que P (Mn ≤ un) −−−→
n→∞

e−τ , com τ > 0, ou
equivalentemente n(1 − F (un)) −−−→

n→∞
τ, se e só se

lim
x→ωF

1 − F (x)
1 − F (x−) = 1. (2.1.2)

Estes dois resultados excluem dos domínios de atração de qualquer f.d. max-estável, não só
f.d.’s que verificam a condição limx→ω−

F
F (x) < 1, como é o caso da binomial, como também

f.d.’s para as quais se tem limn→∞(1 − F (n− 1))/(1 − F (n)) = r, com r ∈]1,+∞[, como é o
caso da f.d. da lei geométrica e da f.d. da lei de Poisson (r = +∞).

Apesar de todas as f.d.’s contínuas verificarem trivialmente (2.1.2), existem casos em que
é impossível encontrar sucessões de constantes {an > 0} e {bn} para as quais se tenha um
limite em distribuição não degenerado para a−1

n (Mn − bn), como por exemplo a f.d. F (x) =
(1 − e−x−sen(x))1I[0,+∞[(x), x ∈ R.

O Teorema de Khintchine permite avaliar o efeito que diferentes escolhas de constantes de
normalização têm na f.d. limite em (2.1.1).

Teorema 2.1.1 (Teorema de Khintchine, [10]). Seja {Fn} uma sucessão de f.d.’s e G uma f.d.
não degenerada. Sejam an > 0 e bn constantes tais que

Fn(anx+ bn) w→ G(x), n → +∞.

Então, para alguma f.d. não-degenerada G∗ e constantes αn > 0 e βn ∈ R, temos

Fn(αnx+ βn) w→ G∗(x), n → +∞,

se e só se
a−1
n αn → a e a−1

n (βn − bn) → b,

com a > 0 e b ∈ R, verificando-se G∗(x) = G(ax+ b).

Assim, o Teorema de Khintchine permite concluir que se F pertence ao domínio de atração
de uma f.d. G, então também pertence ao domínio de atração de qualquer outra f.d. que seja
do tipo de G. Passamos à caracterização do limite em (2.1.1), a qual se inicia com a definição
de f.d. real max-estável.

Definição 2.1.2 ([10]). A f.d. real G diz-se max-estável se, para todo n = 2, 3, ..., existem
constantes an > 0 e bn tais que

Gn(anx+ bn) = G(x), ∀x ∈ R. (2.1.3)

As f.d.’s max-estáveis satisfazem os lemas que apresentamos seguidamente.



2.1 Resultados fundamentais 5

Lema 2.1.3 ([10]). Se G é uma f.d. max-estável, existem funções reais a(s) > 0 e b(s), definidas
para s > 0, tais que Gs(a(s)x+ b(s)) = G(x), para quaisquer reais x e s > 0.

Demonstração. Se G é max-estável, então existem constantes an > 0 e bn ∈ R, tais que
(2.1.3) se verifica. Tem-se também G[ns](a[ns]x + b[ns]) = G(x), para qualquer s > 0, donde
Gn(a[ns]x + b[ns]) −−−→

n→∞
G

1
s (x). Assim, o Teorema de Khintchine garante a existência de

constantes a(s) > 0 e b(s) tais que G(a(s)x+ b(s)) = G
1
s (x).

O lema seguinte prova que a classe das f.d.’s max-estáveis coincide com a classe dos possíveis
limites em (2.1.1) e que qualquer f.d. max-estável pertence ao seu próprio domínio de atração.

Lema 2.1.4 ([10]). (i) A f.d. G não degenerada é max-estável se e só se existe uma sucessão
{Fn} de f.d.’s e sucessões de constantes reais {an > 0} e {bn} tais que, para cada k ∈ N,

Fn(ankx+ bnk)
w→ G

1
k (x), n → +∞. (2.1.4)

(ii) Se G é não degenerada, G é max-estável se e só se D(G) é não vazio.

(iii) A classe das f.d.’s G não degeneradas, que surgem como limite em (2.1.1), coincide com
a classe das f.d.’s max-estáveis.

Demonstração. Comecemos por provar (i). Admitamos que (2.1.4) se verifica e observemos que
G

1
k é uma f.d. não degenerada, para qualquer k natural. Considerando a convergência (2.1.4)

para k = 1 e para k ≠ 1, o Teorema de Khintchine garante que G 1
k (x) = G(αkx+ βk), para

alguns αk > 0 e βk ∈ R, isto é, G é max-estável.
Reciprocamente, se G é max-estável, considerando Fn = Gn em (2.1.3), tem-se Fnk(ankx+

bnk) = G(x), para n, k ∈ N, bem como Fn(ankx+bnk) = Gn(ankx+bnk) = (Gnk(ankx+bnk))
1
k =

G
1
k (x), obtendo-se (2.1.4) trivialmente.

Relativamente a (ii), comecemos por supor que G é max-estável, isto é, que existem an > 0
e bn ∈ R tais que (2.1.3) se verifica. Então G ∈ D(G) e portanto D(G) é não vazio.

Reciprocamente, admitamos que D(G) é não vazio e seja F ∈ D(G). Então existem
constantes an > 0 e bn ∈ R tais que Fnk(ankx + bnk)

w→ G(x), para cada k ∈ N, ou seja,
Fn(ankx+ bnk)

w→ G
1
k (x). Portanto, (2.1.4) verifica-se com Fn = Fn e por (i) conclui-se que G

é max-estável.
Provemos finalmente (iii). Com efeito, como se provou em (ii), se G é max-estável então G

pertence ao seu próprio domínio de atração, verificando-se trivialmente (2.1.4). Por outro lado,
se o limite (2.1.1) ocorre, ter-se-á (2.1.4) com Fn = Fn e, portanto, G é max-estável como se
provou em (i).

O próximo teorema estabelece os três domínios de atração de f.d.’s max-estáveis, o que nos
permitirá demonstrar o Teorema Limite Extremal ou Teorema de Tipos Extremais.

Teorema 2.1.5 ([10]). Se G é uma f.d. max-estável, então pertence ao tipo de apenas uma
das f.d.’s Gumbel, Fréchet ou Weibull de expressão analítica: Λ(x) = exp(−e−x), x ∈ R,
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Φα(x) = exp(−x−α)1I]0,+∞[(x), x ∈ R, e Ψα(x) = exp(−(−x)α)1I]−∞,0[(x) + 1I[0,+∞[(x), x ∈ R,
respetivamente, onde α é uma constante positiva. Reciprocamente, se G pertencer ao tipo de
alguma destas f.d.’s, então G é max-estável.

Demonstração. Comecemos por provar que cada uma das f.d.’s indicadas no enunciado é
max-estável, ou seja, satisfaz (2.1.3). Para a f.d. de Gumbel, temos

Λn(anx+ bn) =
(

exp
(

− e−(anx+bn)))n = exp(−elogn−anx−bn) = exp
(

− e−(anx+bn−logn)).
Tomando an = 1 e bn = logn, obtemos (2.1.3).

Do mesmo modo, para a f.d. de Fréchet, vem

Φn
α(anx+ bn) =

(
e−(anx+bn)−α

)n
= e−

(
n−1/α(anx+bn)

)−α

= e−
(
n−1/αanx+n−1/αbn

)−α

,

e, fazendo an = n1/α e bn = 0, obtemos (2.1.3), para x > 0. Para x ≤ 0, temos anx + bn =
n

1
αx < 0 e assim Gn(anx+ bn) = 0 = G(x).

Finalmente para a f.d. de Weibull, obtemos

Ψn
α(anx+ bn) =

(
e−(−(anx+bn))α

)n
= e−

(
n1/α

)α
(−anx−bn)α

= e
−
(

−n1/αanx−n1/αbn

)α

,

e, fazendo an = n−1/α e bn = 0, obtemos (2.1.3), para x ≤ 0. Para x > 0, temos anx+ bn =
n− 1

αx > 0, pelo que Gn(anx+ bn) = 1 = G(x).
Suponhamos agora que G é max-estável. Então, pelo Lema 2.1.3, existem funções a(s) e b(s),

com s > 0, tais que Gs(a(s)x+ b(s)) = G(x), para todo o x real. Se x é tal que 0 < G(x) < 1,
temos

− log(− logG(a(s)x+ b(s))) − log s = − log(− logG(x)). (2.1.5)

Provemos agora que G, sendo max-estável, não tem descontinuidades nos extremos do seu
suporte no caso de estes serem finitos. Admitamos, por absurdo, que G tem uma descontinuidade
no extremo superior do suporte ωG. Assim, limx→ω−

G
G(x) < 1. De G2(a2x+ b2) = G(x) resulta

a2x+ b2 > x, para qualquer x real. Se x → ω−
G então a2x+ b2 → k− com k = a2ωG + b2 > ωG.

Portanto limx→ω−
G
G(a2x+ b2) = 1. Mas,

lim
x→ω−

G

G(x) < 1 ⇒ lim
x→ω−

G

G2(a2x+ b2) < 1 ⇒ lim
x→ω−

G

G(a2x+ b2) < 1,

o que leva a uma contradição. Provámos, assim, que G não admite descontinuidade em ωG.
De modo análogo, provar-se-ia que G não admite descontinuidade em αG, sendo αG o limite
inferior do suporte de G, ou seja, αG = inf{x ∈ R : G(x) > 0}.

Consideremos agora a função não decrescente ψ(x) = − log(− logG(x)), definida para x
tal que 0 < G(x) < 1. Esta função é tal que inf{ψ(x)} = −∞ e sup{ψ(x)} = +∞ pelo que
admite inversa generalizada, que se define por U(y) = inf{x : ψ(x) ≥ y}. Assim, de (2.1.5),
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resulta ψ(a(s)x+ b(s)) − log(s) = ψ(x), e, por definição da função U , temos

U(y) = inf{x : ψ(x) ≥ y} = inf{x : ψ(a(s)x+ b(s)) − log s ≥ y}

= a(s)−1(inf{a(s)x+ b(s) : ψ(a(s)x+ b(s)) − log s ≥ y} − b(s)) = U(y + log s) − b(s)
a(s) ,

do que decorre
U(y + log s) − U(log s)

a(s) = U(y) − U(0).

Escrevendo z = log s, ã(z) = a(ez) e Ũ(y) = U(y) − U(0) vem que

Ũ(y + z) − Ũ(z) = Ũ(y)ã(z), (2.1.6)

para quaisquer reais y e z. Permutando y com z e subtraindo em (2.1.6), membro a membro,
obtemos

Ũ(y)(1 − ã(z)) = Ũ(z)(1 − ã(y)). (2.1.7)

Colocam-se agora duas situações distintas: ã(z) = 1, para qualquer z ∈ R, ou ã(z) ̸= 1, para
algum z ∈ R. Analisemos cada caso em particular.

Admitamos que ã(z) = 1, para qualquer z ∈ R. De (2.1.6) obtemos Ũ(y+ z) = Ũ(y) + Ũ(z).
Atendendo a que a única solucão monótona crescente desta equação é Ũ(y) = ρy, para algum
ρ > 0, vem U(y) − U(0) = ρy, ou seja, ψ−1(y) ≡ U(y) = ρy + v, com v = U(0). Uma vez que
ψ−1 é contínua à direita temos ψ−1(ψ(x)) = x, donde

x = ψ−1(ψ(x)) = ρψ(x) + v ⇔ ψ(x) = x− v

ρ
.

Substituindo ψ(x) = x−v
ρ na equação ψ(x) = − log(− logG(x)) obtemos

− log(− logG(x)) = x− v

ρ
⇔ logG(x) = −e− x−v

ρ ⇔ G(x) = exp
(

− e
− x−v

ρ

)
,

para qualquer x tal que 0 < G(x) < 1. Sendo G uma f.d., fica provado que, neste caso,
G(x) = exp

(
− e

− x−v
ρ

)
, para qualquer x real, não tendo extremos do suporte finitos. Trata-se

da f.d. de Gumbel.

Admitamos agora que ã(z) ̸= 1, para algum z ∈ R. De (2.1.7) obtemos

Ũ(y) = Ũ(z)
1 − ã(z)(1 − ã(y)) := k(1 − ã(y)), (2.1.8)

para qualquer y ∈ R, onde k := Ũ(z)
1−ã(z) . Notemos que se tem k ̸= 0 pois, caso contrário, ter-se-ia

Ũ(z) = 0 o que implica Ũ(y) = 0, ou seja, U(y) = U(0) para qualquer y real. Da equação
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(2.1.6) decorre

k(1 − ã(y))ã(z) = k(1 − ã(y + z)) − k(1 − ã(z)) ⇔ ã(y + z) = ã(y)ã(z), (2.1.9)

onde ã é uma função monótona, o que resulta do facto de se ter Ũ(y) = k(1 − ã(y)) com Ũ não
decrescente. A única solução monótona da equação funcional (2.1.9) tem a forma ã(y) = eρy,
com ρ ̸= 0. Então, de acordo com a equação (2.1.8), temos ψ−1(y) ≡ U(y) = k(1 − eρy) + v

onde v = U(0). Sendo U não decrescente, temos apenas dois casos distintos a considerar: k > 0
e ρ < 0 ou k < 0 e ρ > 0. Mais ainda, temos

x = ψ−1(ψ(x)) = k(1 − eρψ(x)) + v = k

(
1 −

(
e−ψ(x)

)−ρ)
+ v = k

(
1 −

(
− logG(x)

)−ρ)
+ v,

o que nos permite concluir que G(x) = exp
(

−
(

− x−(v+k)
k

)− 1
ρ

)
, para x tal que 0 < G(x) < 1.

Analisemos agora os dois casos possíveis para ρ e k definidos atrás. Consideremos inicial-
mente que k < 0 e ρ > 0. Seja α = 1

ρ . Neste caso, sendo G uma função exponencial com
limx→+∞G(x) = 1, concluímos que ωG = +∞. Como esta função exponencial só está definida
para x > v+ k concluímos que αG é finito. Além disso, limx→(v+k)+ G(x) = 0 e G não pode ter
um salto em αG. Consequentemente, αG = v+ k. Então, a expressão analítica de G é dada por

G(x) =


0, x ≤ v + k

exp
(

−
(

− x−(v+k)
k

)−α)
, x > v + k

.

Trata-se de uma f.d. do tipo Fréchet.

Consideremos agora que k > 0 e ρ < 0. Seja α = −1
ρ . Como limx→−∞G(x) = 0, concluímos

que αG = −∞. Como se trata de uma função exponencial que só está definida para x < v + k,
concluímos que ωG é finito. Além disso, limx→(v+k)− G(x) = 1 e G não tem uma descontinuidade
em ωG. Consequentemente, ωG = v + k. Então, a expressão analítica de G é agora dada por

G(x) =

exp
(

−
(

− x−(v+k)
k

)α)
, x < v + k

1 x ≥ v + k

,

a qual corresponde a uma f.d. do tipo Weibull.

Os resultados apresentados até agora mostram que a classe dos possíveis limites em (2.1.1) se
divide em três sub-classes disjuntas, usualmente identificadas como Tipo Fréchet, Tipo Weibull
e Tipo Gumbel. Pelo Toerema de Khintchine, uma f.d. não poderá pertencer ao domínio de
atração de duas f.d.’s pertencentes a dois tipos diferentes e, portanto, estes três tipos disjuntos
determinam três domínios de atração disjuntos.
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2.2 Teorema Limite Extremal

O Teorema Limite Extremal ou Teorema de Tipos Extremais decorre imediatamente do Teorema
2.1.5.

Teorema 2.2.1 (Teorema Limite Extremal, [8]). Seja {Xn} uma sucessão de v.a.’s i.i.d., com
f.d. F . Se existirem sucessões de reais, {an > 0} e {bn}, tais que

Fn(anx+ bn) = P (a−1
n (Mn − bn) ≤ x) w→ G(x), n → +∞, (2.2.1)

com G uma f.d. não degenerada, então G pertence ao tipo de apenas uma das f.d.’s Gumbel,
Fréchet ou Weibull. Reciprocamente, qualquer f.d. do tipo Gumbel, Fréchet ou Weibull pode
surgir como limite em (2.2.1).

Demonstração. Se (2.2.1) se verifica então, para qualquer k natural, tem-se

Fnk(ankx+ bnk)
w→ G(x), n → +∞,

e portanto, o Lema 2.1.4 mostra que G é max-estável. Pelo Teorema 2.1.5, G pertence ao tipo
de alguma das f.d.’s do enunciado. Reciprocamente, se G é do tipo de alguma destas f.d.’s então
G é max-estável e atendendo ao Lema 2.1.4, como D(G) é não vazio, G pode surgir como limite
numa convergência da forma (2.2.1).

Até ao momento considerámos a convergência de probabilidades da forma P (a−1
n (Mn−bn) ≤

x), que podem ser reescritas como P (Mn ≤ un), onde un = anx + bn. Mesmo considerando
uma sucessão arbitrária de constantes {un}, usando a aproximação log(1 − x) ∼ −x, x → 0,
prova-se que se tem

P (Mn ≤ un) = Fn(un) −−−→
n→∞

e−τ se e só se n(1 − F (un)) −−−→
n→∞

τ, (2.2.2)

para 0 ≤ τ ≤ ∞. Uma vez que o acontecimento {Xi > un} representa uma excedência do nível
un pela variável Xi, para i = 1, . . . , n, então a condição (2.2.2) exige que o número médio de
excedências de un seja assintoticamente constante. Quando tal acontece para algum τ ≥ 0,
dizemos que un é um nível normalizado e representamo-lo por u(τ)

n . Conjugando (2.2.2) com
(2.1.1) podemos ainda concluir que

n(1 − F (anx+ bn)) −−−→
n→∞

τ = τ(x) = − logG(x),

para todo o x ∈ R e sucessões de constantes reais {an > 0} e {bn}.
Apresentamos agora condições necessárias e suficientes para que a f.d. F pertença aos três

domínios de atração mencionados no Teorema 2.1.5.
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Teorema 2.2.2 ([10]). Uma f.d. não degenerada F pertence ao domínio de atração da f.d. de

1) Fréchet se e só se ωF = ∞ e lim
t→∞

1 − F (tx)
1 − F (t) = x−α, α > 0, para todo o x>0, verificando-se

(2.2.1) com an = γn := F−1
(

1 − 1
n

)
= inf{x : F (x) ≥ 1 − 1

n
} e bn = 0;

2) Weibull se e só se ωF < ∞ e lim
h→0

1 − F (ωF − xh)
1 − F (ωF − h) = xα, α > 0, para todo o x > 0, verifi-

cando-se (2.2.1) com an = ωF − γn e bn = ωF ;
3) Gumbel se e só se existe uma função estritamente positiva g(t) tal que, para todo o x > 0,

se tem lim
t→ωF

1 − F (t+ xg(t))
1 − F (t) = e−x, verificando-se (2.2.1) com an = g(γn) e bn = γn.

Demonstração. Fazemos apenas a prova de suficiência. Uma vez que F (γ−
n ) ≤ 1 − 1

n ≤ F (γn),
qualquer uma destas três condições implica n(1 − F (γn)) −−−→

n→∞
1 e γn → ω−

F .
Comecemos por assumir que F satisfaz o critério da f.d. de Fréchet. Assim, como γn → +∞,

temos
n(1 − F (γnx)) ∼ n(1 − F (γn))x−α −−−→

n→∞
x−α, x > 0.

Então, por (2.2.2) vem, para x > 0, P (Mn ≤ γnx) −−−→
n→∞

exp (−x−α). Uma vez que γn > 0 e
que exp (−x−α) −−−−→

x→0+
0, vem também que P (Mn ≤ 0) −−−→

n→∞
0. Então, para x < 0, obtemos

P (Mn ≤ γnx) ≤ P (Mn ≤ 0) → 0. Portanto, P (Mn ≤ γnx) −−−→
n→∞

G(x), onde G é uma f.d. de
Fréchet, ou seja, (2.2.1) ocorre com an = γn e bn = 0.

A parte 2) segue de modo similar. Neste caso, γn → ω−
F . Escrevendo hn = ωF −γn deduz-se,

para x > 0, limn→∞ n(1 − F (ωF − x(ωF − γn))) = xα. Para x < 0, substituindo x por −x,
obtemos igualmente limn→∞ n(1 − F (ωF + x(ωF − γn))) = (−x)α. Usando novamente (2.2.2),
estabelecemos (2.2.1) com constantes an = ωF − γn e bn = ωF .

Finalmente, também o caso 3) segue nas mesmas linhas dos anteriores. Com efeito, se
F satisfizer o critério enunciado, escrevendo t = γn → ωF , temos que limn→∞ n(1 − F (γn +
xg(γn)) = e−x, para todo o x real. Obtém-se (2.2.1) com an = g(γn) e bn = γn.

Exemplo 2.2.3. Seja F a f.d. da lei de Pareto, definida por F (x) = (1−kx−α)1I
[k

1
α ,+∞[

(x), x ∈

R, onde α > 0, k > 0 são constantes reais. Considerando bn = 0 e an = (kn) 1
α , obtemos

n(1 − F (anx + bn)) = n(1 − F ((kn) 1
αx)) = nk((kn) 1

αx)−α = x−α, para x > 0 e n tal que
n

1
αx > 1. Então, F pertence ao domínio de atração da f.d. de Fréchet. �

Exemplo 2.2.4. Seja F a f.d. da lei exponencial definida por F (x) = (1 − e−x)1I[0,+∞[(x), x ∈
R. Com an = 1 e bn = logn, obtemos n(1 − F (x+ logn)) = ne−x−logn = e−x, x ∈ R, para n
tal que x+ logn > 0. Então, F pertence ao domínio de atração da f.d. de Gumbel. �

Exemplo 2.2.5. Seja {Xn} uma sucessão de v.a’s normais i.i.d. centradas e reduzidas. Vamos
mostrar que

P (a−1
n (Mn − bn) ≤ x) −−−→

n→∞
exp(−e−x), x ∈ R,



2.2 Teorema Limite Extremal 11

com

an = (2 logn)− 1
2 e bn = (2 logn)

1
2 − 1

2(2 logn)− 1
2 (log logn+ log 4π). (2.2.3)

Denotemos por Φ e φ, a f.d. e a função densidade de Xn, respetivamente. Consideremos a
sucessão real {un} definida por

n(1 − Φ(un)) = e−x, x ∈ R. (2.2.4)

Uma vez que se tem 1−Φ(x) ∼ φ(x)
x , x → +∞, e, como de (2.2.4), se conclui que un −−−→

n→∞
+∞,

temos
1
n
e−x un

φ(un) → 1, n → +∞.

Tomando logaritmos vem,

− logn− x+ log un − log φ(un) −−−→
n→∞

0,

e, como φ(un) = 1√
2πe

− u2
n
2 , obtemos

− logn− x+ log un + 1
2 log 2π + u2

n

2 → 0, n → +∞. (2.2.5)

Assim, 2 logn
u2

n
−−−→
n→∞

1 o que implica

log 2 + log logn− 2 log un → 0, n → +∞.

Aplicando este limite em (2.2.5), resulta

− logn− x+ 1
2 log 2 + 1

2 log logn+ 1
2 log 2π + u2

n

2 −−−→
n→∞

0.

Então,
u2
n = 2

(
x+ logn− 1

2 log logn− 1
2 log 4π + on(1)

)
,

isto é,

un = (2 logn)
1
2

(
1 +

x− 1
2 log logn− 1

2 log 4π
logn + o

( 1
logn

)) 1
2

.

Ora, uma vez que (1 + x) 1
2 = 1 + x

2 + o(x), x → 0, obtemos

un = (2 logn)
1
2

(
1 +

x− 1
2 log logn− 1

2 log 4π
2 logn + o

( 1
logn

))
,
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ou ainda,

un = (2 logn)− 1
2x+ (2 logn)

1
2 − 1

2(2 logn)− 1
2
(

log logn+ log 4π
)

+ o((logn)− 1
2 ).

Temos assim, un = anx+ bn + o(an) com an e bn definidos em (2.2.3).
Finalmente, por (2.2.2), obtemos

P (Mn ≤ anx+ bn + o(an)) −−−→
n→∞

exp(−e−x), x ∈ R,

ou seja,
P (a−1

n (Mn − bn) ≤ x+ on(1)) −−−→
n→∞

exp(−e−x), x ∈ R.

O Teorema de Khintchine garante o mesmo limite para a sucessão vn = anx+ bn, concluindo
assim a prova. Provámos assim que a f.d. da lei normal pertence ao domínio de atração da f.d.
de Gumbel. �



Capítulo 3

Convergência em lei do máximo em
sucessões reais estacionárias

3.1 Teorema Limite Extremal

Depois de estabelecidos os resultados fundamentais da teoria clássica de extremos, em que se
consideram v.a.’s i.i.d., um primeiro afastamento desta tão restrita situação pode direcionar-se
de duas formas distintas. Uma, em que se consideram v.a.’s independentes e não identicamente
distribuídas, outra, considerando v.a.’s dependentes mas com a mesma f.d. Citando [1],
a primeira abordagem conduz a um comportamento assintótico de máximos que se afasta
consideravelmente do caso clássico. No segundo caso encontram-se as sucessões fortemente
estacionárias, para as quais, sob condições adequadas, a lei limite do máximo, sob normalização
linear, é relacionável com o que se conhece para o caso clássico. Com efeito, com algumas destas
condições, conhecidas como condições de independência assintótica, procura-se enfraquecer a
dependência entre Xi e Xj , quando |j − i| → +∞, o que permite a ligação ao caso i.i.d.

Uma sucessão X = {Xn} de v.a.’s reais diz-se fortemente estacionária se, para toda a escolha
de índices 1 ≤ i1 < · · · < in e todo o inteiro s ≥ 1, os vetores (Xi1 , . . . , Xin) e (Xi1+s, . . . , Xin+s)
têm a mesma distribuição. Doravante, a estas sucessões chamamos apenas estacionárias.

Os estudos iniciais envolvendo sucessões normais estacionárias com sucessão de correlações
limitada convenientemente, podem ser consultadas em [10] e são parcialmente incluídas na
Secção 3.5. Os estudos prosseguiram com a prova da validade do Teorema Limite Extremal
para sucessões que verificam a chamada condição de mistura forte. A saber, diz-se que a
sucessão estacionária X verifica a condição de mistura forte se existir uma função g(k), tal que
g(k) −−−→

k→∞
0 e |P (A ∩B) − P (A)P (B)| < g(k), onde A ∈ σ(X1, . . . , Xp) e B ∈ σ(Xp+k+1, . . . )

para quaisquer p e k inteiros. Note-se que σ(�) denota a σ-álgebra gerada pelas v.a.’s indicadas.
Esta condição pode ser enfraquecida. De facto, quando temos por objetivo a f.d. limite do
máximo, apenas os acontecimentos da forma {Xi ≤ un} têm relevância. Surge assim a condição
D(un), onde {un} é uma sucessão de constantes reais.

13



14 Convergência em lei do máximo em sucessões reais estacionárias

No que se segue Fi1,...,in denota a f.d. conjunta de Xi1 , . . . , Xin e a notação Fi1,...,in(u) é
uma abreviatura de Fi1,...,in(u, . . . , u).

Definição 3.1.1 ([10]). Dizemos que a sucessão X verifica a condição D(un) se, para quaisquer
inteiros 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ip < j1 < . . . jq ≤ n tais que j1 − ip ≥ ℓn, se tem

|Fi1,...,ip,j1,...,jq (un) − Fi1,...,ip(un)Fj1,...,jq (un)| ≤ αn,ℓn ,

com αn,ℓn −−−→
n→∞

0, para alguma sucessão ℓn = o(n).

A condição D(un) garante-nos a independência assintótica de blocos de variáveis suficiente-
mente afastadas, o que permite obter a independência assintótica do máximo em intervalos
disjuntos de sucessões estacionárias, [10]. É ainda de salientar que a condição de mistura forte
implica a condição D(un) para toda sucessão {un}.

O nosso objetivo é agora provar que o Teorema Limite Extremal também é válido para
sucessões estacionárias que verificam D(un). Começamos por introduzir alguma terminologia
e notação. Dado um conjunto de inteiros E, M(E) denota ∨

j∈E
Xj . Chamamos intervalo de

inteiros a qualquer conjunto finito de inteiros consecutivos. Definimos ainda que o tamanho do
intervalo E = {j1, . . . , j2} é j2 − j1 + 1. Se F = {k1, . . . , k2}, com j2 < k1, é um outro intervalo,
dizemos que E e F são (k1 − j2)−separados.

Retomando o objetivo acima descrito, pretendemos mostar que, se X é uma sucessão
estacionária que verifica D(anx+ bn) e

P (a−1
n (Mn − bn) ≤ x) w−→ G(x), n → +∞, (3.1.1)

para sucessões de constantes {an > 0} e {bn} e onde G é uma f.d. não degenerada, então G é
uma f.d. de tipo extremo. Equivalentemente, pelo Teorema 2.1.5, G é max-estável. Por outro
lado, pelo Lema 2.1.4, tal acontece se

P (a−1
nk (Mn − bnk) ≤ x) w−→ G

1
k (x), n → +∞, (3.1.2)

para cada k ∈ N. Uma vez que o caso k = 1 em (3.1.2) corresponde a (3.1.1), se se provar que
(3.1.2) se verifica para k = 1, então verificar-se-á também para k = 2, 3, . . . . Assim, para obter
a generalização do Teorema Limite Extremal que pretendemos, basta provar que

P (Mnk ≤ ankx+ bnk) − P k(Mn ≤ ankx+ bnk) −−−→
n→∞

0, (3.1.3)

para cada k = 2, 3, . . . . O método que vamos utilizar consiste em dividir o intervalo {1, . . . , n}
em k intervalos de tamanho [nk ] (restando n−k[nk ] inteiros) para obter um resultado que implica
(3.1.3) em cada um destes intervalos, isto é, P (Mn ≤ anx+ bn) −P k(M[ n

k
] ≤ anx+ bn) −−−→

n→∞
0.

Para aplicarmos a condição D(un) é necessário diminuir o tamanho dos k intervalos de modo a
separá-los. Consideremos assim um inteiro fixo k e seja n′ = [nk ]. Portanto, temos n′k ≤ n <

(n′ + 1)k. Divide-se os primeiros n′k inteiros em 2k intervalos consecutivos. Concretamente
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escreva-se
I1 = {1, 2, . . . , n′ − ℓn}, I∗

1 = {n′ − ℓn + 1, . . . , n′},

e assim sucessivamente até Ik = {(k − 1)n′ + 1, . . . , kn′ − ℓn}, I∗
k = {kn′ − ℓn + 1, . . . , kn′},

onde k < ℓn < n′. Observe-se que Ij , j ≤ k, têm tamanho n′ − ℓn e I∗
j , j ≤ k, têm tamanho

ℓn. Escreva-se ainda Ik+1 = {(k − 1)n′ + ℓn + 1, . . . , kn′} e I∗
k+1 = {kn′ + 1, . . . , kn′ + ℓn}. É

de salientar que n ∈ I∗
k+1 e que Ik+1 e I∗

k+1, de tamanho n′ − ℓn e ℓn, são definidos de modo
diferente de Ij e I∗

j , j ≤ k.
O próximo lema mostra a independência assintótica de máximos sob intervalos disjuntos,

resultado que tem (3.1.3) como consequência.

Lema 3.1.2 ([10]). Suponhamos que a sucessão estacionária X verifica D(un) para un tal que
lim sup
n→∞

n(1 − F (un)) < ∞. Então, temos

(i)
∣∣∣∣∣P
(

k⋂
j=1

{M(Ij) ≤ un}
)

−
k∏
j=1

P (M(Ij) ≤ un)
∣∣∣∣∣ ≤ (k − 1)αn,ℓn ,

(ii) 0 ≤ P

(
k⋂
j=1

{M(Ij) ≤ un}
)

− P (Mn ≤ un) ≤ (k + 1)P (M(I1) ≤ un < M(I∗
1 )),

(iii) P (Mn ≤ un) − P k(M[ n
k

] ≤ un) −−−→
n→∞

0. (3.1.4)

Demonstração. Façamos a prova de (i) recursivamente. Seja Aj = {M(Ij) ≤ un}. Temos que

|P (A1 ∩A2) − P (A1)P (A2)| = |F1,...,n′−ℓn,n′+1,...,2n′−ℓn(un) − F1,...,n′−ℓn(un)Fn′+1,...,2n′−ℓn(un)|

não excede αn,ℓn , uma vez que I1 e I2 são ℓn−separados e X verifica D(un). De igual modo,

|P (A1 ∩A2 ∩A3) − P (A1)P (A2)P (A3)|
≤ |P (A1 ∩A2 ∩A3) − P (A1 ∩A2)P (A3)| + |P (A1 ∩A2) − P (A1)P (A2)|P (A3) ≤ 2αn,ℓn ,

visto que I1 ∪ I2 ⊆ {1, . . . , 2n′ − ℓn} e os I2 e I3 são ℓn−separados. Procedendo do mesmo
modo, obtemos o resultado indicado em (i).

Para provar (ii) notemos que {Mn ≤ un} ⊂
k⋂
j=1

{M(Ij) ≤ un} e, por isso,

P

(
k⋂
j=1

{M(Ij) ≤ un}
)

− P (Mn ≤ un) = P

(
{Mn ≤ un} ∩

k⋂
j=1

{M(Ij) ≤ un}
)

=

= P

(
k⋃
j=1

{M(Ij) ≤ un < M(I∗
j )} ∪ {M(Ik+1) ≤ un < M(I∗

k+1)}
)

≤ (k + 1)P (M(I1) ≤ un < M(I∗
1 )),

dado que, atendendo à estacionaridade de X, P (M(Ij) ≤ un < M(I∗
j )) é independente de j.
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De modo a provar (iii), comecemos por mostrar que

|P k(M(I1) ≤ un) − P k(M[ n
k

] ≤ un)| ≤ kP (M(I1) ≤ un < M(I∗
1 )). (3.1.5)

Com efeito, uma vez que P (M(I1) ≤ un) − P (M[ n
k

] ≤ un) = P (M(I1) ≤ un < M(I∗
1 )),

escrevendo y = P (M(I1) ≤ un) e x = P (M[ n
k

] ≤ un), (3.1.5) segue da desigualdade yk − xk ≤
k(y − x), quando 0 ≤ x ≤ y ≤ 1.

Por outro lado, como P (M(Ij) ≤ un) é independente de j, a parte (i) dá lugar a∣∣∣∣∣P
( k⋂
j=1

{M(Ij) ≤ un}
)

− P k(M(I1) ≤ un)
∣∣∣∣∣ ≤ (k − 1)αn,ℓn . (3.1.6)

Combinando (3.1.5), (3.1.6) e (ii), obtemos∣∣∣∣P(Mn ≤ un
)

− P k
(
M[ n

k
] ≤ un

)∣∣∣∣ ≤ (2k + 1)P (M(I1) ≤ un < M(I∗
1 )) + (k − 1)αn,ℓn .

Por um lado, D(un) é verificada, pelo que αn,ℓn −−−→
n→∞

0, para alguma sucessão ℓn = o(n). Por
outro lado, como lim sup

n→∞
n(1 − F (un)) < ∞, temos que

P
(
M(I1) ≤ un < M(I∗

1 )
)

≤ P
(
M(I∗

1 ) > un
)

≤ ℓnP
(
X1 > un

)
= ℓn

n
nP
(
X1 > un

)
−−−→
n→∞

0.

Assim, obtemos o resultado (3.1.4).

Se considerarmos uma sucessão de inteiros {kn} que verifica determinadas condições é
possível generalizar (3.1.4). O próximo lema, cuja demonstração se omite por seguir os mesmos
argumentos do Lema 3.1.2, apresenta tal generalização.

Lema 3.1.3 ([12]). Seja X uma sucessão estacionária verificando a condição D(un) para
sucessões {un}, {ℓn} e {kn}, tais que lim sup

n→∞
n(1 − F (un)) < ∞ e

kn −−−→
n→∞

∞,
knℓn
n

−−−→
n→∞

0 e knαn,ℓn −−−→
n→∞

0. (3.1.7)

Então
P
(
Mn ≤ un

)
− P kn

(
M[ n

kn
] ≤ un

)
−−−→
n→∞

0. (3.1.8)

�

Conseguimos finalmente enunciar o Teorema Limite Extremal para sucessões estacionárias.

Teorema 3.1.4 (Teorema Limite Extremal, [10]). Seja X uma sucessão estacionária e an > 0
e bn constantes tais que

P (a−1
n (Mn − bn) ≤ x) w−→ G(x), n → +∞,
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onde G é uma f.d. não degenerada. Suponha-se que D(anx+ bn) é satisfeita para todo o real x.
Então G pertence ao tipo de apenas uma das f.d.’s Gumbel, Fréchet ou Weibull.

Demonstração. Escrevendo un = anx+ bn e usando (3.1.4) obtemos (3.1.3). Como (3.1.2) se
verifica para todo o k uma vez que se verifica, por hipótese, para k = 1, então denotando por
Fn a f.d. de Mn, pelo Lema 2.1.4, G é max-estável. O Teorema 2.1.5 garante assim que G é
uma f.d. de tipo extremo.

3.2 Resultados sob a condição D′(un)

Nesta secção o nosso objetivo é encontrar condições para os quais (2.2.2) também se verifique
para sucessões estacionárias. No caso em que há estacionaridade, embora a condição D(un) seja
suficiente para garantir a validade do Teorema Limite Extremal, esta não permite a validação
de (2.2.2). Surgiu assim a necessidade de impôr novas condições à sucessão estacionária X, de
modo a obter um comportamento assintótico do máximo de certa maneira idêntico ao que teria
se a sucessão fosse i.i.d. Assim, em [11], é introduzida uma condição de dependência local, a
condição D′(un).

Definição 3.2.1 ([11]). Dizemos que a sucessão X satisfaz a condição D′(un), para uma
sucessão de constantes {un}, se satisfizer D(un) e

n

[ n
kn

]∑
j=2

P (X1 > un, Xj > un) → 0, n → ∞, (3.2.1)

para alguma sucessão de inteiros positivos {kn} a satisfazer (3.1.7).

Esta condição limita a probabilidade de mais do que uma excedência de un ocorrer em
{1, . . . , [ nkn

]}. O próximo teorema estabelece a equivalência (2.2.2) no caso das sucessões
estacionárias sob as condições D(un) e D′(un).

Teorema 3.2.2 ([10]). Seja {un} uma sucessão de constantes tais que D(un) e D′(un) se
verificam para a sucessão estacionária X. Seja 0 ≤ τ < ∞. Então,

P (Mn ≤ un) −−−→
n→∞

e−τ (3.2.2)

se e só se
n(1 − F (un)) −−−→

n→∞
τ. (3.2.3)

Demonstração. Seja rn =
[
n
kn

]
. De {Mrn > un} =

rn⋃
j=1

{Xj > un}, decorre

rn∑
j=1

P (Xj > un) −
∑

1≤i<j≤rn

P (Xi > un, Xj > un) ≤ P (Mrn > un) ≤
rn∑
j=1

P (Xj > un).
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Atendendo à estacionaridade de X, estas desigualdades dão lugar a

1 − rn(1 − F (un)) ≤ P (Mrn ≤ un) ≤ 1 − rn(1 − F (un)) + Sn, (3.2.4)

equivalente a

(
1 − rnkn(1 − F (un))

kn

)kn

≤ P kn(Mrn ≤ un) ≤
(

1 − rnkn(1 − F (un)) + knSn
kn

)kn

, (3.2.5)

onde Sn = rn
rn∑
j=2

P (X1 > un, Xj > un). Pela condição D′(un), temos Sn = o(k−1
n ).

Suponhamos que (3.2.3) se verifica. Atendendo a que rnkn(1 −F (un)) + knSn −−−→
n→∞

τ, pois
rnkn ∼ n, n → +∞, concluímos que P kn(Mrn ≤ un) −−−→

n→∞
e−τ . Devido a (3.1.8) obtemos

(3.2.2).
Reciprocamente, consideremos que (3.2.2) se verifica. Reorganizando (3.2.4), obtemos

P (Mrn > un) ≤ rn(1 − F (un)) ≤ P (Mrn > un) + Sn. (3.2.6)

Como, por hipótese, P (Mn ≤ un) −−−→
n→∞

e−τ , e de (3.1.8) vem

P (Mn ≤ un) =
(

1 − knP (Mrn > un)
kn

)kn

+ on(1), (3.2.7)

concluímos que knP (Mrn > un) −−−→
n→∞

τ . Multiplicando (3.2.6) por kn, obtemos n(1 −
F (un)) −−−→

n→∞
τ , isto é, (3.2.3).

Este teorema prova que numa sucessão estacionária que verifique D(un) e D′(un), para
alguma sucessão {un}, o máximo comporta-se assintoticamente como se as variáveis da sucessão
X fossem i.i.d.. Recordemos que se (3.2.3) se verifica para um τ ≥ 0, dizemos que un é um
nível normalizado e representamo-lo por u(τ)

n .

3.3 Índice extremal univariado

Quando a sucessão estacionária X verifica a condição de independência assintótica D(un) mas
não verifica a condição D′(un), podem existir agrupamentos de excedências de un. Neste caso,
como nos mostra o teorema seguinte, o limite de P (Mn ≤ u

(τ)
n ), quando existe, depende de

uma constante θ positiva que é independente de un e de τ .

Teorema 3.3.1 ([10]). Suponhamos que, para todo o τ > 0, existe uma sucessão {u(τ)
n } que

satisfaz (3.2.3), para a qual D(u(τ)
n ) se verifica. Então existem constantes θ, θ′, 0 ≤ θ ≤ θ′ ≤ 1

tais que lim infn→∞ P (Mn ≤ u
(τ)
n ) = e−θ′τ e lim supn→∞ P (Mn ≤ u

(τ)
n ) = e−θτ . Portanto, se

para algum τ > 0, P (Mn ≤ u
(τ)
n ) convergir, então θ = θ′ e P (Mn ≤ u

(τ)
n ) −−−→

n→∞
e−θτ , para todo

o τ > 0.
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Demonstração. Por (3.1.4) sabemos que, para cada inteiro fixo k, P
(
Mn ≤ u

(τ)
n

)
− P k

(
Mn′ ≤

u
(τ)
n

)
−−−→
n→∞

0. Então, se considerarmos lim sup
n→∞

P (Mn ≤ u
(τ)
n ) = ψ(τ), obtemos

lim sup
n→∞

P (Mn′ ≤ u(τ)
n ) = ψ

1
k (τ).

Suponhamos agora, sem perda de generalidade, que u(τ)
n ≥ u

( τ
k

)
n′ . Então,

∣∣∣∣P (Mn′ ≤ u(τ)
n ) − P

(
Mn′ ≤ u

( τ
k

)
n′

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣P( n′⋃

j=1
{u( τ

k
)

n′ < Xj ≤ u(τ)
n }

)∣∣∣∣ ≤ n′
∣∣∣∣F (u(τ)

n ) − F (u( τ
k

)
n′ )

∣∣∣∣
= n′

∣∣∣∣(1 − F (u( τ
k

)
n′ )

)
−
(

1 − F (u(τ)
n )

)∣∣∣∣ = n′
∣∣∣∣ τkn′ (1 + o(1)) − τ

n
(1 + o(1))

∣∣∣∣ = o(1),

uma vez que n′ ∼ n
k , n → +∞. Como lim sup

n→∞
P (Mn′ ≤ u

( τ
k

)
n′ ) = ψ( τk ) vem, da desigualdade

anterior, que lim sup
n→∞

P (Mn′ ≤ u
(τ)
n ) = ψ( τk ). Assim, obtemos a equação funcional

ψ

(
τ

k

)
= ψ

1
k (τ), τ > 0, (3.3.1)

para todo o k ∈ N.
Se considerarmos τ ′ < τ , por (3.2.3), deduz-se que u(τ ′)

n > u
(τ)
n quando n é suficientemente

grande. Então a função ψ(τ) é não crescente e é estritamente positiva visto que, de (3.2.5),
concluímos que lim inf

n→∞
P (Mn ≤ u

(τ)
n ) ≥ e−τ . A solução única da equação funcional (3.3.1) é

ψ(τ) = e−θτ , onde θ ≥ 0 não depende de τ .
Como ψ(τ) ≥ e−τ vem que 0 ≤ θ ≤ 1. Do mesmo modo, obtemos que lim inf

n→∞
P (Mn ≤

u
(τ)
n ) = e−θ′τ , onde 0 ≤ θ′ ≤ 1. Claramente θ′ ≥ θ, completando assim a prova do teorema,

uma vez que a última afirmação é trivialmente provada.

Na literatura de Teoria de Extremos, ao parâmetro θ dá-se o nome de índice extremal da
sucessão X. Apresentamos agora a definição deste índice sem qualquer restrição de dependência
sobre as variáveis de X.

Definição 3.3.2 ([10]). A sucessão estacionária tem índice extremal θ, 0 ≤ θ ≤ 1, se para todo
o τ > 0, existe uma sucessão de níveis normalizados {u(τ)

n } satisfazendo

nP (X1 > u(τ)
n ) = n(1 − F (u(τ)

n )) −−−→
n→∞

τ e P (Mn ≤ u(τ)
n ) −−−→

n→∞
e−θτ .

Consideremos agora X̂ = {X̂n} como sendo a sucessão de v.a.’s i.i.d. tal que X̂ e X têm a
mesma f.d. F comum. Representemos ainda por M̂n o máximo das primeiras n variáveis de X̂.
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Com esta notação, se X tem índice extremal θ e existem os limites P (a−1
n (M̂n − bn) ≤

x) w−−−−−→
n→+∞

G(x) e P (a−1
n (Mn − bn) ≤ x) w−−−−−→

n→+∞
H(x), então

H(x) = Gθ(x), ∀x ∈ R.

Assim, o índice extremal relaciona a f.d. limite do máximo de X̂ com a f.d. limite do máximo
de X. O caso em que θ = 0 corresponde a uma f.d. limite do máximo degenerada. Quando
θ > 0 as f.d.’s limite de Mn e M̂n são do mesmo tipo, sendo possível alterar as constantes
de atração caso se pretenda obter exatamente a mesma f.d. limite. Com efeito, como G é
max-estável, pelo Lema 2.1.3 existem constantes aθ e bθ tais que Gθ(aθx+ bθ) = G(x), ou seja,
G(x) = H(aθx+ bθ).

O Teorema 3.2.2 permite concluir que as sucessões estacionárias que verifiquem as condições
D(un) e D′(un) admitem índice extremal θ = 1.

Por fim, observamos que o teorema anterior permite concluir que o índice extremal não
depende de τ nem da escolha das sucessões {u(τ)

n }.

3.4 Resultados sob a condição D′′(un)

As sucessões estacionárias que não verificam a condição D′(un) apresentam excedências agrupa-
das do nível un. Consideremos, para estas sucessões, uma outra condição de dependência local
mais fraca que D′(un): a condição D′′(un). Esta condição vai permitir, num mesmo intervalo,
a existência de sucessivas excedências de un, mas vai restingir o número de acontecimentos da
forma {Xj ≤ un < Xj+1}, que vamos designar por cruzamentos ascendentes de un.

Definição 3.4.1 ([13]). Uma sucessão estacionária X satisfaz a condição D′′(un) para alguma
sucessão real {un}, se satisfizer a condição D(un) e, sendo {kn} uma sucessão de inteiros que
verifica (3.1.7), se tem

n
rn−1∑
j=2

P (X1 > un, Xj ≤ un < Xj+1) −−−→
n→∞

0.

Como já foi referido, a condição D′′(un) impede que num mesmo intervalo de comprimento[
n
kn

]
haja mais do que um cruzamento ascendente. Esta condição, que é uma restrição mais

fraca que D′(un), possibilita todos os valores de θ, 0 ≤ θ ≤ 1, para o índice extremal.
Apresentamos agora alguns resultados da Teoria de Extremos para sucessões estacionárias

que verifiquem a condição D′′(un).

Teorema 3.4.2 ([13]). Suponhamos que a sucessão X verifica a condição D′′(un) para sucessões
de constantes {un} e {kn} satisfazendo (3.1.7). Sejam µ(un) = P (X1 ≤ un < X2), ν =
lim inf nµ(un) e ν ′ = lim supnµ(un). Então lim inf P (Mn ≤ un) = e−ν′ e lim supP (Mn ≤
un) = e−ν . Em particular,

P (Mn ≤ un) n→∞−−−→ e−ν se e só se nµ(un) n→∞−−−→ ν.



3.4 Resultados sob a condição D′′(un) 21

Demonstração. Com Aj = {Xj ≤ un < Xj+1}, tem-se {Mrn > un} = {X1 > un} ∪
rn−1⋃
j=1

Aj , do

que resulta

rn−1∑
j=1

P (Aj) −
∑

1≤i<j≤rn−1
P (Ai ∩Aj) ≤ P (Mrn > un) ≤ 1 − F (un) +

rn−1∑
j=1

P (Aj).

Sendo Sn = rn
rn−1∑
j=2

P (X1 > un, Xj ≤ un < Xj+1) e atendendo a que se verifica D′′(un), vem

Sn = o(k−1
n ). Usando a estacionaridade da sucessão X, obtemos

kn(rn − 1)µ(un) − knSn ≤ knP (Mrn > un) ≤ kn(1 − F (un)) + kn(rn − 1)µ(un)

e consequentemente nµ(un)(1 + on(1)) − on(1) ≤ knP (Mrn > un) ≤ nµ(un) + on(1). Provámos
assim que

ν = lim inf knP (Mrn > un) ≤ lim sup knP (Mrn > un) = ν ′.

Por outro lado, como consequência do Lema 3.1.3, obtemos a igualdade (3.2.7), do que decorre
lim infn→∞ P (Mn ≤ un) = e−ν′ e lim supn→∞ P (Mn ≤ un) = e−ν .

Consideremos agora níveis normalizados u(τ)
n , ou seja, que verifiquem n(1−F (u(τ)

n )) −−−→
n→∞

τ.

Comecemos por verificar que, pela estacionaridade de X,

µ(u(τ)
n ) = P (X1 ≤ u(τ)

n < X2) = P (X2 > u(τ)
n ) − P (X2 > u(τ)

n |X1 > u(τ)
n )P (X1 > u(τ)

n )
= P (X2 ≤ u(τ)

n |X1 > u(τ)
n )(1 − F (u(τ)

n )). (3.4.1)

Para estes níveis normalizados, o teorema seguinte mostra que a distribuição conjunta de X1 e
X2 determina a existência de índice extremal para uma sucessão estacionária X que verifique
D′′(u(τ)

n ) e, no caso deste existir, fornece o seu valor.

Teorema 3.4.3 ([13]). Suponhamos que a sucessão estacionária X verifica a condição D′′(u(τ)
n ),

para cada τ > 0. Se
P (X2 ≤ u(τ)

n |X1 > u(τ)
n ) −−−→

n→∞
θ, (3.4.2)

para algum τ > 0, então a convergência para θ ocorre para todo o τ > 0 e a sucessão X tem
índice extremal θ. Reciprocamente, se P (Mn ≤ u

(τ)
n ) −−−→

n→∞
e−θτ , para algum τ > 0, então X

tem índice extremal θ e P (X2 ≤ u
(τ)
n |X1 > u

(τ)
n ) −−−→

n→∞
θ.

Demonstração. Se (3.4.2) ocorre, para algum τ > 0, então, por (3.4.1), nµ(un) −−−→
n→∞

θτ e, pelo

Teorema 3.4.2, ter-se-á P (Mn ≤ u
(τ)
n ) −−−→

n→∞
e−θτ . O Teorema 3.3.1 garante que se este limite

ocorrer para algum τ > 0, então também ocorre para todo o τ > 0, sendo θ o índice extremal
de X. A prova da implicação recíproca segue do mesmo modo.

Um exemplo de uma sucessão estacionária que verifica as condições D(un) e D′′(un) pode
encontrar-se em [1], cuja formulação multivariada, devida a [6], se encontra na Secção 4.5. Tal
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sucessão {Xn}n≥0 é definida por Xn = kXn−1 ∨ Yn, n ≥ 1, onde k ∈]0, 1[ é uma constante, e
{Yn} é uma sucessão de v.a.’s i.i.d. e independentes de X0. Prova-se em [1] que {Xn} verifica a
condição de mistura forte, do que resulta a validade da condição D(un), e em [14] mostra-se
que se verifica D′′(u(τ)

n ). Nestas condições, denotando por F a f.d. comum de {Xn}, também
em [14] se prova que esta sucessão possui índice extremal θ = 1 se F ∈ D(Ψα) ou F ∈ D(Λ) e
θ = 1 − kα no caso em que F ∈ D(Φα). Este exemplo mostra ainda que se pode ter θ = 1 sem
que seja válida a condição D′(u(τ)

n ).

3.5 Sucessões normais estacionárias sob dependência fraca

Consideremos uma sucessão {Xn} normal e fortemente estacionária. Uma vez que, para
este tipo de sucessões a média e a variância de cada v.a., Xn, não depende de n, façamos o
estudo para v.a.’s centradas e reduzidas. Por outro lado, atendendo a que no caso normal a
estacionaridade fraca coincide com a estacionaridade forte e, portanto, a covariância entre duas
v.a.’s Xn e Xm depende apenas de |n−m|, podemos concluir que a sucessão {ρn} definida por
ρ0 = V (Xn), n ≥ 1, ρn = Cov(Xj+n, Xj), j, n ≥ 1, define completamente a distribuição de
(Xi1 , . . . , Xin), para quaisquer índices i1, . . . , in, uma vez que define a matriz de covariância.

O Lema de Comparação Normal, exposto a seguir, é um resultado fulcral neste estudo uma
vez que limita a diferença entre duas f.d.’s n-dimensionais por uma função das suas covariâncias.

Lema 3.5.1 ([10]). Sejam (X1, . . . , Xn) e (Y1, . . . , Yn) ve.a.’s normais com margens centradas
e reduzidas e com matriz de covariância R1 = [ρ(1)

ij ] e R2 = [ρ(2)
ij ], respetivamente. Se rij =

|ρ(1)
ij | ∨ |ρ(2)

ij | e u1, . . . , un são números reais, então

|P (Xj ≤ uj , j = 1, . . . , n) − P (Yj ≤ uj , j = 1, . . . , n)|

≤ (2π)−1 ∑
1≤i<j≤n

|ρ(1)
ij − ρ

(2)
ij |(1 − r2

ij)− 1
2 exp

(
− 1

2
u2
i + u2

j

1 + rij

)
.

O corolário seguinte apresenta a mesma relação mas, neste caso, consideramos que Y1, . . . , Yn

são normais centradas e reduzidas i.i.d.

Corolário 3.5.2 ([10]). Seja {Xn} uma sucessão normal estacionária centrada e reduzida com
sucessões de covariâncias {ρn}. Se 1 ≤ l1 < · · · < ls ≤ n são inteiros tais que |ρj | ≤ δ < 1,
para cada j = li − lk, então, para u ∈ R,

|Fl1,...,ls(un) − Φs(u)| ≤ Kn
n∑
j=1

|ρj | exp
(

− u2

1 + |ρj |

)
, (3.5.1)

onde K > 0 é uma constante.

A próxima proposição mostra que o segundo membro da desigualdade (3.5.1) tende para
zero, sob determinadas condições impostas à sucessão {ρn}.
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Proposição 3.5.3 ([10]). Seja {Xn} uma sucessão normal estacionária centrada e reduzida.
Suponha-se que

ρn logn → 0, n → +∞, (3.5.2)

e que {un} é uma sucessão de constantes tal que n(1 − Φ(un)) é limitada. Então,

n
n∑
j=1

|ρj | exp
(

− u2
n

1 + |ρj |

)
→ 0, n → +∞. (3.5.3)

Demonstração. Provemos a proposição supondo inicialmente que a sucessão {un} é tal que
n(1 − Φ(un)) −−−→

n→∞
τ < ∞. Então, como 1 − Φ(un) ∼ φ(un)

un
, n → +∞, de (2.2.5) vem

exp
(

− u2
n

2

)
∼ kun

n
e un ∼ (2 logn)

1
2 ,

com k constante. De (3.5.2) decorre que ρn → 0, n → +∞, o que, pela estacionaridade de
{Xn}, permite excluir |ρn| = 1, para qualquer n, ou mesmo lim supn→∞ ρn = 1. Com efeito, se
considerarmos |ρn| = 1, para algum n ̸= 0, então tem-se uma relação linear, quase certa, entre
X1 e Xn+1. O mesmo acontece para Xn+1 e X2n+1 e, consequentemente, para X1 e X2n+1 pelo
que |ρ2n| = 1. Assim, verificamos que |ρkn| = 1, para todo o k, o que contraria a hipótese de
que ρn → 0. Sejam então, δ = supn≥1 |ρn| < 1, α uma constante que verifica 0 < α < 1−δ

1+δ <

1, δ(n) = supm≥n |ρm| e p = [nα]. Comecemos por observar que,

n
p∑
j=1

|ρj | exp
(

− u2
n

1 + |ρj |

)
≤ nnα exp

(
− u2

n

1 + δ

)

= nα+1 exp
(

− u2
n

2

) 2
1+δ

≤ knα+1
(
un
n

) 2
1+δ

≤ k1n
α+1− 2

1+δ (logn)
1

1+δ −−−→
n→∞

0,

visto que α+ 1 − 2
1+δ < 0 e onde k, k1 > 0 são constantes. Por outro lado, de (3.5.2), vem

δ(n) logn ≤ sup
m≥n

|ρm| logm → 0, n → +∞. (3.5.4)

Assim, tem-se sucessivamente,

n
n∑

j=p+1
|ρj | exp

(
− u2

n

1 + |ρj |

)
≤ nδ(p)e−u2

n

n∑
j=p+1

exp
(
u2
n|ρj |

1 + |ρj |

)
≤ nδ(p)e−u2

n

n∑
j=p+1

exp(u2
n|ρj |)

≤ n2δ(p)e−u2
n exp(u2

nδ(p)) ≤ kδ(p)u2
n exp(u2

nδ(p)) −−−→
n→∞

0,

uma vez que δ(p)u2
n ∼ 2δ(p) logn = 2

αδ(p) lognα −−−→
n→∞

0, por (3.5.4). Então, provámos que
se n(1 − Φ(un)) −−−→

n→∞
τ < ∞, se tem (3.5.3). Provemos finalmente que para sucessões {un}

tais que n(1 − Φ(un)) ≤ k também se tem (3.5.3). Para tal defina-se a sucessão {vn} por
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n(1 − Φ(vn)) = k. Então, un ≥ vn, para todo o n, e do que se provou anteriormente vem (3.5.3)
para {vn}. Consequentemente, o mesmo se prova para {un}.

Finalmente, a proposição seguinte dá-nos as condições para as quais a sucessão {Xn} verifica
D(un) e D′(un).

Proposição 3.5.4 ([10]). Seja {Xn} uma sucessão normal estacionária centrada e reduzida
com sucessão de covariâncias {ρn} e seja {un} uma sucessão de constantes tal que n(1 − Φ(un))
é limitada. Se ρn logn −−−→

n→∞
0, então {Xn} verifica D(un) e D′(un).

Demonstração. De acordo com a proposição anterior, as hipóteses desta proposição determinam
que se tenha (3.5.3). Por outro lado, verificando-se supn≥1 |ρn| < 1, pelo Corolário 3.5.2, temos
(3.5.1). Consideremos os índices 1 ≤ i1 < · · · < ip < j1 < · · · < jq ≤ n, tais que j1 − ip ≥ ℓn.
Usando a desigualdade |ab− cd| ≤ |a− c| + |b− d|, com a, b, c e d ∈]0, 1[, vem

|Fi1,...,ip,j1,...,jq (un) − Fi1,...,ip(un)Fj1,...,jq (un)|
= |Fi1,...,ip,j1,...,jq (un) − Fi1,...,ip(un)Fj1,...,jq (un) + Φp(un)Φq(un) − Φp+q(un)|
≤ |Fi1,...,ip,j1,...,jq (un) − Φp+q(un)| + |Φp(un) − Fi1,...,ip(un)| + |Φq(un) − Fj1,...,jq (un)|

≤ 3Kn
n∑
j=1

|ρj | exp
(

− u2
n

1 + |ρj |

)
−−−→
n→∞

0,

o que prova que {Xn} verifica D(un).
Considerarmos agora s = 2, l1 = 1, l2 = j em (3.5.1). Então

|P (X1 ≤ un, Xj ≤ un) − Φ2(un)| ≤ K|ρj−1| exp
(

− u2
n

1 + |ρj−1|

)
,

ou equivalentemente, |P (X1 > un, Xj > un)− (1−Φ(un))2| ≤ K|ρj−1| exp
(

− u2
n

1+|ρj−1|

)
. Então,

uma vez que n(1 − Φ(un)) ≤ L, com L constante, segue que

n

[ n
kn

]∑
j=2

P (X1 > un, Xj > un) ≤ L2

kn
+Kn

n∑
j=1

|ρj | exp
(

− u2
n

1 + |ρj |

)

e assim, recorrendo novamente a (3.5.3), tem-se (3.2.1), isto é, {Xn} verifica a condição D′(un).
Consideremos o nível normalizado do Exemplo 2.2.5, un = anx + bn com an e bn dados por
(2.2.3) e tais que n(1 − Φ(un)) −−−−−→

n→+∞
e−x. De acordo com o Teorema 3.2.2 concluímos que

P (a−1
n (Mn − bn) ≤ x) −−−→

n→∞
exp(−e−x), x ∈ R, isto é, a sucessão de máximos linearmente

normalizados converge em distribuição para uma variável aleatória com lei de Gumbel.



Capítulo 4

Convergência em lei do máximo em
sucessões multivariadas estacionárias

4.1 Distribuições MEV e funções cópula

Seja X = {Xn = (Xn,1, . . . , Xn,d)} uma sucessão de ve.a.’s com f.d. F fortemente estacionária,
isto é, tal que os vetores (Xi1 , . . . ,Xin) e (Xi1+s, . . . ,Xin+s) são igualmente distribuídos,
qualquer que seja o conjunto de índices {i1, . . . , in} e s ∈ N. Os resultados do Capítulo 3 são
aplicáveis a cada sucessão de margens {Xn,j}, j ∈ D = {1, . . . , d}, uma vez que estas são
sucessões reais fortemente estacionárias.

Dados a = (a1, . . . , ad), b = (b1, . . . , bd), x = (x1, . . . , xd) em Rd e c ∈ R, sejam ax + cb =
(a1x1 + cb1, . . . , adxd + cbd) e a ≤ b se e só se aj ≤ bj , para todo o j ∈ D. Mais, an representa
o vetor de constante reais (an,1, . . . , an,d).

Consideremos o vetor de máximos Mn = (Mn,1, . . . ,Mn,d), onde Mn,j =
n∨
i=1

Xi,j , j ∈ D.
Neste capítulo, estudamos o limite em distribuição de Mn, sob normalização linear. Se
considerarmos {Xn} sob condições de independência assintótica e de dependência local, que
constituem generalizações das que são consideradas no caso univariado, obtemos os resultados
para a f.d. limite. Surge assim a classe das distribuições multivariadas de extremos (MEV)
e o conceito de índice extremal multivariado. Esta caracterização é feita à custa da função
cópula associada a uma f.d. multivariada. Começamos por apresentar a versão multivariada do
Teorema de Khintchine que será útil para a demonstração de resultados posteriores.

Teorema 4.1.1 (Teorema de Khintchine Multivariado, [5]). Seja {Fn} uma sucessão de f.d.’s
para a qual existem vetores de constantes an e bn, com an,j > 0, j ∈ D, n ≥ 1, verificando

Fn(anx + bn) w→ G(x), n → +∞,

onde G é uma f.d. não degenerada. Então, para alguma f.d. não-degenerada G∗ e algumas
constantes αn e βn, com αn,j > 0, j ∈ D, n ≥ 1, temos Fn(αnx + βn) w→ G∗(x), n → +∞, se
e só se a−1

n,jαn,j → aj > 0 e a−1
n,j(βn,j − bn,j) → bj , j ∈ D, e verificando-se G∗(x) = G(ax + b).

25
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Denotemos por X̂ = {X̂n = (X̂n,1, . . . , X̂n,d)} a sucessão i.i.d. de ve.a.’s com a mesma f.d.
d-dimensional, F . Seja ainda M̂n = (M̂n,1, . . . , M̂n,d) o correspondente vetor de máximos.

Definição 4.1.2 ([5]). Se existem sucessões {an}, com an,j > 0, j ∈ D, e {bn} tais que, para
un(x) = (an,1x1 + bn,1, . . . , an,dxd + bn,d), se tem

P (M̂n ≤ un(x)) = P

( d⋂
j=1

{M̂n,j ≤ an,jxj + bn,j}
)

−−−→
n→∞

G(x), x ∈ Rd, (4.1.1)

onde G é uma f.d. não-degenerada, então dizemos que G é uma f.d. multivariada de valores
extremos (MEV), e que F pertence ao domínio de atração (multivariado) de G.

Note-se que as f.d’s marginais univariadas (margens) de G, Gj , j ∈ D, são f.d.’s de tipo
extremo, ou seja, pertencem a um dos tipos referidos no Teorema 2.1.5.

A relação entre uma f.d. F e as suas f.d.’s marginais Fj , j ∈ D, pode ser expressa através
da função cópula ([4], [9]). Uma função cópula C : [0, 1]d → [0, 1] é a restrição a [0, 1]d de uma
f.d. com margens uniformemente distribuídas sobre [0, 1]. Dada uma f.d. F , d-dimensional, o
Teorema de Sklar ([4]) garante a existência de uma cópula CF tal que

F (x1, . . . , xd) = CF (F1(x1), . . . , Fd(xd)), ∀(x1, . . . , xd) ∈ Rd. (4.1.2)

Se F tem margens contínuas, então CF é única e dada por CF (u1, . . . , ud) = F (F−1
1 (u1), . . . ,

F−1
d (ud)), com (u1, . . . , ud) ∈ [0, 1]d, [4]. O próximo lema enuncia duas propriedades das funções

cópulas muito relevantes para futuras demonstrações.

Lema 4.1.3 ([9]). Sejam F e G f.d.’s d-dimensionais. Então:

(i) CFn(u1, . . . , ud) = CnF (u
1
n
1 , . . . , u

1
n
d ), n ≥ 1, (u1, . . . , ud) ∈ [0, 1]d; (4.1.3)

(ii) se Fj(R) = Gj(R), j ∈ D, e se existem funções Tj , j ∈ D, tais que F (x1, . . . , xd) =
= G(T1(x1), . . . , Td(xd)), ∀(x1, . . . , xd) ∈ Rd, então CF ≡ CG.

Demonstração. De (4.1.2), vem que CF (u1, . . . , ud) = P (F1(X1) ≤ u1, . . . , Fd(Xd) ≤ ud), onde
(X1, . . . , Xd) é um vetor aleatório com f.d. F . Considerando Zi = (Zi,1, . . . , Zi,d), 1 ≤ i ≤ n,

ve.a.’s i.i.d. com f.d. F , facilmente se verifica que Fn é a f.d. de
(

n∨
i=1

Zi,1, . . . ,
n∨
i=1

Zi,d

)
. Então,

considerando a independência de Z1, . . . , Zn, resulta

CFn(u1, . . . , ud) =P
(
Fn1

( n∨
i=1

Zi,1

)
≤ u1, . . . , F

n
d

( n∨
i=1

Zi,d

)
≤ ud

)

=P
( n∨
i=1

F1(Zi,1) ≤ u
1
n
1 , . . . ,

n∨
i=1

Fd(Zi,d) ≤ u
1
n
d

)
=Pn(F1(Z1,1) ≤ u

1
n
1 , . . . , Fd(Z1,d) ≤ u

1
n
d )

=CnF (u
1
n
1 , . . . , u

1
n
d ), (u1, . . . , ud) ∈ [0, 1]d.
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Para provar (ii), temos

CG(F1(x1), . . . , Fd(xd)) = CG(G ◦ T1(x1), . . . , G ◦ Td(xd)) = G(T1(x1), . . . , Td(xd))
= F (x1, . . . , xd) = CF (F1(x1), . . . , Fd(xd)).

Como CG e CF são iguais sobre
d∏
j=1

Fj(R) =
d∏
j=1

Gj(R), conclui-se que representam a mesma

função.

As f.d.’s MEV estão associadas a cópulas max-estáveis, conceito que definimos a seguir.

Definição 4.1.4 ([9]). Uma cópula CF diz-se max-estável se

CF (u1, . . . , ud) = CkF (u
1
k
1 , . . . , u

1
k
d ), (u1, . . . , ud) ∈ [0, 1]d, (4.1.4)

para todo o k > 0.

Encontramos exemplos de cópulas max-estáveis nos Exemplos 4.1.8, 4.1.9 e 4.5.7. Realçamos
que, de acordo com (4.1.3) e (4.1.4), uma cópula CF é max-estável se e só se CF ≡ CFn , ∀n ∈ N.
A função cópula max-estável permite caracterizar uma f.d. MEV . Com efeito, sendo H uma f.d.
d-dimensional com f.d.’s marginais Hj , j ∈ D, do tipo extremo e CH uma cópula max-estável,
então H é uma f.d. MEV. A prova desta afirmação segue dos resultados que expomos a seguir.

Lema 4.1.5 ([9]). Se {Fn} é uma sucessão de f.d.’s d-dimensionais que converge para a f.d. F
cujas margens são contínuas, então CFn −→ CF , n → +∞.

Demonstração. Sejam (X1, . . . , Xd) e (Xn,1, . . . , Xn,d) ve.a.’s com f.d.’s F e Fn, respetivamente.
Sejam ainda Fj e Fn,j , j ∈ D, as margens de F e Fn, respetivamente. Por hipótese,
(Xn,1, . . . , Xn,d)

d−→ (X1, . . . , Xd) e Fn,j −−−→
n→∞

Fj , uniformemente, pois Fj é contínua. En-
tão conclui-se que Fn,j(xn) converge para Fj(x), para alguma sucessão {xn} que tende para
x. Portanto, segue do Teorema 5.5 de [2] (página 34), que (Fn,1(Xn,1), . . . , Fn,d(Xn,d))

d−→
(F1(X1), . . . , Fd(Xd)), o que conclui a prova.

Teorema 4.1.6 ([9]). Suponhamos que F e Fn, n ≥ 1, são f.d.’s d−dimensionais, tendo F

margens não degeneradas. Sejam u
(k)
n,j , j ∈ D, n, k ≥ 1, tais que

(Fn,j ◦ u(k)
n,j)(R) = Fn,j(R), j ∈ D, n, k ≥ 1, (4.1.5)

e
F kn (u(k)

n,1(x1), . . . , u(k)
n,d(xd))

w−−−→
n→∞

F (x1, . . . , xd), k ≥ 1, (4.1.6)

onde Fn,j é a j-ésima f.d. marginal de Fn. Então CF é uma cópula max-estável se e só se as
margens de F são contínuas. Reciprocamente, para toda a f.d. F cuja cópula é max-estável,
existem f.d.’s Fn, n ≥ 1, e u(k)

n,j , j ∈ D, n, k ≥ 1, para os quais (4.1.5) e (4.1.6) se verificam.
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Demonstração. Se a cópula CF é max-estável então tem margens contínuas. Suponhamos
reciprocamente que F tem margens contínuas. Devido a (4.1.6), F 1

k , k ≥ 1, são f.d.’s não
degeneradas e, portanto, pelo Lema 4.1.3, Fn(u(k)

n,1(x1), . . . , u(k)
n,d(xd)) e Fn(x1, . . . , xd) possuem a

mesma cópula. Por outro lado, pelo Lema 4.1.5, tem-se CFn −−−→
n→∞

C
F

1
k

, portanto, considerando
separadamente (4.1.6) com k = 1 e k ̸= 1, concluímos que CF = C

F
1
k
, k ≥ 1. Consequentemente,

usando (4.1.3)

CF (u1, . . . , ud) = C
F

k
k

(u1, . . . , ud) = Ck
F

1
k

(u
1
k
1 , . . . , u

1
k
d ) = CkF (u

1
k
1 , . . . , u

1
k
d ) = CFk(u1, . . . , ud),

isto é, CF = CFk , k ≥ 1, o que prova que CF é max-estável. A prova do recíproco segue
considerando Fn = Fn e u(k)

n,j(x) = F−1
j ◦ F

1
nk
j (x), n, k ≥ 1, j ∈ D.

Com argumentos idênticos, [9] prova o teorema seguinte.

Teorema 4.1.7 ([9]). Suponhamos que H é uma f.d. com margens não degeneradas. Sejam
Fn, n ≥ 1, f.d.’s e a(k)

n,j > 0, b(k)
n,j , j ∈ D, n, k ≥ 1 constantes tais que

F kn (a(k)
n,1x1 + b

(k)
n,1, . . . , a

(k)
n,dxd + b

(k)
n,d)

w−−−→
n→∞

H(x1, . . . , xd), k ≥ 1. (4.1.7)

Então CH é uma cópula max-estável e as margens de H são distribuições do tipo extremo.
Reciprocamente, qualquer f.d. H que tenha margens do tipo extremo e cópula max-estável pode
surgir como limite em (4.1.7).

Os resultados anteriores permitem concluir que uma f.d. é MEV se e só se tem cópula
max-estável e margens do tipo extremo, ou seja, max-estáveis.

Exemplo 4.1.8. Consideremos a f.d. de Mardia F (x, y) = 1 − e−x − e−y + (ex + ey −
1)−1, (x, y) ∈ R2

+ e F (x, y) = 0 para (x, y) /∈ R2
+. Esta f.d. tem margens exponenciais e cópula

CF (u, v) = u+ v − 1 +
(

1
1−u + 1

1−v − 1
)−1

. Temos, para qualquer (x, y) ∈ R2,

Fn(x+ logn, y + logn) =
(

1 −
e−x + e−y + (ex + ey − 1

n)−1

n

)n
−−−→
n→∞

exp(−e−x − e−y) exp((ex + ey)−1).

Concluímos que H(x, y) = Λ(x)Λ(y) exp((ex + ey)−1), (x, y) ∈ R2, é uma f.d. MEV, com
margens de Gumbel. Fazendo u = Λ(x) e v = Λ(y) vem

CH(u, v) = uv exp
(( −1

log u + −1
log v

)−1)
, (u, v) ∈]0, 1[2.
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Prova-se facilmente que CH é uma cópula max-estável e, atendendo a que 1−u
1
n ∼ − 1

n log u, n →
+∞, prova-se que

CnF (u
1
n , v

1
n ) =

(
1 + 1

n

(
log u+ log v −

( 1
log u + 1

log v + 1
n

)−1
+ on(1)

))n
−−−→
n→∞

CH(u, v).

�

Exemplo 4.1.9. Seja F (x1, . . . , xd) = 1−exp
(

−
d∧
j=1

xj

)
, (x1, . . . , xd) ∈ Rd+ e F (x1, . . . , xd) ≡

0 para (x1, . . . , xd) /∈ Rd+. Para (x1, . . . , xd) ∈ Rd+, vem

Fn(x1 + logn, . . . , xd + logn) =
(

1 − 1
n

exp
(

−
d∧
j=1

xj

))n
−−−→
n→∞

exp
(

− exp
(

−
d∧
j=1

xj

))
.

A f.d. H(x1, . . . , xd) = exp
(

− exp
(

−
d∧
j=1

xj

))
=

d∧
j=1

exp(−e−xj ) é MEV, com margens de

Gumbel e tem cópula CH(u1, . . . , ud) =
d∧
j=1

uj . �

4.2 Teorema Limite Extremal

Para efetuar o estudo dos extremos multivariados é necessário impôr uma condição de in-
dependência assintótica que será fundamental para a generalização de alguns dos resultados
conhecidos nos casos clássico e estacionário univariado. Trata-se, como se espera, da condição
D(un), com {un = (un,j , 1 ≤ j ≤ d)}, que se deve a [9].

Definição 4.2.1 ([9]). Seja {un} uma sucessão de vetores de constantes reais. Para n ≥ 1,
1 ≤ ℓn ≤ n− 1 e 1 ≤ k ≤ n− ℓn, sejam A ⊂ {1, 2, . . . , k} e B ⊂ {k + ℓn, . . . , n}. Escreva-se

αn,ℓn = max
(∣∣∣P (Xi ≤ un, i ∈ A ∪B) − P (Xi ≤ un, i ∈ A)P (Xi ≤ un, i ∈ B)

∣∣∣).
A sucessão X satisfaz a condição D(un) se αn,ℓn −−−→

n→∞
0, para algum ℓn = o(n).

A condição D(un) garante a independência assintótica de blocos de vetores suficientemente
afastados, o que permite obter a independência assintótica do máximo em intervalos disjuntos
de sucessões multivariadas estacionárias, [9]. No contexto multivariado, chamamos níveis
normalizados aos vetores u(τ )

n = (uτj

n,1, . . . , u
τd
n,d), isto é, tais que nP (X1,j > u

(τj)
n,j ) −−−→

n→∞
τj , j ∈

D. Observamos que estes níveis não correspondem necessariamente aos níveis un tais que
nP (X1 � un) −−−→

n→∞
τ, uma vez que sobre estes nada se refere sobre un,j , j ∈ D. O próximo

teorema afirma que se a sucessão X satisfizer a condição D(un), então {Xn,j} verifica a condição
D(un), para qualquer j ∈ D.

Teorema 4.2.2 ([5]). Se a sucessão estacionária {Xn} verifica D(un), para todo o un = u(τ )
n ,

τ ∈ Rd+, então {Xn,j} verifica D(un) para todo o un = u
(τ)
n , τ > 0.
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Demonstração. Dado un = u
(τ)
n consideremos un = u(τ )

n tal que un,j = un. Para cada vetor de
inteiros i = (i1, . . . , ip) denotamos P

( p⋂
k=1

{Xik ≤ un}
)

e P
( p⋂
k=1

{Xik,j ≤ un,j}
)

por Fi(un) e

F
(j)
i (un,j), respetivamente. Sejam i = (i1, . . . , ip) e i′ = (i′1, . . . , i

′
q) vetores de inteiros tais que

1 ≤ i1 < · · · < ip < i
′
1 < · · · < i

′
q ≤ n e i′1 − ip ≥ ℓn. Tem-se, para qualquer j ∈ D,

∣∣∣F (j)
ii′ (un,j) − F

(j)
i (un,j)F (j)

i′ (un,j)
∣∣∣

=
∣∣∣F (j)

ii′ (un,j) − Fii′ (un) + Fii′ (un) − F
(j)
i (un,j)F (j)

i′ (un,j) + Fi(un)Fi′ (un) − Fi(un)Fi′ (un)
∣∣∣

≤
∣∣∣F (j)

ii′ (un,j) − Fii′ (un)
∣∣∣+ ∣∣∣F (j)

i (un,j)F (j)
i′ (un,j) − Fi(un)Fi′ (un)

∣∣∣+ ∣∣∣Fii′ (un) − Fi(un)Fi′ (un)
∣∣∣

≤
∣∣∣F (j)

ii′ (un,j) − Fii′ (un)
∣∣∣+ ∣∣∣F (j)

i (un,j) − Fi(un)
∣∣∣+ ∣∣∣F (j)

i′ (un,j) − Fi′ (un)
∣∣∣+

+
∣∣∣Fii′ (un) − Fi(un)Fi′ (un)

∣∣∣ ≤ 3
d∑
j=1
j′ ̸=j

P (Mn,j′ > un,j′) +
∣∣∣Fii′ (un) − Fi(un)Fi′ (un)

∣∣∣

≤ 3
d∑
j=1
j′ ̸=j

nP (X1,j′ > un,j′) +
∣∣∣Fii′ (un) − Fi(un)Fi′ (un)

∣∣∣ ≤ 3
d∑
j=1
j′ ̸=j

τj′ + αn,ℓn .

Seja α(j)
n,ℓn

:= 3
d∑
j=1
j′ ̸=j

τj′ + αn,ℓn . Atendendo a que {Xn} verifica D(un), para todo o τ ∈ Rd+, e

considerando a arbitrariedade de τj′ provamos que

lim
n→+∞

α
(j)
n,ℓn

= 0.

Portanto, {Xn,j} verifica D(un), para todo o τ > 0.

Apresentamos de seguida uma extensão do Lema 3.1.2 ao caso multivariado. A demonstração
segue de perto a demonstração do referido lema, pelo que a omitimos. Consideremos os intervalos
de inteiros I1, I

∗
1 , . . . , Ik, I

∗
k , Ik+1 e I∗

k+1, definidos na secção 3.1. Notemos que, para qualquer
conjunto Ii = {i1, . . . , ip}, se tem

P (M(Ii) ≤ un) = P (Xi1 ≤ un, . . . ,Xip ≤ un) = P

(
d⋂
j=1

{Xi1,j ≤ un,j}, . . . ,
d⋂
j=1

{Xip,j ≤ un,j}
)

= P

(
d⋂
j=1

p⋂
l=1

{Xil,j ≤ un,j}
)
.

assim como,

P (M(I1) � un) = P

( p⋃
l=1

{Xil � un}
)

= P

( p⋃
l=1

d⋃
j=1

{Xil,j > un,j}
)

≤
p∑
l=1

d∑
j=1

P (Xil,j > un,j).
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Lema 4.2.3 ([5]). Consideremos que X verifica D(un) e suponhamos que lim sup
n→∞

nP (X1 �

un) < +∞. Com a notação anterior, temos

(i)
∣∣∣∣∣P
(

k⋂
i=1

{M(Ii) ≤ un}
)

−
k∏
i=1

P (M(Ii) ≤ un)
∣∣∣∣∣ ≤ (k − 1)αn,ℓn ,

(ii) 0 ≤ P

(
k⋂
i=1

{M(Ii) ≤ un}
)

− P (Mn ≤ un) ≤ (k + 1)P (M(I1) ≤ un,M(I∗
1 ) � un),

(iii) P (Mn ≤ un) − P k(M[ n
k

] ≤ un) −−−→
n→∞

0. (4.2.1)

Também no caso multivariado, o limite (4.2.1) pode ser reescrito utilizando uma sucessão
de constantes {kn}. Assim, o próximo lema apresenta tal generalização.

Lema 4.2.4 ([5]). Seja X uma sucessão estacionária verificando a condição D(un) para
sucessões {un}, {ℓn} e {kn} que verifiquem (3.1.7) e lim sup

n→∞
nP (X1 � un) < +∞. Então

P
(
Mn ≤ un

)
− P kn

(
M[ n

kn
] ≤ un

)
n→∞−−−→ 0. (4.2.2)

O resultado seguinte mostra que se a sucessão estacionária X satisfaz a condição D(anx +
bn), x ∈ R, então a distribuição limite não degenerada H para o máximo linearmente normali-
zado a−1

n (Mn − bn), quando existe, é uma distribuição multivariada de extremos.

Teorema 4.2.5 (Teorema Limite Extremal, [9]). Se existirem sucessões {an}, de componentes
positivas, e {bn} tais que a sucessão X satisfaz a condição D(anx + bn), x ∈ Rd, e

P (a−1
n (Mn − bn) ≤ x) w−−−→

n→∞
H(x), (4.2.3)

onde H é uma f.d. não degenerada, então a f.d. H é uma f.d. MEV.

Demonstração. O Teorema 4.1.1 e o limite (4.2.1) garantem a existência de vetores de constantes
Ak, de componentes positivas, e Bk tais que

Hk(Akx + Bk) = H(x), k ≥ 1. (4.2.4)

Considerando L(x) := H(Akx+Bk) obtemos, pelo Lema 4.1.3, CkH(u 1
k ) = CHk(u) = CLk(u) =

CH(u), isto é, a cópula de H é max-estável. Por outro lado, atendendo a (4.2.4), obtemos
Hk
j (Ak,jxj +Bk,j) = Hj(xj), j ∈ D, o que mostra que Hj é max-estável. Pelo Teorema 2.1.5,

concluímos que Hj é do tipo extremo. Finalmente, pelo Teorema 4.1.7, podemos afirmar que
H é uma f.d. MEV.

À semelhança do que acontece no caso univariado, embora a condição D(un) seja suficiente
para garantir a existência de limite do máximo, esta não permite por si só relacionar as f.d.’s
limite do máximo dos casos i.i.d. e estacionário. Assim, [9] introduziu uma condição de
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dependência local D′(un), que não é mais do que uma generalização ao caso multivariado da
condição D′(un).

Definição 4.2.6 ([5]). Para uma sucessão d-dimensional de constantes {un}, diz-se que a
sucessão X satisfaz a condição D′(un), se X satisfazer a condição D(un) e

n

[ n
kn

]∑
i=2

P (X1 � un,Xi � un) −−−→
n→∞

0,

para alguma sucessão {kn} que verifique (3.1.7).

Se uma sucessão estacionária d-dimensional X verifica D(u(τ )
n ) e D′(u(τ )

n ) então, tal como
se provou no Teorema 4.2.2, para cada j ∈ D, {Xn,j} verifica a condição D(u(τ)

n,j). Também
verifica D′(u(τ)

n,j) uma vez que, para qualquer j ∈ D e qualquer i ∈ {2, . . . , [ nkn
]}, se tem

P (X1,j > u
(τ)
n,j , Xi,j > u

(τ)
n,j) ≤ P (X1 � u(τ )

n ,Xi � u(τ )
n ). Como generalização do Teorema 3.2.2,

prova-se que sob estas duas condições multivariadas, se estabelece que, para qualquer τ ∈ Rd+,

P (Mn ≤ u(τ )
n ) −−−→

n→∞
e−γ(τ ) se e só se nP (X1 � u(τ )

n ) −−−→
n→∞

γ(τ ). (4.2.5)

4.3 Índice extremal multivariado

Um fenómeno patente em dados reais é que os eventos extremos tendem a ocorrer em aglomerados.
A medida usada para capturar esta tendência é o índice extremal. Tal como no caso univariado,
através do índice extremal θ(τ ), τ ∈ Rd+, é possível relacionar as f.d.’s MEV, H e G. No
entanto, ao contrário do que acontece no caso univariado, a existência do índice extremal não é
garantida pela condição D(un), uma vez que não é possível generalizar o Teorema 3.3.1. Mais,
contrariando também o caso univariado, o índice extremal depende de τ como se verifica nos
exemplos das Secções 4.5 e 4.6. Apresentamos a definição de índice extremal presente em [17].

Definição 4.3.1 ([17]). Dizemos que a sucessão estacionária X admite índice extremal multi-
variado θ(τ ) ∈ [0, 1], se ∀τ = (τ1, . . . , τd) ∈ Rd+, existe {u(τ)

n = (u(τj)
n,j , 1 ≤ j ≤ d)} satisfazendo

nP (X1,j > u
(τj)
n,j ) −−−→

n→∞
τj , j = 1, . . . , d, (4.3.1)

P (M̂n ≤ u(τ)
n ) −−−→

n→∞
β(τ ) > 0 e P (Mn ≤ u(τ )

n ) −−−→
n→∞

β(τ )θ(τ ).

A definição de índice extremal multivariado θ(τ ), permite-nos escrever

H(x1, . . . , xd) = Gθ(τ1(x1),...,τd(xd))(x1, . . . , xd), (4.3.2)

com τj(xj) = − logGj(xj), j ∈ D, relacionando assim as f.d.’s MEV, H e G. Para sucessões
estacionárias multivariadas que verifiquem D(u(τ )

n ), o Teorema 4.2.2 garante que se verificam
D(u(τj)

n,j ), para qualquer j ∈ D. Neste caso, do Teorema 3.3.1 concluímos que existem índices
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extremais marginais θj . Assim, obtemos Hj(xj) = G
θj

j (xj), com

θj = lim
τi→0+

i ̸=j

θ(τ1, . . . , τd), ∀j ∈ D.

A relação (4.3.2) tem a sua contrapartida em função das cópulas de H e de G. Suponhamos
então que X verifica (4.2.3) e D(u(τ )

n ). Uma vez que são válidas as condições D(u(τj)
n,j ), existe

θj e τj(xj) = − logH1/θj

j (xj). Então, com uj = Hj(xj), obtemos

H(x1, . . . , xd) = G(x1, . . . , xd)θ(τ ) = CG(G1(x1), . . . , Gd(xd))θ(τ )

= CG(H1(x1)1/θ1 , . . . ,Hd(xd)1/θd)θ(τ ) = CG(u1/θ1
1 , . . . , u

1/θd

d )θ(τ ).

Provámos assim que
CH(u1, . . . , ud) = CG(u1/θ1

1 , . . . , u
1/θd

d )θ(τ ),

com τ = (− log u1/θ1
1 , . . . ,− log u1/θd

d ), ∀(u1, . . . , ud) ∈]0, 1[d.
Como já vimos, o índice extremal é muito útil para o estudo das relações entre as leis limite

dos máximos apresentadas anteriormente. Por isso, seria interessante conseguir obter uma
fórmula para o cálculo deste. Com este objetivo, [5] generaliza ao caso multivariado a condição
de dependência local D′′(un).

Definição 4.3.2 ([5]). Para uma sucessão de vetores reais {un}, diz-se que X satisfaz a
condição D′′(un) se D(un) for satisfeita e

n

[ n
kn

]∑
i=2

P (X1 � un,Xi ≤ un,Xi+1 � un) −−−→
n→∞

0,

para alguma sucessão {kn} que verifique (3.1.7).

A validade da condição D′′(un) não implica a validade das suas contrapartidas marginais,
uma vez que, para qualquer l ∈ D fixo, o acontecimento {X1,l > un,l, Xj,l ≤ un,l, Xj+1,l > un,l}
não implica {X1 � un,Xj ≤ un,Xj+1 � un}.

O teorema seguinte permite calcular o índice extremal multivariado, sob a validade de
D′′(un), o que constitui uma generalização do Teorema 3.4.3.

Teorema 4.3.3 ([5]). Se para todo o τ ∈ Rd+ existem níveis normalizados {u(τ )
n = (u(τj)

n,j , 1 ≤
j ≤ d)} tais que a sucessão {nP (X1 � u(τ )

n )} converge e D′′(u(τ )
n ) se verifica, então X admite

índice extremal multivariado θ(τ ) se e só se, ∀τ ∈ Rd+, a sucessão {nP (X1 ≤ u(τ )
n ,X2 � u(τ )

n )}
também converge. Neste caso,

θ(τ ) = lim
n→∞

P (X1 ≤ u(τ )
n ,X2 � u(τ )

n )
P (X1 � u(τ )

n )
, τ ∈ Rd+. (4.3.3)
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Demonstração. Seja {kn} uma sucessão que verifica (3.1.7) e seja ainda rn =
[
n
kn

]
. De acordo

com o Lema 4.2.4, sob a condição D(u(τ )
n ) tem-se P (Mn ≤ u(τ )

n ) − P kn(Mrn ≤ u(τ )
n ) −−−→

n→∞
0,

ou seja,

P (Mn ≤ u(τ )
n ) =

(
1 − knP (Mrn � u(τ )

n )
kn

)kn

+ on(1). (4.3.4)

Por outro lado, sob a condição D′′(u(τ )
n ), seguindo a demonstração do Teorema 3.4.2 prova-se

que
lim
n→∞

knP (Mrn � u(τ )
n ) = lim

n→∞
nP (X1 ≤ u(τ )

n ,X2 � u(τ )
n ),

desde que estes limites existam, onde

P (X1 ≤ u(τ )
n ,X2 � u(τ )

n ) = P (X2 ≤ u(τ )
n |X1 � u(τ )

n )P (X1 � u(τ )
n ).

Sendo u(τ )
n um nível normalizado, tem-se (4.3.1) por definição. Como se assume que {nP (X1 �

u(τ )
n )} converge, seja γ(τ ) = limn→∞ nP (X1 � u(τ )

n ). Então, se nP (X2 ≤ u(τ )
n |X1 �

u(τ )
n ) −−−→

n→∞
θ(τ ) ter-se-á knP (Mrn � u(τ )

n ) −−−→
n→∞

θ(τ )γ(τ ), o que conjugado com (4.3.4)

dá lugar a P (Mn ≤ u(τ )
n ) −−−→

n→∞
e−θ(τ )γ(τ ). Assim, X tem índice extremal θ(τ ).

Reciprocamente, se X admite índice extremal θ(τ ), percorrendo os passos anteriores por
ordem inversa, prova-se que P (X2 ≤ u(τ )

n |X1 � u(τ )
n ) −−−→

n→∞
θ(τ ).

A equivalência (4.2.5) permite concluir que se X verificar D(u(τ )
n ) e D′(u(τ )

n ), para qualquer
τ ∈ Rd+, então X tem índice extremal θ(τ ) = 1. Existem casos em que o cálculo do índice
extremal multivariado sob a condição D′′(un) apresenta uma enorme dificuldade. Assim, seria
útil encontrar, para estes casos, um modo de calcular θ(τ ) a partir dos índices extremais
univariados θj , j ∈ D. Na próxima secção calculamos θ(τ ) a partir de θj , j ∈ D, quando H
tem margens independentes ou totalmente dependentes.

4.4 Índice extremal multivariado e índices extremais marginais

Seja F uma f.d. que pertence ao domínio de atração de uma f.d. MEV, G, e assuma-se que
X tem índice extremal multivariado θ(τ ), τ ∈ Rd+. Então, como H é uma f.d. MEV, verifica

H(x1, . . . , xd) ≥
d∏
j=1

Hj(xj) ([3]), tendo-se

d∏
j=1

G
θj

j (xj) ≤ Gθ(τ )(x1, . . . , xd) ≤
d∧
j=1

G
θj

j (xj), (4.4.1)

onde τj ≡ τj(xj) = − logGj(xj), j ∈ D. O limite inferior corresponde ao caso em que H = Gθ(τ )

tem margens independentes e o limite superior ao caso em que H tem margens totalmente
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dependentes. Das desigualdades (4.4.1), estabelecemos limites para θ = θ(τ ), τ ∈ Rd+. A saber

1
γ

d∨
j=1

θjτj ≤ θ(τ ) ≤ 1
γ

d∑
j=1

θjτj , (4.4.2)

onde γ ≡ γ(τ ) = − logG(x1, . . . , xd) = − logG(G−1
1 (e−τ1), . . . , G−1

d (e−τd)). Por outro lado,
como F ∈ D(G),

γ(τ ) = lim
n→+∞

nP (X1 � u(τ )
n ) = − logG(G−1

1 (e−τ1), . . . , G−1
d (e−τd)).

Apresentamos agora um resultado que estabelece condições necessárias e suficientes para que a
f.d. MEV, H, tenha margens independentes ou totalmente dependentes.

Teorema 4.4.1 ([15]). Assuma-se que a sucessão estacionária X satisfaz (4.2.3) para alguma
f.d. MEV, H, e admite índice extremal multivariado estritamente positivo.

1. Se G tem margens independentes, então H tem margens independentes se e só se, para todo

o τ = (τ1, . . . , τd) ∈ Rd+, θ(τ ) =
d∑
j=1

τj

τ1+···+τd
θj .

2. Se G tem margens totalmente dependentes, então H tem margens totalmente dependentes se

e só se, para todo o τ = (τ1, . . . , τd) ∈ Rd+, θ(τ ) =
∨d

j=1 θjτj∨d

j=1 τj

.

Demonstração. 1. Considerando que G tem margens independentes, então

γ(τ ) = − logG(G−1
1 (e−τ1), . . . , G−1

d (e−τd)) = − log
d∏
j=1

Gj(G−1
j (e−τj )) =

d∑
j=1

τj .

Se H tem margens independentes, então θ(τ ) é igual ao majorante de (4.4.2) o que prova a
primeira implicação. Para provar a implicação contrária, basta aplicar logaritmos a H = Gθ(τ ),

obtendo-se logH = −θ(τ )
d∑
j=1

τj = −
d∑
j=1

θjτj , ou seja, H =
d∏
j=1

e−τjθj .

2. Considerando que G tem margens totalmente dependentes, isto é, G(x1, . . . , xd) =
d∧
j=1

Gj(xj), ∀xj ∈ R, tem-se

γ(τ ) = − logG(G−1
1 (e−τ1), . . . , G−1

d (e−τd)) = − log
( d∧
j=1

Gj(G−1
j (e−τj ))

)
=

d∨
j=1

τj .

Se H tem margens totalmente dependentes, então Gθ(τ )(x1, . . . , xd) =
d∧
j=1

Hj(xj). Assim,

conclui-se −θ(τ )γ(τ ) =
d∧
j=1

logHj(xj), o que equivale a

θ(τ )
d∨
j=1

τj = −
d∧
j=1

logGθj

j (xj) =
d∨
j=1

θj(− logGj(xj)).
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A implicação contrária prova-se de modo análogo uma vez que θ(τ ) =
∨d

j=1 θjτj∨d

j=1 τj

implica

logH = θ(τ ) logG =
∨d

j=1 θjτj∨d

j=1 τj

(−∨dj=1 τj) =
d∧
j=1

(−θjτj), e portanto H =
d∧
j=1

e−θjτj , ou seja, H

tem margens totalmente dependentes.

4.5 Processo auto-regressivo de máximos multivariado

4.5.1 Formulação e propriedades

Seja X = {Xn = (Xn,1, . . . , Xn,d)}n≥0 uma sucessão de ve.a’s, tal que

Xn,j = cjXn−1,j ∨ Yn,j , n ≥ 1, j ∈ D, (4.5.1)

onde 0 < cj < 1, X0 = (X0,1, . . . , X0,d) tem f.d. F0, e {Yn = (Yn,1, . . . , Yn,d)} é uma sucessão
de ve.a.’s i.i.d., com f.d. G, e independentes de X0. Mais, X0 e Yn têm suporte em Rd+. O
processo X, estudado em [6], corresponde à formulação multivariada do processo MAX-AR(1)
univariado, estudado em [1]. Podemos ainda escrever

Xn,j = cnjX0,j ∨
n∨
i=1

cn−i
j Yi,j , n ≥ 1, j ∈ D. (4.5.2)

Se denotarmos por Fn a f.d. de Xn e, uma vez que X0 e Yn são independentes, a partir de
(4.5.2), vem

Fn(x1, . . . , xd) = F0
(x1
cn1
, . . . ,

xd
cnd

) n∏
i=1

G
( x1

cn−i
1

, . . . ,
xd

cn−i
d

)
, ∀(x1, . . . , xd) ∈ Rd. (4.5.3)

Estabelecemos de seguida um condição necessária e suficiente para que o processo X seja
fortemente estacionário.

Proposição 4.5.1. O processo X é fortemente estacionário se e só se

F0(x1, . . . , xd) = F0

(
x1
c1
, . . . ,

xd
cd

)
G(x1, . . . , xd), ∀(x1, . . . , xd) ∈ Rd. (4.5.4)

Demonstração. Suponhamos a igualdade (4.5.4) válida. Para qualquer conjunto de índices
1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik, com xil,j > 0, j ∈ D, l ∈ {1, . . . , k}, atendendo a (4.5.2), temos

Fi1,...,ik(xi1 , . . . ,xik) = F0

( k∧
p=1

{
xip,j

c
ip
j

}
, j ∈ D

)
×

k∏
l=1

il−1∏
m=il−1

G

( k∧
p=l

{
xip,j

c
ip−m−1
j

}
, j ∈ D

)
.

(4.5.5)
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Mais, aplicando recursivamente (4.5.4), obtemos

F0(u1, . . . , ud) = F0

(
u1
cs1
, . . . ,

ud
csd

) s−1∏
m=0

G

(
u1

cs−m−1
1

, . . . ,
ud

cs−m−1
d

)
. (4.5.6)

Sejam tm = im + s, m ∈ {1, 2, . . . , k}, com s > 1 arbitrariamente fixo em N. De (4.5.5), com
xtm,j ≡ xim,j , para 1 ≤ m ≤ k e t0 = i0 = 0, temos

Ft1,...,tk(xi1 , . . . ,xik) = Ft1,...,tk(xt1 , . . . ,xtk)

(4.5.5)= F0

( k∧
p=1

{
xtp,j

c
tp
j

}
, j ∈ D

) k∏
l=1

tl−1∏
m=tl−1

G

( k∧
p=l

{
xtp,j

c
tp−m−1
j

}
, j ∈ D

)

= F0

( k∧
p=1

{
xtp,j

c
tp
j

}
, j ∈ D

) s−1∏
m=0

G

( k∧
p=1

{
xtp,j

c
tp−m−1
j

}
, j ∈ D

) t1−1∏
m=s

G

( k∧
p=1

{
xtp,j

c
tp−m−1
j

}
, j ∈ D

)
×

×
k∏
l=2

tl−1∏
m=tl−1

G

( k∧
p=l

{
xtp,j

c
tp−m−1
j

}
, j ∈ D

)

= F0

( k∧
p=1

{
xip,j

c
ip+s
j

}
, j ∈ D

) s−1∏
m=0

G

( k∧
p=1

{
xip,j

c
ip+s−m−1
j

}
, j ∈ D

)
×

×
i1+s−1∏
m=s

G

( k∧
p=1

{
xip,j

c
ip+s−m−1
j

}
, j ∈ D

) k∏
l=2

il+s−1∏
m=il−1+s

G

( k∧
p=l

{
xip,j

c
ip+s−m−1
j

}
, j ∈ D

)
(4.5.6)= F0

( k∧
p=1

{
xip,j

c
ip
j

}
, j ∈ D

)
×

k∏
l=1

il−1∏
q=il−1

G

( k∧
p=l

{
xip,j

c
ip−q−1
j

}
, j ∈ D

)
(4.5.5)= Fi1,...,ik(xi1 , . . . ,xik),

o que nos permite concluir que o processo X é fortemente estacionário.
Suponhamos agora que o processo X é fortemente estacionário. Então, em particular, temos

que X0 e X1 são igualmente distribuídos. Assim, fazendo n = 1 em (4.5.3), obtemos (4.5.4).

Representando por F a f.d. comum de X, obtemos a equação de estacionaridade

F (x1, . . . , xd) = F
(x1
c1
, . . . ,

xd
cd

)
G(x1, . . . , xd), ∀(x1, . . . , xd) ∈ Rd. (4.5.7)

O próximo teorema estabelece uma condição necessária e suficiente para que X possua
distribuição estacionária não degenerada.

Teorema 4.5.2 ([6]). A sucessão X definida em (4.5.1) possui distribuição estacionária não
degenerada se e só se existe algum (x1, . . . , xd) ∈ Rd+ tal que

0 <
∞∑
i=0

− log G
(x1
ci1
, . . . ,

xd
cid

)
< +∞. (4.5.8)
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Demonstração. Seja Ln(x1, . . . , xd) =
n−1∏
i=0

G
(
x1
ci

1
, . . . , xd

ci
d

)
. Por um lado, Ln é limitada uma vez

que 0 ≤ Ln(x1, . . . , xd) ≤ 1, e, por outro lado, Ln é monótona não crescente, pois

Ln+1(x1, . . . , xd) =
n∏
i=0

G
(x1
ci1
, . . . ,

xd
cid

)
= G

(x1
cn1
, . . . ,

xd
cnd

) n−1∏
i=0

G
(x1
ci1
, . . . ,

xd
cid

)
≤ Ln(x1, . . . , xd).

Portanto, existe limn→∞ Ln(x1, . . . , xd). Temos assim

lim
n→∞

Fn(x1, . . . , xd) = lim
n→∞

F0
(x1
cn1
, . . . ,

xd
cnd

) n∏
i=1

G
( x1

cn−i
1

, . . . ,
xd

cn−i
d

)
= lim

n→∞

n∏
i=1

G
( x1

cn−i
1

, . . . ,
xd

cn−i
d

)

= lim
n→∞

n−1∏
i=0

G
(x1
ci1
, . . . ,

xd
cid

)
= lim

n→∞
Ln(x1, . . . , xd).

Então, existe limn→∞ Fn(x1, . . . , xd) e, por (4.5.3), temos F (x1, . . . , xd) = limn→∞ Fn(x1, . . . , xd)
sendo F solução de (4.5.7).

A f.d. F é não degenerada se e só se existir (x1, . . . , xd) ∈ Rd+ tal que 0 < F (x1, . . . , xd) < 1.
Tem-se

logF (x1, . . . , xd) = log lim
n→∞

n−1∏
i=0

G
(x1
ci1
, . . . ,

xd
cid

)
= lim

n→∞
log

n−1∏
i=0

G
(x1
ci1
, . . . ,

xd
cid

)

= lim
n→∞

n−1∑
i=0

log G
(x1
ci1
, . . . ,

xd
cid

)
=

∞∑
i=0

log G
(x1
ci1
, . . . ,

xd
cid

)
,

desde que esta série seja convergente, tendo-se

F (x1, . . . , xd) =
∞∏
i=0

G
(x1
ci1
, . . . ,

xd
cid

)
.

Ora, se esta série é convergente então G
(
x1
ci

1
, . . . , xd

ci
d

)
−−−→
i→∞

1, o que só se verifica para
(x1, . . . , xd) ∈ Rd+. Assim, uma vez que 0 < F (x1, . . . , xd) < 1 ⇔ 0 < −log F (x1, . . . , xd) < +∞,
a f.d. F será não degenerada se e só se existir (x1, . . . , xd) ∈ Rd+ tal que (4.5.8) se verifica.

Nas secções seguintes, assumir-se-á que X é uma sucessão multivariada MAX-AR(1) forte-
mente estacionária com f.d. F de suporte contido em Rd+.

Terminamos esta secção considerando o caso particular em que G é uma f.d. MEV com
margens de Fréchet, Gj , j ∈ D. Neste caso, a f.d. F é também uma f.d. MEV. Com efeito,

Fj(xj) =
+∞∏
i=0

exp
(

−
(
xj
cij

)−αj)
= exp

(−x−αj

j

1 − c
αj

j

)
, j ∈ D,
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e a sua cópula CF é max-estável, como provamos a seguir. De facto, para cada inteiro k ≥ 1 e
(u1, . . . , ud) ∈ [0, 1[d, temos

CkF (u
1
k
1 , . . . , u

1
k
d ) = CkF (F

1
k

1 (x1), . . . , F
1
k
d (xd)) = CkF (F1(x1k

1
α1 ), . . . , Fd(xdk

1
αd ))

= F k(x1k
1

α1 , . . . , xdk
1

αd ) = lim
n→∞

n∏
i=0

Gk
(x1k

1
α1

ci1
, . . . ,

xdk
1

αd

cid

)
= lim

n→∞

n∏
i=0

CkG

(
G

1
k
1

(x1
ci1

)
, . . . , G

1
k
d

(xd
cid

))
= lim

n→∞

n∏
i=0

G
(x1
ci1
, . . . ,

xd
cid

)
= F (x1, . . . , xd) = CF (u1, . . . , ud).

4.5.2 Condição de mistura forte e condição D′′(un)

Nesta secção, vamos provar que X satisfaz a condição de mistura forte enunciada abaixo, a
qual implica a condição D(un), e que satisfaz a condição D′′(un).

Definição 4.5.3 (Condição de Mistura Forte, [6]). A sucessão X satisfaz a condição de
mistura forte, se para qualquer A ∈ σ(X1, . . . ,Xp) e B ∈ σ(Xp+s+1,Xp+s+2, . . . ), |P (A∩B) −
P (A)P (B)| ≤ αs com αs −−−→

s→∞
0, onde σ(.) denota a σ-álgebra gerada pelos vetores indicados.

Proposição 4.5.4 ([6]). A sucessão X satisfaz a condição de mistura forte.

Demonstração. Consideremos A ∈ σ(X1, . . . ,Xp) e B ∈ σ(Xp+s+1,Xp+s+2, . . . ) e seja

Cs,j = {Yp+1,j ≤ cjXp,j , . . . , Yp+s+1,j ≤ cjXp+s,j}
= {Yp+1,j ≤ cjXp,j , Yp+2,j ≤ c2

jXp,j , . . . , Yp+s+1,j ≤ cs+1
j Xp,j}.

Então,

P (Cs,j) = P (Yp+1,j ≤ cjXp,j , . . . , Yp+s+1,j ≤ cs+1
j Xp,j) ≤ P (Yp+s+1,j ≤ cs+1

j Xp,j) −−−→
s→∞

0,

uma vez que 0 < cj < 1 e, por isso, ∀p ∈ N, cs+1
j Xp,j −−−→

s→∞
0, em probabilidade. Logo,

P (Cs,j) −−−→
s→∞

0. Consideremos agora Cs = ⋃d
j=1Cs,j . Tem-se P (Cs) ≤

∑d
j=1 P (Cs,j) −−−→

s→∞
0.

Assim, comecemos por notar que

∣∣P (A ∩B) − P (A)P (B)
∣∣ =∣∣P (A ∩B ∩ Cs) + P (A ∩B ∩ Cs) − P (A)P (B ∩ Cs) − P (A)P (B ∩ Cs)

∣∣
≤
∣∣P (A ∩B ∩ Cs) − P (A)P (B ∩ Cs)

∣∣+ ∣∣P (A ∩B ∩ Cs) − P (A)P (B ∩ Cs)
∣∣.

Agora, por um lado,

∣∣P (A ∩B ∩ Cs) − P (A)P (B ∩ Cs)
∣∣ ≤ {P (A ∩B ∩ Cs) ∨ P (A)P (B ∩ Cs)} ≤ P (Cs) −−−→

s→∞
0.
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Por outro lado, quando ocorre Cs,j , existe pelo menos um kj ∈ {p+ 1, . . . , p+ s+ 1} tal que
Yp+kj ,j > cjXp+kj−1,j , pelo que, por (4.5.1), se obtém Xp+kj ,j = Yp+kj ,j e

Xp+kj+1,j = cjXp+kj ,j ∨ Yp+kj+1,j = cjYp+kj ,j ∨ Yp+kj+1,j ,

e assim sucessivamente. Então, Xp+s+1,j é uma função mensurável de {Yp+kj ,j , . . . , Yp+s+1,j , . . . }
e, portanto, existe um acontecimento B′ ∈ σ(Yp+k,Yp+k+1, . . . ), com k = ∨d

j=1{kj}, tal que A
e B′ são independentes e B ∩ Cs = B′ ∩ Cs. Consequentemente

∣∣P (A ∩B ∩ Cs) − P (A)P (B ∩ Cs)
∣∣ =

∣∣P (A ∩B′ ∩ Cs) − P (A)P (B′ ∩ Cs)
∣∣

≤
∣∣P (A ∩B′ ∩ Cs) − P (A ∩B′)

∣∣+ ∣∣P (A ∩B′) − P (A)P (B′ ∩ Cs)
∣∣.

Como A e B′ são independentes e P (A ∩B′) = P (A ∩B′ ∩ Cs) + P (A ∩B′ ∩ Cs), vem que

∣∣P (A ∩B ∩ Cs) − P (A)P (B ∩ Cs)
∣∣ ≤ P (A ∩B′ ∩ Cs) +

∣∣P (A)P (B′) − P (A)P (B′ ∩ Cs)
∣∣

= P (A ∩B′ ∩ Cs) + P (A)P (B′ ∩ Cs)
≤ P (Cs) + P (A)P (Cs) ≤ 2P (Cs) −−−→

s→∞
0.

Consequentemente X satisfaz a condição D(un), para toda a sucessão de vetores reais {un}
e para toda a sucessão {ℓn}, tal que ℓn → ∞. Vejamos que X também satisfaz a condição
D′′(un), para un = u(τ )

n .

Proposição 4.5.5 ([6]). A sucessão X satisfaz a condição D′′(u(τ )
n ).

Demonstração. Observemos que

n

[ n
kn

]∑
i=2

P (X1 � u(τ )
n ,Xi ≤ u(τ )

n ,Xi+1 � u(τ )
n ) ≤ n

d∑
j=1

[ n
kn

]∑
i=2

P (X1,j > u
(τj)
n,j , Xi,j ≤ u

(τj)
n,j < Xi+1,j)+

+ n
∑
1≤s
s′≤d

[ n
kn

]∑
i=2

P (X1,s > u(τs)
n,s , Xi,s′ ≤ u

(τs′ )
n,s′ , Xi+1,s′ > u

(τs′ )
n,s′ ). (4.5.9)

Relativamente à última parcela, aplicando o modelo descrito em (4.5.1), vem que

n
∑
1≤s
s′≤d

[ n
kn

]∑
i=2

P (X1,s > u(τs)
n,s , Xi,s′ ≤ u

(τs′ )
n,s′ < cs′Xi,s′ ∨ Yi+1,s′)

≤ n
∑
1≤s
s′≤d

[ n
kn

]∑
i=2

[
P (X1,s > u(τs)

n,s , Xi,s′ ≤ u
(τs′ )
n,s′ < cs′Xi,s′) + P (X1,s > u(τs)

n,s , Xi,s′ ≤ u
(τs′ )
n,s′ < Yi+1,s′)

]
.
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A primeira probabilidade do último membro é nula. Para a segunda parcela, vem

n
∑
1≤s
s′≤d

[ n
kn

]∑
i=2

P (X1,s > u(τs)
n,s , Xi,s′ ≤ u

(τs′ )
n,s′ < Yi+1,s′) ≤ n

∑
1≤s
s′≤d

[ n
kn

]∑
i=2

P (X1,s > u(τs)
n,s )P (Yi+1,s′ > u

(τs′ )
n,s′ )

≤
∑
1≤s
s′≤d

n
[ n
kn

]
(1 − Fs(u(τs)

n,s ))
(

1 −
Fs′(u(τs′ )

n,s′ )

Fs′

(
u

(τs′ )
n,s′ /cs′

)),

visto que P (Yi+1,s′ > u
(τs′ )
n,s′ ) = 1−P (Yi+1,s′ ≤ u

(τs′ )
n,s′ ) = 1−Gs′(u(τs′ )

n,s′ ) =
(4.5.7)

(
1−

Fs′ (u
(τs′ )
n,s′ )

Fs′

(
u

(τs′ )
n,s′ /cs′

)).
Finalmente, obtemos

∑
1≤s
s′≤d

n
[ n
kn

]
(1 − Fs(u(τs)

n,s ))
(

1 −
Fs′(u(τs′ )

n,s′ )

Fs′

(
u

(τs′ )
n,s′ /cs′

))

≤ 1
kn

∑
1≤s
s′≤d

n(1 − Fs(u(τs)
n,s ))

[
n(1 − Fs′(u(τs′ )

n,s′ )) − n
(
1 − Fs′

(
u

(τs′ )
n,s′ /cs′

))]
× 1
Fs′

(
u

(τs′ )
n,s′ /cs′

) ,

que converge para zero, para qualquer kn → ∞, pois n(1 − Fs′(u(τs′ )
n,s′ )) −−−→

n→∞
τs′ e n

(
1 −

Fs′

(
u

(τs′ )
n,s′ /cs′

))
≤ n(1 − Fs′(u(τs′ )

n,s′ )) −−−→
n→∞

τs′ . De igual modo se prova que o primeiro termo
do segundo membro de (4.5.9) é assintoticamente nulo, o que mostra que {Xn,j} satisfaz a
condição D′′(u(τj)

n,j ), para qualquer j ∈ D.

4.5.3 Índice Extremal

Nesta secção analisar-se-á a existência de índice extremal multivariado do modelo MAX-
AR(1), nos casos em que as margens da f.d. H, Hj , são Gumbel, Weibull ou Fréchet, isto
é, respetivamente, Λ(x) = exp(−e−(ax+b)), Ψαj (x) = e−(−(ax+b))αj

, x ≤ 0, e Φαj (x) =
e−(ax+b)−αj

, x > 0, para algum αj > 0 e contantes a > 0 e b ∈ R.
Para todo o j ∈ D, suponhamos que Fj ∈ D(Hj), ou seja, existem constantes {an,j > 0} e

{bn,j} tal que
n(1 − Fj(an,jx+ bn,j)) −−−→

n→∞
− log Hj(x). (4.5.10)

Já sabemos que a sucessão de níveis normalizados {u(τj)
n,j } para {Xn,j} satisfaz n(1−Fj(u

(τj)
n,j )) −−−→

n→∞

τj ≥ 0. Então, de (4.5.10), τj ≡ τj(x) = − log Hj(x) ⇐⇒ x = H−1
j (e−τj ) e u(τj)

n,j = an,jx+ bn,j .

Logo, u(τj)
n,j = an,jH

−1
j (e−τj ) + bn,j , sendo H−1

j a inversa generalizada de Hj . Consideremos
agora que

u
(τ∗

j )
n,j ≡

u
(τj)
n,j

cj
=
an,jH

−1
j (e−τj ) + bn,j

cj
= an,j

cj
x+ bn,j

cj
.
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Vamos caracterizar τ∗
j para os três casos possíveis de Hj . Já sabemos que n(1−Fj(u

(τj)
n,j )) −−−→

n→∞

τj(x), logo, pelo Teorema de Khintchine, n(1 − Fj(u
(τ∗

j )
n,j )) −−−→

n→∞
τ∗
j (x) = τj(ax+ b), com

an,j

cj

an,j
−−−→
n→∞

1
cj

≡ a e
bn,j

cj
− bn,j

an,j
= bn,j
an,j

( 1
cj

− 1
)

−−−→
n→∞

b.

Analisemos cada caso em particular.

• Se Hj é a f.d. de Gumbel, então τj(x) = e−x. De acordo com o Teorema 2.2.2, bn,j

an,j
→ +∞,

logo b = +∞. Assim, n(1 − Fj(u
(τ∗

j )
n,j )) → τj(+∞) = 0 ≡ τ∗

j .

• Se Hj é a f.d. de Weibull, então τj(x) =


+∞, se x < αFj ,

(−x)αj , se αFj < x < ωFj < +∞,

0, se x > ωFj .

Pelo Teorema 2.2.2, bn,j

an,j
= ωFj

an,j
→ +∞, logo b = +∞ e τ∗

j = 0.

• Se Hj é a f.d. de Fréchet, então τj(x) = x−αj , x > 0. Neste caso, pelo Teorema 2.2.2,
an,j = n

1
α e bn,j = 0, donde, b = 0. Logo, n(1−Fj(u

(τ∗
j )

n,j )) → τj(xc ) = (xc )−αj = τjc
αj ≡ τ∗

j .

Assim, obtemos a seguinte propriedade dos níveis normalizados para {Xn,j}:

u
(τj)
n,j

cj
= u

(τ∗
j )

n,j com τ∗
j =

0, se Hj ∈ {Ψαj ,Λ},

τjc
αj

j , se Hj = Φαj .
(4.5.11)

No que se segue, consideramos a sucessão de ve.a.’s normalizados (u(τ1)
n,1 , . . . , u

(τd)
n,d ) denotada por

{u(τ )
n }.

Proposição 4.5.6 ([6]). Se F ∈ D(H), então X admite índice extremal multivariado θ, com

θ(τ1, . . . , τd) = 1 − log CHI
(e−τjc

αj
j , j ∈ I)

log CH(e−τ1 , . . . , e−τd) ,

para (τ1, . . . , τd) ∈ Rd+, onde I corresponde ao conjunto de índices de D para os quais Hj é a
f.d. de Fréchet, isto é, Hj(x) = Φαj (x) = e−x−αj

, x > 0.
Mais, o índice extremal da margem {Xn,j}, j ∈ D, é

θj =

1, se Hj ∈ {Ψαj ,Λ},

1 − c
αj

j , se Hj = Φαj .
(4.5.12)
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Demonstração. Por hipótese F ∈ D(H), do que decorre Fj ∈ D(Hj), onde Hj pode ser uma
f.d. de Fréchet, de Gumbel ou de Weibull e, pelo Lema 4.1.5, vem

CnF (u1/n
1 , . . . , u

1/n
d ) −−−→

n→∞
CH(u1, . . . , ud).

Por outro lado, como Fj ∈ D(Hj), garante-se ainda a existência de níveis normalizados
u(τ )
n = (u(τ1)

n,1 , . . . , u
(τd)
n,d ), para os quais a condição D′′(u(τ )

n ) se verifica. Por um lado, para
u

(τj)
n,j = an,jH

−1
j (e−τj ) + bn,j , j ∈ D, temos

nP (X1 � u(τ )
n ) = n

(
1 − F (an,1H−1

1 (e−τ1) + bn,1, . . . , an,dH
−1
d (e−τd) + bn,d)

)
−−−→
n→∞

− log H(H−1
1 (e−τ1), . . . ,H−1

d (e−τd)).

Por outro lado,

nP (X1 ≤ u(τ )
n ,X2 � u(τ )

n ) (4.5.1)= nP (X1 ≤ u(τ )
n , cX1 ∨ Y2 � u(τ )

n )

= n

(
P (X1 ≤ u(τ )

n , cX1 � u(τ )
n ) + P (X1 ≤ u(τ )

n ,Y2 � u(τ )
n )

)
= nP (X1 ≤ u(τ )

n ,Y2 � u(τ )
n )

= nP (X1 ≤ u(τ )
n )P (Y2 � u(τ )

n )

= P (X1 ≤ u(τ )
n )n(1 −G(u(τ1)

n,1 , . . . , u
(τd)
n,d ))

= P (X1 ≤ u(τ )
n )n

(
1 −

F (u(τ1)
n,1 , . . . , u

(τd)
n,d )

F
(
u

(τ1)
n,1 /c1, . . . , u

(τd)
n,d /cd

))

= P (X1 ≤ u(τ )
n )

P (X1 ≤ u(τ )
n /c)

(
n(1 − F (u(τ1)

n,1 , . . . , u
(τd)
n,d )) − n

(
1 − F

(
u

(τ1)
n,1
c1

, . . . ,
u

(τd)
n,d

cd

)))
−−−→
n→∞

− log H(H−1
1 (e−τ1), . . . ,H−1

d (e−τd)) + log H(H−1
1 (e−τ∗

1 ), . . . ,H−1
d (e−τ∗

d ))

= − log H(H−1
1 (e−τ1), . . . ,H−1

d (e−τd)) + log HI(H−1
1 (e−τ∗

1 ), . . . ,H−1
d (e−τ∗

d ))I ,

onde I é o conjunto de índices em D para os quais τ∗
j , dado em (4.5.11), é positivo e HI denota

a restrição da f.d. H com margens cujos índices pertencem a I. Finalmente, de (4.3.3), obtemos

θ(τ1, . . . , τd) = 1 −
log HI(H−1

1 (e−τ∗
1 ), . . . ,H−1

d (e−τ∗
d ))I

log H(H−1
1 (e−τ1), . . . ,H−1

d (e−τd))

= 1 − log CHI
(e−τ∗

1 , . . . , e−τ∗
d )I

log CH(e−τ1 , . . . , e−τd) .

Observemos que se I = ∅, então θ(τ1, . . . , τd) = 1, ∀τ , e se I ̸= ∅, então obtemos o resultado
referido em (4.5.12), ou seja, θj = 1, se j ∈ D − I, e θj = 1 − τ∗

j

τj

(4.5.11)= 1 − c
αj

j , se j ∈ I.
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Notemos que, quando j ∈ I, θj = 1 − τ∗
j

τj
⇔ τ∗

j = τj(1 − θj), logo e−τ∗
j = e−τj(1−θj) =

(e−τj )1−θj = Hj(xj)1−θj = Hj(xj

cj
). Desta forma, concluímos que se F ∈ D(H), isto é,

Fn(an,1x1 + bn,1, . . . , an,dxd + bn,d) −−−→
n→∞

H(x1, . . . , xd) = CH(H1(x1), . . . ,Hd(xd)), (4.5.13)

então,

P

(
Mn,1 ≤ an,1x1 + bn,1, . . . ,Mn,d ≤ an,dxd + bn,d

)
−−−→
n→∞

(
H(x1, . . . , xd)

)1−
log CHI

(H1(x1)1−θ1 ,...,Hd(xd)1−θd )I

log CH (H1(x1),...,Hd(xd))
=
(
H(x1, . . . , xd)

)1−
log HI ( x1

c1
,...,

xd
cd

)I

log H(x1,...,xd)
.

Apresentamos agora dois exemplos.

Exemplo 4.5.7. Consideremos a f.d. F com F1, F2 ∈ D(Λ) e Fj ∈ D(Φ1), j = 3, . . . , d,

e consideremos ainda a cópula de Gumbel CF (u1, . . . , ud) = exp
(

− (
d∑
j=1

(− log uj)
1
γ )γ
)
, com

uj ∈]0, 1[ e 0 < γ ≤ 1. Então CH = CF , H1 = H2 = Λ e Hj = Φ1, j = 3, . . . , d. Portanto, vem

θ(τ1, . . . , τd) = 1 − log CHI
(e−τjcj , j ∈ I)I

log CH(e−τ1 , . . . , e−τd) = 1 −
log
[

exp
(

−
(∑d

j=3
(

− log (e−τjcj )
) 1

γ
)γ)]

log
[

exp
(

−
(∑d

j=1
(

− log (e−τj )
) 1

γ
)γ)]

= 1 −
(∑d

j=3(τjcj)
1
γ
)γ

(∑d
j=1 τ

1
γ

j

)γ , (τ1, . . . , τd) ∈ Rd+,

e, de (4.5.12), temos que θ1 = θ2 = 1 e θj = 1 − cj, j = 3, . . . , d. �

Exemplo 4.5.8. Consideremos a f.d. F com Fj ∈ D(Φ1), j ∈ D e CF (u1, . . . , ud) =
d∧
j=1

uj .

Então, F ∈ D(H), com CH = CF e Hj = Φ1, j ∈ D. Consequentemente,

θ(τ1, . . . , τd) = 1 − log CH(e−τ1c1 , . . . , e−τdcd)
log CH(e−τ1 , . . . , e−τd) = 1 −

log
(

d∧
j=1

e−τjcj

)
log

(
d∧
j=1

e−τj

)

= 1 −

d∧
j=1

(
log e−τjcj

)
d∧
j=1

(
log e−τj

) = 1 −

d∧
j=1

−τjcj

d∧
j=1

−τj
= 1 −

d∨
j=1

τjcj

d∨
j=1

τj

, (τ1, . . . , τd) ∈ Rd+,

visto que
∨d
j=1 pj = −

∧d
j=1(−pj), com pj ∈ R. �
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Na proposição seguinte relacionamos os domínios de atração de F e de G.

Proposição 4.5.9 ([6]). Se F ∈ D(H) então G ∈ D(V ) com Vj = H
θj

j e θj dado em (4.5.12),
j ∈ D, e

CV (u1, . . . , ud) = CH(u1/θ1
1 , . . . , u

1/θd

d )
CH(u1/θ1−1

1 , . . . , u
1/θd−1
d )

. (4.5.14)

Demonstração. Por hipótese, Fj ∈ D(Hj), j ∈ D, ou seja, Fnj (an,jxj + bn,j) −−−→
n→∞

Hj(xj) e,
pelo Lema 4.1.5, vem

CnF (u1/n
1 , . . . , u

1/n
d ) −−−→

n→∞
CH(u1, . . . , ud), (u1, . . . , ud) ∈ [0, 1]d. (4.5.15)

Mais, devido a (4.5.11) sabemos que

Fnj

(
an,jxj + bn,j

cj

)
−−−→
n→∞

e−τ∗
j =


e0 = 1, se Hj ∈ {Ψαj ,Λ},

e−τjc
αj
j = H

c
αj
j

j (xj), se Hj = Φαj .
(4.5.16)

Agora, a partir de (4.5.7), temos

Fnj (an,jxj + bn,j) = Fnj

(
an,jxj + bn,j

cj

)
Gnj (an,jxj + bn,j), (4.5.17)

do que resulta

Gnj (an,jxj + bn,j) −−−→
n→∞


Hj(xj), se Hj ∈ {Ψαj ,Λ},

H
1−c

αj
j

j (xj), se Hj = Φαj .

Então Gj ∈ D(Hθj

j ), j ∈ D, com θj dado em (4.5.12). Analisemos a cópula de G. Temos, por
um lado o limite (4.5.13). Por outro lado, de (4.5.15) e (4.5.16), obtemos

Fn
(
an,1x1 + bn,1

c1
, . . . ,

an,dxd + bn,d
cd

)

= CnF

[(
Fn1

(
an,1x1 + bn,1

c1

)) 1
n

, . . . ,

(
Fnd

(
an,dxd + bn,d

cd

)) 1
n
]

−−−→
n→∞

CHI
(Hc

αj
j

j (xj), j ∈ I) = CHI

(
Hj

(
xj
cj

)
, j ∈ I

)
= HI

(
xj
cj
, j ∈ I

)
.

Assim, devido a (4.5.17), obtemos

Gn(an,1x1 + bn,1, . . . , an,dxd + bn,d) −−−→
n→∞

CH(H1(x1), . . . ,Hd(xd))

CHI

(
H
c

αj
j

j (xj), j ∈ I

) .
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Em consequência, podemos dizer que G ∈ D(V ), onde Vj = H
θj

j e H(x1, . . . , xd) = HI

(xj

cj
, j ∈

I
)
V (x1, . . . , xd), e a relação entre CH e CV é CH(u1, . . . , ud) = CH(u1−θ1

1 , . . . , u1−θd
d )CV (uθ1

1 , . . . ,

uθd
d ), equivalente a (4.5.14).

4.6 Processo M4 de máximos móveis multivariado

4.6.1 Formulação e propriedades

Nesta secção estudamos o comportamento extremal de um processo multivariado de máximos
móveis introduzido e estudado em [16]. Seja {Xn = (Xn,1, . . . , Xn,d)} uma sucessão de ve.a.’s,
tal que

Xn,j =
∨
l≥1

∨
−∞<k<+∞

αl,k,jZl,n−k,j , n ≥ 1, j ∈ D = {1, . . . , d}, (4.6.1)

onde {αl,k,j , l ∈ N, k ∈ Z, j ∈ D} são constantes não negativas satisfazendo

∑
l≥1

+∞∑
k=−∞

αl,k,j = 1, j ∈ D,

e {Zl,n = (Zl,n,1, . . . , Zl,n,d)}l∈N, n∈Z é uma matriz de ve.a’s independentes com margens de
Fréchet unitárias. A f.d. de Xn é

F (x1, . . . , xd) =
∞∏
l=1

∞∏
k=−∞

FZ

(
x1
αl,k,1

, . . . ,
xd
αl,k,d

)
, xj > 0, j ∈ D, (4.6.2)

e a relação entre as cópulas é

CF (u1, . . . , ud) =
∞∏
l=1

∞∏
k=−∞

CZ(uαl,k,1
1 , . . . , u

αl,k,d

d ), (u1, . . . , ud) ∈ [0, 1]d.

Consideremos agora que {Zl,n}l≥1, −∞<n<+∞ tem margens totalmente dependentes para alguns
valores de l, digamos l ∈ I1, e margens independentes para os restantes valores de l, l ∈ I2, de
modo a que I1 ∪ I2 = N e I1 ∩ I2 = ∅. Neste caso, atendendo a (4.6.2), para (x1, . . . , xd) ∈ Rd+,
vem

F (x1, . . . , xd) =
∏
l∈I1

P

(
Zl,n−k,j ≤ x1

αl,k,j
, k ∈ Z, j ∈ D

) ∏
l∈I2

P

(
Zl,n−k,j ≤ xd

αl,k,j
, k ∈ Z, j ∈ D

)

=
∏
l∈I1

+∞∏
k=−∞

d∧
j=1

P

(
Zl,1,j ≤ xj

αl,k,j

) ∏
l∈I2

+∞∏
k=−∞

d∏
j=1

P

(
Zl,1,j ≤ xj

αl,k,j

)

=
∏
l∈I1

+∞∏
k=−∞

exp
(

−
d∨
j=1

αl,k,j
xj

) ∏
l∈I2

+∞∏
k=−∞

exp
(

−
d∑
j=1

αl,k,j
xj

)
.
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Sejam {u(τ )
n = (u(τ1)

n,1 , . . . , u
(τd)
n,d )} níveis normalizados, isto é, {u(τj)

n,j } satisfazem nP (Zl,n,j >
u

(τj)
n,j ) −−−→

n→∞
τj > 0, j ∈ D. A partir do pressuposto de que as f.d.’s marginais são de Fréchet

unitárias, vem, do Teorema 2.2.2, que bn,j = 0, que an,j = n e que τj = τj(xj) = x−1
j . Logo

podemos considerar u(τj)
n,j = n

τj
, n ≥ 1, j ∈ D. Desta maneira,

F

(
n

τ1
, . . . ,

n

τd

)
=
∏
l∈I1

+∞∏
k=−∞

exp
(

−
d∨
j=1

αl,k,jτj
n

) ∏
l∈I2

+∞∏
k=−∞

exp
(

−
d∑
j=1

αl,k,jτj
n

)
. (4.6.3)

Provemos agora que o processo definido em (4.6.1) é fortemente estacionário. Para qualquer
conjunto de índices 1 ≤ i1 < i2 < · · · < iq, com xip,j > 0, j ∈ D, temos

Fi1,...,iq (xi1 , . . . ,xiq ) =
∏
l∈I1

+∞∏
k=−∞

d∧
j=1

exp
(

−
q∑
p=1

αl,k,j
xip,j

) ∏
l∈I2

+∞∏
k=−∞

d∏
j=1

exp
(

−
q∑
p=1

αl,k,j
xip,j

)

e

Fi1+s,...,iq+s(xi1 , . . . ,xiq ) =
∏
l∈I1

+∞∏
k=−∞

d∧
j=1

exp
(

−
q∑
p=1

αl,k+s,j
xip,j

) ∏
l∈I2

+∞∏
k=−∞

d∏
j=1

exp
(

−
q∑
p=1

αl,k+s,j
xip,j

)

=
∏
l∈I1

+∞∏
k′ =−∞

d∧
j=1

exp
(

−
q∑
p=1

αl,k′ ,j

xip,j

) ∏
l∈I2

+∞∏
k′ =−∞

d∏
j=1

exp
(

−
q∑
p=1

αl,k′ ,j

xip,j

)

= Fi1,...,iq (xi1 , . . . ,xiq ).

Provamos assim que {Xn} é uma sucessão fortemente estacionária. Para encontrar o domínio
de atração da f.d. MEV à qual F pertence, calculamos, na próxima proposição, o limite em
distribuição da sucessão {(n−1M̂n,1, . . . , n

−1M̂n,d) = (n−1∨n
i=1 X̂i,1, . . . , n

−1∨n
i=1 X̂i,d)}, onde

{X̂n = (X̂n,1, . . . , X̂n,d)} é uma sucessão de ve.a.’s independentes com f.d. F .

Proposição 4.6.1 ([16]). A f.d. F pertence ao domínio de atração de

G(x1, . . . , xd) =
∏
l∈I1

+∞∏
k=−∞

d∧
j=1

e−αl,k,jx
−1
j
∏
l∈I2

+∞∏
k=−∞

d∏
j=1

e−αl,k,jx
−1
j , xj > 0, j ∈ D. (4.6.4)

Demonstração. De (4.6.3) temos, para τj > 0, j ∈ D, que

Fn
(
n

τ1
, . . . ,

n

τd

)
=
∏
l∈I1

+∞∏
k=−∞

exp
(

−
d∨
j=1

αl,k,jτj

) ∏
l∈I2

+∞∏
k=−∞

exp
(

−
d∑
j=1

αl,k,jτj

)
,

ou seja, lim
n→+∞

Fn
(
n
τ1
, . . . , nτd

)
= G(x1, . . . , xd), com xj = τ−1

j , j ∈ D.

Uma vez que Fn
(
n
τ1
, . . . , nτd

)
= Fn(nx1, . . . , nxd) é independente de n e Fn(nx1, . . . , nxd) =

F (x1, . . . , xd), concluímos que as f.d.’s marginais de {Xn} são max-estáveis. Por outro lado, as
f.d.’s marginais de G em (4.6.4) são de Fréchet unitárias, isto é, Gj(xj) = e−x−1

j , xj > 0, j ∈ D.



48 Convergência em lei do máximo em sucessões multivariadas estacionárias

De facto, para j ∈ D,

Gj(xj) =
∏
l∈I1

+∞∏
k=−∞

e−αl,k,jx
−1
j
∏
l∈I2

+∞∏
k=−∞

e−αl,k,jx
−1
j = e

−x−1
j

∑
l∈I1∪I2

+∞∑
k=−∞

αl,k,j

= e−x−1
j , xj > 0,

pois I1 ∪ I2 = N e ∑
l≥1

+∞∑
k=−∞

αl,k,j = 1. Tendo em conta (4.6.4) e o facto de as f.d.’s marginais de

G serem de Fréchet unitárias, podemos apresentar uma nova classe de cópulas. Para isso, basta
converter a f.d. G em (4.6.4) numa função cópula com uj = Gj(xj), na forma

CG(e−x−1
1 , . . . , e−x−1

d ) = CG(u1, . . . , ud) =
∏
l∈I1

+∞∏
k=−∞

d∧
j=1

u
αl,k,j

j

∏
l∈I2

+∞∏
k=−∞

d∏
j=1

u
αl,k,j

j .

4.6.2 Índice extremal

Nesta secção pretendemos determinar o índice extremal multivariado de {Xn}. Para isso, co-
mecemos por calcular a f.d. limite da sucessão {(n−1Mn,1, . . . , n

−1Mn,d) = (n−1∨n
i=1Xi,1, . . . ,

n−1∨n
i=1Xi,d)} = {n−1Mn}.

Proposição 4.6.2 ([16]). A sucessão {n−1Mn} tem f.d. limite

H(x1, . . . , xd) =
∏
l∈I1

+∞∧
k=−∞

d∧
j=1

e−αl,k,jx
−1
j
∏
l∈I2

d∏
j=1

+∞∧
k=−∞

e−αl,k,jx
−1
j , xj > 0, j ∈ D. (4.6.5)

Demonstração. Consideremos N = {1, . . . , n}. Tem-se, para todo o τj > 0, j ∈ D, que

P

(
Mn,1 ≤ n

τ1
, . . . ,Mn,d ≤ n

τd

)
=P

(
Zl,i−k,1 ≤ n

τ1αl,k,1
, l ≥ 1, k ∈ Z, i ∈ N, . . . , Zl,i−k,d ≤ n

τdαl,k,d
, l ≥ 1, k ∈ Z, i ∈ N

)
=P

(
Zl,m,1 ≤

n∧
i=1

n

τ1αl,i−m,1
, l ≥ 1,m ∈ Z, . . . , Zl,m,d ≤

n∧
i=1

n

τdαl,i−m,d
, l ≥ 1,m ∈ Z

)

=
∏
l∈I1

+∞∏
m=−∞

d∧
j=1

P

(
Zl,m,j ≤

n∧
i=1

n

αl,i−m,jτj

) ∏
l∈I2

+∞∏
m=−∞

d∏
j=1

P

(
Zl,m,j ≤

n∧
i=1

n

αl,i−m,jτj

)

=
∏
l∈I1

+∞∏
m=−∞

d∧
j=1

exp
(

−
(

n−m∧
k=1−m

n

αl,k,jτj

)−1) ∏
l∈I2

+∞∏
m=−∞

d∏
j=1

exp
(

−
(

n−m∧
k=1−m

n

αl,k,jτj

)−1)

= exp
(

− 1
n

∑
l∈I1

+∞∑
m=−∞

n−m∨
k=1−m

d∨
j=1

αl,k,jτj

)
exp

(
− 1
n

∑
l∈I2

+∞∑
m=−∞

d∑
j=1

n−m∨
k=1−m

αl,k,jτj

)

−−−→
n→∞

exp
(

−
∑
l∈I1

+∞∨
k=−∞

d∨
j=1

αl,k,jτj

)
exp

(
−
∑
l∈I2

d∑
j=1

+∞∨
k=−∞

αl,k,jτj

)
,
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dado que
+∞∑

m=−∞

n−m∨
k=1−m

βk =
+∞∨

m=−∞

n−m∑
k=1−m

βk =
+∞∨

m=−∞
nβk. Tomando xj = τ−1

j , vem (4.6.5).

Determinamos agora as margens unidimensionais Hj , j ∈ D, de H e relacionamo-las com as
de G. Para todo o j ∈ D, temos

Hj(xj) =
∏
l∈I1

exp
(

− x−1
j

+∞∨
k=−∞

αl,k,j

) ∏
l∈I2

exp
(

− x−1
j

+∞∨
k=−∞

αl,k,j

)
= e−x−1

j θj = G
θj

j (xj),

onde o índice extremal da sucessão {Xn,j} é dado por θj = ∑
l≥1

+∞∨
k=−∞

αl,k,j . Tendo em conta

(4.3.2), podemos escrever que o índice extremal multivariado de {Xn} é dado por

θ(x1, . . . , xd) = logH(x−1
1 , . . . , x−1

d )
logG(x−1

1 , . . . , x−1
d )

, (4.6.6)

pois τj(xj) = x−1
j , j ∈ D. A próxima proposição apresenta uma fórmula para o cálculo do

índice extremal multivariado de {Xn}.

Proposição 4.6.3 ([16]). A sucessão {Xn} tem índice extremal

θ(x1, . . . , xd) =

∑
l∈I1

d∨
j=1

(
xj

+∞∨
k=−∞

αl,k,j
)

+ ∑
l∈I2

d∑
j=1

(
xj

+∞∨
k=−∞

αl,k,j
)

∑
l∈I1

+∞∑
k=−∞

d∨
j=1

(
xjαl,k,j

)
+ ∑
l∈I2

d∑
j=1

(
xj

+∞∑
k=−∞

αl,k,j
) ,

para qualquer (x1, . . . , xd) ∈ Rd+.

Demonstração. O resultado é obtido usando (4.6.4) e (4.6.5) em (4.6.6).

Vamos agora fazer o estudo do índice extremal multivariado quando I1 = ∅ ou I2 = ∅.
Comecemos por considerar I1 = ∅, caso em que H tem margens independentes. Temos, por um
lado,

H(x−1
1 , . . . , x−1

d ) =
d∏
j=1

exp
(

−
(∑
l≥1

+∞∨
k=−∞

αl,k,j

)
xj

)
=

d∏
j=1

exp(−θjxj)

e, por outro lado,

G(x−1
1 , . . . , x−1

d ) =
d∏
j=1

exp
(

−
(∑
l≥1

+∞∑
k=−∞

αl,k,j

)
xj

)
=

d∏
j=1

exp(−xj).

Então, por (4.6.6), vem que θ(x1, . . . , xd) =
∑d

j=1 θjxj∑d

j=1 xj

. De facto, observemos que o resultado

obtido é o esperado pelo Teorema 4.4.1 quando H tem margens independentes. Analogamente,

se considerarmos I2 = ∅, H tem margens totalmente dependentes e θ(x1, . . . , xd) =
∨d

j=1 θjxj∨d

j=1 xj

.
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Concluímos apresentando a cópula da f.d. H. Tendo em conta que θj = ∑
l≥1

+∞∨
k=−∞

αl,k,j , obtemos

CH(u1, . . . , ud) =
∏
l∈I1

d∧
j=1

exp
(

−
+∞∨

k=−∞
αl,k,jx

−1
j

) ∏
l∈I2

d∏
j=1

exp
(

−
+∞∨

k=−∞
αl,k,jx

−1
j

)

=
∏
l∈I1

d∧
j=1

Hj(xj)
θ−1

j

+∞∨
k=−∞

αl,k,j ∏
l∈I2

d∏
j=1

Hj(xj)
θ−1

j

+∞∨
k=−∞

αl,k,j

=
∏
l∈I1

d∧
j=1

u

θ−1
j

+∞∨
k=−∞

αl,k,j

j

∏
l∈I2

d∏
j=1

u

θ−1
j

+∞∨
k=−∞

αl,k,j

j .
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