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Introducao

Nesta dissertagfio pretende-se caracterizar quadros de Young que satisfazem a certas
condigdes que generalizam a regra de Littlewood-Richardson, através de duas abordagens
diferentes. A primeira destas abordagens é baseada em argumentos de natureza com-
binatéria e serd explorada no primeiro capitule. O segundo capftulo pretende ser uma
interpretagao madtricial do primeiro, onde utilizamos matrizes com entradas num dominio
local para obter matricialmente os resultados descritos no primeiro capitulo. O conceito
chave € o de realizagio matricial de um guadre de Young introduzido em [3].

O conceito de quadro de Littlewood-Richardson (LR) envolve quadros do tipo (a, (m, ...,
mye),c) onde ma > ... > my. A definicio de quadro de LR adoptada neste trabalho é a
introduzida em [3], que caracteriza um quadro de LR em termos dos seus conjuntos inde-
xantes: se Ji,...,J; 580 os conjuntos indexantes de um quadro de Young do tipo descrito
acima, dizemos que este é de LR se J; > ... > J,. De notar que esta definicao é uma for-
mulagdo equivalente A introduzida em [12]. Em [4, 6], ¢ introduzido o conceito de quadro
de LR,,, ou seja, quadros de Young que satisfazem a regra de Littlewood-Richardson opos-
ta. Os quadros de Young que satisfazem esta regra séo do tipo (g, (m,...,m1),c), onde
mq 2 ... 2 m;. Uma generalizag@o natural de quadro de LR é considerar quadros de Young
do tipe (a, (7, -, Mery ), €) onde € é uma permutacdo no grupo simétrico de ordem ¢, a
que chamaremos permutacGes de sequéncias de LR. Neste trabalho analisamos os conjuntos
indexantes dos quadros deste tipo para algumas permutacdes &.

A estrutura do presente trabalho é a seguinte. No capitulo 1, introduzimos a nocio
de quadro de LE,, para £ uma permutagio do grupo simétrico de ordem ¢, e caracteri-
zamos estes quadros para algumas destas permutagbes, nomeadamente para quando # é
uma transposicao de inteiros consecutivos cu um produto de transposicdes de inteiros con-
secutivos obedecendo a certas condi¢fes. Como aplicaciio do conceito de quadro de LE,,
construimos uma bijec¢ao entre quadros de LR conjugados.

Na seccao 1.1, apresentamos algumas definiges bdsicas e resultados elementares so-
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Introducdo iv

bre a combinatéria de diagramas que serdo utilizados ao longo desta dissertacio: dual e
conjugado de um diagrama de Young e diagramas enviezados; e dual e conjugado de um
quadro. Na secgio 1.2 apresentamos as nogdes de quadro de LR e de LR,,. Mostramos que
a nocao de quadro de LR, se encontra de modo natural associada & nogdo de quadro dual
de um quadro de LR: um quadro é de LR se e 56 se o seu dual é de LR,, [6]. Seguindo [7],
apresentamos condigles necessdrias e suficientes para um quadro ser de LR em termos de
tiras horizontais, e a partir deste resultado deduzimos a existéncia de uma bijeccao entre
o conjunte dos quadros de LR do tipo (, {my, ...,m), ¢) @ 0 conjunto dos quadros de LR,y
do tipo {a*, (b"}ep, ¢*), onde op denota a permutacic inversio e a*, b* e ¢* sd0 08 conjuga-
dos das partigtes o, b e ¢, respectivamente. Na secgio 1.3 apresentamos um algoritmo que
permite transformar quadros de LR do tipo (a, (m1,ms),¢) em quadros de LR, do tipo
(a, (m2,m1),¢), onde op = (1 2). Este algoritmo define uma aplicagio bijectiva entre os
quadros considerados. Serd através desta aplicacio que definimos quadro de LR, para &
uma permutagéo do grupo simétrico de ordem ¢. No caso em que ¢ é uma transposicio de
inteiros consecutivos ou um produto de transposicdes de inteiros consecutivos obedecendo
a certas condigdes, caracterizamos os conjuntos indexantes dos quadros de LE.. Como
aplicagdo do conceito de permutagido de um quadro de LR, construimos uma bijecgio entre
quadros de LR conjugados [7]. Em [11] é também apresentada uma bijeccio entre quadros
de LR conjugades usando uma outra abordagem. A definicio de quadro de LR adoptada
em [11] ¢ a definida em (8, 13, 15], ¢ ¢ usado o algoritmo de insergao de Schensted [17, 18]
para construir uma aplicagio bijectiva que transforma um quadro de LR num quadro de
LR conjugado.

No segundo capitulo, seguindo [3, 5], introduzimos o conceito de realizacio matricial
mod(57), onde B° ¢ o quadro de Young (0, (m.q, e Mheay ), (M, oy 1)) @ € é uma per-
muta¢do no grupe simétrico de ordem £ Para certos valores de ¢, nomeadamente para
transposicoes de inteiros consecutivos e ciclos (£t —1..k+1k), 1 € k < ¢, mostramos que
um quadro admite uma realizagdo matricial mod(57) se e s6 se é de LR..

Seguindo {2, 4, 9], as matrizes consideradas neste capitulo tdm entradas num dominio
local, i.e., um dominio R, que contém apenas o primo p a menos de associados. Na
secgao 2.1.1 apresentamos uma série de resultados envolvendo matrizes unimodulares com
entracas em Ry, que serdio usados ao longo do capitulo. Na seccio 2.2 introduzimes a
nogho de realizagao matricial mod(B®), para ¢ uma permutagao no grupo simétrico de grau
. A definigdo utilizada € a que é seguida em [3, 5]: dado um quadro 7" = (a°, a’, et
do tipo (g, (Me(1)y -y Me()), €}, dizemos que uma sequéneia Ag, By, ..., B; de matrizes n x n
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nao singulares é uma realizagio matricial mod(5°) de 7 se: {I) o” é a particio invariante
de ApBy..B,, parar = 0,1,...,%; (II) cada B, tem particio invariante {17t (%)
para 7 = 1,..,t; e (III) a sequéncia I, By, ..., B; satisfaz as condigdes (I) e (II) para o
quadro B° := (0, {meq), ..., M), (M, ., ma)*). H4, em geral, rauitas formas de decom-
por o produto By...B; como um produto de ¢ matrizes que satisfazem (I),(JT) e {(II]).
Mostramos que a realizagao matricial ndo depende da forma como o produte Bi...5; é
decomposto. Na secgdo 2.3 mostramos que a segninte proposicio é verdadeira para certas
permutagées €: "dade umae permutacio € no grupe simétrico de ordem t, um gquadro ad-
mite ume realizacdo matriciel mod(BB%) se e 34 se é de LR,.” Quando € = id, obtemos o
teorema de Green-Klein {10, 12]. Em {3, 4], encontra-se um algoritmo que permite obter
explicitamente uma realizacio matricial para o quadre em questdo. Recentemente em [1]
é também apresentado um algoritmo baseado na nogio de LR segundo [14]. Tal como no
primeiro capitule, a andlise do caso ¢ € Sy, a que chamamos de caso base, é o suporte para
o estudo dos restantes casos. Na seccdo 2.3.2, quando ¢ é uma transpesicao de inteiros
consecutivos, o ciclo (2 —1...k), ou o produto de ciclos (t t—1..1){(¢t t— 1..2)..(¢ t — 1..k),
1 € k < ¢, deduzimos condigles necessdrias para os conjuntos indexantes de um quadro
de Young que admife uma realizagdo matricial mod(B%). Na sec¢io 2.3.3, mostramos que
as condigbes obtidas atrds sfo também suficientes para que um guadro admita uma rea-
lizagao matricial mod(5), quando ¢ é uma transposicdo de inteiros consecutives ou o ciclo
{tt—1..k+1k), 1 < k <, obtendo assim a demonstracdo da proposicio acima para estas
permutagdes. Pensamos que o tecrema 2.3.25 € original e que a abordagem ao teorema
2.3.24 (5] também.
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